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AIMS AND SCOPE 

 

The aim of the Journal is to advance the research and practice in structural engineering 
through the application of computational methods. The Journal will publish original papers and 
educational articles of general value to the field that will bridge the gap between high-performance 
construction materials, large-scale engineering systems and advanced methods of analysis. 

The scope of the Journal includes papers on computer methods in the areas of structural 
engineering, civil engineering materials and problems concerned with multiple physical processes 
interacting at multiple spatial and temporal scales. The Journal is intended to be of interest and use 
to researches and practitioners in academic, governmental and industrial communities. 
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ОБЩАЯ ИНФОРМАЦИЯ О ЖУРНАЛЕ 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 
(Международный журнал по расчету гражданских и строительных конструкций) 

 

Международный научный журнал “International Journal for Computational Civil 
and Structural Engineering (Международный журнал по расчету гражданских и строи-
тельных конструкций)” (IJCCSE) является ведущим научным периодическим изданием по 
направлению «Инженерные и технические науки», издаваемым, начиная с 1999 года (ISSN: 
1524-5845). В журнале на высоком научно-техническом уровне рассматриваются проблемы 
численного и компьютерного моделирования в строительстве, актуальные вопросы разра-
ботки, исследования, развития, верификации, апробации и приложений численных, числен-
но-аналитических методов, программно-алгоритмического обеспечения и выполнения авто-
матизированного проектирования, мониторинга и комплексного наукоемкого расчетно-
теоретического и экспериментального обоснования напряженно-деформированного (и ино-
го) состояния, прочности, устойчивости, надежности и безопасности ответственных объек-
тов гражданского и промышленного строительства, энергетики, машиностроения, транспор-
та, биотехнологий и других высокотехнологичных отраслей. 

В редакционный совет журнала входят известные российские и зарубежные деятели 
науки и техники. Основной критерий отбора статей для публикации в журнале − их высокий 
научный уровень, соответствие которому определяется в ходе высококвалифицированного 
рецензирования и объективной экспертизы, поступающих в редакцию материалов. 

Журнал входит в Перечень ВАК РФ ведущих рецензируемых научных изданий, в кото-
рых должны быть опубликованы основные научные результаты диссертаций на соискание 
ученой степени кандидата наук, на соискание ученой степени доктора наук по отраслям науки  

 01.00.00 Физико-математические науки; 
 05.00.00 Технические науки 

и группам специальностей 
 01.02.00 Механика 
 05.13.00 Информатика, вычислительная техника и управление 
 05.23.00 Строительство и архитектура. 
В Российской Федерации журнал индексируется Российским индексом научного ци-

тирования (РИНЦ).  
Журнал входит в базу данных Russian Science Citation Index (RSCI), полностью инте-

грированную с платформой Web of Science. Журнал имеет международный статус и высыла-
ется в ведущие библиотеки и научные организации мира.  

Издатели журнала – Издательство Ассоциации строительных высших учебных за-
ведений /АСВ/ (Россия, г. Москва) и Издательский дом Begell House Inc. (США, г. Нью-
Йорк). Официальными партнерами издания является Российская академия архитектуры и 
строительных наук (РААСН), осуществляющая научное курирование издания, и Научно-
исследовательский центр СтаДиО (ЗАО НИЦ СтаДиО). 

Цели журнала – демонстрировать в публикациях российскому и международному 
профессиональному сообществу новейшие достижения науки в области вычислительных ме-
тодов решения фундаментальных и прикладных технических задач, прежде всего в области 
строительства.  

Задачи журнала: 
 предоставление российским и зарубежным ученым и специалистам возможно-

сти публиковать результаты своих исследований; 
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 привлечение внимания к наиболее актуальным, перспективным, прорывным и 
интересным направлениям развития и приложений численных и численно-аналитических 
методов решения фундаментальных и прикладных технических задач, совершенствования 
технологий математического, компьютерного моделирования, разработки и верификации ре-
ализующего программно-алгоритмического обеспечения; 

 обеспечение обмена мнениями между исследователями из разных регионов и 
государств. 

Тематика журнала. К рассмотрению и публикации в журнале принимаются анали-
тические материалы, научные статьи, обзоры, рецензии и отзывы на научные публикации по 
фундаментальным и прикладным вопросам технических наук, прежде всего в области строи-
тельства. В журнале также публикуются информационные материалы, освещающие научные 
мероприятия и передовые достижения Российской академии архитектуры и строительных 
наук, научно-образовательных и проектно-конструкторских организаций. 

Тематика статей, принимаемых к публикации в журнале, соответствует его названию 
и охватывает направления научных исследований в области разработки, исследования и при-
ложений численных и численно-аналитических методов, программного обеспечения, техно-
логий компьютерного моделирования в решении прикладных задач в области строительства, 
а также соответствующие профильные специальности, представленные в диссертационных 
советах профильных образовательных организациях высшего образования.  

Редакционная политика. Политика редакционной коллегии журнала базируется на 
современных юридических требованиях в отношении авторского права, законности, плагиа-
та и клеветы, изложенных в законодательстве Российской Федерации, и этических принци-
пах, поддерживаемых сообществом ведущих издателей научной периодики. 

За публикацию статей плата с авторов не взымается. Публикация статей в жур-
нале бесплатная. На платной основе в журнале могут быть опубликованы материалы ре-
кламного характера, имеющие прямое отношение к тематике журнала. 

Авторам. Прежде чем направить статью в редакцию журнала, авторам следует озна-
комиться со всеми материалами, размещенными в разделах сайта журнала (интернет-сайт 
Российской академии архитектуры и строительных наук (http://raasn.ru); подраздел «Издания 
РААСН» или интернет-сайт Издательства АСВ (http://iasv.ru); подраздел «Журнал IJCCSE»): 
с основной информацией о журнале, его целями и задачами, составом редакционной колле-
гии и редакционного совета, редакционной политикой, порядком рецензирования направля-
емых в журнал статей, сведениями о соблюдении редакционной этики, о политике авторско-
го права и лицензирования, о представлении журнала в информационных системах (индек-
сировании), информацией о подписке на журнал, контактными данными и пр. Журнал рабо-
тает по лицензии Creative Commons типа cc by-nc-sa (Attribution Non-Commercial Share Alike) 
– Лицензия «С указанием авторства – Некоммерческая – Копилефт». 

Подписка. Журнал зарегистрирован в Федеральном агентстве по средствам массо-
вой информации и охраны культурного наследия Российской Федерации. Индекс в общерос-
сийском каталоге РОСПЕЧАТЬ − 18076. 

По вопросам подписки на международный научный журнал “International Journal for 
Computational Civil and Structural Engineering (Международный журнал по расчету граждан-
ских и строительных конструкций)” обращайтесь в Агентство «Роспечать» (Официальный 
сайт в сети Интернет: http://www.rosp.ru/) или в издательство Ассоциации строительных ву-
зов (АСВ) в соответствии со следующими контактными данными: 

ООО «Издательство АСВ» 
Юридический адрес: 129337, Россия, г. Москва, Ярославское ш., д. 26, офис 705; 
Фактический адрес: 129337, Россия, г. Москва, Ярославское ш., д. 19, корп. 1, 5 этаж,  
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Телефоны: +7 (925) 084-74-24, +7 (926) 010-91-33 
Интернет-сайт: www.iasv.ru. Адрес электронной почты: iasv@iasv.ru. 
Контактная информация. 
По всем вопросам работы редакции, рецензирования, согласования правки текстов и 

публикации статей следует обращаться к главному редактору журнала Сидорову Владимиру 
Николаевичу (адреса электронной почты: sidorov.vladimir@gmail.com, sidorov@iasv.ru, 
iasv@iasv.ru, sidorov@raasn.ru) или к техническому редактору журнала Кайтукову Таймуразу 
Батразовичу (адреса электронной почты: tkaytukov@gmail.com; Kaytukov@raasn.ru). Кроме 
того, по указанным вопросам, а также по вопросам размещения в журнале рекламных мате-
риалов можно обращаться к генеральному директору ООО «Издательство АСВ» Никитиной 
Надежде Сергеевне (адреса электронной почты: iasv@iasv.ru, nsnikitina@mail.ru, 
ijccse@iasv.ru). 

Журнал становится технологичнее. Издательство АСВ с сентября 2016 года явля-
ется членом Международной ассоциации издателей научной литературы (PILA), осуществ-
ляющей свою деятельность на платформе CrossRef. Оригинальным статьям, публикуемым в 
журнале, будут присваиваться уникальные номера (индексы DOI – Digital Object Identifier), 
что значительно облегчит поиск метаданных и местонахождение полнотекстового произве-
дения. DOI – это система определения научного контента в сети Интернет.  

CrossRef – независимая организация, образованная в 2000 году по инициативе груп-
пы научных издателей. Инициатором разработки технологии стало издательство Wiley. Тех-
нология использования ссылок (DOI) принадлежит агентству CrossRef.  

Publishers International Linking Association (PILA) – Международная ассоциация по 
связям издателей – является управляющей структурой агентства CrossRef – агрегатора и ре-
гистратора DOI, а также международной базой научных статей и их метаданных 
(www.crossref.org). На настоящий момент в базе несколько десятков миллионов материалов. 

Использование этой технологии позволит представить информацию о журнале на 
международной платформе издателей научной литературы CrossRef, обеспечит удобный и 
принятый в мировом научном сообществе доступ к полнотекстовой электронной версии. Это 
значительно облегчит поиск научной информации, что способствует повышению наукомет-
рических показателей авторов статей, публикуемых в журнале. Если, например, у произведе-
ния российского автора есть DOI и если на его работу имеется ссылка в публикации зару-
бежного коллеги в журнале, включенном в Web of Science и Scopus, то такое произведение 
автоматически попадает в эти базы данных и получает в нем собственный индекс цитируе-
мости. 

Все журналы, индексируемые в международной базе научного цитирования Web of 
Science и большинство периодических изданий, индексируемых в международной базе Sco-
pus, имеют DOI. Использование цифрового идентификатора говорит прежде всего о техноло-
гическом качестве научного издания и является неотъемлемым атрибутом системы научной 
коммуникации за счет эффективного обеспечения процессов обмена научной информацией.  

С октября 2016 года стал возможным прием статей на рассмотрение и рецензирова-
ние через он-лайн систему приема статей Open Journal Systems на сайте журнала (электрон-
ная редакция): 

http://ijccse.iasv.ru/index.php/IJCCSE 
Автор имеет возможность следить за продвижением статьи в редакции журнала в 

личном кабинете Open Journal Systems и получать соответствующие уведомления по элек-
тронной почте. 



International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 

10 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

International Journal for 

Computational Civil and Structural Engineering 
(Международный журнал по расчету гражданских и строительных конструкций) 

Volume 13, Issue 4                                                                                                2017 

Scientific coordination is carried out by the Russian Academy of Architecture and Construction Sciences (RAACS) 

 

 

СОДЕРЖАНИЕ 

 

О решении многоточечных краевых задач расчета конструкций в двумерной  
постановке на основе совместного применения метода конечных элементов  
и дискретно-континуального метода конечных элементов.  
Часть 2: Особенности конечноэлементной аппроксимации и задание 
граничных условий 
П.А. Акимов, А.М. Белостоцкий, Т.Б. Кайтуков, О.А. Негрозов 
 

 

 

 

14 

Компьютерные технологии при формировании расчетных моделей  
монолитных железобетонных конструкций 
А.И. Бедов, А.С. Салов, А.И. Габитов, Д.В. Кузнецов, Э.А. Садыкова 
 

 

37 

Применение итерационного агрегирования в методе главных компонент 
В.Е. Булгаков 
 

47 

К вопросу влияния различных схем воздействия радиационных сред и 
нагрузок на армированные пластинчатые элементы конструкций 
Р.Б. Гарибов 
 

 

53 

Конечноэлементное моделирование выгиба преднапряженных  
железобетонных балок 
П.П. Гайджуров 
 

 

58 

Исследование поведения цементных композитов в условиях повышенной  
влажности и переменных положительных температур 
И.В. Ерофеева, В.В. Афонин, В.А. Федорцов, Д.В. Емельянов, Н.Ю. Подживотов, 
М.М. Зоткина 
 

 

66 

О гамильтоновых формулировках и законах сохранения в теории пластин  
типа И.Н. Векуа – А.А. Амосова 
С.И. Жаворонок 
 

 

82 

Анализ устойчивости равновесия модели фермы с жесткими узлами на основе  
различных диаграмм деформирования материала 
С.Б. Косицын, М.М. Бегичев 
 

 

96 



International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 

Volume 13, Issue 4, 2017 11 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Численное моделирование податливых опор в виде труб кольцевого сечения  
при статическом и кратковременном динамическом нагружении 
О.Г. Кумпяк, Н.В. Мещеулов 
 

 

103 

Учет расчетных параметров шпунтовых стен профиля «Ларсен»  
при проектировании ограждений котлованов 
Р.А. Мангушев, А.Б. Фадеев 
 

 

114 

Вариационно-геометрические оценки решений для пластин с закрепленным  
контуром на основе модифицированного метода Релея – Ритца 
Г.А. Мануйлов 
 

 

121 

Двухсеточный метод расчета строительных конструкций на основе 
использования дискретного базиса Хаара. Часть 1: Одномерные проблемы 
М.Л. Мозгалева, П.А. Акимов 
 

 

128 

Моделирование напряженно-деформированного состояния толстых  
железобетонных плит с учетом ползучести бетона 
Б.М. Языев, А.С. Чепурненко, А.В. Сайбель 
 

 

140 

Сообщение о конкурсе на медали и дипломы Российской академии 
архитектуры  и строительных наук (РААСН) за 2017 год 
 

 

149 

Сообщение о выборах членов Российской академии архитектуры  и 
строительных наук (РААСН) в 2018 году 
 

 

154 

Ушел из жизни Гурам Автандилович Джинчвелашвили 
 

160 

  

  

 



International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 12 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

International Journal for 

Computational Civil and Structural Engineering 
(Международный журнал по расчету гражданских и строительных конструкций) 

Volume 13, Issue 4                                                                                                2017 

Scientific coordination is carried out by the Russian Academy of Architecture and Construction Sciences (RAACS) 

 

 

CONTENTS
 

 

About Solution of Multipoint Boundary Problems of Two-Dimensional Structural  
Analysis with the Use of Combined Application of Finite Element Method  
and Discrete-Continual Finite Element Method  
Part 2: Special Aspects of Finite Element Approximation and Boundary Conditions 
Pavel A. Akimov, Alexander M. Belostotsky, Taymuraz B. Kaytukov, Oleg A. Negrozov 
 

 

 

 

14 

Computer Technologies in the Formation of Computed Models of Monolithic  
Reinforced Concrete Structures 
Anatoliy I. Bedov, Aleksandr S. Salov, Azat I. Gabitov, Dmitriy V. Kuznetsov,  
Elza A. Sadykova 
 

 

37 

Iterative Aggregation Method for Solving Principal Component Analysis Problems 
Vitaly Е. Bulgakov 
 

47 

About Influence of Different Schemes of Impact Radiation Environments and Loads  
on Reinforced Lamellar Structural Members 
Rafail B. Garibov 
 

 

53 

Finite Element Modeling of Camber of Prestressed Concrete Beams 
Peter P. Gaigerov 
 

58 

Research of Behavior of Cement Composites in Conditions of High Humidity  
and Variable Positive Temperatures 
Irina V. Erofeeva, Victor V. Afonin, Vladislav A. Fedortsov, Denis V. Emelyanov,  
Nikolay Yu. Podzhivotov, Marina M. Zotkina 
 

 

66 

On Hamiltonian Formulations and Conservation Laws for Plate Theories  
of Vekua – Amosov Type 
Sergey I. Zhavoronok 
 

 

82 

Analysis of Stability of a Truss Model with Hard Nodes Based on Various  
Stress-Strain Curves 
Sergey B. Kosytsyn, Maxim M. Begichev 
 
 

96 



International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 

Volume 13, Issue 4, 2017 13 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Numerical Simulation of Yielding Supports in the Shape of Annular Tubes  
Under Static and Short-Term Dynamic Loading 
Oleg G. Kumpyak, Nikita V. Mescheulov 
 

 

103 

The Account of Options Sheet of Walls Profile Larsen in the Design  
of Excavations Supporting Walls 
Rashid A. Mangushev, Alexandr B. Fadeev 
 

 

114 

The Approximate Solution for Plates Using Modified Rayleigh-Ritz Method 
Gaik A. Manuylov 
 

121 

Two-Grid Method of Structural Analysis Based on Discrete Haar Basis 
Part 1: One-Dimensional Problems 
Marina L. Mozgaleva, Pavel A. Akimov 
 

 

128 

Modelling if Stress-Strain State of Thick Concrete Slabs Taking the Creep  
of Concrete into Account 
Batyr M. Yazyev, Anton S. Chepurnenko, Anzhelika V. Saibel 
 

 

140 

Information about Competition for Medals and Diplomas of the Russian Academy  
of Architecture and Construction Sciences for 2017 
 

 

149 

Information about Election of Members of the Russian Academy of Architecture  
and Construction Sciences in 2018 
 

 

154 

In Memory of Prof. Guram A. Dzhinchvelashvili 
 

160 

  

  

  

  

 



International Journal for Computational Civil and Structural Engineering, 13(4) 14-36 (2017) 

14 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

О РЕШЕНИИ МНОГОТОЧЕЧНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ  
РАСЧЕТА КОНСТРУКЦИЙ В ДВУМЕРНОЙ ПОСТАНОВКЕ 

НА ОСНОВЕ СОВМЕСТНОГО ПРИМЕНЕНИЯ  
МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ И ДИСКРЕТНО-

КОНТИНУАЛЬНОГО МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
ЧАСТЬ 2: ОСОБЕННОСТИ КОНЕЧНОЭЛЕМЕНТНОЙ  

АППРОКСИМАЦИИ И ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
 

П.А. Акимов1,2,3,4,5, А.М. Белостоцкий2,3,4,5,6,7, Т.Б. Кайтуков1, О.А. Негрозов1,5,8 
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Аннотация: Как известно, постановка многоточечной краевой задачи включает три основные составля-
ющие: описание области, занимаемой конструкцией и соответствующих подобластей; описание условий 
внутри области, т.е. внутри соответствующих подобластей; описание условий на границе области, т.е. 
условий на границах «стыковки» подобластей. Данная статья является продолжением другой, опублико-
ванной ранее работы, в которой рассматривались постановка и общие принципы аппроксимации много-
точечной краевой задачи статического расчета балки-стенки на основе совместного применения метода 
конечных элементов и дискретно-континуального метода конечных элементов. Отметим, что аппрокси-
мация в пределах фрагментов конструкции, имеющих регулярные физико-геометрические параметры по 
одному из направлений, целесообразно проводить на основе дискретно-континуального метода конеч-
ных элементов (ДКМКЭ), а для аппроксимации всех остальных фрагментов следует использовать стан-
дартный метод конечных элементов (МКЭ). В настоящей публикации приводятся адаптированные для 
алгоритмической реализации формулы определения перемещений, производных от перемещений, де-
формаций и напряжений в рамках конечноэлементной модели (причем как в пределах конечного элемен-
та, так и соответствующие узловые значения с учетом осреднения), проводится анализ вариантов усло-
вий стыковки на границах подобластей (соответственно дискретных моделей и дискретно-
континуальных моделей и условия типа «шарнирное опирание», «свободных край», «идеальный кон-
такт» (в общей сложности выделено двенадцать основных (базовых) вариантов стыковок, к которым сво-
дятся большинство возникающих на практике условий)), для каждого из таких случаев представлены 
адаптированные для алгоритмической реализации формулы вычисления элементов соответствующих 
матриц коэффициентов и векторов правых частей.  
 

Ключевые слова: дискретно-континуальный метод конечных элементов, метод конечных элементов,  
расчеты строительных конструкций, двумерные задачи, постановки задач, аппроксимация,  

многоточечная краевая задача 
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Abstract: As is well known, the formulation of a multipoint boundary problem involves three main components: 
a description of the domain occupied by the structure and the corresponding subdomains; description of the con-
ditions inside the domain and inside the corresponding subdomains, the description of the conditions on the 
boundary of the domain, conditions on the boundaries between subdomains. This paper is a continuation of an-
other work published earlier, in which the formulation and general principles of the approximation of the multi-
point boundary problem of a static analysis of deep beam on the basis of the joint application of the finite ele-
ment method and the discrete-continual finite element method were considered. It should be noted that the ap-
proximation within the fragments of a domain that have regular physical-geometric parameters along one of the 
directions is expedient to be carried out on the basis of the discrete-continual finite element method (DCFEM), 
and for the approximation of all other fragments it is necessary to use the standard finite element method (FEM). 
In the present publication, the formulas for the computing of displacements partial derivatives of displacements, 
strains and stresses within the finite element model (both within the finite element and the corresponding nodal 
values (with the use of averaging)) are presented. Boundary conditions between subdomains (respectively, dis-
crete models and discrete-continual models and typical conditions such as “hinged support”, “free edge”, “per-
fect contact” (twelve basic (basic) variants are available)) are under consideration as well. Governing formulas 
for computing of elements of the corresponding matrices of coefficients and vectors of the right-hand sides are 
given for each variant. All formulas are fully adapted for algorithmic implementation. 
 

Keywords: discrete-continual finite element method, finite element method, structural analysis,  
two-dimensional problems, formulation of problems, approximation, multipoint boundary problem 

 
 
1. ЛОКАЛЬНАЯ СИСТЕМА  

КООРДИНАТ В ПРЕДЕЛАХ  
КОНЕЧНОГО ЭЛЕМЕНТА.  
ВОСПОЛНЕНИЕ НЕИЗВЕСТНЫХ 

 
Рассмотрим произвольный ),,( jik -й конеч-
ный элемент (рис. 1.1). На элементе вводится 
локальная система координат (координаты 1t  
и 2t ), при этом ]1 ,0[   1]; ,0[ 21  tt . 
Имеет место следующее соответствие гло-
бальных и локальных координат узлов эле-
мента: 
 

)0 ,0(      ) ,( ,,2,1 jki xx ;             (1.1) 
)0 ,1(      ) ,( ,,21,1  jki xx ;            (1.2) 
)1 ,0(      ) ,( 1,,2,1 jki xx ;            (1.3) 
)1 ,1(      ) ,( 1,,21,1  jki xx .           (1.4) 

 
Пусть Tttt ]     [ 21  и Txxx ]     [ 21  – векторы 
координат произвольной точки дискретно-
континуального конечного элемента в ло-
кальной и исходной глобальной системах 
координат. 
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Рисунок 1.1. Переход к локальной системе координат на конечном элементе. 

 
 
Формула преобразования координат на эле-
менте (рис. 1.1): 
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1

jik
n

jik
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jik xxx   ;           (1.6) 
),,()1,,(),,(
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jik
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n
jik xxx   ;          (1.7) 

),,(
2

),1,()1,1,(),,(
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jikjik
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jik
n

jik xxxx   .   (1.8) 
 
Поясним, что 
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
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n x
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x
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Здесь ),,( jik

nx , ),,( jik
nt  – векторы координат 

),,( jik -го узла элемента в глобальной и ло-
кальной системах координат соответственно. 
Формула восполнения перемещений на эле-
менте [1-3]: 
 

,                 
),(

),,(
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),,(
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),,(
11

),,(
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jikjik

jikjik
n

k

uttut
ututtu



 (1.13) 

где        ),,(),1,(),,(
1

jik
n

jik
n

jik uuu   ;          (1.14) 
),,()1,,(),,(

2
jik

n
jik

n
jik uuu   ;          (1.15) 

),,(
2

),1,()1,1,(),,(
12

jikjik
n

jik
n

jik uuuu    (1.16) 
 

(верхний индекс « )(k », следуя [1-3], здесь и 
далее соответствует номеру рассматриваемой 
подобласти, т.е. fe

kk   ). 
Функциональная матрица ),( 21 tt  имеет вид: 
 





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
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где            
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2 ,1   ,),,(),1,(),,(
1   pxxx jik

p
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p
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p ;  (1.19) 

2 ,1   ,),,()1,,(),,(
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p
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p
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p ;  (1.20) 

.2 ,1   ,                             ),,(
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p  (1.21) 

 
Формула вычисления определителя: 
 

).,(),(                   
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 (1.22) 

 
Матрица Якоби ),( 21,, ttjik , определяемая 
формулой 
 

),(),( 21
1

,,21,, tttt jikjik
 ,           (1.23) 
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имеет вид 
 



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2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ЧАСТНЫХ  

ПРОИЗВОДНЫХ  
ОТ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ, ДЕФОРМАЦИЙ 
И НАПРЯЖЕНИЙ В ПРЕДЕЛАХ  
КОНЕЧНОГО ЭЛЕМЕНТА 

 
Частные производные от перемещений по 
переменным 1t  и 2t  определяются по следу-
ющим формулам: 
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Формула определения частных производных 
от перемещений по переменным 1x  и 2x  
имеет вид: 
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 (2.2) 

Формула для компонентов тензора деформа-
ций на элементе (в рамках двумерной теории 
упругости [4-21]): 
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 (2.3) 
 
Формула для объемной деформации [1-3]: 
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Формула для компонентов тензора напряже-
ний на элементе [1-3]: 
 

2,,1  2;,1                                        
 ),,(2                     
),(),(

21
),,(

,,,

21
),,(

,,,21
),,(

,







qp
tt

tttt
jik

qpjik

jik
jikqp

jik
qp





  (2.5) 

 
где qp,  – символ Кронекера, 
 






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, qp
qp

qp                  (2.6) 

 
 
3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРИВЕДЕННЫХ  

К УЗЛАМ КОНЕЧНОГО ЭЛЕМЕНТА 
ЗНАЧЕНИЙ НАПРЯЖЕНИЙ  
И ДЕФОРМАЦИЙ С УЧЕТОМ 
ОСРЕДНЕНИЯ 

 
Введем обозначения [22]: 
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1,1,1,1, kk   ;                (3.15) 

1,1,1,, 11  NkNk  ;             (3.16) 
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1,1,,1, 22  NkNk  ;              (3.17) 

1,1,,, 2121  NNkNNk  .           (3.18) 
 
Уточним, что в каждой из рассмотренных 
выше формул при 0,, jik  будем иметь 

0,, jik . 
Приведем ниже формулы для определения 
напряжений и деформаций в узлах дискрет-
но-континуальной модели (ниже всюду 

2 ,1p  и 2 ,1q ). 
– внутренние узлы ( 1 ..., 3, ,2 1  Ni ; 

1 ..., 3, ,2 ,2  kNj ) 
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– «левая вертикальная граница» 
( 1 ..., 3, ,2   ;1 ,2  kNji ) 
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– «правая вертикальная граница» 
( 1 ..., 3, ,2   ; ,21  kNjNi ) 
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– «нижняя горизонтальная граница» 
( 1   ;1 ..., 3, ,2 1  jNi ; 1j ) 
 

);)0,0(               
)0,1((][

1,,
)1,,(

,

1,1,
)1,1,(

,1,,
)1,()(

,

ik
ik

qp

ik
ik

qpik
ik

qp







 



  (3.25) 

);)0,0(              
)0,1((][

1,,2
)1,,(

,

1,1,
)1,1,(

,1,,
)1,()(

,

i
ik

qp

ik
ik

qpik
ik

qp







 



  (3.26) 

 
– «верхняя горизонтальная граница» 
( kNjNi ,21    ;1 ..., 3, ,2  ) 
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– «угловые узлы  границы» 
в случае 1  ,1  ji  имеем: 
 

1,1,
)1,1,(

,1,1,
)1,1()(

, )0,0(][ k
k
qpk

k
qp   ;      (3.29) 
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)1,1()(

, )0,0(][ k
k
qpk

k
qp   ;       (3.30) 

 
в случае 1  ,1  jNi  имеем: 
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,1,,
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, 1

1

1

1 )0,1(][ 


 Nk
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Nk
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в случае kNji ,2  ,1   имеем: 
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в случае kNjNi ,21   ,   имеем: 
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4. АНАЛИЗ ВАРИАНТОВ УСЛОВИЙ 

СТЫКОВКИ 
 
В практических приложениях наиболее часто 
встречаются следующие варианты стыковки 
на границах подобластей (1.6) из [1]: 
1) стыковка вида «дискретно-континуальная 

модель – дискретная модель», «внутрен-
нее» условие типа «идеальный контакт»; 

2) стыковка вида «дискретная модель – дис-
кретно-континуальная модель», «внут-
реннее» условие типа «идеальный кон-
такт»; 

3) стыковка вида «дискретно-континуальная 
модель – дискретно-континуальная мо-
дель», «внутреннее» условие типа «иде-
альный контакт»; 

4) стыковка вида «дискретная модель – дис-
кретная модель», «внутреннее» условие 
типа «идеальный контакт»; 

5) стыковка вида «внешняя граница – дис-
кретная модель», условие типа «шарнир-
ное опирание»; 

6) стыковка вида «внешняя граница – дис-
кретная модель», условие типа «свобод-
ный край»; 

7) стыковка вида «внешняя граница – дис-
кретно-континуальная модель», условие 
типа «шарнирное опирание»; 

8) стыковка вида «внешняя граница – дис-
кретно-континуальная модель», условие 
типа «свободный край»; 
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9) стыковка вида «дискретная модель – 
внешняя граница», условие типа «шар-
нирное опирание»; 

10) стыковка вида «дискретная модель – 
внешняя граница», условие типа «сво-
бодный край»; 

11) стыковка вида «дискретно-континуальная 
модель – внешняя граница», условие типа 
«шарнирное опирание»; 

12) стыковка вида «дискретно-континуальная 
модель – внешняя граница», условие типа 
«свободный край». 

Разумеется, возможны и иные варианты сты-
ковок, однако подобного рода варианты, так 
или иначе, как правило, сводятся к некоторым 
сочетаниям вышеперечисленных двенадцати. 
Рассмотрим далее алгоритмы задания гра-
ничных условий в каждом из указанных две-
надцати вариантов стыковки на границах по-
добластей [1-3].  
 
 
5. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА  
«ДИСКРЕТНО-КОНТИНУАЛЬНАЯ 
МОДЕЛЬ – ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ» 
(«ВНУТРЕННЕЕ» УСЛОВИЕ ТИПА 
«ИДЕАЛЬНЫЙ КОНТАКТ») 

 
Пусть в некоторой граничной точке 

b
b

k nkx 1   ,,2  имеет место стыковка подоб-

ласти dc
k 1  с дискретизацией в рамках 

ДКМКЭ ( 21 k ) и подобласти fe
k  с дис-

кретизацией в рамках МКЭ ( 1k ). 
В сечении b

kxx ,22   следует задать условия 
( 14N  уравнений) идеального контакта вида 
[1-3]: 
 

1   , ..., 2, ,1   ,)0( 1
),,(

1,2
),1(

1  jNiuxu jikb
k

ik ; 
                       (5.1)    

1   , ..., 2, ,1   ,)0( 1
),,(

2,2
),1(

2  jNiuxu jikb
k

ik ;  
                      (5.2)    

1   , ..., 2, ,1   ,)0( 1
),,(

2,1,2
),1(

2,1  jNix jikb
k

ik  ;  
                      (5.3)    

1   , ..., 2, ,1   ,)0( 1
),,(

2,2,2
),1(

2,2  jNix jikb
k

ik  , 
                       (5.4)    

 
где )0( ,2

),1(
2,1  b

k
ik x  и )0( ,2

),1(
2,2  b

k
ik x  – соот-

ветственно приведенные к узлу ) ,( ik  функции 
компонент напряжений )( 22,1 x  и )( 22,2 x  в 
пределах дискретно-континуального конечного 
элемента dc

ik ,1 ; ),,(
2,1

jik  и ),,(
2,2

jik  – соответ-
ственно приведенные к узлу ) , ,( jik  значения 
компонент напряжений 2,1  и 2,2 . 
Уравнения (5.1)-(5.4) можно переписать сле-
дующим образом: 
 

kk
b

kkk UBxUB 



  )0( ,21 ,            (5.5) 
 

где 

kB  – матрица граничных условий разме-
ра 11 44 NN  , алгоритм формирования кото-
рой указан в таблице 5.1; 

kB  – матрица гра-
ничных условий размера kNNN ,211 24  , 
формируемая на основе метода базисных ва-
риаций. 
Ниже рассмотрен алгоритм формирования 
матрицы 

kB  при задании условий (5.5) опи-
сан ниже. 
1. Элементы матрицы 

kB  определяются по 
формуле 
 

.2 ..., 2, 1,=   ,2 ..., 2, 1,=            
  ,)(

11

,,

NqNp
B qpqpk 

 (5.6) 

 
Заметим, что вычисление элементов матри-
цы 

2B  по формуле (5.6) соответствует зада-
нию граничных условий (5.1)-(5.2). 
2. Последовательно задаются 1 ..., 2, ,1 Nig  . 
Для каждого фиксированного значения gi  
выполняются действия, перечисленные ни-
же. 
2.1. Последовательно перебираются 

1 ..., 2, ,1 Ni  . Для каждого фиксированного 
значения i  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
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Таблица 5.1. Алгоритм заполнения матрицы 
kB . 

№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение элемента  
матрицы 

Соответству-
ющее условие 

1 2 3 4 
1 1 ..., 2, 1,   ),12 ,( Niii   1  

 (5.1) 

2 11  ..., 2, 1,   ),2 ,( NiiiN   1  
 

(5.2) 

3 )2 ,12( 1 N  )0(1
1

1
1,1 N

hk 
  

(5.3) 
1i  

4 )4 ,12( 1 N  )0(1
2

1
1,1 N

hk 
  

5 )12 ,12( 11  NN  1,1k  
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1 ..., 3, ,2              
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
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2
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1
1
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hi

ik 

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(5.3) 

1  
..., 3, ,2

1 



N
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7 
1 ..., 3, ,2              
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1

1




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



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
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2
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1
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
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N
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1 2 3 4 
19 

1 ..., 3, ,2              
 ),)(2 ,3(

1

11




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iNiN  
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ikik

,11,1
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2
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








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(5.4) 

1  
..., 3, ,2

1 



N
i  

20 )32 ,4( 11 NN  )1(1
1

1
1,1

1

1
N

hN
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
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(5.4) 

1Ni   
21 )12 ,4( 11 NN  )1(1

2
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1
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hN
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

  

22 )4 ,4( 11 NN  1,11,1 11
2   NkNk   

Примечание: Все элементы матрицы 

kB  не указанные в таблице равны нулю. 
 

2.1.1. Последовательно перебираются 
kNj ,2 ..., ,2 ,1 . Для каждого фиксированного 

значения j  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
2.1.1.1. Последовательно перебираются 

2 ,1q . Для каждого фиксированного значе-
ния q  выполняются действия, перечислен-
ные ниже. 
2.1.1.1.1. Вычисляется глобальный индекс gj  
 

)1(2)1(2 1  jNiqjg ;        (5.7) 
 
2.1.1.1.2. В качестве вектора неизвестных kU  
(см. формулу (5.5) из [3]) задается  
 

gjk eU  .                      (5.8) 
 
2.1.1.1.3. В соответствии со структурой (5.5) 
вектора неизвестных по соответствующим 
формулам из числа представленных выше 
(3.19), (3.31), (3.23), (3.25), (3.27), (3.29), 
(3.31), (3.33) и (3.35) определяются приве-
денные к узлу компоненты )1,()(

2,1 ][ gik , 
)1,()(

2,2 ][ gik  тензора напряжений. 
2.1.1.1.4. Соответствующие элементы матри-
цы 

kB  определяются по формулам 
 

)1,()(
2,1,2 ][)(

1

g

gg

ik
jiNkB 

 ;             (5.9) 

)1,()(
2,2,3 ][)(

1

g

gg

ik
jiNkB 

 .       (5.10) 
 
Заметим, что вычисление элементов матри-
цы 

kB  по формулам (5.9), (5.10) соответ-
ствует заданию граничных условий (5.3), 
(5.4). 
 
 
6. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА  
«ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ –  
ДИСКРЕТНО-КОНТИНУАЛЬНАЯ 
МОДЕЛЬ» («ВНУТРЕННЕЕ»  
УСЛОВИЕ ТИПА «ИДЕАЛЬНЫЙ 
КОНТАКТ») 

 
Пусть в некоторой граничной точке 

b
b

k nkx 1   ,,2  имеет место стыковка подоб-

ласти fe
k 1  с дискретизацией в рамках МКЭ 

( 11 k ) и подобласти dc
k  с дискретиза-

цией в рамках ДКМКЭ ( 2k ). 
В сечении b

kxx ,22   следует задать условия 
( 14N  уравнений) идеального контакта вида 
[1-3]: 
 

;   , ..., 2, ,1                        
 ),0(

1,21

,2
),(

1
),,1(

1









k

b
k

ikjik

NjNi
xuu   (6.1)    

;   , ..., 2, ,1                        
  ),0(

1,21

,2
),(

2
),,1(

2









k

b
k

ikjik

NjNi
xuu   (6.2)    
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;   , ..., 2, ,1                          
  ),0(

1,21

,2
),(

2,1
),,1(

2,1









k

b
k

ikjik

NjNi
x  (6.3)    

,   , ..., 2, ,1                          
   ),0(

1,21

,2
),(

2,2
),,1(

2,2









k

b
k

ikjik

NjNi
x  (6.4)    

 
где )0( ,2

),(
2,1 b

k
ik x  и )0( ,2

),(
2,2 b

k
ik x  – соответ-

ственно приведенные к узлу ) ,( ik  функции 
компонент напряжений )( 22,1 x  и )( 22,2 x  в 
пределах дискретно-континуального конечного 
элемента dc

ik , ; ),,(
2,1

jik  и ),,(
2,2

jik  – соответствен-
но приведенные к узлу ) , ,( jik  значения ком-
понент напряжений 2,1  и 2,2 ; 
Уравнения (6.1)-(6.4) можно переписать сле-
дующим образом: 
 

)0( ,21  



 b
kkkkk xUBUB ,            (6.5) 

 
где 

kB  – матрица граничных условий разме-
ра 1,211 24  kNNN , формируемая на основе 

метода базисных вариаций; 

kB  – матрица 
граничных условий размера 11 44 NN  , алго-
ритм формирования которой указан в табли-
це 6.1. 
Ниже рассмотрен алгоритм формирования 
матрицы 

kB  при задании условий (6.5) опи-
сан ниже. 
1. Элементы матрицы 

kB  определяются по 
формуле 
 

.2 ..., 2, 1,=   ,2 ..., 2, 1,=           
 ,)(

11

,,

NqNp
B qpqpk 

  (6.6) 

 
Заметим, что вычисление элементов матри-
цы 

kB  по формуле (3.6) соответствует зада-
нию граничных условий (3.1)-(3.2). 
2. Последовательно задаются 1 ..., 2, ,1 Nig  . 
Для каждого фиксированного значения gi  
выполняются действия, перечисленные ни-
же. 

2.1. Последовательно перебираются 
1 ..., 2, ,1 Ni  . Для каждого фиксированного 

значения i  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
2.1.1. Последовательно перебираются 

1,2 ..., ,2 ,1  kNj . Для каждого фиксирован-
ного значения j  выполняются действия, пе-
речисленные ниже. 
2.1.1.1. Последовательно перебираются 

2 ,1q . Для каждого фиксированного значе-
ния q  выполняются действия, перечислен-
ные ниже. 
2.1.1.1.1. Вычисляется глобальный индекс gj  
 

)1(2)1(2 1  jNiqjg .        (6.7) 
 
2.1.1.1.2. В качестве вектора неизвестных 

kU  (см. формулу (5.5) из [1]) задается  
 

gjk eU 1 .                       (6.8) 
 

2.1.1.1.3. В соответствии со структурой (5.5) 
вектора неизвестных по соответствующим 
формулам из числа представленных выше 
(3.19), (3.31), (3.23), (3.25), (3.27), (3.29), 
(3.31), (3.33) и (3.35) определяются приве-
денные к узлу компоненты ),()1(

2,1
1,2][  kg Nik , 

),()1(
2,2

1,2][  kg Nik  тензора напряжений. 
2.1.1.1.4. Соответствующие элементы матри-
цы 

kB  определяются по формулам 
 

),()1(
2,1,2

1,2

1
][)( 



  kg

gg

Nik
jiNkB  ;         (6.9) 

),()1(
2,2,3

1,2

1
][)( 



  kg

gg

Nik
jiNkB  .       (6.10) 

 
Заметим, что вычисление элементов матри-
цы 

kB  по формулам (6.9), (6.10) соответ-
ствует заданию граничных условий (6.3), 
(6.4). 
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Таблица 6.1. Алгоритм заполнения матрицы 

kB . 
№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение элемента  
матрицы 

Соответству-
ющее условие 

1 2 3 4 
1 1 ..., 2, 1,   ),12 ,( Niii   1  (6.1) 
2 11  ..., 2, 1,   ),2 ,( NiiiN   1  (6.2) 
3 )2 ,12( 1 N  )0(1

1
1

1, N
hk   

(6.3) 
1i  

4 )4 ,12( 1 N  )0(1
2

1
1, N

hk   

5 )12 ,12( 11  NN  1,k  
6 

1 ..., 3, ,2              
 )),1(2 ,2(

1

1





Ni
iiN  )1(1

2
1

1
1

1, N
hi

ik 


  

(6.3) 

1  
..., 3, ,2

1 



N
i  

7 
1 ..., 3, ,2              

 ),2 ,2(
1

1





Ni
iiN  













 )0()1(
2
1

1
,

2
1

1, N
h

N
h i

ik

i

ik 
 

8 
1 ..., 3, ,2              

  )),1(2 ,2(
1

1





Ni
iiN  )0(1

2
1

2, N
hi

ik   

9 
1 ..., 3, ,2              

  ),1)(2 ,2(
1

11





Ni
iNiN  )(

2
1

,1, ikik    

10 )22 ,3( 11 NN  )1(1
1

1
1,

1
1

N
hN

Nk 


  

(6.3) 
1Ni   

11 )2 ,3( 11 NN  )1(1
2

1
1,

1
1

N
hN

Nk 


  

12 )14 ,3( 11 NN  1, 1Nk  

13 )1 ,13( 1 N  )0(1
1

1
1, N

hk   
(6.4) 

1i  
14 )3 ,13( 1 N  )0(1

2
1

1, N
hk   

15 )12 ,13( 11  NN  1,1, 2 kk    
16 

1 ..., 3, ,2              
 ),32 ,3(

1

1




Ni
iiN

 )1(1
2
1

1
1

1, N
hi

ik 


  

(6.4) 

1  
..., 3, ,2

1 



N
i  

17 
1 ..., 3, ,2              

 ),12 ,3(
1

1




Ni
iiN

 











 )0()1(
2
1

1
,

2
1

1, N
h

N
h i

ik

i

ik   

18 
1 ..., 3, ,2              

 ),12 ,3(
1

1




Ni
iiN

 )0(1
2
1

2, N
hi

ik   
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1 2 3 4 
19 

1 ..., 3, ,2              
 ),)(2 ,3(

1

11





Ni
iNiN  ikikikik ,1,,1, )(

2
1

    (2.4) 

1  
..., 3, ,2

1 



N
i  

20 )32 ,4( 11 NN  )1(1
1

1
1,

1

1
N

hN
Nk 



  

(2.4) 
1Ni   

21 )12 ,4( 11 NN  
)1(1

2
1

1,
1

1
N

hN
Nk 



  

22 )4 ,4( 11 NN  1,1, 11
2   NkNk   

Примечание: Все элементы матрицы 

kB  не указанные в таблице равны нулю. 
 

7. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА  
«ДИСКРЕТНО-КОНТИНУАЛЬНАЯ 
МОДЕЛЬ – ДИСКРЕТНО-
КОНТИНУАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ» 
(«ВНУТРЕННЕЕ» УСЛОВИЕ ТИПА 
«ИДЕАЛЬНЫЙ КОНТАКТ») 

 
Пусть в некоторой граничной точке 

b
b

k nkx 1   ,,2  имеет место стыковка подоб-

ласти dc
k 1  с дискретизацией в рамках 

ДКМКЭ ( 21 k ) и подобласти dc
k  с дис-

кретизацией в рамках ДКМКЭ ( 2k ). 
В сечении b

kxx ,22   следует задать условия 
( 14N  уравнений) идеального контакта вида 
[1-3]: 
 

1,2
),(

1,2
),1(

1  ..., 2, ,1   ),0()0( Nixuxu b
k

ikb
k

ik  ; 
                          (7.1)    

1,2
),(

2,2
),1(

2  ..., 2, ,1   ),0()0( Nixuxu b
k

ikb
k

ik  ; 
                          (7.2)    

1,2
),(

2,1,2
),1(

2,1  ..., 2, ,1   ),0()0( Nixx b
k

ikb
k

ik   ; 
                         (7.3)    

1,2
),(

2,2,2
),1(

2,2  ..., 2, ,1   ),0()0( Nixx b
k

ikb
k

ik   . 
                         (7.4)    

 
Уравнения (7.1)-(7.4) можно переписать сле-
дующим образом: 
 

)0()0( ,2,21  



 b
kkk

b
kkk xUBxUB ,      (7.5) 

 
где 

kB  – матрица граничных условий разме-
ра 11 44 NN  , алгоритм формирования кото-
рой указан в таблице 5.1; 

kB  – матрица гра-
ничных условий размера 11 44 NN  , алго-
ритм формирования которой указан в табли-
це 6.1. 
 
 
8. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА  
«ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ –  
ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ»  
(«ВНУТРЕННЕЕ» УСЛОВИЕ ТИПА 
«ИДЕАЛЬНЫЙ КОНТАКТ») 

 
Пусть в некоторой граничной точке 

b
b

k nkx 1   ,,2  имеет место стыковка подоб-

ласти fe
k 1  с дискретизацией в рамках 

ДКМКЭ ( 11 k ) и подобласти fe
k  с дис-

кретизацией в рамках ДКМКЭ ( 1k ). 
Следует отметить, что в данном случае ни-
каких граничных условий в сечении b

kxx ,22   
формулировать не требуется. Подобласти 

fe
k 1  и fe

k  следует рассматривать в рамках 
МКЭ совместно, соответствующие условия 
типа «идеальный контакт» будут выполнены 
автоматически. 
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Таблица 9.1. Алгоритм заполнения матрицы 

kB . 
№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение 
элемента  
матрицы 

Соответствующее 
условие 

1 1,21  ..., 2, ,1  ),12)1(2 ,12( NiiNNi k   1 (9.1)  
2 1,21  ..., 2, ,1   ),2)1(2 ,2( NiiNNi k   1 (9.2) 

Примечание: Все элементы матрицы 

kB  не указанные в таблице равны нулю. 
 

9. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА «ВНЕШНЯЯ 
ГРАНИЦА – ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ» 
(УСЛОВИЕ ТИПА «ШАРНИРНОЕ 
ОПИРАНИЕ») 

 
Пусть в граничной точке 1  ,,2 kxb

k  задаются 
условия типа шарнирного опирания, причем 
дискретизация соответствующей подобласти 

1  , kfe
k  осуществляется в рамках МКЭ. 

Здесь следует задать 12N  уравнений вида: 
 

1   , ..., 2, ,1   ,0)0( 11,2
),,(

1  jNixu bjik ;  (9.1)    

1   , ..., 2, ,1   ,0)0( 11,2
),,(

2  jNixu bjik ,  (9.2)    
 
представимых также в матричной форме 
 

  kkk gUB ,                      (9.3) 
 

где 

kB  – матрица граничных условий разме-
ра kNNN ,211 22   (таблица) 9.1; 

kg  – 12N -
мерный нулевой вектор, 
 

0

kg .                          (9.4) 
 
 
10. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА «ВНЕШНЯЯ 
ГРАНИЦА – ДИСКРЕТНАЯ  
МОДЕЛЬ» (УСЛОВИЕ ТИПА  
«СВОБОДНЫЙ КРАЙ») 

 
Пусть в граничной точке 1  ,,2 kxb

k  задаются 
условия типа шарнирного опирания, причем 

дискретизация соответствующей подобласти 
1  , kfe

k  осуществляется в рамках МКЭ. 
В данном сечении 1  ,,22  kxx b

k  следует за-
дать условия 12N  уравнений вида: 
 

1   , ..., 2, ,1   ,0 1
),,(

2,1  jNijik ;      (10.1)    

1   , ..., 2, ,1   ,0 1
),,(

2,2  jNijik .      (10.2)    
 

Уравнения (10.1)-(10.2) можно переписать 
следующим образом: 
 

  kkk gUB ,                      (10.3) 
 

где 

kB  – матрица граничных условий разме-
ра kNNN ,211 22  , формируемая на основе ме-
тода базисных вариаций в соответствии с 
описанным ниже алгоритмом. 
1. Последовательно задаются 1 ..., 2, ,1 Nig  . 
Для каждого фиксированного значения gi  
выполняются действия, перечисленные ни-
же. 
1.1. Последовательно перебираются 

1 ..., 2, ,1 Ni  . Для каждого фиксированного 
значения i  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
1.1.1. Последовательно перебираются 

kNj ,2 ..., ,2 ,1 . Для каждого фиксированно-
го значения j  выполняются действия, пере-
численные ниже. 
1.1.1.1. Последовательно перебираются 

2 ,1q . Для каждого фиксированного зна-
чения q  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
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1.1.1.1.1. Вычисляется глобальный индекс gj  
 

)1(2)1(2 1  jNiqjg .       (10.4) 
 
1.1.1.1.2. В качестве вектора неизвестных kU  
(см. формулу (5.5) из [1]) задается  
 

gjk eU  .                     (10.5) 
 

1.1.1.1.3. В соответствии со структурой (5.5) 
вектора неизвестных по соответствующим 
формулам из числа представленных выше 
(3.19), (3.31), (3.23), (3.25), (3.27), (3.29), 
(3.31), (3.33) и (3.35) определяются приве-
денные к узлу компоненты )1,()(

2,1 ][ gik , 
)1,()(

2,2 ][ gik  тензора напряжений. 
1.1.1.1.4. Соответствующие элементы матри-
цы 

kB  определяются по формулам 
 

)1,()(
2,1, ][)( g

gg

ik
jikB  ;               (10.6) 

)1,()(
2,2, ][)(

1

g

gg

ik
jiNkB 

 .             (10.7) 
 

Вычисление элементов матрицы 

kB  по фор-
мулам (10.6), (10.7) соответствует заданию 
граничных условий (10.1), (10.2). 
 
 
11. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА «ВНЕШНЯЯ 
ГРАНИЦА – ДИСКРЕТНО-
КОНТИНУАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ» 
(УСЛОВИЕ ТИПА «ШАРНИРНОЕ 
ОПИРАНИЕ») 

 
Пусть в граничной точке 1  ,,2 kxb

k  задаются 
условия типа шарнирного опирания, причем 
дискретизация соответствующей подобласти 

1  , kdc
k  осуществляется в рамках ДКМКЭ. 

В данном сечении 1  ,,22  kxx b
k  следует за-

дать условия 12N  уравнений вида: 
 

1,2
),(

1  ..., 2, ,1   ,0)0( Nixu b
k

ik  ;      (11.1)    

11,2
),(

2  ..., 2, ,1   ,0)0( Nixu bik  ,      (11.2)    
 
представимых также в матричной форме 
 

  k
b

kk gxUB )0( 1,2 ,              (11.3) 
 

где 

kB  – матрица граничных условий разме-
ра kk NN 42   (таблица 11.1); 

kg  – 12N -
мерный нулевой вектор, 
 

0

kg .                       (11.4) 
 
 
12. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА «ВНЕШНЯЯ 
ГРАНИЦА – ДИСКРЕТНО-
КОНТИНУАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ» 
(УСЛОВИЕ ТИПА «СВОБОДНЫЙ 
КРАЙ»). 

 
Пусть в граничной точке 1  ,,2 kxb

k  задаются 
условия типа шарнирного опирания, причем 
дискретизация соответствующей подобласти  

1  , kdc
k  осуществляется в рамках ДКМКЭ. 

Здесь следует задать 12N  уравнений вида: 
 

1,2
),(

2,1  ..., 2, ,1   ,0)0( Nixb
k

ik  ;      (12.1)    

1,2
),(

2,2  ..., 2, ,1   ,0)0( Nixb
k

ik  .      (12.2)    
 

Уравнения (12.1)-(12.2) можно переписать 
следующим образом: 
 

  k
b

kk gxUB )0( 1,2 ,               (12.3) 
 

где 

kB  – матрица граничных условий разме-
ра 11 42 NN  , алгоритм формирования кото-
рой указан в таблице 12.1; 

kg  – 12N -мерный 
нулевой вектор, 
 

0

kg .                          (12.4) 
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Таблица 11.1. Алгоритм заполнения матрицы 

kB . 
№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение 
элемента  
матрицы 

Соответствующее 
условие 

1 1 ..., 2, ,1   ),12 ,12( Niii   1 (11.1)  
2 1 ..., 2, ,1   ),2 ,2( Niii   1 (11.2) 

Примечание: Все элементы матрицы 

kB  не указанные в таблице равны нулю. 
 

13. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА  
«ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ –  
ВНЕШНЯЯ ГРАНИЦА» (УСЛОВИЕ 
ТИПА «ШАРНИРНОЕ ОПИРАНИЕ») 

 
Пусть в граничной точке b

b
k nkx   ,,2  задают-

ся условия типа шарнирного опирания, при-
чем дискретизация соответствующей подоб-
ласти b

fe
k nk   ,  осуществляется в рамках 

МКЭ. 
В данном сечении b

b
k nkxx    ,,22  следует 

задать условия 12N  уравнений вида: 
 

1,211,2
),,1(

1    , ..., 2, ,1   ,0)0( 

  k
bjik NjNixu ; 

                      (13.1)    
1,211,2

),,1(
2    , ..., 2, ,1   ,0)0( 

  k
bjik NjNixu . 

                      (13.2)    
 
Уравнения (13.1)-(13.2) можно переписать 
следующим образом: 
 





  kkk gUB 1 ,                  (10.3) 
 

где 

kB  – матрица граничных условий размера 

1,211 22  kNNN , алгоритм формирования ко-

торой указан в таблице 13.1; 
kg  – 12N -

мерный нулевой вектор, 
 

0

kg .                          (10.4) 
 
 

14. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА  
«ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ –  
ВНЕШНЯЯ ГРАНИЦА» (УСЛОВИЕ 
ТИПА «СВОБОДНЫЙ КРАЙ»). 

 
Пусть в граничной точке b

b
k nkx   ,,2  задают-

ся условия типа шарнирного опирания, при-
чем дискретизация соответствующей подоб-
ласти b

fe
k nk   ,  осуществляется в рамках 

МКЭ. 
В данном сечении b

b
k nkxx    ,,22  следует 

задать условия 12N  уравнений вида: 
 

1,21
),,1(

2,1    , ..., 2, ,1   ,0 

  k
jik NjNi ;  (14.1)    

1,21
),,1(

2,2    , ..., 2, ,1   ,0 

  k
jik NjNi .  (14.2)    

 
Уравнения (14.1)-(14.2) можно переписать 
следующим образом: 
 

  kkk gUB ,                    (14.3) 
 

где 

kB  – матрица граничных условий разме-
ра 1,211 22  kNNN , формируемая на основе 
метода базисных вариаций в соответствии с 
описанным ниже алгоритмом. 
1. Последовательно задаются 1 ..., 2, ,1 Nig  . 
Для каждого фиксированного значения gi  
выполняются действия, перечисленные ниже. 
1.1. Последовательно перебираются 

1 ..., 2, ,1 Ni  . Для каждого фиксированного 
значения i  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
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Таблица 12.1. Алгоритм заполнения матрицы 

kB . 
№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение элемента  
матрицы 

Соответ-
ствующее 
условие 

1 2 3 4 
1 )2 ,12( 1 N  )0(1

1
1

1, N
hk   

(12.1) 
1i  

2 )4 ,12( 1 N  )0(1
2

1
1, N

hk   

3 )12 ,12( 11  NN  1,k  
4 

1 ..., 3, ,2              
 )),1(2 ,2(

1

1





Ni
iiN

 )1(1
2
1

1
1

1, N
hi

ik 


  

(12.1) 

1  
..., 3, ,2

1 



N
i

 

5 
1 ..., 3, ,2              

 ),2 ,2(

1

1





Ni
iiN

 











 )0()1(
2
1

1
,

2
1

1, N
h

N
h i

ik

i

ik 
 

6 
1 ..., 3, ,2              

  )),1(2 ,2(

1

1





Ni
iiN

 )0(1
2
1

2, N
hi

ik   

7 
1 ..., 3, ,2              

  ),1)(2 ,2(

1

11





Ni
iNiN

 )(
2
1

,1, ikik    

8 )22 ,3( 11 NN  )1(1
1

1
1,

1

1
N

hN
Nk 



  

 (12.1) 
1Ni   9 )2 ,3( 11 NN  )1(1

2
1

1,
1

1
N

hN
Nk 



  

10 )14 ,3( 11 NN  1, 1Nk  
11 )1 ,13( 1 N  )0(1

1
1

1, N
hk   

(12.2) 
1i  

12 )3 ,13( 1 N  )0(1
2

1
1, N

hk   

13 )12 ,13( 11  NN  1,1, 2 kk    
14 

1 ..., 3, ,2              
 ),32 ,3(

1

1





Ni
iiN

 )1(1
2
1

1
1

1, N
hi

ik 


  

(12.2) 

1  
..., 3, ,2

1 



N
i

 

15 
1 ..., 3, ,2              

 ),12 ,3(

1

1





Ni
iiN

 











 )0()1(
2
1

1
,

2
1

1, N
h

N
h i

ik

i

ik 
 

16 
1 ..., 3, ,2              

 ),12 ,3(

1

1





Ni
iiN

 )0(1
2
1

2, N
hi

ik   

17 
1 ..., 3, ,2              

 ),)(2 ,3(

1

11





Ni
iNiN

 ikikikik ,1,,1, )(
2
1

    
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1 2 3 4 
18 )32 ,4( 11 NN  )1(1

1
1

1,
1

1
N

hN
Nk 



  

(12.2) 
1Ni   

19 )12 ,4( 11 NN  )1(1
2

1
1,

1

1
N

hN
Nk 



  

20 )4 ,4( 11 NN  1,1, 11
2   NkNk   

Примечание: Все элементы матрицы 

kB  не указанные в таблице равны нулю. 
 

Таблица 13.1. Алгоритм заполнения матрицы 

kB . 
№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение 
элемента  
матрицы 

Соответствующее 
условие 

1 11,21  ..., 2, ,1   ),12)1(2 ,12( NiiNNi k    1 (13.1)  
2 11,21  ..., 2, ,1   ),2)1(2 ,2( NiiNNi k   1 (13.2) 

Примечание: Все элементы матрицы 

kB  не указанные в таблице равны нулю. 
 

1.1.1. Последовательно перебираются 
1,2 ..., ,2 ,1  kNj . Для каждого фиксирован-

ного значения j  выполняются действия, пе-
речисленные ниже. 
1.1.1.1. Последовательно перебираются 

2 ,1q . Для каждого фиксированного зна-
чения q  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
1.1.1.1.1. Вычисляется глобальный индекс gj  

 
)1(2)1(2 1  jNiqjg .        (14.4) 

 
1.1.1.1.2. В качестве вектора неизвестных kU  
(см. (5.5) из [1]) задается  
 

gjk eU 1 .                    (14.5) 
 

1.1.1.1.3. Согласно структуре (5.5) вектора 
неизвестных по соответствующим формулам 
из числа представленных выше (3.19), (3.31), 
(3.23), (3.25), (3.27), (3.29), (3.31), (3.33) и 
(3.35) определяются приведенные к узлу 
компоненты ),()1(

2,1
1,2][  kg Nik , ),()1(

2,2
1,2][  kg Nik  

тензора напряжений. 

1.1.1.1.4. Соответствующие элементы матри-
цы 

kB  определяются по формулам 
 

),()(
2,1,

1,2][)(  kg

gg

Nik
jikB  ;           (14.6) 

),()(
2,2,

1,2

1
][)( 

 kg

gg

Nik
jiNkB  .        (14.7) 

 
Вычисление элементов матрицы 

kB  по фор-
мулам (14.6), (14.7) соответствует заданию 
граничных условий (14.1), (14.2). 
 
 
15. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА  
«ДИСКРЕТНО-КОНТИНУАЛЬНАЯ 
МОДЕЛЬ – ВНЕШНЯЯ ГРАНИЦА» 
(УСЛОВИЕ ТИПА «ШАРНИРНОЕ 
ОПИРАНИЕ») 

 
Пусть в граничной точке b

b
k nkx   ,,2  задают-

ся условия типа шарнирного опирания, при-
чем дискретизация соответствующей подоб-
ласти  b

dc
k nk   ,  осуществляется в рамках 

ДКМКЭ. 
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Таблица 15.1. Алгоритм заполнения матрицы 

kB . 
№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение 
элемента  
матрицы 

Соответствующее 
условие 

1 1 ..., 2, ,1   ),12 ,12( Niii   1 (8.1)  
2 1 ..., 2, ,1   ),2 ,2( Niii   1 (8.2) 

Примечание: Все элементы матрицы 

kB  не указанные в таблице равны нулю. 
 

В сечении b
b

k nkxx    ,,22  следует задать 
условия 12N  уравнений вида: 
 

1,2
),1(

1  ..., 2, ,1   ,0)0( Nixu b
k

ik  ;     (15.1)    

11,2
),1(

2  ..., 2, ,1   ,0)0( Nixu bik  .      (15.2)    
 

Уравнения (15.1)-(15.2) можно переписать 
следующим образом: 
 

  k
b

kkk gxUB )0( ,2 ,             (15.3) 
 

где 

kB  – матрица граничных условий размера 

11 42   kk NN , алгоритм формирования кото-
рой указан в таблице 15.1; 

kg  – 12 kN -
мерный нулевой вектор, 
 

0

kg .                      (15.4) 
 
16. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА  
«ДИСКРЕТНО-КОНТИНУАЛЬНАЯ 
МОДЕЛЬ – ВНЕШНЯЯ ГРАНИЦА» 
(УСЛОВИЕ ТИПА «СВОБОДНЫЙ 
КРАЙ») 

 
Пусть в граничной точке b

b
k nkx   ,,2  задают-

ся условия типа шарнирного опирания, при-
чем дискретизация соответствующей подоб-
ласти  b

dc
k nk   ,  осуществляется в рамках 

ДКМКЭ. 
В сечении 1  ,,22  kxx b

k  следует задать 
условия 12N  уравнений вида: 
 

1,2
),1(

2,1  ..., 2, ,1   ,0)0( Nixb
k

ik  ;     (16.1)    

1,2
),1(

2,2  ..., 2, ,1   ,0)0( Nixb
k

ik  .     (16.2)    
 

Уравнения (16.1)-(16.2) можно переписать 
следующим образом: 
 





  k
b

kkk gxUB )0( ,21 ,             (16.3) 
 

где 

kB  – матрица граничных условий разме-
ра 11 42 NN  , алгоритм формирования кото-
рой указан в таблице 16.1; 

kg  – 12N -мерный 
нулевой вектор, 
 

0

kg .                      (16.4) 
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ка многоуровневого подхода к исследованию 
напряженно-деформированного состояния 
конструкций в рамках единой иерархически 
выстроенной расчетной модели на основе 
совместного применения дискретно-
континуального метода конечных элементов 
и метода конечных элементов». 
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Аннотация: Рассмотрены области применения бетонов и арматуры повышенных классов по прочности в 
конструктивных элементах монолитного железобетонного каркаса. Предложены аналитические 
зависимости, критерии и граничные условия, численно описывающие взаимосвязь повышения прочности 
бетона и снижения расхода арматурной стали для изгибаемых и сжато-изгибаемых элементов. 
Разработаны расчетно-аналитические модели напряженно-деформированного состояния перекрытий 
монолитного железобетонного многоэтажного каркаса на основе проведенных многофакторных 
численных исследований для различных значений толщин перекрытий, пролетов, действующих 
нагрузок, классов бетона и арматуры. Выявлены расчетные параметры плит перекрытий, определяющие 
их несущую способность. На основе компьютерных технологий смоделировано оптимальное сечение 
железобетонного элемента по критерию снижения материалоемкости и рационального сочетания классов 
бетона и арматуры.  
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Развитие вычислительной техники в 
последние годы привело к возможности 
широкого использования численных методов 
определения напряжений и деформаций в 
элементах строительных конструкций. Среди 
таких методов наибольшее практическое 
значение имеет метод конечных элементов 
(МКЭ) [1]. В настоящее время в инженерной 
практике используется достаточно много 
комплексов, реализующих МКЭ. 
В случае применения программных 
комплексов результаты расчетов сильно 
зависят от корректности применяемых 
расчетных моделей, в процессе реализации 
которых возникают многогранные вопросы 
компьютерного моделирования. 
На сегодняшний день развитие 
вычислительной техники значительно 
упростило расчет сложных статически 
неопределимых систем. Это снизило 
материалоемкость и повлекло за собой 
увеличение объемов строительства зданий и 
сооружений с применением монолитных 
безбалочных каркасов [2]. 
Для каркасно-монолитных зданий 
применение бетонов повышенных и высоких 
классов прочности требует оценки их 
технико-экономической эффективности. 
Такая оценка применительно к 
железобетонным конструкциям 
целесообразна с учетом характера их 
нагружения и напряженно-
деформированного состояния.  
Существующий подход к определению 
эффективности повышения                                             
прочности бетона по критерию снижения 
расхода арматурной стали для сжатых и 
изгибаемых железобетонных элементов в 
дискретной форме представлен в 
отечественной и зарубежной литературе 
суммой примеров и не позволяет получить 
обобщающие представления о связи 
прочности бетона и расхода арматуры [3,4].  
Несущая способность изгибаемого 
(балочного, плитного) элемента от действия 
изгибающего момента рассчитывается по 
формуле:   
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где Rs0, Rb0 – расчётные сопротивления 
арматуры и бетона для исходного сечения; 
h0, b – рабочая высота и ширина 
прямоугольного сечения элемента; As0 – 
площадь рабочей арматуры. 
Производя подстановку  
 

As=μ0bh0 

 
в (1) (здесь μ0 – коэффициент рабочего 
армирования для исходного сечения), 
получаем:  
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Несущая способность вариантного сечения, 
отличающегося от исходного рабочей 
высотой сечения (h0i), площадью рабочей 
арматуры (Asi)  (коэффициентом рабочего 
армирования μi), расчетным сопротивлением 
бетона на сжатие для вариантного класса 
(Rbi) и арматуры на растяжение (Rsi), при 
неизменности ширины прямоугольного 
сечения b, будет определяться 
зависимостью:  
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Изменение прочностных характеристик и 
относительных расходов материалов при 
сопоставлении исходного и вариантного 
сечений можно учесть через коэффициенты 
изменения соответствующих параметров: as  
и ab – расчетных сопротивлений для 
арматуры и бетона соответственно 
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ηs и ηb – материалоемкости (расхода 
материала) для арматуры и бетона 
соответственно 
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Условие равнопрочности при этом получит 
вид: 
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Введем параметр 0k :     
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Подставляя 0k  в (6), получаем: 
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Тогда взаимосвязь коэффициентов, 
характеризующих эффективность 
вариантного сечения с измененными 
параметрами - классом прочности бетона, 
расходом бетона, коэффициентом рабочего 
армирования и расчетным сопротивлением 
арматуры на растяжение, примет вид: 
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Полученная зависимость (9) носит общий 
характер [5,6], представлена в безразмерных 
параметрах (таблица 1) и может быть 
использована для решения следующих задач: 

1. снижение расхода арматурной стали за 
счет повышения класса прочности бетона 
на сжатие при неизменной прочности 
арматуры и неизменном расходе бетона 
(as=1,  ηb=1); 

2. снижение расхода арматурной стали за 
счет увеличения высоты рабочего сечения 
элемента, т.е. повышения удельного 
расхода бетона при неизменной 
прочности бетона и арматуры (ab=1,  
as=1); 

3. снижение удельного расхода бетона при 
повышении класса прочности бетона на 
сжатие при одинаковой прочности и 
неизменном расходе арматуры (as=1,  ηs =1); 

4. снижение расхода арматурной стали путем 
замены исходного класса стали (например 
А400) на повышенной прочности класса 
А500С  при одинаковой прочности и 
неизменном расходе бетона (ab=1,  ηb =1). 

Выполнено компьютерное моделирование 
оптимального вариантного сечения 
железобетонного элемента по критерию 
снижения материалоемкости и 
рационального сочетания классов бетона и 
арматуры [7,8]. Наложены ограничения по 
второй группе предельных состояний. 
Исходными параметрами для выбора 
оптимального решения при использовании 
программы являются класс прочности бетона 
и арматуры, процент армирования и решение 
требуемой задачи по изменению класса 
бетона или арматуры. Программа позволяет 
рассчитать на выходе оптимальный расход 
арматурной стали вариантного сечения при 
применении высокопрочных бетонов классов 
до В90 [9,10,11]. Расчет ведется при одной и 
той же несущей способности изгибаемого 
элемента. 
Программа позволяет выполнить 
вариантную количественную оценку расхода 
арматурной стали для изгибаемых 
железобетонных элементов без 
преднапряжения при изменении прочности 
бетона на сжатие и класса арматурной стали 
(рис. 1). 
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Таблица 1. Результаты решения основных задач по оценке эффективности применения 
бетонов и арматурных сталей повышенных и высоких классов прочности в 
изгибаемых (плитных) элементах 

№ Содержание задачи 
Относительные 

параметры 
Формулы взаимосвязи параметров, характеризующих 

эффект 
as ab ηs ηb  
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расхода арматурной 
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неизменном расходе 
бетона 

1 ab ηs 1 100

00
2




k
k

a
s

s
b





 00

2
0

2
000

2

2
44

k
akkaa bbb

s






  

2 

Оптимизация 
соотношения 
удельных расходов 
бетона и арматуры  
в плитных 
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Снижение расхода 
арматурной стали 
путем замены 
исходного класса 
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Область применения программы – 
проектирование монолитных балочных и 
безбалочных перекрытий. 
Программа позволяет рассчитать на выходе 
оптимальный расход арматурной стали 

вариантного сечения. Расчет ведется при 
одной и той же несущей способности 
изгибаемого элемента.  
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Рисунок 1. Графический интерфейс пользователя программы «Расчет эффективного 
расхода арматурной стали для вариантного сечения изгибаемого железобетонного 

элемента». 
 

В последней зарегистрированной программе 
расчет осуществляется по всем четырем 
параметрам сечения: рабочая высота сечения 
(h0i), площадь рабочей арматуры (Asi)  
(коэффициент рабочего армирования (μi)), 
расчетные сопротивления бетона на сжатие 
для вариантного класса (Rbi) и арматуры на 
растяжение (Rsi). 
Пользователь должен выбрать параметр 
вариантного сечения, который он хочет 
изменить (класс бетона, класс арматуры, 
расход бетона или арматуры). Алгоритм 
программы и графический интерфейс 
представлены на рис. 2. 
Предлагаемый аппарат позволяет оперативно 
выполнить количественную оценку 
эффективности и выявить рациональные 
области применения бетонов повышенной 
прочности в изгибаемых железобетонных 
элементах для технико-экономического 
обоснования на стадии проектирования, что 
особенно важно при проектировании 
каркасно-монолитных объектов [12].  
На основе использования программных 
комплексов SCAD-Office и ЛИРА-САПР 
были определены основные усилия, 

произведены расчеты несущей способности 
элементов каркаса и определены 
характеристики армирования. 
Данные анализа по снижению расхода 
рабочей арматуры А400, а также по арматуре 
А500С указывают на то, что использование 
бетонов особо высоких классов прочности 
дает максимальный эффект для изгибаемых 
(плитных) элементов около 25%. Из этого 
анализа также следует, что предельным 
уровнем повышения прочности бетона при 
исходном классе В20-В25 следует считать 
класс прочности В40-В50 [13,14]. 
Применение бетонов классов прочности 
выше В50-В60 в изгибаемых (плитных) 
элементах с целью снижения расхода 
арматурной стали неэффективно, что 
подтверждается данными рисунков 3. 
Расчеты по второй группе предельных 
состояний (деформации и 
трещиностойкость) выявили в 
окончательной форме рациональные области 
применения бетонов повышенных классов 
по прочности на сжатие и арматуры А500С в 
зависимости от толщины изгибаемых 
элементов  и  расхода  (%) рабочей арматуры  
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Рисунок 2. Блок-схема и  графический интерфейс пользователя разработанной 

программы для ЭВМ. 
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Рисунок 3. Зависимости процента армирования от толщины плиты, класса 

прочности бетона и сетки колонн каркаса. 
 

 [14]. Результаты этих расчетов 
представлены на рис. 3. 
В ходе анализа проведенных 
многофакторных исследований и 
предложенных расчетных моделей 
напряженно-деформированного состояния 
монолитных железобетонных элементов 
удалось существенно уточнить расчетные 
параметры, определяющие несущую 
способность этих элементов. На основе 
проведенных исследований с 
использованием экономико-математических 
методов разработаны и зарегистрированы в 
Роспатенте  РФ автоматизированные 
программные комплексы, позволяющие 

оперативно решать задачи оптимизации 
расчета и конструирования монолитного 
железобетонного каркаса.  
Таким образом, можно сделать вывод, что 
для снижения расхода арматурной стали при 
пролетах до 6 м оптимальным является 
применение бетонов классов по прочности 
на сжатие - до В40, а при пролетах свыше 6 
м – до В50. Результаты исследований 
применены при проектировании и 
строительстве ряда каркасно-монолитных 
зданий повышенной этажности в Республике 
Башкортостан. 
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ITERATIVE AGGREGATION METHOD FOR SOLVING  
PRINCIPAL COMPONENT ANALYSIS PROBLEMS 

 
Vitaly Е. Bulgakov 

SemanticPro, Boston, USA 
 

Abstract: Motivated by the previously developed multilevel aggregation method for solving structural analysis 
problems a novel two-level aggregation approach for efficient iterative solution of Principal Component 
Analysis (PCA) problems is proposed. The course aggregation model of the original covariance matrix is used in 
the iterative solution of the eigenvalue problem by a power iterations method. The method is tested on several 
data sets consisting of large number of text documents. 
 

Keywords: principal component analysis, clustering method, power iteration method,  
aggregation method, eigenvalue problem 

 
 

ПРИМЕНЕНИЕ ИТЕРАЦИОННОГО АГРЕГИРОВАНИЯ 
В МЕТОДЕ ГЛАВНЫХ КОМПОНЕНТ 

 
В.Е. Булгаков 

SemanticPro, г. Бостон, США 
 

Аннотация. Предлагаемый метод мотивирован разработанным ранее итерационным подходом 
многоуровневого агрегирования для решения задач расчёта строительных конструкций. При решении 
задач методом главных компонент применяется метод степенных итераций на основе  агрегированной 
модели исходной ковариантной матрицы. Метод проверен при тестировании ряда массивов данных, 
каждый из которых включает большое количество текстовых документов.  
 

Ключевые слова: метод главных компонент, кластерный анализ, итерационный степенной метод,  
метод агрегирования, проблема собственных значений 

 
 
1. INTRODUCTION 
 
This work was envisioned as application of the 
multilevel aggregation method [1] developed by 
the author back in 90s to PCA problems. 
Multilevel aggregation method was an extension 
of well-known multigrid methods [2] from 
boundary value problems to general structural 
analysis problems which brought it to the class 
of algebraic multigrid methods. The idea of the 
aggregation method was to use some naturally 
constructed course model of the original finite 
element approximation of a structure which 
provides a fast convergence for iterative 
methods for solving large algebraic systems of 
equations. One of applications of this method 
was an iterative solution of large eigenvalue 

problems arising in structural natural vibration 
and buckling analyses [3]. In these problems a 
sought set of lowest vibration modes can be 
thought of as principal components of structure 
behavior. An obvious similarity with PCA was a 
turning point to start looking for a proper way to 
create an aggregation model for data matrix 
approximation and use it for efficient solution of 
PCA problems. 
In this study PCA [4] is applied to and the 
method is tested on text analysis problems. A 
tested data set consists of documents each of 
which produces an N-dimensional vector stored 
as a column of a data matrix which values are 
term frequencies. Our raw data comes in the 
form of text files from data sets such as medical 
abstracts and news groups. The purpose of PCA 

DOI:10.22337/2587-9618-2017-13-4-47-52
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is to iteratively compute a set of highest 
eigenvalues and corresponding eigenvectors of 
the covariance matrix. Covariance matrix is 
never formed explicitly. The main operation is 
multiplication of large sparse data matrix or its 
transpose by a vector. The course aggregation 
model of the original covariance matrix is used in 
the iterative solution of the eigenvalue problem. 
Original covariance matrix and its approximation 
of small size assumes similarity of leading 
eigenvalues and eigenvectors. This fact allows 
fast convergence of subspace iterations at 
minimal additional computational cost. 
For numerical experiments we use R language 
which is rich of linear algebra, statistical and 
graphical packages. 
 
 
2. PCA PROBLEM FORMULATION 
 
PCA in multivariate statistics is widely used as 
an effective way to perform unsupervised 
dimension reduction. The essence of this 
method lies in using Singular Value 
Decomposition (SVD) which provides the best 
low rank approximation to original data 
according to Eckart-Young theorem [5]. Let n 
data points in m dimensional space be contained 
in the data matrix which is assumed already 
centered around the origin for computational 
stability 
 

(x1, x2,…, xn) = X                   (1) 
 

Then covariance matrix is 
 

A = XXT                           (2) 
 

Let (λk, φk) be an eigenpair of A, where 
eigenvectors φk  define principal directions. 

 
 

3. AGGREGATION MODEL 
 

In order to create an aggregation model we 
divide the entire set of data vectors xi into n0 
clusters using some similarity criteria where     

n0 << n. We will explain later how we do 
clustering. We assume that all vectors within the 
cluster are similar and a single representative of 
a cluster is an average of all vectors xi where      
i  clusterk  or for clusterk  we have 

 






k

i
k

k
clusteri

x
dim

x 10
                  (3) 

Transformation of matrix X to X0 is done using 
matrix R which we call aggregator 

 
X0 = XR                              (4) 

 

where R[i, k] = if  i  clusterk  then 
kdim

1
 else 0.   

 
X0 is of size (m, n0).  
 
Approximation A0 of covariance matrix A is 
 

A0 = X0X0
T = XRRTXT                   (5) 

 
Formally matrix A0 is of the same size as A but 
has a much lower rank. We do not need to use 
form (5) for computations. For matrix vector 
multiplication we rather use sparse matrix X0 
which according to (3) is constructed by simple 
averaging of vectors inside a cluster and 
 

A0v = X0X0
T                          (6) 

 
Therefore A0v requires O(mn0) operations which 
is much lower than O(mn) operations required 
for Av. We also expect and this is confirmed by 
numerical experiments that convergence of 
iterative methods for solving partial eigenvalue 
problem for A0 is faster than that for A. 
There are quite a few clustering techniques 
known as computationally efficient. Besides 
since we need clustering as an auxiliary 
procedure we do not need highly accurate 
clustering results. In this study we use K-means 
clustering algorithm [6] which became very 
popular in data mining, unsupervised 
classification, etc. and which converges quickly 
to a local optimum.  
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Our experience says that the aggregated 
problem with a small number of clusters 
provides a good resemblance of the original and 
approximated covariance matrices in terms of 
first (highest) eigenvalues which is important 
for the iterative method described below.  
In Figure 1 this resemblance is demonstrated 
where we show distribution of first 10 
eigenvalues of both matrices where the data 
matrix X was obtained by processing 2014 
documents of ”Cardiovascular Diseases 
Abstracts” corpus. Matrix X0 was obtained by 
K-means method with 10 clusters. 
 

 
Figure 1. Distribution of 10 first eigenvalues  
of the original and approximate covariance 

matrices for 16058 by 2014 data matrix and 10 
clusters. 

 
 

4. ITERATIVE METHOD 
 
We use power iteration method [7] for for 
solving auxiliary aggregated eigenvalue 
problem and a modified power method for 
solving the original eigenvalue problem. This 
method is also known as subspace iteration 
when used to simultaneously iterate a set of 
eigenvectors. One iteration of the power 
algorithm consists of the following steps: 

 

for i = 1 to l :    
k
ik

i

Au
Au

u  11k
i

~  

11
1

 k
lu,...,u k = orthonorm )( 11

1
 k

lu,...,u ~~k
 

 

with approximation of eigenvalues          (7) 
 

 
 k

i
k
i

k
i

k
ik

i u,u
u,Auλ   

 
which starts with a set of l initial 
approximations of first eigenvectors  
 

(u0
1, u0

2, …, u0
l) = U0. 

 
The key property of the power method is that if 
approximation u0

i is spanned by matrix A 
eigenvectors subspace, then after k 
multiplications of matrix A by this vector the 
linear combination of eigenvectors will be 
weighted by λi to the power k which gives boost 
to terms corresponding to highest eigenvalues: 
 

φλcuA i
k
i

k
i

k                     (8) 

 
In the method proposed for the first l principal 
directions of PCA we will need first k 
orthonormal eigenvectors of A0 q1, q2,…, qk 
where k >= l. These vectors can be obtained by 
algorithms (7). We will also need matrix Pi 

 
Pi = qi qT

i                            (9) 
 

Since  
 

qT
i qj = δi,j 

 
and   
 

PiPi = Pi, 
 
it is a projector to the subspace of i -th 
eigenvector of A0. We will modify method (7) 
using this projector in the following manner: 
 

for i = 1 to l : 
k
ik

i

Bu
Bu

u  11k
i

~   where 

Buk
i = Auk

i + αi * PiAPiuk
i   and  



Vitaly Е. Bulgakov 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 50 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

αi  => min 11   k
iuλuA ~~ k

i
k
i              (10) 

11
1

 k
lu,...,u k = orthonorm )( 11

1
 k

lu,...,u ~~k                          

with approximation of eigenvalues 
 
 k

i
k
i

k
i

k
ik

i u,u
u,Auλ   

 
This approach can be thought of as ”help” to the 
power iteration method to converge on the 
subspace of eigenvectors of the aggregated 
problem. The intuition for that is similarity of 
first eigenvectors and eigenvalues of the 
original and aggregated problem if clustering is 
done properly. Let  
 

 iiφcu  
 
where φi are eigenvectors of the original 
covariance matrix A and Pk  be a projector on 
subspace of φk. Then 
 
Au + α Pk  APk u   kkki

k
i

ki
i φαλcφλc 



1  

(11) 
 
If α is chosen big then the second term of this 
expression dominates over the first term thus 
providing convergence for φk in one iteration 
step α can be derived from the condition stated 
in (10): 
 

  111   k
i

k
i uλuAu ~~~ k

i
k
i  

α => min  => dα
dΦ

= 0           (12) 

 
This equation leads to the quadratic equation for 
α. Omitting indexes and skipping details we 
arrive at the following expression for α 
 

     
     FuFu,λFuAu,λAFuAu,

FuAu,λFuu,AλAFuu,Aα 2

222

2
2




   

(13) 
where                       F = PAP. 
 

We note that as you can see from (12) α is 
chosen from the previous step to simplify 
computations. This can also be justified by the 
fact that eigenvalues converge faster than 
eigenvectors. Detailed algorithm discussion is 
out of scope of this paper. We just mention here 
that all operations with matrix A are reduced to 
the matrix vector multiplications of the sparse 
data matrix X or its transpose XT . 

 
 

5. NUMERICAL EXPERIMENTS 
 

For numerical experiments we used two data 
sets. The fist one is ”Cardiovascular Diseases 
Abstracts” which is a set where each abstract is 
an individual document. The data matrix X size 
is 16058 by 2014 where the first value is the 
total number of terms and the second one is the 
number of documents. We searched for 10 first 
eigenvalues of the covariance matrix  
 

A = XXT 
 
and used 10 clusters for constructing auxiliary 
aggregation problem  
 

A0 = X0XT
0. 

 
So the size of this problem is more than 201 
times lower than that for the original problem. 
The problem is solved using algorithm (10). 
Figure 2 shows changes of parameter _ for the 
first three eigenvectors. As expected the biggest 
contribution of projectors (9) is observed in first 
iterations to suppress errors caused by initial 
eigenvector guesses. After some number of 
iteration contribution of projectors is getting 
smaller while eigenvectors are getting more 
accurate. 
We measure convergence of eigenvalues 
through  
 

Error1 = 
F

F
k

k

k



 1
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Figure 2. α changes with iteration number.  

α1 (for eigenvector 1) - red, α2 (for eigenvector 
2) – green, α3 (for eigenvector 3) – blue. 

 
and convergence of eigenvectors by the residual 
matrix through  
 

Error2 = 
F

kkk UAU Λ  

 

where F  is a matrix Frobenius norm, Uk 
consists of orthonormal vectors  
 

k
lu,...,uk

1  

 

which are approximations of the eigenvectors 
and Λk

 is a diagonal matrix of approximations of 
eigenvalues. Errors graph is demonstrated in 
Figure 3. 

A good convergence rate of the iterative 
process is demonstrated. After 40 iterations we 
got Error1 = 0.00038 and Error2 = 0.0017. 

The second corpus was ”talk politics” set 
from the news groups. Size of this problem is 
13511 (terms) by 1171 (documents). We 
searched for 10 first eigenvalues of the 
covariance matrix and used 10 clusters again. 
The quality of the clustering aggregated model 
can be viewed by comparing eigenvalues of the 
original and aggregated covariance matrices. 
Figure 4 demonstrates a good resemblance of 
eigenvalues distribution.  
 

 
Figure 3. Eigenvalues and Eigenvectors 

convergence for ”Cardiovascular Diseases 
Abstracts” data set. Error1 – red, Error2 – 

green. 
 

 
Figure 4. Distribution of 10 first eigenvalues of 

the original and approximate covariance 
matrices for 13511 by 1171 data matrix and 10 

clusters. 
 
Convergence graph is demonstrated in Figure 5. 
After 40 iterations we got Error1 = 0.00044 and 
Error2 = 0.00049. 
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Figure 5. Eigenvalues and Eigenvectors 

convergence for ”News Group” corpus. Error1 
– red, Error2 – green. 
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К ВОПРОСУ ВЛИЯНИЯ РАЗЛИЧНЫХ СХЕМ ВОЗДЕЙСТВИЯ 
РАДИАЦИОННЫХ СРЕД И НАГРУЗОК НА АРМИРОВАННЫЕ  

ПЛАСТИНЧАТЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ КОНСТРУКЦИЙ 
 

Р.Б. Гарибов 
Балаковский инженерно-технологический институт – филиал «Национального исследовательского ядерного 

университета «МИФИ», г. Балаково, РОССИЯ 
 

Аннотация: В статье рассматривается модель деформирования прямоугольной фибробетонной пласти-
ны под воздействием радиационных сред. При расчете пластины рассматривались различные схемы воз-
действия приложенной внешней нагрузки и радиационной среды. 
 
Ключевые слова: фибробетон, прогиб пластины, внешней нагрузки, фиктивная радиационная нагрузка, 

неоднородная среда, армированные конструкции 
 

 

ABOUT INFLUENCE OF DIFFERENT SCHEMES IMPACT  
RADIATION ENVIRONMENTS AND LOADS ON REINFORCED 

LAMELLAR STRUCTURAL MEMBERS 
 

Rafail B. Garibov 
Balakovo engineering and technological Institute – branch of “National Research Nuclear University 

“MEPhI”, Balakovo, RUSSIA 
 

Abstract: The article discusses the model of deformation of fiber-reinforced concrete rectangular plate under the 
influence of radiation environments. In the calculation of the plate was considered different schemes impact of 
the applied external loads and radiation environments.  
 
Keywords: the fiber-reinforced concrete, the deflection of the plate, external loads, dummy load, radiation, het-

erogeneous environment, reinforced design 
 
Экспериментальному изучению влияние ра-
диационных полей на металлические, бетон-
ные, полимербетонные, фибробетонные и 
железобетонные конструкции посвящено 
определенное количество научных трудов. 
Однако теоретических исследований, посвя-
щенных математическому моделированию 
поведения этих армированные пластинчатые 
элементы конструкций в условиях воздей-
ствиях радиационных сред, недостаточно. 
Конструктивные элементы, работающие в 
условиях радиационного влияние выполня-
ются из дисперсно или дискретно армиро-
ванного бетона в форме либо цилиндриче-
ских, либо прямоугольных емкостей. В связи 
с этим проблема расчета армированных кон-

струкций с учетом воздействия радиацион-
ных сред является актуальной [1,2]. 
В статье рассматривается модель деформи-
рования прямоугольной фибробетонной пла-
стины под воздействием радиационных сред. 
При расчёте пластины рассматривались раз-
личные схемы воздействия приложенной 
внешней нагрузки и радиационной среды. 
При построении модели использован фено-
менологический подход, основывающийся 
на рассмотрении фибробетона и железобето-
на как неоднородной среды с использовани-
ем традиционной методологии механики 
твердых деформируемых тел, в данном слу-
чае структурных параметров [3]. 

DOI:10.22337/2587-9618-2017-13-4-53-57



Р.Б. Гарибов 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 54 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Разрешающее дифференциальное уравнение 
изгиба пластины с учётом радиационного 
облучения: 
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где W – прогиб пластины, x, y – координаты 
в плане,  yxp ,  – интенсивность внешней 
нагрузки,  yxq ,  – фиктивная радиационная 
нагрузка (радиационная «добавка»); 
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654321 ,,,,, DDDDDD  – переменные жёстко-

сти, определяющиеся из выражений: 
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Жёсткости, входящие в эти выражения, 
определяются формулами: 
 

 


2

2 0

0 h

z

k
i

z

h

k
j

фб
k zzzzJ    

 
при ;2,1,0k  

 

 


2

2 0

0 h

z

k
ii

z

h

k
jj

фб
k zzzzI            (5) 

 
при ;2,1,0k   

 

 


2

2 0

0 h

z

k
i

z

h

k
j

фб
k zzzzT    

 
при .2,1,0k  

 
 

,
12 2

0
yx

фб
Фср

yx

yxz
















         (6) 

   
.2/)(

;
12

;
12

;
1

;
1 22

ijср

i

i
i

j

j
j

i

i
i

j

j
j





































      (7) 

 
где z0 – уравнение нейтральной поверхности, 
отделяющей растянутую зону пластины от 
сжатой; i, j – индексы, характеризующие 
сжатую и растянутую зоны пластины. При 
растянутой нижней зоне изгибаемой пласти-
ны 2,1  ij ; при растянутой верхней зоне 
и сжатой нижней 1,2  ij ; h – толщина 
пластины. 
Зависимость, характеризующая распределе-
ние дозы облучения флюенса по толщине 
конструкции (элемента): 
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Зависимость, описывающая изменение ради-
ационного распухания: 
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где εmax – данного состава максимальное зна-
чение радиационных деформаций для бето-
на; εФ – радиационные деформации бетона 
или радиационное распухание (объемное из-
менение); δ, υ – эмпирические коэффициен-
ты, зависящие от радиационной деформа-
тивности заполнителя и энергетического 
спектра потока нейтронов; Ф – доза облуче-
ния или (флюенс); Ф1пор, Ф2пор – пороговые 
дозы облучения, по достижению которых 
начинается изменение механических харак-
теристик и появляется распухание; xyyx  ,,  
– деформация точек срединной поверхности; 

xyyx  ,,  – кривизны в этих точках; z – ко-
ординаты рассматриваемых точек, отсчиты-
ваемые от срединной поверхности; νj – ко-
эффициент поперечной деформации; eu – ин-
тенсивность деформаций точки. 
Разработаны методика и программный ком-
плекс, реализованный на базе Matlab, позво-
ляющие исследовать данного состава НДС 
фибробетонной пластины и выполнить её 
расчёт при совместном действии нагрузки и 
радиационного облучения при различных 
схемах и сроках воздействия радиации и 
внешней приложенной нагрузки. Ниже (таб-
лицы 1, 2) приведены результаты расчёта 

фибробетонной пластины при разных схемах 
воздействия радиации и приложенной 
нагрузки. 
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Таблица 1. Результаты расчета пластины при однонаправленном действии нагрузки и ра-
диационного облучения. 

Схема воздействия 
внешних факторов 

 

Момент 
времени, 

лет 

Макси-
мальный 
прогиб, 

310 м 

Максимум 
относи-
тельной 

деформа-
ции 

Смещение 
нейтральной 
поверхности 

на краю 
310 м 

Смещение 
нейтральной  
поверхности 

в центре, 
310 м 

Секущий 
модуль 
в зоне 

растяже-
ния, 

310 МПа 

Секущий 
модуль 
в зоне 

сжатия, 
310 МПа 

0 0,579 0,848 2,827 -1,739 23,52 36,18 
1 0,578 0,848 2,645 -1,909 23,55 36,18 
3 0,575 0,843 2,489 -2,087 23,63 36,19 
6 0,618 0,912 4,080 -0,585 18,26 36,17 
10 0,710 1,040 5,318 -0,330 13,65 31,94 
15 0,811 1,196 6,820 -0,080 9,973 28,07 
21 0,923 1,391 8,554 0,202 7,291 24,86 
30 1,089 1,686 10,99 0,587 4,890 21,45 

 
Таблица 2. Результаты расчета пластины при разнонаправленном действии нагрузки и ра-

диационного облучения. 

Схема воздействия 
внешних факторов 

 

Момент 
времени, 

лет 

Макси-
мальный 
прогиб, 

310 м 

Максимум 
относи-
тельной 

деформа-
ции 

Смещение 
нейтральной 
поверхности 

на краю 
310 м 

Смещение 
нейтральной  
поверхности 

в центре, 
310 м 

Секущий 
модуль 
в зоне 

растяже-
ния, 

310 МПа 

Секущий 
модуль 
в зоне 

сжатия, 
310 МПа 

0 0,578 0,848 2,827 -1,739 23,32 36,18 
1 0,578 0,849 2,985 -1,523 23,32 36,18 
3 0,575 0,847 3,135 -1,355 23,36 36,18 
6 0,623 0,886 1,867 -2,573 22,64 29,71 
10 0,716 0,995 2,053 -3,321 18,17 24,85 
15 0,818 1,121 2,396 -4,049 14,21 20,99 
21 0,934 1,284 2,992 -4,732 11,01 17,78 
30 1,108 1,534 3,989 -5,611 7,984 14,37 
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КОНЕЧНОЭЛЕМЕНТНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЫГИБА 
ПРЕДНАПРЯЖЕННЫХ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ БАЛОК 

 
П.П. Гайджуров 

Донской государственный технический университет, г. Ростов-на-Дону, РОССИЯ 
 

Аннотация: Для большепролетных железобетонных балочных конструкций разработана методика опре-
деления выгиба, обусловленного предварительным напряжением стального каната на бетон. Выполнены 
числовые эксперименты по исследованию влияния различных схем криволинейной раскладки предвари-
тельно напряженной арматуры без сцепления с бетоном на распределение разгружающего усилия вдоль 
траектории армирования.  

 
Ключевые слова: метод конечных элементов, предварительное напряжение бетона,  

матрицы жесткостей ферменного, комбинированного и плоского полилинейного  
конечных элементов 

 
 

FINITE ELEMENT MODELING OF CAMBER  
OF PRESTRESSED CONCRETE BEAMS 

 
Peter P. Gaigerov 

Donskoy State Technical University, Rostov-on-Don, RUSSIA 
 

Abstract: For large-span reinforced concrete beam structures developed by the method of determining the cam-
ber due to the prestressing of a steel rope on the concrete. Performed numerical experiments to study the impact 
of various schemes layout prestressed reinforcement without bonding with concrete on the distribution of the re-
lief efforts along the path of the reinforcement.  

 
Keywords: finite element method, pre-stressing concrete, the stiffness matrix of the truss,  

combined and plane multilinear finite elements 
 
ВВЕДЕНИЕ 
 
В настоящее время расчет на прочность и 
жесткость большепролетных предварительно 
напряженных железобетонных конструкций 
осуществляется методом конечных элемен-
тов [1-7] в сочетании со схемами распреде-
ленного (встроенного) или дискретно-
связанного армирования [8]. Общим для 
обеих схем армирования является моделиро-
вание бетонного массива в зависимости от 
размерности задачи объемными или плоски-
ми конечными элементами (КЭ) и армирую-
щих элементов – стержневыми (ферменными 
или балочными) КЭ. При реализации расче-
тов по схеме распределенного армирования 
узлы конечно-элементных сеток объемных 
(плоских) и стержневых КЭ, как правило, не 

совпадают. При этом сначала с помощью 
процедуры автоматического определения 
пересечения стержневых и объемных (плос-
ких) КЭ формируются условия кинематиче-
ских связей в соответствующих узлах сетки, 
так называемых «родительских доменах 
(parent domains)». После чего методом ад-
ресного объединения жесткостей объемных 
(плоских) и стержневых КЭ формируются 
матрицы жесткости «родительских доме-
нов», размерность которых совпадает с раз-
мерностью объемных (плоских) КЭ. Более 
точной и вместе с тем более затратной в 
плане вычислительных ресурсов является 
схема дискретно-связанного армирования. В 
данном случае узлы объемных (плоских) и 
стержневых КЭ должны совпадать, что при 
криволинейной раскладке арматуры не поз-

DOI:10.22337/2587-9618-2017-13-4-58-65
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воляет использовать регулярные прямоли-
нейные сетки КЭ.  
 
 
МОДЕЛИРОВАНИЕ  
ПРЕДВАРИТЕЛЬНОГО НАПРЯЖЕНИЯ 
БАЛОЧНОЙ КОНСТРУКЦИИ 
 
В строительной практике широкое распро-
странение получила технология преднапря-
жения большепролетных железобетонных 
балок с помощью тросов, заключенных в 
пластиковую оболочку («монострендов») [9, 
10]. Предлагаемая в [11] концепция модели-
рования передачи усилия от «моностренда» 
бетону основана на численном решении 
плоской линейно упругой задачи прикладной 
теории упругости. Расчетная схема включает 
трос, моделируемый шарнирно-
стержневыми (ферменными) КЭ с двумя 
степенями свободы в узле (рис. 1), и подат-
ливые опоры, в качестве которых использу-
ем комбинированные КЭ пружинного типа 
(рис. 2). Результирующую составляющую от 
давления нескольких параллельно располо-
женных напрягаемых тросов на бетон можно 
определить, как сумму усилий от отдельных 
тросов.  
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Рисунок 1. Ферменный КЭ. 
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Рисунок 2. Комбинированный КЭ. 

 
Уравнение равновесия для ферменного КЭ в 

глобальных осях x , y  представим в виде  
 

aaa puh }{}{][  , 
 

где матрица жесткости 
 

;
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векторы узловых перемещений и сил –  
 

T
yjxjyixia uuuuu }{}{  ; 

T
yjxjyixia ppppp }{}{  ; 

 
Е  – модуль упругости материала троса; F  – 
площадь поперечного сечения КЭ. Геомет-
рические параметры   и l  определяем по 
значениям координат узлов КЭ.  
Для вычисления продольной силы в локаль-
ных осях x , y  (рис. 1) используем выраже-
ние 
 

}{]sincossincos[ u
l
FEN   . 

 
Уравнение равновесия для пружинного КЭ 
запишем в виде 
 

bbb puh }{}{][  , 
 

где в зависимости от ориентации КЭ имеем: 
– локальная ось КЭ   совпадает с осью x  
 




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][ xb kh ; 

T
xjxib uuu }00{}{  ; 

T
xjxib ppp }00{}{  ; 

 
– локальная ось КЭ   совпадает с осью y  
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
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
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][ yb kh ; 
T

yjyib uuu }00{}{  ; 

T
yjyib ppp }00{}{  . 

 
Здесь yk , xk  коэффициенты жесткости, со-
ответствующие ориентациям пружины вдоль 
осей x  и y . 
На рис. 3 и 4 показа последовательность по-
строения расчетной схемы для анализа пере-
дачи усилия предварительного натяжения 
троса prP , помещенного в канал диаметром 

с , на бетон. В данной расчетной схеме 
трение между тросом и стенками канала не 
учитывается, поэтому рассматривается ½ ча-
сти балки при соответствующих граничных 
условиях. В результате расчета определяем 
усилия 1F , 2F , … nF  в комбинированных 
КЭ, которые используем в последующем 
анализе плоского напряженно-
деформированного состояния балки, моде-
лируемой плоскими 4-х узловыми КЭ (рис. 
5) в соответствии со схемой дискретно-
связанного армирования.  
Уравнение равновесия для плоского 4-х уз-
лового КЭ (рис. 6) в глобальных осях 1z , 2z  
представим в виде 
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Рисунок 3. Расчетная схема  

½ части балки. 
 

Рy pr 

y

xl/20

... ...

F1 F2 F3 FnFi
Рx pr 

rx

 
Рисунок 4. Конечно-элементная 

 модель «моностренда». 
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Рисунок 5. Конечно-элементная 

модель балки при обжатии бетона. 
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Рисунок 6. Плоский 4-х узловой КЭ. 

 
}{}{][ puh  , 

 
где ][h  – матрица жесткости КЭ размерно-
стью 8×8; }{u , }{ p  – векторы-столбцы уз-
ловых перемещений и узловых сил, имею-
щие структуру: 
 

Tuuuuuuu }{}{ )8(
2

)8(
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)2(
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2

)8(
1

)2(
2

)2(
1

)1(
2

)1(
1

)18(




. 

 
В принятых обозначениях )(k

lu  и )( k
lp  ниж-

ний индекс соответствует номеру оси lz , 
( l 21, ), а верхний индекс )k(  – номеру 
узла КЭ ( ),,,k 4321 . Обозначения осей 1z , 

2z  и x , y  эквивалентны.  
Для случая, когда перемещения 1u  и 2u  в 
произвольной точке КЭ задаются в глобаль-
ных осях lz , а деформации ji  ( 2,1, ji ) 
определяются в местных «сопутствующих» в 
общем случае неортогональных осях rx , 
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( 2,1r ) матрицу жесткости вычисляем по 
формуле [12]: 
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 
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][][][][ xdxdJDEDth T  

 
где t  – толщина КЭ; J  – определитель 
матрицы Якоби; ][E  – матрица упругости 
материала;  
 

]][][][][[][ 4321
)83(

DDDDD 


 

 
– блочная матрица; субматрица и ее компо-
ненты: 
 


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])([ 221,121,11,1111 xczzzcd kk  ;   
])([ 221,221,21,2121 xczzzcd kk  ; 
])([ 112,121,12,1212 xczzzcd kk  ;   
])([ 112,121,12,1212 xczzzpc kk  ; 
])([ 112,221,22,2222 xczzzcd kk  ;   

kk czczd 12,121,113  ;   kk czczd 12,221,223  . 
 

Здесь kc1  и kc 2  – элементы матрицы коорди-
нат узлов КЭ в местных осях 
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– компоненты тензора преобразования коор-
динат. Индексы i , j , l  изменяются в диапа-
зоне от 1 до 2. Интегрирование в выражении 

][h  выполняем численно по формуле Гаусса. 
Процедура вычисления напряжений в узлах 
КЭ представляет следующую последова-
тельность: 

1. Формируем массив 
)34(
][



r  – статически экви-

валентной нагрузки в узлах КЭ: 
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где kx 1 , kx 2  – значения локальных коорди-
нат в точках интегрирования; k

ji  – компо-
ненты тензора напряжений в точках инте-
грирования. 
2. Формируем массив узловых напряжений 
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– вектор-столбец полилинейных функций 
формы КЭ. 
Для сглаживания скачков поля напряжений 
выполняем осреднение напряжений в смеж-
ных узлах конечно-элементной сетки. 
 
 
ЧИСЛОВЫЕ ПРИМЕРЫ 
 
С целью демонстрации возможностей разра-
ботанной методики выполним численные 
эксперименты, в которых используем дис-
кретно-связанную конечно-элементную мо-
дель балки пролетом 10 м, имеющей прямо-
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угольное поперечное сечение 0,4×0,8 м. 
Усилие преднапряжения арматуры 170 т. 
Механические константы бетона: модуль 
упругости 3,04·104 МПа, коэффициент Пуас-
сона 0,17, удельный вес 2200 кг/м3.  
На рис. 7-9 приведены графики траектории 
армирования )(xy  и разгружающего усилия 

)( xF  для трех схем (параболическая, сплай-
новая, трапецеидальная) раскладки напряга-
емой арматуры на ½ части балки. 
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Рисунок 7. Графики )(xy  и )( xF  
 для параболической траектории 

 армирования. 
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Рисунок 8. Графики )(xy  и )( xF  

 для трапецеидальной траектории 
 армирования. 
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Рисунок 9. Графики )(xy  и )( xF  

 для сплайновой траектории армирования. 
 

Результаты конечно-элементного моделиро-
вания для исследуемых схем раскладки 
преднапряженной арматуры в виде кон-
трастных картин распределения полей про-
дольных напряжений x  и вертикальных 
перемещений 2u  показаны на рис. 10-12. 
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Рисунок 10. Распределение полей x  и 2u   

в ½ части балки при параболической 
 схеме преднапряжения. 
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Рисунок 11. Распределение полей x  и 2u   

в ½ части балки при трапецеидальной 
 схеме преднапряжения. 
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Рисунок 12. Распределение полей x  и 2u   

в ½ части балки при сплайновой  
схеме преднапряжения. 

 
Как видно из представленных данных для 
всех схем раскладки экстремальные значе-
ния x  локализуются в зоне анкеровки 
преднапряженной арматуры. Сопоставление 
значений выгиба балки, полученных с по-
мощью конечно-элементного моделирования 
и упрощенного расчета [10] представлено в 
таблице 1.  
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Таблица 1. Сопоставление значений выгиба 
балки, полученных с помощью 
конечно-элементного моделиро-
вания и упрощенного расчета. 

Схема  
предварительного 

напряжения 

Значения выгиба балки, 
м 

МКЭ Упрощенная 
методика [10] 

Параболическая 
Трапецеидальная 

Сплайновая 

0,0172 
0,0241 
0,0204 

0,00940 
0,00934 
0,00954 

 
Анализируя эти данные, приходим к выводу, 
что упрощенная методика дает заниженные 
значения выгиба. Причем при конечно-
элементном анализе значение выгиба более 
существенно зависит от схемы раскладки 
преднапряженной арматуры, чем при упро-
щенном расчете.  
 
 
ВЫВОДЫ 
 
1. Разработана методика численного расче-

та выгиба большепролетных железобе-
тонных балок с преднапряжением арма-
туры на бетон, позволяющая для схем 
криволинейного армирования без сцеп-
ления с бетоном реалистично моделиро-
вать разгружающий эффект.  

2. Установлено, что значения выгиба бал-
ки, вычисленные по предлагаемой мето-
дике в 1,8…2,6 раза больше величин, 
полученных по упрощенной методике. 
Занижение реального значения выгиба 
не позволяет в полной мере реализовать 
преимущества предварительного напря-
жения балочной конструкции.  
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПОВЕДЕНИЯ ЦЕМЕНТНЫХ  
КОМПОЗИТОВ В УСЛОВИЯХ ПОВЫШЕННОЙ  

ВЛАЖНОСТИ И ПЕРЕМЕННЫХ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ  
ТЕМПЕРАТУР 

 
И.В. Ерофеева1, В.В. Афонин1, В.А. Федорцов1, Д.В. Емельянов1,  

Н.Ю. Подживотов2, М.М. Зоткина1 
1 Мордовский государственный университет им. Н.П. Огарёва, г. Саранск, РОССИЯ  

2 Всероссийский научно-исследовательский институт авиационных материалов ГНЦ РФ, г. Москва, РОССИЯ 
 

Аннотация: В работе приводятся результаты испытаний цементных композитов в условиях воздействия 
на них повышенной влажности и переменных положительных температур. По коэффициенту изменения 
твердости (стойкости) сравниваются составы с различными наполнителями, пластифицирующими и дру-
гими фунгицидными добавками. Для принятия решения о стойкости (устойчивости) структуры и свойств 
композитов предлагается опираться на величину площади многоугольника, полученного в результате ку-
сочно-линейной аппроксимации точек экспонирования. Даются объяснения влияния факторов среды на 
изменение твердости композитов. 
 

Ключевые слова: композиты, влажность, положительные температуры, коэффициент стойкости,  
площадь многоугольника, составы композитных материалов, устойчивость, относительные значения,  

кусочно-линейная интерполяция 
 
 
RESEARCH OF BEHAVIOR OF CEMENT COMPOSITES 

IN CONDITIONS OF HIGH HUMIDITY 
AND VARIABLE POSITIVE TEMPERATURES 

 
Irina V. Erofeeva1, Victor V. Afonin1, Vladislav A. Fedortsov1,  

Denis V. Emelyanov1, Nikolay Yu. Podzhivotov2, Marina M. Zotkina1 
1 National Research Ogarev Mordovia State University, Saransk, RUSSIA 

2 All-Russian Scientific Research Institute of Aviation Materials GNC RF, Moscow, RUSSIA 
 
Abstract: In this paper, the results of testing cement composites under the conditions of the effect of high humidity 
and variable positive temperatures are given. By the coefficient of variation of hardness (stability), the composi-
tions are compared with various fillers, plasticizing and other fungicidal additives. To decide on the stability (sta-
bility) of the structure and properties of composites, it is proposed to rely on the area of the polygon obtained as a 
result of piecewise linear approximation of the exposure points. Explanations of the influence of environmental 
factors on hardness change of the composites. 
 

Keywords: composites, humidity, positive temperatures, coefficient of stability, polygon area,  
compositions of composite materials, stability, relative values, piecewise linear interpolation 

 
 

Цементные композиты во время своей экс-
плуатации могут подвергаться воздействию 
различных климатических факторов. Основ-
ными из них являются влажность и темпера-
тура окружающей среды. Эти факторы могут 
действовать в различном сочетании. Есть и 

такие воздействия, когда можно считать, что 
один из этих факторов в течение суток оста-
ется постоянным, а второй меняется. Оче-
видно, что в этом случае задача по определе-
нию влияния составляющих окружающей 
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Исследование поведения цементных композитов в условиях повышенной влажности и переменных 
положительных температур 

Volume 13, Issue 4, 2017 67 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

среды на изменение механических свойств 
композитов упрощается. 
В данной статье исследуются композиты на 
цементной основе, выдержанные в условиях 
повышенной влажности и переменных поло-
жительных температур. За основу исследова-
ния принято выполненное авторами исследо-
вание поведения цементных композтов в 
условиях циклического воздействия отрица-
тельных и положительных температур.  
Одним из важнейших свойств строительных 
материалов и, в частности, цементных компо-
зитов является их способность сопротивляться  
действию окружающей среды, которая оцени-
вается коэффициентом стойкости (устойчиво-
сти) структуры и свойств физическим, хими-
ческим и другим воздействиям.  
Исследования выполнены в 4 этапа:  
 сравнивались результаты по составам це-

ментного камня с различным водосодер-
жанием и с введением гиперпластифика-
тора (этап №1);  

 цементным композитам, включающих в 
своем составе песочные фракции, а также 
добавки микрокремнезема с каменной 
мукой (этап №2);   

 на активированной воде затворения (этап 
№3);  

 цементные композиты, имеющие в своем 
составе биоцидные добавки (этап №4).  

Для различных композитов, с различными до-
бавками значения коэффициентов стойкости, 
как правило, заметно различаются. Исследо-
ванию стойкости строительных композитов в 
различных эксплуатационных средах посвя-
щено достаточно много работ, включая ра-
боты авторов [1–17]. Коэффициент стойкости 
устанавливают по характеру изменения фи-
зико-механических и других свойств. В 
наших исследованиях стойкость оценивали по 
изменению твердости на поверхности образ-
цов. Как известно, твердость напрямую свя-
зана с показателем прочности [18]. Контроль-
ные точки времени изменения свойств компо-
зитов фиксировались через 15 и 45 суток ис-
пытаний. Начальная точка ноль соответствует 
контрольному показателю свойства.  

В качестве объектов исследования рассмат-
ривались цементные композиты, составы ко-
торых приведены в таблице 1. 
Образцы композитов, приведенных составов, 
подвергали термоцикли-ческим испытаниям. 
Один термоцикл длился 24 часа и включал че-
тыре термосостояния: 
 нагрев образцов от комнатной темпера-

туры (+23 °С) до +60 °С при влажности 
98 % – около 5 мин.; 

 выдержка образцов при температуре 
+60 °С и влажности 98 % – 9 часов; 

 при выключенной камере естественное 
остывание образцов до комнатной –  тем-
пературы (+23°С) при влажности 98 % – 
примерно 5 часов 55 мин.; 

 выдержка образцов при комнатной тем-
пературе (+23 °С) при влажности 98 % – 
9 часов. 

Таким образом, композиты испытывали при 
постоянной высокой влажности и перемен-
ных положительных температурах. 
Для сравнения композитов по коэффициен-
там стойкости целесообразно их привести к 
относительным значениям, относительно 
контрольного образца перед началом экспо-
нирования. Тогда характерный вид зависимо-
стей относительного значения свойства 
(например, коэффициента твердости) может 
быть приведена в том виде, как показано на 
рис. 1. 
На рис. 1 под каждой ломаной прямой выде-
лены области в виде многоугольников, для 
которых можно рассчитать площадь (S), 
например, по методу трапеций. Формально 
размерность таких площадей соответствует 
размерности времени. Форма многоугольни-
ков может быть разнообразной. По величине 
площади предлагается оценивать стойкость 
составов композитов к изменениям свойств 
их структуры, соответственно и свойств. Кон-
трольный образец композита обозначим как 
состав 1. Сравниваемые образцы будем обо-
значать как 2,  3 и т. д. (см. таблицу 1). 
Рассмотрим сначала композиты (со-
ставы 1, 2), основу которых составляет це-
ментный камень. 
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Таблица 1. Исследуемые составы цементных композитов и их начальные механические характе-
ристики. 

 и их начальные механические характеристики 
№ 
со-

става 

Исходные составляющие вещества 
композита 

Количество вещества 
по отношению  
к содержанию  

цемента, отн. числа 

Прочность 
на сжатие, 

МПа 

Показатель  
твердости, МПа 

1 Цемент ульяновский ПЦ500Д0  
Вола 

1 
0,267 56,4 4010,17 

2 Цемент ульяновский ПЦ500Д0  
Вода 

1 
0,35 52,6 2065,24 

3 Цемент ульяновский ПЦ500Д0 
ГП «Melflux 1641 F» 
Вода 

1 
0,009  
0,171 

133 7016,08 

4 Цемент ульяновский ПЦ500Д0  
Песок молотый (микрокварц)  
Песок фр. 0-0.63 мм (г. Иваново) 
Песок фр. 0,63-2,5 мм (г. Иваново) 
ГП «Melflux 1641 F»  
Вода 

1 
1,1  

2,753  
2,347  
0,009 
0,6 

67,1 5476,90 

5 Цемент ульяновский ПЦ500Д0 
Песок молотый (микрокварц) 
Микрокремнезем 
Песок фр. 0-0.63 мм (г. Иваново) 
Песок фр. 0,63-2,5 мм (г. Иваново) 
ГП «Melflux 1641 F» 
Вода 

1 
0,75 
0,1 

1,775 
1,975  
0,009 
0,475 

1 1 0  9746,86 

6 Цемент ульяновский ПЦ500Д0  
Песок фр. 0-0.63 мм (г. Иваново) 
Песок фр. 0,63-2,5 мм (г. Иваново) 
ГП «Melflux 1641 F»  
Вода 

1 
2,065  
1,76  
0,009  
0,525 

32,5 4089,57 

7 Цемент ульяновский ПЦ500Д0  
Песок фр. 0-0.63 мм (г. Иваново) 
Песок фр. 0,63-2,5 мм (г. Иваново) 
ГП «Melflux 1641 F»  
Вода 

1 
2,51  
2,14  
0,009  
0,56 

41 1187,85 

8 Цемент ульяновский ПЦ500Д0  
Песок молотый (микрокварц)  
Песок фр. 0-0.63 мм (г. Иваново) 
Песок фр. 0,63-2,5 мм (г. Иваново) 
ГП «Хидетал 9γ»  
Вода 

1 
0,825 
2,065 
1,76 
0,012 
0,56 

55 7488, 59 

МЗ Цемент ульяновский ПЦ500Д0 
Вода активированная по режиму 
Э+М (3-3) 

1 
 

0,26 
85 5168,04 

ТЗ Цемент ульяновский ПЦ500Д0 
Биоцидная добавка  
«Teflex Универсальный» 
Вода 

1 
 

0,03 
0,267 

32 1174,46 
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Рисунок 1. Примеры изменения относительного показателя свойства  

и ограниченной им площади многоугольника 
 

Таблица 2. Результаты экспонирования композитов при повышенной влажности и 
переменной положительной температуре (22–60 °С) составов 1, 2 

Длительность 
экспонирования, 

сутки 

Показатели 
твердости, 

МПа, для составов 

Относительные 
показатели  
твердости  

для составов 

Площадь 
многоугольника, 

для составов 

1 2 1 2 1 2 
0 4010,17 2065,24 1,00000 1,00000 46,85506 69.92950 
15 4308,81 3492,44 1,07447 1,69106 
45 4058,15 3356,80 1,01196 1,62538 

 
Изменение показателей твердости компози-
тов по мере выдержки в среде, а также значе-
ния площадей многоугольников, рассчитан-
ных по рис. 2 приведены в табл. 2. Видно, что 
для композита состава 2, имеющего по мере 
испытания повышение показателей твердо-
сти по сравнению с материалом состава 1, 
имеет место и значительное превышение пло-
щади многоугольника. 
Из табл. 2 и рис. 2 следует, что по показателю 
твердости состав на основе теста нормальной 
густоты является более прочным, нежели со-
став с повышенным водосодержанием. В 
тоже время при воздействии среды у состава 

с повышенным водосодержанием произошло 
увеличение рассматриваемого показателя. 
Это, по-видимому, объясняется в большей 
степени, чем для материала состава 1, сниже-
нием поверхностной пористости образцов из-
за общей тенденции уменьшения их поверх-
ности за счет продолжения гидратации вяжу-
щего, поверхностной карбонизации цемент-
ного камня и других процессов, способствую-
щих уменьшению поверхностной энергии.  
Рассмотрим составы 1 и 3. Состав 3 относится 
к цементному камню из самоуплотняющейся 
цементной суспензии с гиперпластификато-
ром. 
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Рисунок 2. Изменение коэффициента твердости композита в зависимости 

от времени воздействия среды для составов 1 и 2 
 

Таблица 3. Результаты экспонирования композитов при повышенной влажности  
и переменной положительной температуре (22–60 °С) составов 1, 3 

Длительность 
экспонирования, 

сутки 

Показатели 
твердости МПа, 

для составов 

Относительные 
показатели  

твердости для составов 

Площадь 
многоугольника, 

для составов 
1 3 1 3 1 3 

0 4010,17 7016,08 1,00000 1,00000 46,85506 37,38871 
15 4308,81 4926,15 1,07447 0,70212 
45 4058,15 6590,88 1,01196 0,93940 

 
Результаты расчетов, аналогичные, отражен-
ным в таблице 2, приведены в таблице 3. Диа-
грамма с изменениями коэффициентов твер-
дости от времени для композитов составов 1 
и 3 показаны на рис. 3. 
Сравнение результатов испытаний по абсо-
лютным показателям свидетельствует о более 
высокой прочности составов с добавками ги-
перпластификатора. В тоже время следует от-
метить сохранение поверхностной твердости 
у композита на основе теста нормальной гу-
стоты без пластифицирующих доба-

вок (рис. 3). Как в предыдущем случае повы-
шение и сохранение твердости более выра-
жено у менее твердого (прочного) композита, 
а соответственно более пористого. У изна-
чально более твердого материала  в начальное 
время выдержки происходит уменьшение 
твердости с последующим ее возрастанием. 
Рассмотрим составы 1, 3 и 6. Состав 6 отно-
сится к песчаному бетону переходного поко-
ления с ГП. Результаты расчетов приведены в 
табл. 4. Диаграмма с изменениями коэффици-
ентов твердости от времени для составов 
1, 3 и 6 приведены на рис. 4. 
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Рисунок 3. Изменение коэффициента твердости композита в зависимости  

от времени воздействия среды для составов 1 и 3. 
 

Таблица 4. Результаты экспонирования композитов при повышенной влажности и пере-
менной положительной температуре (22–60 °С) составов 1, 3, 6. 

Длитель-
ность 

экспони-
рования, 

сутки 

Показатели 
твердости МПа, 

для составов 

Относительные 
показатели твердости 

для составов 

Площадь 
многоуголь-

ника, 
для составов 

1 3 6 1 3 6 1 34 6 
0 4010,17 7016,08 4089,57 1,00000 1,00000 1,00000 

46
,8

55
06

 

37
,3

88
71

 

60
,1

29
81

 
15 4308,81 4926,15 5337,79 1,07447 0,70212 1,30522 

45 4058,15 6590,88 6342,20 1,01196 0,93940 1,55082 
 
Результаты испытаний, рассмотренных мате-
риалов, приведенные в таблице 4 и графиках 
изменения коэффициентов твердости (рис. 4), 
подтверждают ранее полученные показатели, 
что увеличение воздействия повышенной 
влажностью и переменными положитель-
ными температурами  в пределах 22–60 °С  
приводит к снижению пористости материа-
лов и тем самым увеличению показателя 
твердости. 

Рассмотрим составы 1, 4, 5, 6. Состав 
№4 – это песчаный бетон нового поколения с 
ГП и каменной муки (КМ), а состав 5 – это 
песчаный бетон нового поколения с МК (с ис-
пользованием микрокремнезема) и ГП (с ги-
перпластификатором). Диаграмма с измене-
ниями коэффициентов твердости от времени 
выдержки для композитов составов 1, 4, 5, 6 
приведены на рис. 5, а результаты расчетов 
приведены в таблице 5. 
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Рисунок 4. Изменение коэффициента твердости композита в зависимости  

от времени воздействия среды для составов 1, 3 и 6. 
 
 

Таблица 5. Результаты экспонирования композитов при повышенной влажности и пере-
менной положительной температуре (22–60 °С) составов 1, 4, 5, 6. 

Длительность 
экспонирова- 

ния, сутки 

Показатели 
твердости МПа, 

для составов 

Относительные 
показатели твердости 

для составов 

Площадь 
многоугольника, 

для составов 
1 4 5 6 1 4 5 6 1 4 5 6 

0 

40
10

,1
7 

54
76

,9
0 

97
46

,8
6 

40
89

,5
7 

1,
00

00
0 

1,
00

00
0 

1,
00

00
0 

1,
00

00
0 

46
,8

55
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48
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88
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15 
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9 
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07
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7 

0,
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8 
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57
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2 
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5 
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9 

12
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42
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0 

1,
01

19
6 
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8 

1,
30

35
9 

1,
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08
2 

 
Сравнение между собой рассмотренных со-
ставов показывает достаточно высокие фи-
зико-механические свойства у материалов но-
вого поколения, включающих в своем составе 

одновременно с двумя фракциями кварцевого 
наполнителя гиперпластификатор, каменную 
муку и микрокремнезем. 
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Рисунок 5. Изменение коэффициента твердости композита в зависимости  

от времени воздействия среды для составов 1, 4, 5 и 6. 
 

Таблица 6. Результаты экспонирования композитов при повышенной влажности и пере-
менной положительной температуре (22–60 °С) составов 1, 5, 7, 8. 

Длитель-
ность 

экспонирова- 
ния, сутки 

Показатели 
твердости МПа, 

для составов 

Относительные 
показатели твер- 

дости для составов 

Площадь 
многоугольника, 

для составов 
1 5 7 8 1 5 7 8 1 5 7 8 

0 

40
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,1
7 

97
46
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6 
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Однако, как и у композита состава 3, имею-
щего также высокую начальную твердость, в 
первые дни выдержки наблюдается снижение 
твердости с последующим ее повышением. 
Рассмотрим составы 1, 5, 7, 8. Состав 7 – пес-
чаный бетон переходного поколения с ГП 

Melflux. Состав 8 – песчаный бетон переход-
ного поколения с ГП «Хидетал 9». Резуль-
таты расчетов приведены в таблице 6. Диа-
грамма с изменениями коэффициентов твер-
дости композитов от времени их выдержива-
ния для составов 1, 5, 7, 8 приведена на рис. 6. 
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Рисунок 6. Изменение коэффициента твердости композита в зависимости  

от времени воздействия среды для составов 1, 5, 7, 8. 
 

Результаты испытаний свидетельствуют о 
том, что повышенные значения влажности и 
температуры приводят к более значительным 
изменениям свойств цементных композитов с 
добавкой ГП «Хидетал», чем у материалов с 
ГП «Melflux». В тоже время начальная твер-
дость значительно выше у материалов с ги-
перпластификатором «Хидетал». Очевидно, 
что композит с высокой твердостью в началь-
ное время испытания в среде с повышенной 
влажностью и переменными положитель-
ными температурами (23– 60 °С) теряет ее на 
60 %. В то же время материал, имеющий по-
казатель твердости в несколько раз меньше, 
не уменьшает его в течение всего периода ис-
пытания в этой же среде. 
Рассмотрим составы 1 и М3. Состав М3 – это 
цементный камень на активированной по ре-
жиму Э+М (3-3) воде затворения. 
Шифр  Э+М (3-3) означает, что вода затворе-
ния обработана электрическим током с плот-
ностью Jmax = 22 А/м2 в камере электрохими-
ческой активации и электромагнитным полем  
с Hmax = 75 кН/м в камере электромагнитной 
активации.  Результаты расчетов приведены в 

таблице 7. Диаграмма с изменениями коэф-
фициентов твердости от времени для соста-
вов 1 и М3 приведена на рис. 7. 
Из таблицы 7 и рис. 7 видно, что активная 
вода затворения значительно не повлияла на 
стойкость цементного камня. Она меньше у 
цементного камня на активированной воде. 
Об этом свидетельствует и площади много-
угольников. Для такого композита наблюда-
ется в начальное время выдержки в среде сни-
жение поверхностной твердости на 40%. 
Рассмотрим составы 1 и Т3. Состав Т3 – это 
биостойкий композит с добавкой 
«Teflex Универсальный». Результаты расче-
тов приведены в таблице 8. Диаграмма с из-
менениями коэффициентов твердости компо-
зитов от времени их выдерживания в среде 
для составов 1 и Т3 приведена на рис. 8. 
Испытания образцов, приготовленных из со-
ставов с биоцидной добавкой и без нее, пока-
зали уменьшение твердости образцов с добав-
кой. При этом из результатов  также видно, 
что изменения твердости у образцов обоих 
составов при выдержке в среде имеют при-
мерно одинаковый характер.  
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Таблица 7. Результаты экспонирования композитов при повышенной влажности и пере-
менной положительной температуре (22–60 °С) составов 1, М3. 

Длительность 
экспонирования, 

сутки 

Показатели 
твердости МПа, 

для составов 

Относительные 
показатели  
твердости  

для составов 

Площадь 
многоугольника, 

для составов 

1 М3 1 М3 1 М3 
0 4010,17 5168,04 1,00000 1,00000 46,85506 39,23126 
15 4308,81 3081,12 1,07447 0,59619 
45 4058,15 6310,88 1,01196 1,22114 

 

 
Рисунок 7. Изменение коэффициента твердости композита в зависимости  

от времени воздействия среды для составов 1 и МЗ 
  
Таблица 8. Результаты экспонирования композитов при повышенной влажности и пере-

менной положительной температуре (22–60 °С) составов 1, Т3. 
Длительность 

экспонирования, 
сутки 

Показатели 
твердости МПа, 

для составов 

Относительные 
показатели твердости  

для составов 

Площадь 
многоугольника, 

для составов 
1 Т3 1 Т3 1 Т3 

0 4010,17 1174,46 1,00000 1,00000 46,85506 52,21704 
15 4308,81 1518,65 1,07447 1,29306 
45 4058,15 1223,25 1,01196 1,04154 

 
Первоначальные свойства материалов при 
воздействии среды практически не измени-
лись. Уменьшение начальной твердости не 
наблюдается. Однако, как и в других случаях, 
материал, имеющий начальную твердость 

меньше, в первое время воздействия среды 
больше уплотняется. 
Таким образом, в рассматриваемой статье 
установлено изменение свойств на поверхно-
сти образцов на основе пластифицированных 
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Рисунок 8. Изменение коэффициента твердости композита в зависимости  

от времени воздействия среды для составов 1 и ТЗ. 
 

и биоцидных цементных композиций с раз-
личными наполнителями. Устойчивость 
(стойкость) структуры композитов предло-
жено оценивать по величине площади много-
угольника, полученного в результате ку-
сочно-линейной интерполяции точек экспо-
нирования. 
Кроме того экспериментально установлено, 
что композиты, имеющие начальные показа-
тели твердости от 1174,46 МПа до 4089,57 
МПа по мере выдержки в среде с повышенной 
влажностью и переменными положитель-
ными температурами их не снижают, а наобо-
рот, наблюдается даже повышение, в основ-
ном в начальное время испытания. А более 
твердые композиты, с показателями твердо-
сти от 5168,04 МПа до 9746,86 МПа, имеют 
тенденцию в начальное время воздействия 
среды уменьшать свою поверхностную твер-
дость, затем ее увеличивать или сохранять, 
как например песчаный композит с ГП Хиде-
тал 9у. Закономерностям изменения поверх-
ностной твердости цементных композитов 
можно найти объяснение из рассмотрения 
особенностей их отвердевания, приведенных 
в научной и учебной литературе [19, 20, 21, 

22]. Приведем некоторые положения при 
отвердевании цементных композитов: 
 темп упрочнения цементного композита 

в позднем возрасте уменьшается при по-
вышении его прочности [20]; 

 величина недобора прочности композита 
увеличивается при более высоких значе-
ниях водоцементного отношения (В/Ц) 
смеси [20]; 

 карбонизация цементных композитов 
становится незначительной при относи-
тельной влажности близкой к 100 %, по-
тому что в микропорах происходит кон-
денсация водяного пара и их диффузион-
ная проницаемость снижается на не-
сколько порядков [19, 21]; 

 карбонизация развивается тем быстрее, 
чем выше температура и менее плотен бе-
тон, поскольку в этом случае возрастает 
количество пор, не заполненных конден-
сатом [19, 21]; 

 колебания температуры в оптимальных 
пределах при повышенной относите! шей 
влажности могут дополнительно способ-
ствовать образованию зародышей матери-
ала с последующим его упрочнением [22]. 
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Принимая во внимание результаты исследо-
вания, приведенные в табл. 1, согласно кото-
рым твердость больше у композитов с более 
высокой прочностью на сжатие, можно пред-
положить, что повышение и сохранение твер-
дости менее твердых материалов в начальное 
время действия среды связано с их большей 
потенциальной возможностью упрочняться, а 
соответственно повышать поверхностное 
отвердевание. 
Роль карбонизации композитов в упрочнении 
незначительна, она поверхностна и все же 
больше для менее твердых композитов, по-
скольку они имеют поры больших размеров, 
которые не заполняются конденсатом, что 
способствует уменьшению сопротивления 
карбонизации. 
Уменьшение твердости более плотных ком-
позитов в начальное время выдержки в среде 
с повышенной влажностью и переменными 
положительными температурами можно объ-
яснить их микропористой структурой, в кото-
рой конденсируется влага, приводящая к вре-
менному снижению твердости из-за поверх-
ностного увлажнения. Однако с появлением 
новых центров кристаллизации из-за колеба-
ния положительных температур появляется 
возможность упрочнения композитов, а соот-
ветственно повышения их твердости [22]. 
Роль составляющих композита, в частности 
добавок, сказывается в основном с их влия-
нием на интегральную и дифференциальную 
пористость материала, на его прочность и 
твердость. Это влияние требует детального 
изучения, поскольку при общей тенденции 
повышения твердости с повышением прочно-
сти мы не можем говорить о том, что между 
характеристиками этих свойств наблюдается 
прямая зависимость (см. таблицу 1). 
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ON HAMILTONIAN FORMULATIONS AND CONSERVATION 
LAWS FOR PLATE THEORIES OF VEKUA-AMOSOV TYPE  

 
Sergey I. Zhavoronok  
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Abstract: Some variants of the generalized Hamiltonian formulation of the plate theory of I. N. Vekua – A. A. 
Amosov type are presented. The infinite dimensional formulation with one evolution variable, or an 
“instantaneous” formalism, as well as the de Donder – Weyl one are considered, and their application to the 
numerical simulation of shell and plate dynamics is briefly discussed. The main conservation laws are 
formulated for the general plate theory of Nth order, and the possible motion integrals are introduced. 

 
Keywords: refined shell theory, analytical mechanics of continua, Hamiltonian formalism,  

de Donder – Weyl formulation, conservation laws 
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Резюме: Предложены различные варианты обобщенных гамильтоновых формулировок общей теории 
оболочек типа И.Н. Векуа – А.А. Амосова. Рассмотрены формулировки на базе бесконечномерного 
фазового пространства с одной эволюционной переменной, а также на основе формализма де Дондера – 
Вейля, обсуждаются возможности их приложения к численным решениям задач механики тонкостенных 
систем. Получены основные законы сохранения для теории оболочек N-го порядка и определены 
основные первые интегралы системы. 
 

Ключевые слова: теория оболочек высшего порядка, аналитическая механика континуальных 
систем, формализм Гамильтона, формулировка де Дондера – Вейля, законы сохранения 

 
1. INTRODUCTION 
 
The modern theory of shells and plates deals 
with many different problems in thin-walled 
structures’ mechanics [1]. One can note that 
“…new, more reliable 2D multi-field models 
are needed… for high-frequency vibrations of 
shells” [2] (see also [3-7]), in particular for 
functionally graded structures [8-10], as well as 
for wave propagation problems [11-13] and in 
the transient plate and shell dynamics [14]. A lot 
of different refined models for plates and shells 
exist, for instance the ones based on power 
series extension [4, 5, 8], or using the 
asymptotic integration [11-13, 15, 16]. An 

efficient approach that allows one to construct 
the hierarchy of various order shell and plate 
models was constructed by I.N. Vekua [17] on 
the basis of orthogonal series and further 
improved in [18-20]; this type of shell theories 
has shown its efficiency in dynamics, especially 
for transient problems [21].  
The new variant of the shell theory of I. N. 
Vekua type obtained by A.A. Amosov [22, 23] 
is based on the use of the tensor algebra; it 
offers the improved formalization level close to 
the one of the finite element method [23, 24]. 
The further improvement of the Vekua – 
Amosov higher order theory of shells and plates 
consists in the use of Lagrangian formalism of 
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analytical mechanics extended to continuum 
systems [24-27].  
The Lagrangian formulation of refined plate 
models is quite efficient in steady dynamics 
problems such as [28, 29]. At the same time it is 
known that the Hamiltonian approach [30] 
provides some advantages (e. g. see [31]). Some 
attempts to use the features of symplecticity of 
Hamiltonian structures in statics were made in 
[32-35] where the so-called “instantaneous” 
formalism was applied and the Hamiltonian 
systems with operator coefficients were studied 
(an approach similar to [36-38]). This way leads 
to first-order “evolution” differential equations 
in time domain with second-order spatial 
derivatives. An alternative approach proposed 
by N.A. Kilchevskiy [39] deals with the 
Legendre transform considering both time and 
space derivatives; it leads to the finite 
dimensional phase space formalism well known 
in the general field theory as a “polymomentum 
formalism” [40, 41]. Various types of Lepagean 
equivalents may be used to obtain different 
Hamiltonian systems while the simplest one 
corresponds to the de Donder – Weyl formalism 
[40]. Both “instantanelus” and de Donder 
formulations for the plate theory of Nth order 
are constructed below, and main conservation 
laws are considered. 

2. FUNDAMENTALS OF THE PLATE 
THEORY OF NTH ORDER 

 
Let the plate be a three-dimensional body 
bounded by face planes S

 and a lateral surface 

BS  [23-27, 47], with the mid-plane S  and the 
plate thickness denoted as 2h  [25].  
 

   

3, ;,
, .

BV V V V V S S
M V M S M M h



 

     

     R r n

3, ;     3     3V V V V V S S     V V V V V S S3V V V V V S S3     3V V V V V S S3, ;V V V V V S S, ;     , ;V V V V V S S, ;
  

 
The two-dimensional model of a plate consists 
in the two-dimensional manifold S , 
 

 BS S S S S      
, 

with the curvilinear chart 2 ,D

   2 ,  

1,2  , so that M S     M  R r . Two 
base vectors  
 

  r r , 

     
 
corresponding to   induce the metrics  
 

a   r r ; 
 
the normal unit is defined as  
 

/
2

1 2
1( )a n r r , deta a . 

 
Let  
 

3u u

 u r n  
 
be the spatial displacement vector field. Thus, 
the three-dimensional problem statement of 
elasticity theory is based on the Hamilton 
principle [25, 26]: 
 

  1

0

0.
t

V Vt V V
dV dS dt


      0.V VVV VVV VdV dS dtdV dS dtV VdV dS dtV VV VV VdV dS dtdV dS dtV VdV dS dtV VV VdV dS dtV V


V V


V V   V V  V VdV dS dt  dV dS dtV VdV dS dtV V  V VdV dS dtV V

  V V


V V  V V


V V    V V V V  V V V VdV dS dt dV dS dt  dV dS dt dV dS dtV VdV dS dtV V V VdV dS dtV V  V VdV dS dtV V V VdV dS dtV V   (2.1) 

 
Let us consider the Lagrangian continuum 
system defined within the configuration 
manifold N  with the field variables of the 1st 
kind ( )ku

, ( )
3

ku  being the expansion factors of 
the spatial displacement field u  with respect to 
the biorthogonal function system ( ) ( )kp  , 

( ) ( )kp   [26, 27], so that we have 
 

          3 0, , , , .k k
kt u u Np k 

    u r n  

 
Here the components ( , , )u t 

   , 3( , , )u t     
are assumed to be square integrable over 
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[ 1,1]    [25-27]. In general, the convergence 
is supposed folloving [15].  
The Lagrangian densitiy can be now defined on 
S  and  S  as follows [33, 35]: 
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Here   denotes the covariant derivative and 
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Thus, the plate is defined as a two-dimensional 
continuum system within the field variables 

( )ku
, ( )

3
ku  and the Lagrangian densities S

continuum system within the field variables 
S , S

continuum system within the field variables 
SSS . 

Finally, the generalized  Lagrange equations of 
the second kind [25]  
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  (2.3) 

 
can be formulated in the particular case of the 
Nth order plate theory as (2.4) (e. g. see [25]) 
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  (2.4) 

 
as well their natural boundary conditions (2.5) 
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while the corresponding initial conditions can 
be written as (2.6) (see [24-26]): 
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Let us note that the generalized tangential and 
shear forces can be defined by the partial 
derivatives of the Lagrangian density S

shear forces can be defined by the partial 
S : 
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Finally, the total Lagrangian for the plate can be 
determined as follows: 
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3. ENERGY AND MOMENTUM 

CONSERVATION LAWS IN THE 
PLATE THEORY OF NTH ORDER 

 
Let us define the total time derivative of the 
Lagrangian densities given by (2.2): 
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Accounting for the Gauss-Ostrogradsky 
theorem, we can represent the corresponding 
time derivative for the total Lagrangian as 
 

 

 

 

 

     

 

     

 

 

 

 

 

3
3

3
3

3 3

3
3

S S

S

k
t k k

S

k
t k

S S

k kS S
k k

S S S
k

S S S
k

k kS S

k
S

k k

d ddS d
dt dt

d dS
dt

u dS
u u

u

u u
u u

u

dS
u

u u

u u

d
u u









 





 





 







  

 
    

   
     

    

   
     

    

 
   

 














  

 







u dSu dSu dS

dS dS dS           3 3 3 3k k k k k k k k k k   k k   k k   k k k k k k k k k ku u u u
 

u u u u
 

u u
   

u u
   

u u
   

u u
 k ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk k k k 

u u
 k k   k k 

u u
 k k   k k 

u u
 k k   k k 

u u
 k k k ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk kk kk k k kk k k kk k k kk kk ku uk kk ku uk k k ku uk kk ku uk k k ku uk kk ku uk k k ku uk kk ku uk k   

 
   3 3 3 3 3 3 3 3u u u u u u u u

 
u u u u u u u u

 
u u

 
 

 
u u

   
u u

 
 

 
u u

   
u u

 
 

 
u u

   
u u

 
 

 
u u

 k ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk k k k 
u u

 k k 
 

 k k 
u u

 k k   k k 
u u

 k k 
 

 k k 
u u

 k k   k k 
u u

 k k 
 

 k k 
u u

 k k   k k 
u u

 k k 
 

 k k 
u u

 k k k ku uk kk ku uk k k ku uk kk ku uk k k ku uk kk ku uk k k ku uk kk ku uk k k ku uk kk ku uk k k ku uk kk ku uk k k ku uk kk ku uk k k ku uk kk ku uk ku u u u u u u u
 

u u u u u u u uu u u u u u u u
 

u u u u u u u uk ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk kk ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk k           3 3 3 3k k k k k k k k k k   k k   k k   k k           k k k k k k k k k k   k k   k k   k k k kk k k kk k k kk k k kk k
 3 3u u u u u uu u u uu u 
 
    
 

       
 

    3 3
 

3 3k k k k
 

k k k k k k   k k 
 

 k k   k k   k k   k k 
 

 k k   k k u u u u u u u u u u   u u 
 

 u u   u u k kk k k kk k
 

k kk k k kk k   
 
          
 

        3 3 3 3
 

3 3 3 3k k k k k k k k
 

k k k k k k k k k k   k k   k k   k k 
 

 k k   k k   k k   k k    
 
          
 

       k k k k k k k k
 

k k k k k k k k k k   k k   k k   k k 
 

 k k   k k   k k   k k k kk k k kk k k kk k k kk k
 

k kk k k kk k k kk k k kk kk k k k k k k k


k k k k k k k k
  u u u uu u u u 
 
  
 
 k k k k
 

k k k k


k k k k
 

k k k ku u u u u u u uu u u u u u u uk k k k k k k k
 

k k k k k k k k


k k k k k k k k
 

k k k k k k k k           3 3 3 3k k k k k k k k k k   k k   k k   k k k k k k k k k kk kk k k kk k k kk k k kk kk k k k k k k k


k k k k k k k k

       k   k   

 
 

 
  k 

 
 k  

 
 

 
    
 

    k   k 
 

 k   k   

 
 

     
 

  
 

 
 

  
  k 

  
 k 

 
 k 

  
 k  

  


 


  


                     
 

  
 

 
 

  
 

 
 

  
 

 
 

  
  k 

  
 k 

 
 k 

  
 k 

 
 k 

  
 k 

 
 k 

  
 k u  u u  u u  u u  u 

  


 


  


 


  


 


  


                                                                                         

       k   k   

 
 

 
  k 

 
 k  

 
 

 
    
 

    k   k 
 

 k   k   

 
 

     
 

  
 

 
 

  
  k 

  
 k 

 
 k 

  
 k  

  


 


  


   3 3 3 3           
 

  
 

 
 

  
 

 
 

  
 

 
 

  
 
3  3 3  3 3  3 3  3
 k 

  
 k 

 
 k 

  
 k 

 
 k 

  
 k 

 
 k 

  
 k u  u u  u u  u u  u 

  


 


  


 


  


 


  


                                

 d d      3 3k k k k k k   k k k kk k k kk k 
 
 

 
 

   
 

  3 3 3 3k k k k k k k kk k k k k k k k k k 
 

 k k   k k 
 

 k k 
u u u u

 
u u u u

 
u u

 
 

 
u u

   
u u

 
 

 
u u

 k ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk kk ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk k k k 
u u

 k k 
 

 k k 
u u

 k k   k k 
u u

 k k 
 

 k k 
u u

 k k k kk k k kk k k kk k k kk kk ku uk kk ku uk k k ku uk kk ku uk k k ku uk kk ku uk k k ku uk kk ku uk ku u u u
 

u u u uu u u u
 

u u u uk ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk kk ku uk k k ku uk k k ku uk k k ku uk kk k k k
 

k k k kk kk k k kk k
 

k kk k k kk k

3u dS 

S Sd dS Sd dS SdS dS SdS dS SS Sd dS SdS dS Sd dS SS SS SS SdS dS SS SdS dS S  dS d  dS ddS d  dS dS SdS dS S  S SdS dS SS Sd dS SdS dS Sd dS S  S Sd dS SdS dS Sd dS SS SdS dS SS SdS dS S  S SdS dS SS SdS dS S
  

S S
 

S Sd d
 

d dS Sd dS S
 

S Sd dS SdS d dS dS SdS dS S
 

S SdS dS SS Sd dS SdS dS Sd dS S
 

S Sd dS SdS dS Sd dS SdS d  dS d dS d  dS dS SdS dS S  S SdS dS S
 

S SdS dS S  S SdS dS SS Sd dS SdS dS Sd dS S  S Sd dS SdS dS Sd dS S
 

S Sd dS SdS dS Sd dS S  S Sd dS SdS dS Sd dS S

        k k k k k k   k k   k k   k k   
 

S S
 

S S
 
 
 

S S
 

S S
 

S S
 

S S
 
  

 
  

   S S S S
 

S S S SS Su uS S S Su uS S
 

S Su uS S S Su uS S   
 

      
 

   S S S S
 

S S S S
 

S S S S
 

S S S Su u u u u u u u
 

u u u u u u u uS Su uS S S Su uS S
 

S Su uS S S Su uS S
 

S Su uS S S Su uS S
 

S Su uS S S Su uS S
  k k k kk k k k dS
        k k k k k k   k k   k k   k k 

 dS dS 
 

 
 k k

 
k k k k 

 
 k k S S

 
S S S S 

 
 S S k kS Sk k

 
k kS Sk k k k S S k k 

 
 k k S S k k  

 
    
 

       
 

   k k k k
 

k k k k k k   k k 
 

 k k   k k   k k   k k 
 

 k k   k k S S
 

S S
 

S S
 

S S S S   S S 
 

 S S   S S k kS Sk k k kS Sk k
 

k kS Sk k k kS Sk k k k S S k k   k k S S k k 
 

 k k S S k k   k k S S k k 
   

 
 

 
 

 
 

 k k
 

k k
 

k k
 

k k k k 
 

 k k 
 

 k k 
 

 k k S S S S
 

S S S S S S 
 

 S S 
 

 S S 
 

 S S k kS Sk k
 

k kS Sk k
 

k kS Sk k
 

k kS Sk k k k S S k k 
 

 k k S S k k 
 

 k k S S k k 
 

 k k S S k k u u u u u u u uS Su uS S S Su uS S
 

S Su uS S S Su uS S S S u u S S 
 

 S S u u S S 
 

 S S u u S S 
 

 S S u u S S 
   

 
   

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 
3 3 3 3 3 3 3 3u u u u u u u u

 
u u u u u u u u u u 

 
 u u 

 
 u u 

 
 u u 

 
 u u 

 
 u u 

 
 u u 

 
 u u u u u u u u u u

 
u u u u u u u uS Su uS S S Su uS S

 
S Su uS S S Su uS S

 
S Su uS S S Su uS S

 
S Su uS S S Su uS S S S u u S S 

 
 S S u u S S 

 
 S S u u S S 

 
 S S u u S S 

 
 S S u u S S 

 
 S S u u S S 

 
 S S u u S S 

 
 S S u u S S k k k kk k k kk kS Sk k

 
k kS Sk kk kS Sk k

 
k kS Sk kk k k k

 
k k k kk k k k

 
k k k kk kS Sk k k kS Sk k

 
k kS Sk k k kS Sk kk kS Sk k k kS Sk k

 
k kS Sk k k kS Sk kS S S S

 
S S S SS S S S

 
S S S Sk kS Sk k

 
k kS Sk k

 
k kS Sk k

 
k kS Sk k


k kS Sk k
 

k kS Sk k
 

k kS Sk k
 

k kS Sk kS Su uS S S Su uS S
 

S Su uS S S Su uS SS Su uS S S Su uS S
 

S Su uS S S Su uS Su u u u u u u u
 

u u u u u u u uu u u u u u u u
 

u u u u u u u uS Su uS S S Su uS S
 

S Su uS S S Su uS S
 

S Su uS S S Su uS S
 

S Su uS S S Su uS SS Su uS S S Su uS S
 

S Su uS S S Su uS S
 

S Su uS S S Su uS S
 

S Su uS S S Su uS S

  k u dS
         
  S S
 
 
   
 

  S  S S  S S  S S  S
    
 
        
 
    

                     S   S S   S S   S S   S
       

  
   

  
 

  
   

  S  S   S  S S  S   S  S S  S   S  S S  S   S  S              
  

   
  

 
  

   
  


  

   
  

 
  

   
     k u dS u dS  k u dS k 



  k u
         
  S S
 
 
   
 

  S  S S  S S  S S  S
    
 
        
 
    

                     S   S S   S S   S S   S
       

  
   

  
 

  
   

  S  S   S  S S  S   S  S S  S   S  S S  S   S  S              
  

   
  

 
  

   
  


  

   
  

 
  

   
    

3
 k u dS 

 
 

 
   

 
 k k

 
k k k k 

 
 k k   k k 

 
 k k 

  
 S S S Su u u uS Su uS S S Su uS S
 
 
 

 
 

 
 

 
 

 k k
 

k k
 

k k
 

k k k k 
 

 k k 
 

 k k 
 

 k k 
 
 
 

 
 

 
 

 
 

 k k
 

k k
 

k k
 

k k k k 
 

 k k 
 

 k k 
 

 k k 
 

  
 
  
 
 
  
 
 u u u u
 

u u u u
  

k k
 

k kk k
 

k kk k
 

k k
 

k k
 

k kk k
 

k k
 

k k
 

k k d d d  
 

 
   

 
 k k

 
k k k k 

 
 k k   k k 

 
 k k S S S S S S 

 
 S S k kS Sk k

 
k kS Sk k k k S S k k 

 
 k k S S k k u u u u u u 

 
 u u S Su uS S S Su uS S S S u u S S 

 
 S S u u S S 

 
 
 

 
 

 
 

 
 

 k k
 

k k
 

k k
 

k k k k 
 

 k k 
 

 k k 
 

 k k 
 
 
 

 
 

 
 

 
 

 k k
 

k k
 

k k
 

k k k k 
 

 k k 
 

 k k 
 

 k k 
 
 
 

 
 

 

 
 

 
 
3 3 3 3u u u u

 
u u u uu u u u

 
u u u uu u u u

 
u u u u u u 

 
 u u 

 
 u u 

 
 u u k k

 
k kk k

 
k kk kS Sk k

 
k kS Sk kk kS Sk k

 
k kS Sk kk k

 
k k

 
k k

 
k kk k

 
k k

 
k k

 
k kS S S SS S S Sk kS Sk k

 
k kS Sk k


k kS Sk k
 

k kS Sk ku u u uu u u uS Su uS S S Su uS SS Su uS S S Su uS Su u u u
 

u u u uu u u u
 

u u u u

 

 

 

 

3
3 .

S

k
S

k kS S
k u du

u u
 









  
    


 



 .du du du           3 3 3 3 k   k   k   k    u u
 

u u du du
 

du du3 du3 3 du3 3 du3 3 du3      
 

   
 

 
   

 
   

 
   

 
  k 

 
 k   k 

 
 k   k 

 
 k   k 

 
 k 

u u u u
 

u u u u du du du du
 

du du du du3 du3 3 du3 3 du3 3 du3 3 du3 3 du3 3 du3 3 du3          
 

      
 

      
 

      
 

   
    k k k k k k   k k           k k k k k k k k k k   k k   k k   k k  
 
    

 
   S S S S S S S S

 
S S S S S S S S

   
 
   

 
 

   
 

 
 

 
 

   
 

 S S S S
 

S S S S S S S S
 

S S S S
 

S S S S
 

S S S S S S S S
 

S S S S      
 

   S S S S S S S S
 

S S S S S S S SS SuS S S SuS S S SuS S S SuS S
 

S SuS S S SuS S S SuS S S SuS S 
 

 
 
 

 
        

 
       S S S S S S S S S S S S S S S S

 
S S S S S S S S S S S S S S S S   

 
      

 
   u u u u

 
u u u u   

 
   

 
   

 
   S S S S S S S S

 
S S S S S S S S

 
S S S S S S S S

 
S S S S S S S SS SuS S S SuS S S SuS S S SuS S

 
S SuS S S SuS S S SuS S S SuS S

 
S SuS S S SuS S S SuS S S SuS S

 
S SuS S S SuS S S SuS S S SuS S du

    k k k k k k   k k           k k k k k k k k k k   k k   k k   k k 
 du duk k

 
k kk kS Sk k

 
k kS Sk k du du  du 

 
  du k k duk k

 
k k duk k k k  du k k 

 
 k k  du k k k kS Sk k k kS Sk k

 
k kS Sk k k kS Sk k 

 
    
 

   k k k k
 

k k k k k k   k k 
 

 k k   k k k kS Sk k k kS Sk k
 

k kS Sk k k kS Sk k du
 

du du
 

du  du    du 
 

  du    du k k duk k k k duk k
 

k k duk k k k duk k k k  du k k   k k  du k k 
 

 k k  du k k   k k  du k k k k k k k k k k
 

k k k k k k k kk kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k
 

k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk kS S S S S S S S
 

S S S S S S S S S S   S S   S S   S S 
 

 S S   S S   S S   S S k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k
 

k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k 
 

 k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k    
 
          
 

       k k k k k k k k
 

k k k k k k k k k k   k k   k k   k k 
 

 k k   k k   k k   k k  
 

   
 

 
 

 
 

   
 

                
 

               k k k k k k k k k k k k k k k k
 

k k k k k k k k k k k k k k k k k k   k k   k k   k k   k k   k k   k k   k k 
 

 k k   k k   k k   k k   k k   k k   k k   k k S S S S
 

S S S S S S S S
 

S S S S
 

S S S S
 

S S S S S S S S
 

S S S S S S   S S   S S   S S   S S   S S   S S   S S 
 

 S S   S S   S S   S S   S S   S S   S S   S S k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k
 

k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k 
 

 k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k 
   

k k
 

k k
 

k k
 

k kS S S S
 

S S S Sk kS Sk k
 

k kS Sk k
 

k kS Sk k
 

k kS Sk k du du du du  du 
 

  du 
 

  du 
 

  du k k duk k
 

k k duk k
 

k k duk k
 

k k duk k k k  du k k 
 

 k k  du k k 
 

 k k  du k k 
 

 k k  du k k S S S S S S S S
 

S S S S S S S S S S   S S 
 

 S S   S S 
 

 S S   S S 
 

 S S   S S k kS Sk k k kS Sk k
 

k kS Sk k k kS Sk k
 

k kS Sk k k kS Sk k
 

k kS Sk k k kS Sk k k k S S k k   k k S S k k 
 

 k k S S k k   k k S S k k 
 

 k k S S k k   k k S S k k 
 

 k k S S k k   k k S S k k S SuS S S SuS S S SuS S S SuS S
 

S SuS S S SuS S S SuS S S SuS SS S S S S S S S S S S S S S S S
 

S S S S S S S S S S S S S S S S S S   S S   S S   S S 
 

 S S   S S   S S   S S 
 

 S S   S S   S S   S S 
 

 S S   S S   S S   S S k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k
 

k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k
 

k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k
 

k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k kS Sk k k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k 
 

 k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k 
 

 k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k 
 

 k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k   k k S S k k 
   

 
   

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

   
 

   S S S S
 

S S S S
 

S S S S
 

S S S Su u u u
 

u u u u du du du du
 

du du du du  du 
 

  du 
 

  du 
 

  du 

 
  du 

 
  du 

 
  du 

 
  du 
3 du3 3 du3 3 du3 3 du3 3 du3 3 du3 3 du3 3 du3

S S S S S S S S
 

S S S S S S S S
 

S S S S S S S S
 

S S S S S S S S S S   S S 
 

 S S   S S 
 

 S S   S S 
 

 S S   S S 

 
 S S   S S 

 
 S S   S S 

 
 S S   S S 

 
 S S   S S S SuS S S SuS S S SuS S S SuS S

 
S SuS S S SuS S S SuS S S SuS S

 
S SuS S S SuS S S SuS S S SuS S

 
S SuS S S SuS S S SuS S S SuS SS S S S S S S S

 
S S S S S S S SS S S S S S S S

 
S S S S S S S Sk kS Sk k k kS Sk k

 
k kS Sk k k kS Sk k

 
k kS Sk k k kS Sk k

 
k kS Sk k k kS Sk k


k kS Sk k k kS Sk k
 

k kS Sk k k kS Sk k
 

k kS Sk k k kS Sk k
 

k kS Sk k k kS Sk k
   

 
      

 
   S S S S S S S S

 
S S S S S S S S

 
S S S S S S S S

 
S S S S S S S SS S S S S S S S

 
S S S S S S S S

 
S S S S S S S S

 
S S S S S S S S

 (3.1) 

 
Taking into account the generalized Lagrange 
equations of the second kind (2.3) for the plate 
theory of Nth order [25-27] coinciding with the 
square-bracketed terms in (3.1) as well as their 
natural boundary conditions (2.5), we can write 
the total time derivative using the following 
representation: 
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where the Hamiltonian is defined as follows: 
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The surface density of the Hamiltonian 00  is 
constructed by means of the Legendre transform 
of the Lagrangian surface density S

constructed by means of the Legendre transform 
S  

considering only time derivatives of the field 
variables ( )ku

( )( )k( )u
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3
( )k( )u  in terms of the so-called 

“infinite dimensional phase space”, or  
“instantaneous” formulation [30, 42]: 
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where the generalized momenta of the k -ке 
order are determined by the formulae 
 

 
     

 
 

 
 
 

 3
3

( )
3

;

.

S
mk

m
k k

S
k

k m
k m

p

u
p

u
u

u





 
  



  


 
;

 m 
u

    k k k k k   k k k k k k  k k k k u

k k  k k k k 
  

 k k  k k k k 
  

 k k k k 

 
3 .k m k m 

uk muk m ( )
3
( )k( ) k m k m u k muk m  ( )  ( )( )k( )  ( )k( ) k mk muk m

 
 S  m u

    S  S u

 
 Sk m k m Sk mS uk mk m

    S  S u
 (3.4) 

 
The formula (3.3) yields that 0H  is the total 
energy; it follows from (2.2) and (3.4). It can be 
seen that the bracketed terms in (3.2) coincide 
with (2.5), therefore the total energy 0H  
becomes the integral of motion for the plate if 
the boundary conditions on S  are exactly 
satisfied. Thus, the formula (3.2) defines the 
energy conservation. Moreover we can obtain 
the differential formulation of the conservation 
law for the energy density 00 : 
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here S

S r  is the tangent vector field of the 
energy flux [43]: 
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This quantity can be useful, in particular, for 
waveguide problems such as [28, 29]. 
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Now let us consider the total derivatives of the 
Lagrangian densities with respect to the surface 
coordinates  : 
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Keeping in mind that the Riemann-Christoffel 
tensor of the plane S  vanishes,  
 

0j
iR  0j  0 , 

 
and for the Gauss-Ostrogradsky theorem, we 
have 
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Accounting hence for the Lagrange equations 
(2.3) for plates [25-27], we have finally  
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where the covariant components of the wave 
momentum vector [30] are defined by (3.9): 
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Thus, the covariant components G

 of the total 
wave momentum vector (3.8) become the 
integrals of motion if the boundary conditions 
on S  coinciding with the bracketed terms in 
the formula (3.7) are satisfied exactly. 
The differential form of the field momentum 
conservation law can be written as follows: 
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where the components of the Hamilton tensor 
are introduced by (3.11) accordingly to [40]: 
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Finally, the conservation law for the moments 
of wave momentum [30] can be formulated. Let 
us introduce the momentum moment field 
normal to the mid-plane S  of the plate: 
 

 3 3 3, .
S

M dS  

  3 3 3, .3, .33 3S3 3S3 3M dS3 3M dS3 3M dS3 3M dS3 3
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Similarly to the previously derived integral 
conservation laws, we obtain for the wave 
momentum moment (3.12) the following one: 
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The stress symmetry,  
 

    , 
 
and the first term in (3.13) imply that the 
Hamilton tensor (3.11) is symmetric; the total 
moment of momentum (3.12) becomes integral 
of motion if the boundary conditions on the 
plate contour S  are satisfied exactly.  
 
 
4. HAMILTON EQUATIONS  

OF THE NTH ORDER PLATE THEORY 
IN TERMS OF THE INSTANTANEOUS” 
HAMILTON FORMALISM 

 
These equations can be obtained following J.B. 
Leech [30]. Let us consider the total differential 
of the Hamiltonian 00 : 
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On the other hand, from the definition for the 

00 (3.3) we have accordingly to J. Leech [30] 
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and the following relations can be derived:  
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as well as two Hamiltonian equations:  
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Now let us consider the generalized momenta 
(3.4). Accounting for the Lagrange equations 
[25] results in the following relationships: 
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They are the dynamics equations [30, 40]: 
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similar to the Lagrange equations [25-27]; their 
right hand sides contain second-order covariant 
derivatives of the field variables ( )ku

, ( )
3

ku . The 
natural boundary conditions   can be rewritten in 
the following notation: 
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where formally  
 

S S S S S S S S   . 
 
Finally, we have the initial conditions 
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The obtained formulation (4.3), (4.5), (4.6), 
(4.7), and (4.8) corresponds to the so-called 
“instantaneous” Hamiltonian formulation for 
continuum systems that is based on the infinite-
dimensional phase spaces [42].  
 
 
5. HAMILTON – DE DONDER – WEYL 

EQUATIONS OF THE N-TH ORDER 
PLATE THEORY 

 
The Hamilton – de Donder – Weyl  approach 
deals with finite dimensional phase spaces [41, 
42] and is based on the set of polymomenta 
induced by spatial derivatives of field variables 
of the 1st kind (2.7).  
Let us construct the new Hamiltonian density 
depending on momenta and polymomenta using 
the Legendre transform considering both time 
and space derivatives of ( )ku
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and let us compute its total differential: 
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 On the other hand, from the definition given by 
Legendre transform (5.1) we obtain  
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  (5.2) 

 
therefore we have the following relations for the 
partial derivatives of the Lagrangian and 
Hamiltonian surface densities: 
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as well as the first pair of the canonical 
Hamilton – de Donder – Weyl equations: 
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and the second quasi-canonical pair: 
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The equations (5.4) define the generalized 
velocities, or field variables of the 2nd kind, 
whereas the equations (5.5) are constitutive 
relations represented in their inverse 
formulation and solved for the distortions.  
Considering hence the Lagrange equations of 
(2.3) together with the definitions of momenta 
(3.4) and polymomenta (2.7), we obtain the last 
pair of quasi-canonical equations (5.6): 
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The equations (5.6) coincide with the equations 
(2.4) except the terms with 3

( )k
 , 33

( )k  that are 

expressed through ( )ku
, ( )

3
ku . 

Finally, the natural boundary conditions (4.7) 
can be represented similarly to (2.5): 
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where formally DW

S  DW
S S S    
 while the 

kinematic boundary conditions pair corresponds 
to the equations (5.5) in accordance with the 
approach shown in [39]. The initial conditions 
correspond to (4.8). 
 
 

CONCLUSIONS 
 
Starting from the Lagrangian formalism of the 
Vekua-Amosov general theory of thick plates, 
the conservation conditions are formulated, and 
the main motion integrals are constructed. It has 
to be noted that the presented plate model 
corresponds to the “elementary” theory that 
does not accounts for the boundary conditions 
on the faces of thin-walled structures. These 
boundary conditions are approximately satisfied 
as a result of the convergence of the two-
dimensional solutions sequence to the solution 
of the three-dimensional initial-boundary value 
problem. Thus, the nonzero energy flux vector 
field and the normal component of the second-
rank Hamilton tensor due to the boundary 
conditions discrepancy appear on the mid-plane; 
the total Hamiltonian 0H  as well as the integral 
field momentum vector components G

 are 
therefore motion integrals under assumption of 
vanishing boundary conditions discrepancy as 
N  . In general, this drawback of 
“elementary” theories can be eliminated on the 
background of “extended” plate and shell 
theories (e. g. see [44-47]).  
The Hamiltonian field equations for the Nth 
order plate theory are constructed. This 
formulation is variationally consistent and 
allows one the use of methods of lines in time 
domain for numerical solutions in transient plate 
dynamics’ problems. On the other hand, the 
instantaneous Hamiltonian formulation can be 
considered as an “evolutionary” system of 
ordinary differential equations in time domain, 
or, with coefficients containing differential 
operators. This formalism maybe useful in 
various semi-analytical approaches such as [31-
34], [35] as well as [36-38].  
The obtained de Donder – Weyl Hamiltonian 

00  does not represent the total energy density 
[40] but allows one to construct the equations 
system that contains only first-order covariant 
derivatives. The obtained equations of Hamilton 
– de Donder – Weyl type (5.5) cannot be 
interpreted as canonical equations because of 
presence in their left hand sides the covariant 
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derivatives; they can be rewritten nevertheless 
in the canonical representation by translating the 
terms with Christoffel symbols to their right 
hand sides. At the same time the dynamic 
equations (5.6) remain quasi-canonical due to 
the divergence operators and minus marks with 
the corresponding terms. The last drawback can 
be eliminated by means of different 
Hamiltonian construction (e. g. see [39]); the 
polymomenta definition also allows a certain 
degree of arbitrariness in the model formulation, 
so that the following general notation can be 
obtained: 
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The proposed Hamiltionian formulation can be 
considered only as a simplest one; its 
improvement become possible on the 
background of the powerful symplectic 
geometry formalism developed in the field 
theory [40, 41, 43]. Let us also note that the 
more complex Hamilton – Caratheodory 
formalism [41] offers nevertheless some 
features, at least in the numerical simulation, 
providing the use of Hamilton–Jacobi theory. 
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АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ РАВНОВЕСИЯ МОДЕЛИ ФЕРМЫ 
С ЖЕСТКИМИ УЗЛАМИ НА ОСНОВЕ РАЗЛИЧНЫХ  

ДИАГРАММ ДЕФОРМИРОВАНИЯ МАТЕРИАЛА 
 

С.Б. Косицын, М.М. Бегичев 
Российский университет транспорта (МИИТ), г. Москва, РОССИЯ 

 
Аннотация: В работе на примере мостовой фермы с жесткими узлами численно изучены вопросы 
устойчивости равновесия стержневых систем с учетом геометрической нелинейности и появления пла-
стических деформаций материала. Рассмотрены различные модели материала: линейно упругий и упру-
гопластический с диаграммами деформирования Прандтля и реальной. Показаны особенности потери 
устойчивости равновесия. 
 

Ключевые слова: потеря устойчивости равновесия, хлопок, предельная точка,  
пластические деформации 

 
 

ANALYSIS OF STABILITY OF A TRUSS MODEL WITH HARD 
NODES BASED ON VARIOUS STRESS-STRAIN CURVES 

 
Sergey B. Kosytsyn, Maxim M. Begichev 

Russian University of Transport (MIIT), Moscow, RUSSIA 
 

Abstract: The stability of the equilibrium of rod systems is studied numerically taking into account the geomet-
ric nonlinearity using as an example a truss with rigid nodes. Various material models are used: linear elastic and 
elastoplastic with Prandtl and real stress-strain curves. The features of the loss of equilibrium stability are shown. 
 

Keywords: loss of stability, buckling, limit point, plastic strain 
 
 
1. ВВЕДЕНИЕ 

 
При проектировании любого инженерного 
сооружения (в том числе состоящего из 
стержневых или тонкостенных простран-
ственных элементов) одной из наиболее 
важных задач является обеспечение устой-
чивости его равновесия при различных 
внешних воздействиях. Задачи устойчиво-
сти равновесия составляют достаточно 
сложный и мало изученный раздел строи-
тельной механики. Ряд конструкций 
(например, рамные каркасы зданий, элемен-
ты транспортных сооружений и др.) теряют 
устойчивость при появлении пластических 
деформаций материалов, что еще более 
усложняет задачу. В моменты, предшеству-
ющие потере устойчивости, а также в закри-

тическом состоянии, элементы конструкций 
имеют достаточно большие перемещения, 
которыми нельзя пренебрегать в расчетах, 
поэтому корректно поставленная задача 
устойчивости равновесия является геомет-
рически нелинейной. 
В настоящей работе на примере симметрич-
ной плоской восьмипанельной горизонталь-
ной мостовой фермы с жесткими узлами 
(пролет фермы 44 м, высота 8,5 м), нагру-
женной одинаковыми вертикальными сила-
ми, приложенными в узлах нижнего пояса 
(рис. 1) в геометрически нелинейной поста-
новке рассмотрены вопросы устойчивости 
равновесия. Стержни фермы – тонкостен-
ные пространственные Н – образные. Гео-
метрические характеристики поперечных 
сечений приведены в табл. 1. 
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Рисунок 1. Расчетная модель мостовой 

фермы. 
 

Модель фермы состоит из одномерных ко-
нечных элементов (их число 290), работаю-
щих на растяжение (сжатие) и изгиб. Эле-
менты соединены в узлах жестко. В про-
граммном комплексе MSC.NASTRAN [1], 
при помощи которого произведены расчеты, 
их называют BEAM. 
На рис. 1 изображены связи, наложенные на 
опорные узлы фермы. Ферма в программ-
ном комплексе MSC.NASTRAN рассматри-
вается как пространственная система, одна-
ко в настоящей работе изучена лишь плос-
кая потеря ее устойчивости. 
Исследованы возможные сценарии потери 
устойчивости равновесия фермы. Материал 
стержней считался: 

– линейно упругим (модуль упругости и 
коэффициент Пуассона соответственно 
равны E = 2·1011 Н/м2, ν = 0,3); 
– упругопластическим согласно билинейной 
диаграмме, весьма близкой к диаграмме 
Прандтля (предел текучести и равный ему 
предел пропорциональности σт = σпц = 2·108 
Н/м2); 
– упругопластическим на основе реальной 
диаграммы пластичной стали (табл. 2, 
рис. 2). 
 

 
Рисунок 2. Реальная диаграмма деформиро-

вания материала (–). 
 

 
Таблица 1. Геометрические характеристики поперечных сечений пространственных Н – об-

разных элементов фермы. 

Элемент 
Размеры 
листов 

Площадь 
листов 

Площадь 
общая 

Момент 
инерции Jz 

Момент 
инерции Jy 

Момент 
инерции Jкр 

мм мм2 м2 10-4 м4 10-4 м4 10-6 м4 

Пояс 
верхний / 
нижний 

420×12 5040 
 460×20 9200 

460×20 9200 
Сумма 23440 0,023440 9,65261 3,24514 2,72228 

Раскос 
восходя-

щий / 
нисходя-

щий 

440×10 4400 
 420×10 4200 

420×10 4200 

Сумма 12800 0,012800 4,96307 1,23517 0,450507 

Стойка / 
подвеска 

436×10 4360 
 240×18 2880 

240×18 2880 
Сумма 10120 0,010120 3,58151 2,76843 0,434578 
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Таблица 2. Числовые значения диаграммы 
деформирования материала. 

№ 
точки 

σ  
108 Н/м2  

1 0 0 
2 2,4500 0,001225 
3 2,4516 0,020000 
4 2,6100 0,026500 
5 2,7800 0,032400 
6 3,0200 0,045600 
7 3,1600 0,057500 
8 3,2900 0,073600 
9 3,3900 0,089200 
10 3,4500 0,103000 
11 3,5000 0,122000 
12 3,5400 0,141000 
13 3,5700 0,177000 

 
 
2. ЛИНЕЙНЫЙ АНАЛИЗ  

УСТОЙЧИВОСТИ РАВНОВЕСИЯ 
МОСТОВОЙ ФЕРМЫ С ЖЕСТКИМИ 
УЗЛАМИ 

 
Проанализируем результаты классического 
линейного расчета мостовой фермы с жест-
кими узлами, выполненного на основе про-
цедуры решения проблемы собственных 
значений [2] 
 

   0ik ik m
nm nm k . K G Z  (1) 

 

Здесь обозначено: 
ik
nmK  – компоненты мат-

рицы жесткостей на начальном этапе 

нагружения; 
ik
nmG  – составляющие матрицы 

начальных напряжений; 
m
kZ  – компоненты 

собственного вектора, определяющие форму 

потери устойчивости;   – собственное зна-
чение (масштабный фактор), 1  является 
запасом устойчивости по отношению к дей-
ствующей нагрузке. 

В (1) и в дальнейшем использовано согла-
шение о суммировании по повторяющемуся 
индексу. 
Критический параметр оказался двукратным 
с точностью до четырех значащих цифр. 
Найденные его величины составили  
 

Рkr1= 1 ∙Рmax=0,018965∙(1·108)=1,8965·106 Н, 

Рkr2= 2 ∙Рmax=0,018968∙(1·108)=1,8968·106Н. 
 
Формы потери устойчивости показаны на 
рис. 3 в соответствующем масштабе. 

 

 
Рисунок 3. Двукратные формы потери 

устойчивости мостовой фермы  
с жесткими узлами (материал – линейно 
упругий); а) первая (кососимметричная); 

б) вторая (симметричная). 
 
 
3. ГЕОМЕТРИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНЫЙ 

АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ РАВНО-
ВЕСИЯ МОСТОВОЙ ФЕРМЫ С 
ЖЕСТКИМИ УЗЛАМИ 

 
Рассмотрим результаты геометрически не-
линейного расчета мостовой фермы с жест-
кими узлами. Материал стержней фермы 
считался бесконечно линейно упругим. В 
среднем узле нижнего пояса фермы (точка 1 
на рис. 1) приложена дополнительная воз-
мущающая горизонтальная сила 0,001P с 
целью выявления возможных несимметрич-
ных равновесных форм в процессе потери 
устойчивости. Для решения геометрически 
нелинейной задачи запишем нелинейные 
алгебраические уравнения в приращениях 
для отдельного шага по аналогии с фунда-
ментальной монографией Дж. Одена [2]: 
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 ik m i
nm k n  K Z P . (2) 

 
Здесь m

kZ  – составляющие приращений 
неизвестных обобщенных перемещений; 

i
nP  – элементы вектора приращения пара-

метра узловой нагрузки; ik
nmK  – компоненты 

касательной матрицы жесткостей системы 
нелинейных уравнений: 
 
 ik ik ik ik ik

nm nm nm nm nm   K K G C Rik ik ik ik ikik ik ik ik ikK K G C Rik ik ik ik ik   K K G C R   ik ik ik ik ik   ik ik ik ik ikK K G C Rik ik ik ik ik   ik ik ik ik ik . (3) 
 

Здесь обозначено: ik
nmK ikK  – компоненты мат-

рицы приращений жесткостей; ik
nmG  – со-

ставляющие матрицы начальных напряже-
ний; ik

nmC  – элементы матрицы начальных 

поворотов; ik
nmR  – компоненты матрицы 

начального нагружения. 
Для анализа решения нелинейной задачи 
устойчивости равновесия необходимо по-
строить диаграмму равновесных состояний. 
Диаграмму строят посредством шаговой 
процедуры, на каждом шаге которой мето-
дом Ньютона – Рафсона решают систему 
нелинейных алгебраических уравнений (2). 
С целью поиска предельных точек исполь-
зована процедура Arc-Length метода в вари-
анте Крисфилда [3]. 
Кривая состояний равновесия для средней 
точки нижнего пояса фермы (точка 1 на 
рис. 1) изображена на рис. 4. 
Анализ результатов расчета показал, что по-
теря устойчивости фермы произошла хлоп-
ком из точки 1 (рис. 4) на восходящую часть 
кривой равновесных состояний (точка 2 на 
рис. 4). После этого при более высокой 
нагрузке произошла вторичная потеря 
устойчивости хлопком из точки 3 в точку 4 
(рис. 4). И, наконец, еще одна потеря устой-
чивости произошла в предельной точке 
(точка 5 на рис. 4). Формы равновесия, со-
ответствующие точкам 1, 2, 3, 4 и 5 рис. 4, 
изображены на рис. 5, 6 и 7 соответственно. 
 

 
Рисунок 4. Кривая равновесных состояний 

«прогиб – нагрузка» для средней точки
нижнего пояса фермы с жесткими узлами

(материал – линейно упругий).
 

 
Рисунок 5. Формы равновесия фермы с 
жесткими узлами (материал – линейно 

упругий) при первом хлопке; 
а) до хлопка; б) после хлопка.

 

 
Рисунок 6. Формы равновесия фермы 

с жесткими узлами (материал – линейно 
упругий) при втором хлопке; 
а) до хлопка; б) после хлопка.
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Рисунок 7. Форма равновесия фермы  

с жесткими узлами (материал – линейно 
упругий) в предельной точке (5) 

 
Величины критических параметров:  
 
Рkr1=0,1805∙Рmax=0,1805∙(1·107)=1,805·106 Н, 
Рkr2=0,5515∙Рmax=0,5515∙(1·107)=5,515·106 Н, 
Рkr3=0,7369∙Рmax=0,7369 (1·107)=7,369·106 Н. 
 
 
4. ГЕОМЕТРИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНЫЙ 

АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ  
РАВНОВЕСИЯ МОСТОВОЙ ФЕРМЫ 
С ЖЕСТКИМИ УЗЛАМИ ПРИ  
ИСПОЛЬЗОВАНИИ БИЛИНЕЙНОЙ 
ДИАГРАММЫ ДЕФОРМИРОВАНИЯ 
МАТЕРИАЛА, БЛИЗКОЙ  
К ДИАГРАММЕ ПРАНДТЛЯ 

 
Проанализируем результаты геометрически 
нелинейного расчета мостовой фермы с жест-
кими узлами, изготовленной из упругопла-
стического материала с билинейной диаграм-
мой, близкой к диаграмме Прандтля. Учет 
пластических деформаций произведен по тео-
рии пластического течения [4, 5]. Поверх-
ность текучести принята в соответствии с 
критерием текучести Хубера – Мизеса [4, 5]. 
Кривая равновесных состояний для средней 
точки нижнего пояса фермы (точка 1 на 
рис. 1) изображена на рис. 8. 
Анализ результатов расчета показал, что по-
теря устойчивости фермы произошла в пре-
дельной точке (точка 1 на рис. 8) с появле-
нием пластических деформаций в крайних 
(портальных) раскосах (на рис. 9 отмечены 
эти пластические деформации). Только в 
этих раскосах напряжения достигли предела 

текучести. Дальнейшее увеличение нагруз-
ки на ферму стало уже невозможным. Вели-
чина критического параметра составила 
 

Рkr1=0,0723357∙Рmax= 
=0,0723357∙(1·107)=0,723357·106 Н. 

 

 
Рисунок 8. Кривая равновесных состояний 

«прогиб – нагрузка» для средней точки 
нижнего пояса фермы с жесткими узлами 

(материал – упругопластический с билиней-
ной диаграммой). 

 

 
Рисунок 9. Пластические деформации в 
стержнях фермы с жесткими узлами 

(материал – упругопластический с билиней-
ной диаграммой) 

при потере устойчивости равновесия. 
 
 

5. ГЕОМЕТРИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНЫЙ 
АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ  
РАВНОВЕСИЯ МОСТОВОЙ ФЕРМЫ 
С ЖЕСТКИМИ УЗЛАМИ ПРИ  
ИСПОЛЬЗОВАНИИ РЕАЛЬНОЙ 
ДИАГРАММЫ ДЕФОРМИРОВАНИЯ 
МАТЕРИАЛА 

 
Рассмотрим результаты геометрически не-
линейного расчета мостовой фермы с шар-
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нирными узлами, изготовленной из упруго-
пластического материала с реальной диа-
граммой деформирования, показанной на 
рис. 2. Числовые значения характерных то-
чек диаграммы приведены в табл. 2. По-
верхность текучести при этом расширялась 
изотропно (изотропное упрочнение). 
Кривая равновесных состояний для средней 
точки нижнего пояса фермы (точка 1 на 
рис. 1) изображена на рис. 10. 

 

 
Рисунок 10. Кривая равновесных состояний 
для средней точки нижнего пояса фермы  

с жесткими узлами (материал –  
упругопластический с реальной  

диаграммой). 
 

Результаты расчета показали, что по-
теря устойчивости фермы произошла в пре-
дельной точке (точка 1 на рис. 10) с появле-
нием пластических деформаций в порталь-
ных раскосах. Только в них напряжения до-
стигли предела текучести. После потери 
устойчивости увеличение нагрузки на фер-
му стало уже невозможно. Найденное зна-
чение критического параметра составило  

 
Рkr1 = 0,0722999∙Рmax= 

=0,0722999∙(1·107) = 0,722999·106 Н. 
 
 

6. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТОВ 
МОСТОВОЙ ФЕРМЫ С ЖЕСТКИМИ 
УЗЛАМИ 

 
Критические нагрузки для конструкций ти-
па мостовых ферм с жесткими узлами и 
стержнями, выполненными из упругопла-
стических материалов, вследствие снижения 

жесткости систем при сжатии после появле-
ния пластических деформаций оказались в 
2,5 раза ниже аналогичной нагрузки для 
фермы со стержнями из неограниченно ли-
нейно упругого материала. Так, если для 
фермы со стержнями из линейно упругого 
материала (геометрически нелинейная по-
становка задачи) при первом хлопке 
Рkr1=1,805·106 Н, то для ферм со стержнями 
из упругопластических материалов с били-
нейной и реальной диаграммами деформи-
рования (геометрически и физически нели-
нейные постановки задач) аналогичные 
нагрузки при потере устойчивости в пре-
дельных точках составили соответственно 
Рkr1=0,723357·106 Н и Рkr1=0,722999·106 Н. 
При этом вид диаграммы деформирования 
материала (билинейная или реальная) на ве-
личину критического параметра повлиял 
незначительно (критические параметры 
совпали с точностью до трех значащих 
цифр). Линейный бифуркационный анализ 
(решение проблемы собственных значений) 
дал более чем двукратную величину крити-
ческого параметра (Рkr1=1,89654·106 Н и 
Рkr2=1,89683·106 Н совпали с точностью до 
четырех значащих цифр), которая на 5% 
выше критического значения, полученного 
из геометрически нелинейного решения 
упругой задачи. 
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NUMERICAL SIMULATION OF YIELDING 
SUPPORTS IN THE SHAPE OF ANNULAR TUBES UNDER 

STATIC AND SHORT-TERM DYNAMIC LOADING 
 

Oleg G. Kumpyak, Nikita V. Mescheulov 
Tomsk State University of Architecture and Building, Tomsk, RUSSIA 

 
Abstract: Occurrence of extreme man-made impacts on buildings and structures has become frequent lately as a 
consequence of condensed explosives or explosive combustion of gas- vapor or air-fuel mixtures. Such accidents 
involve large human and economic losses, and their prevention methods are not always effective and reasonable. 
The given research aims at studying the way of enhancing explosion safety of building structures by means of 
yielding supports. The paper presents results of numerical studies (finite element, 3D nonlinear) of strength and 
deformability of yielding supports in the shape of annular tubes under static and short-term dynamic loading. 
The degree of influence of yielding supports was assessed taking into account three peculiar stages of 
deformation: elastic; elasto-plastic; elasto-plastic with hardening. The methodology for numerical studies 
performance was described. It was established that rigidity of yielding supports influences significantly their 
stress-strain state. The research determined that with increase of deformable elements rigidity dependency 
between load and deformation of yielding supports in elastic and plastic stages have linear character. Significant 
reduction of dynamic response and increase of deformation time of yielding supports was observed by increasing 
the plastic component. Therefore it allows assuming on possibility of their application as supporting units in 
reinforced concrete constructions.   
 

Keywords: yielding supports, strength, deformability, numerical simulation, finite element method, explicit dynamic, 
nonlinear effects 

 
 

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОДАТЛИВЫХ ОПОР  
В ВИДЕ ТРУБ КОЛЬЦЕВОГО СЕЧЕНИЯ ПРИ СТАТИЧЕСКОМ 
И КРАТКОВРЕМЕННОМ ДИНАМИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИИ 

 
О.Г. Кумпяк, Н.В. Мещеулов 

Томский государственный архитектурно-строительный университет, г. Томск, РОССИЯ 
 

АННОТАЦИЯ: В последнее время участились случаи экстремальных техногенных воздействий на 
здания и сооружения, например, вследствие взрыва конденсированных взрывчатых веществ либо 
взрывного горения газо-, паро- или пылевоздушных смесей. Такие события могут повлечь большие 
человеческие и экономические потери, а методы их предотвращения или снижения последствий не 
всегда эффективны и рациональны. Целью данной работы является изучение способа повышения 
взрывобезопасности строительных конструкций за счет применения податливых опор. Представлены 
результаты численных (конечноэлементных, в трехмерной нелинейной постановках) исследований 
прочности и деформативности податливых опор в виде труб кольцевого сечения при статическом и 
кратковременном динамическом нагружении. Произведена оценка степени влияния податливых опор, 
имеющих три характерные стадии деформирования: упругая; упруго-пластическая; упруго-пластическая 
с отвердением. Приведено описание методики численных исследований и ее программной реализации. 
Установлено, что при увеличении жесткости сминаемых вставок зависимость между нагрузкой и 
деформированием опоры в упругой и пластической стадиях имеет линейных характер. Выявлено также 
значительное снижение динамической реакции и увеличение времени деформирования податливых опор 
при увеличении их пластической составляющей, что позволяет рекомендовать их к применению в 
качестве опорных устройств для железобетонных изгибаемых и сжато-изгибаемых конструкций. 
 

Ключевые слова: податливые опоры, прочность, деформативность, численное моделирование,  
метод конечных элементов, неявная схема интегрирования, нелинейные эффекты  
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1. INTRODUCTION 
 
Explosive impacts refer to single emergency 
loads. They are characterized by short term of 
action but high intensity which results not only 
in structural failure but also in production 
facilities damage and human losses. The 
existing approaches to designing building 
structures resistive to explosive impacts are 
based on increasing the material consumption of 
structures, which leads to increasing the cost of 
objects. Therefore, the elaboration of alternative 
economically feasible and reliable approaches is 
required to design structures that are resistant to 
intensive dynamic loads.  
Yielding supports are one of the active means of 
structural protection, based on prevention or 
localization of dynamic impact or reducing the 
intensity of dynamic loading [1-9]. 
Currently, research results in the field of 
yielding supports application for protection of 
buildings and structures subjected to intensive 
dynamic loading are fragmentary. Experimental, 
theoretical and experimental-theoretical research 
[1-9] demonstrate both positive and possible 
negative influence of yielding supports on the 
dynamic response of RC beams. The object of 
the present study is numerical study of the 
strength and deformation property of yielding 
supports given as the tubes of annular section 
under static and short-term dynamic loading. 

 
 

2. METHODOLOGY FOR CONDUCTING 
NUMERICAL SIMULATION OF 
YIELDING SUPPORTS UNDER STATIC 
LOADING 

 
Finite element method (FEM) is certainly one of 
the dominant modern techniques of numerical 
simulation of such 3D nonlinear (physically, 
geometrically and structurally) static objectives; 
therefore it was selected as the basic one for 
conducting the present studies.  
Program software Ansys Mechanical, v 17.2. 
was used as a software package realizing FEM 
in the given statement. The first stage of the 

work included analysis of yielding supports 
under quasi-static loading with the constant 
loading velocity. The design model was 
idealized and formalized copy of the physical 
reality and it duplicated the experimental study 
with a large accuracy [1] (Fig. 1). 
Finite element model consisted of the two slabs, 
one of them was supporting and motionless, the 
second slab served as a force slab and it had the 
capacity of vertical displacement. The third 
element of the model was yielding support. 
Sample spacing of the finite element mesh of the 
slabs was 4 mm, of the yielding support – 
0.8±0.1 mm. The volume eight-node finite 
element SOLID185 was used as a finite element. 
Each finite element node is defined by three 
translational degrees of freedom and includes the 
possibility of using plastic materials and is also 
able to withstand larger deformations.   
The model uses low-order finite elements (h-
simulation technique). The analysis was 
performed for all the considered lengths of 
yielding supports in the range from 10 to 120 
mm (Fig. 2). 
The dimensions of the solved objective 
depending on the length of yielding support 
varied from 5664 to 58464 finite elements. 
The work of material of yielding support was 
described by multilinear diagram of material 
straining with isotropic hardening. It was 
obtained by preliminary field experimental 
study of material under tension.  
The loading of yielding support (rigid, 
kinematic) was performed by means of the 
given displacement of the upper slab (Fig. 1) to 
the distance corresponding to the inner diameter 
of yielding support.  
 
 
3. RESULTS OF NUMERICAL 

SIMULATION OF YIELDING 
SUPPORTS UNDER STATIC LOADING 

 
Let us consider the distinctive features of 
yielding supports straining on the example of 
inserted element of annular cross-section 40 mm 
long (Fig. 3). As can be observed, for all the sta- 
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a)       b) 

  
Figure 1. The general view of yielding supports field tests (a); numerical simulation (b);  

1 – supporting slab; 2 – reinforced slab; 3 – yielding support. 
 

d)     e)    f) 

   
Figure 2. The general view of flexible bearings of various length: experimental studies (a; b; c); 

numerical finite element model (d, e; f): 120mm (a, d); 60mm (b, e); 10mm (c, f). 
 

   a)     b)     c)               d) 

    
   e)     f)     g)               h) 

    
Figure 3. Peculiar stages of yielding supports deformation: elastic (a, e); elasto-plastic (b, f); 

elasto-plastic with hardening (c, g, d, h) 
 

ges of yielding support work the strain pattern 
during field test corresponds to the strain pattern 
during numerical simulation. 
The geometry of the studied sample during 
loading significantly changes its shape several 
times (Fig. 3) and the rigidity accordingly. 

Considering that fact, the model was 
supplemented with the option of finite 
displacements consideration and angular 
displacements after each equilibrium iteration 
(geometrical nonlinearity). During straining 
process  (Fig.  3),  the  yielding support interacts 
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    a)       b)          c) 

   
Figure 4. Alteration of the design model of yielding support in the process of straining: one contact 

point (line) with the slab (а); two contact points with the slab (b, c).
 

with the force slabs changing its design model 
several times. After occurrence of the plastic 
strain in the yielding support, the contact point 
with each of the force slabs is divided in two. 
Then, along with the load increase, the contact 
points distribute from the center of the support 
to its edges (Fig. 4). In order to consider the 
above-mentioned process contacting pairs were 
established in the model between the inserted 
element and the force slabs, as well as between 
the internal surfaces of the yielding support. The 
blue color in Figure 7 identifies the contact 
elements, which are significantly remote from 
the contact surface. Contact elements, which are 
rather close to the contacting surface, are 
marked with yellow color. The red color 
identifies contact elements interacting with the 
contact surface, the force slab in particular. 
Moreover, during yielding supports straining the 
contact of inner surfaces of the ring occurs (Fig. 
3 c, g), which in its turn alters the simulation 
model one more time. Further, the internal 
surfaces come into full contact (Fig. 3 d, h). 
It was established, that during straining process 
distortion of the ends of yielding support occurs 
in the areas of plastic hinge. Thus, the contact of 
internal surfaces of the ring occurs not 
simultaneously and from the ends to the middle 
part (Fig. 5). 
As a contact interaction interface for all 
contacting pairs the model of contact with 
friction µ=0.15 was used. This model includes 
the possibility to divide contacting pairs after 
interaction and generally can contain the areas 
of cohesion and sliding. Augmented Lagrangian 
method was applied for solution of contact 

interaction; it is based on the dependency of 
contact force on the penetration value (1): 

 
                        (1) 

 
where: kn – contact stiffness directed from 
normal to the surface, xp – the value of 
penetration along the normal to the surface,  – 
the augend reducing sensitivity to the value of 
contact. Simultaneous linear equations method 
was used for solution of the given objective (2): 
 

,                         (2) 
 
where, [K] – system stiffness matrix, {u} – the 
unknown vector of nodal displacements, {F} – 
the vector of the given external forces. 
Checking the solution of non-linear problem 
was conducted using the Newton-Raphson 
method based on the equilibrium equation (3): 
 

 
(3) 

 
where, R – the difference between the external 
and internal force vectors, Fext – external force 
vector, Fint – internal force vector, N – the 
number of vector elements, equal to the amount 
of degrees of freedom of FEM.  During solving 
the objective of static loading of the yielding 
supports, the solution admitted computational 
error of 5% between internal and external forces. 
Along with the increase in the number of 
elements   in  the  solved  objective  in  order  to 
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a)     b) 

       
c)     d) 

   
Figure 5. Alteration in the design model of yielding support during straining: impact of 

contacting pairs at the edges (а); contact of internal surfaces in the mid-area (b); gradual increase 
of the contact spot in the middle area (c); full contact of the internal surfaces (d). 

 
a)       b) 

  
c)       d) 

  
Figure 6. Distribution pattern of the plastic strain in the yielding support. 

 
provide high accuracy, the proportional increase 
in the number of equilibrium iterations was 
required. Thus, the objectives considered from 
500 to 8000 iterations. Analysis of the results of 
numerical simulation demonstrated that 
significant straining of yielding supports occurs 
due to formation of plastic hinges when the 
stresses in the material reach the yield stress. 

These areas are first established in the upper and 
lower areas of the rings (Fig. 6а), and then at 
the lateral surfaces of the sample (Fig. 6b). 
Further straining is accompanied by the gradual 
growth of plastic strain and increasing the area 
of active straining. It  should  be  noted  that  the  
value of relative strain at the internal lateral 
surface of the yielding support ε > 39% (Fig. 6d),
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 Figure 7. The strain diagram of yielding supports of various length under numerical and 

experimental study; d1- inner diameter; d2- outer diameter of the yielding supports; the uneven 
numbers correspond to the experimental studies; the even numbers present numerical simulation.  
1-2- 10 mm; 3-4- 20 mm; 5-6- 40 mm; 7-8 60 mm; 9-10-80 mm; 11-12- 100 mm; 13-14- 120 mm. 

 
which exceeds the ultimate strain of the steel 
255 εs 255 > 26%. The mentioned area of 
straining undergoes compressive strain and due 
to curvilinear geometry of the sample, these 
locations are marked by the materials self-
hardening effect. 
Analysis of the results of numerical and 
experimental studies under quasi-static loading 
can be conducted based on the strain diagram of 
yielding supports (Fig. 7). Figure 7 illustrates 
the diagrams “load-displacement” for the 
yielding supports 10 and 20- 120 mm long with 
the span of 20 mm. According to the diagram, it 
can be judged on the close level of accordance 
of the experimental and numerical results at all 
stages of yielding supports performance. 
Furthermore, with the increase of the yielding 
supports rigidity during experimental studies the 
strain diagrams are marked with the “yield 
drop” during transition of the support work from 
elastic into plastic stage of hardening, however 
it was not observed at the diagrams of numerical 

simulation. This effect applies for the low-
carbon steel. The occurrence of the “yield drop” 
is attributed to the dislocation deformation 
mechanism. At the initial phase, the density of 
dislocations is insignificant to provide larger 
strain degree.  After reaching the upper yield 
stress, the intensive formation of new 
dislocations begins resulting in decrease of 
stress. Software package Ansys v 17.2 does not 
consider the dislocation deformation 
mechanisms referring to micro-structural steel 
composition; therefore, it leads to the absence of 
the “yield drop” in Figure 7. 
Along with that, the local inaccuracy of the 
absolute value of load between the experimental 
and numerical result does not exceed 3.5 % and 
does not change significantly the general strain 
pattern of yielding support within the solution of 
the given objective. 
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4. METHODOLOGY FOR CONDUCTING 
NUMERICAL SIMULATION 
OF YIELDING SUPPORTS UNDER 
DYNAMIC LOADING 

Simulation of dynamic impact was conducted in 
the module Ansys v17.2 - explicit dynamic 
(explicit difference integration scheme  in time 
for dynamic objectives). Explicit dynamic 
defines the time step considering the stability 
condition of Courant-Friedrichs-Lewy (4):  
 

,                    (4) 
 

where, Δt – the time step, f – Courant number (f 
<1), h – the typical element size, c – the local  
sound velocity in the element material. 
The objectives were solved using Lagrangian 
approach to the medium motion description.   
The simulation of the yielding supports 
operation under short-term dynamic loading was 
aimed at assessing the influence degree of the 
yielding supports on the dynamic response of 
the system: falling weight - yielding support - 
supporting slab (Fig. 8). The variable rigidity 
parameter in the work was changing the length 
of the deformable element. Cross-section and 
the material of yielding support were accepted 
in accordance with the experimental studies [1]. 
Within the present objective the moment of 
impact of the falling weight 1 on the yielding 
support 2 was simulated. The mass of the 
weight 1 corresponded to the weight used while 
experimental studies, which is 265 kg. For that 
purpose, the density of the weight was increased 
for each of the solved objectives. 
The velocity of the weight 1 at the moment of 
impact on the yielding support 2 corresponded 
to the velocity of weight dropped from the 
height of 650 mm during experimental studies. 
The velocity of the weight 1 at the moment of 
impact on the yielding support 2 was calculated 
according to the dependence (1) obtained from 
the formulas for uniformly accelerated straight 
line motion (5) and was 3.57 m/s. 
 

,                         (5)  
 

where: Sx- the height of falling weight (0.65 m), 
V2

x- squared velocity at the impact moment of 
falling weight 1 and yielding support 2, V2

0-  
squared initial velocity of falling weight 1 (0 
m/s2- the weight is suspended), ax - acceleration 
of weight 1 (corresponds to gravity acceleration 
9.81 m/s2). 
The supporting plate 3 was rigidly fixed along 
all degrees of freedom. Weight 1 and supporting 
plate 3, due to their small thickness in the model 
(Fig. 8 b), were accepted as completely rigid 
elements. 
In the present work, three distinctive types of 
supports were considered (Fig. 9): а – elastic 
support; b – yielding support, working in elasto-
plastic stage with hardening, c – yielding 
support, working in elasto-plastic stage. 
 
 
5. RESULTS OF NUMERICAL 

SIMULATIONS OF YIELDING 
SUPPORTS UNDER DYNAMIC 
LOADING 

The degree of influence of the support rigidity 
can be evaluated from the diagram (Fig. 13). 
The first case (Fig. 9a) presents the elastic 
support, which possesses the properties of low-
carbon steel, which strains according to the 
Hooke’s law. This support can be 
conventionally considered as elastic as the 
relative strain in it under dynamic loading will 
be changed according to the linear law with the 
constant deformation modulus corresponding to 
the steel elasticity modulus. 
The support working in elasto-plastic with 
hardening stage (Fig. 9b) is characterized by the 
plastic straining with smooth increase in the 
dynamic response up to the moment when the 
internal surfaces of the supports contact 
(Fig. 10) and (Fig. 13b, point А). After that 
sharp increase in the value of dynamic response 
occurs. 
Supports working in elasto-plastic stage (Fig. 
9c),  (Fig. 13 3, 4),  depending  on  their  rigidity 
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a)     b) 

   
Figure 8. Design model of the yielding support testing under short-term dynamic loading  
(а); general view of the finite element model (b); falling weight (1); yielding support (2);  

supporting slab (3); d1-inner diameter: d2-outer diameter. 
 

a)                      b)                                c) 

   
Figure 9. Computational finite element models of yielding support under short-term dynamic 

loading; elastic support (а); yielding support, working in elasto-plastic stage with hardening (b); 
yielding supports working in elasto-plastic stage (c, d).

  
Figure 10. The overall scheme of the support straining, working in elasto-plastic with hardening 

stage, the moment of transition of the support into hardening stage point A (Fig. 13b). 
 

can have different dynamic response diagrams. 
Along with the increase in plastic component of 
such supports increase in time of response 
occurs. Thus, for instance for the support 120 
mm long (Fig. 13 4), compared to the support 
1600 mm long (Fig. 13 3), the time of dynamic 
resistance increased by 2.66 times, which 
testifies on more plastic work of the first one. 
Moreover, the support of the larger length does 
not deplete the whole potential of its plastic 
properties (Fig. 11), while the support of the 
less length almost come into contact by the 
internal surfaces of the ring (Fig. 12). The 

decrease in the maximum value of dynamic 
response should be noted (Fig. 13 3, 4) from 
407 kN corresponding to the support 1600 mm 
long to 288 kN for the support 120 mm long 
which makes 29.2 %. 
Having compared the support work in elasto-
plastic stage (Fig. 13 3, 4) and the support work 
in hardening stage (Fig. 13 2), the reduction of 
the system dynamic response by 6.4 times was 
observed (Fig. 13). 
Conducting the analysis of yielding supports 
work (Fig. 13 2-4) with totally elastic support  
(Fig. 13 1), a significant reduction in  the system 
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Figure 11. The general strain pattern of the support working in elasto-plastic stage  

(the length of the support 1600 mm). 
 

  
Figure 12.  The general strain pattern of the support working in elasto-plastic stage  

(the length of the support 120 mm). 
 

a)       b) 

 
Figure 13. Diagram of changing in the dynamic response of the supports depending on their 

rigidity; totally elastic support (1); yielding support, working in elasto-plastic with hardening stage 
(2); the moment of transition of yielding support into the hardening stage (А); yielding supports 

working in elasto-plastic stage (3, 4). 
 

dynamic response was revealed, thus, for 
instance for the elasto-plastic support (Fig. 13 
4), compared to the totally elastic support (Fig. 
13 1) the reduction was 23.4 times, and for the 
elasto-plastic with hardening support it was 6.62 
times. Along with that, one should note that the 
increase in the time of dynamic response for 
yielding supports compared to the totally elastic 
ones should be specified (Fig. 13). The time of 
straining for totally elastic   supports was 0.0005 

sec, while for the supports working in the 
hardening stage it was 0.009, and for elasto-
plastic it was 0.012, which is 18 and 24 times 
more than for the elastic supports accordingly. 

 
 
5. CONCLUSION 
 
Within the conducted research, the results of 
numerical and experimental studies of 
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deformation of yielding supports in the shape of 
inserted elements of annular cross-section under 
static loading were compared. Results 
demonstrate high qualitative and quantitative 
coincidence of the used methods. Therefore it 
testifies on possibility of FEM application for 
solution of objectives with significant   physical, 
geometrical and contact (structural) 
nonlinearities, being simultaneously present in 
one objective.  Along with that, it should be 
noted that FEM application in research of 
nonlinear structural behavior under dynamic 
impact is an effective tool compared to the field 
tests. Field tests are generally hard or even 
impossible to implement while the obtained data 
is fragmentary and to a large extend limited by 
the measuring facilities.    
Numerical simulation results found in the 
present paper also demonstrate high efficiency 
of yielding supports subjected to short-term 
dynamic loading as compared to traditional 
elastic supports. The required effect is reached 
due to the peculiarities of plastic straining of the 
annular section and increase in the time of 
dynamic straining. Therefore, the obtained 
results enable to judge on the possibility of 
yielding supports application aimed at the 
increase in the dynamic strength of RC beams.  
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г. Санкт-Петербург, РОССИЯ 
 

Аннотация: Механизм работы, жесткость и прочность на изгиб шпунтовых стен из рофиля Ларсен зави-
сит от сопротивляемости сдвигу замковых сочленений свай в стене. Этот факт не учитывается в отече-
ственной практике проектирования и устройства шпунтовых стен. 
 

Ключевые слова: стальные шпунтовые стенки, показатели прочности и жесткости, замковые соедине-
ния, момент инерции, момент сопротивления 
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ВВЕДЕНИЕ 
 
Стальные шпунтовые стены широко исполь-
зуются в различных областях геотехническо-
го строительства. Их достоинствами являют-
ся быстрота и относительная простота возве-
дения, высокая прочность, малая водопрони-
цаемость, возможность демонтажа и повтор-
ного использования. В конечном итоге 
стальные шпунтовые стены обычно оказы-
ваются экономичнее других подпорных кон-
струкций. 
Показатели жесткости и прочности шпунто-
вых стен из профилей Ларсен зависят от со-
противляемости замковых сочленений свай 
сдвиговым усилиям, возникающим между 

четными и нечетными сваями в стене. Этот 
факт не учитывается в отечественной прак-
тике проектирования и устройства шпунто-
вых стен, что может иметь неблагоприятные 
последствия. 
 
 
1. УСИЛИЯ В ЗАМКАХ 
 
Для устройства шпунтовых ограждений кот-
лованов обычно используются горячеката-
ные стальные сваи U-профиля (Ларсен) и Z-
профиля (рис.1) [1]. В европейской практике 
чаще находит применение U-профиль, в 
США обычно предпочтение отдается Z-
профилю. 
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Рисунок 1. Положение замков и распределение напряжений. 

 
Таблица 1. Параметры сечений шпунта U-профиля. 

Профиль Размеры 
сечения 
сваи, м 

Масса 1 м, кг 
 
 

Момент 
инерции 

I, см4 

Момент 
сопротивления 

W, см3 
 В Н сваи стены сваи 1м стены сваи 1м стены 

Л4 0,40 0,18 74 185 4660 39600 405 2200 
Л5 0,42 0,18 100 238 6243 54000 461 2962 

 
При изгибе шпунтовой стены в плоскости y-
z максимальные нормальные напряжения σz 
возникают в крайних волокнах сечения сте-
ны, а максимальные напряжения сдвига τz 
возникают на нейтральной оси сечения. 
Принципиальное различие стен из U и Z 
профилей заключается в положении замков 
сочленений свай: у Z-стен замки находятся 
на крайних волокнах сечения и на них не пе-
редаются сдвиговые усилия, а у U-стен зам-
ки находятся на нейтральной оси и на них 
передаются максимальные сдвигающие си-
лы. Если сопротивляемость замков доста-
точно велика и взаимного сдвига свай в них 
не происходит, то сечение стены работает 
как сплошное с максимальными моментами 
инерции и сопротивления. Если же сопро-
тивляемость взаимному сдвигу свай равна  
нулю и сваи в замках свободно проскальзы-
вают, то стена превращается в ряд независи-
мо работающих свай с их параметрами. 
В табл.1 приводятся параметры отечествен-
ных U-профилей Л4 и Л5.  
В таблице 1 моменты инерции и сопротивле-
ния 1 м стены приводятся для сплошного се-
чения без проскальзывания в замках. В оте-

чественной практике проектирования шпун-
товых стен именно эти значения и исполь-
зуются. Между тем зарубежные производи-
тели U-профилей шпунта, приводя такие по-
казатели, обязательно оговаривают, что они 
действительны лишь при условии наличия 
необходимой прочности замка на сдвиг 
[2,3,4,5]. 
Величина сил сопротивления взаимному 
сдвигу соседних свай в стене определяется 
следующими составляющими: 
 трение в замке из-за вариаций геометрии 

замка по длине сваи, 
 трение в замке из-за защемленного в 

замке грунта, 
 трение сваи о грунт. 

Однако,  этих сил сопротивления может ока-
заться недостаточно для противостояния 
сдвигу, особенно  в слабых глинах и суглин-
ках при вибропогружении шпунта. В этом 
случае грунтовое заполнение замка будет 
скорее играть роль смазки, нежели усилите-
ля трения.  
На рис.2 приведены три расчетных графика 
сдвигающей силы в замке по глубине шпун-
товой стены, подпертой в уровне -2,0 м [4]. 
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Рисунок 2. Графики сдвигающей силы в замке шпунтовой стены. 

 
При свободном сочленении свай в замке 
сдвигающая сила по всей глубине естествен-
но равна нулю. При полной фиксации замка 
от сдвига сдвигающая сила максимальна. 
Фактический график сдвигающей силы, по-
строенный для реального грунта, находится 
в промежутке между двумя крайними случа-
ями, при этом сила сопротивления сдвигу 
свай в замке составляет около 1/3 от величи-
ны, необходимой для полного исключения 
сдвига. Естественно, использование при рас-
четах в этом случае параметров профилей, 
определенных для условий полной фиксации 
в замках, привело бы к опасной переоценке 
сопротивляемости стены. Известны аварий-

ные ситуации, возникшие по такой причине 
[1,4]. 
Радикальной мерой для исключения сдвига в 
замке является его сварка или чеканка. В за-
рубежной практике обычно шпунтовые сваи 
U-профиля (да и Z-профиля тоже) погружа-
ются сочлененными попарно, а изготовители 
обеспечивают поставку сдвоенных и даже 
строенных свай с гарантированной сопро-
тивляемостью замков сдвигу. Чаще всего 
замки на сдвоенных сваях скрепляются то-
чечной чеканкой через 25-30 см. Каждая че-
канка обеспечивает сопротивление сдвигу не 
ниже 75 кН [5]. 
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Наличие заводской сварки или чеканки каж-
дого второго замка в стене приближает ее 
моменты инерции и сопротивления к макси-
мальным значениям.  
При отсутствии сварки или чеканки замков 
стена в слабом водонасыщенном глинистом 
грунте будет иметь моменты инерции и со-
противления, близкие к минимальным зна-
чениям, равным арифметической сумме мо-
ментов свай, приходящихся на 1 метр стены:  

 
Iстены  = Iсваи /В;  Wстены  = Wсваи /В,   

 

где В – ширина сваи, м). 
Расчетный изгибающий момент М для 
шпунтовой стены определяется выражением: 
  

M=WRу , 
 
где Rу – расчетное сопротивление стали по 
пределу текучести). 
В табл. 2  приведены значения  момента 
инерции, момента сопротивления и расчет-
ного изгибающего момента для 1 м шпунто-
вых стен  со свободными и фиксированными 
замками. Материал шпунтовых свай сталь 
С235 с расчетным сопротивлением Rу =230 
МПа. 
Из табл.2  видно, что отсутствие сварки или 
чеканки замков может снизить момент инер-
ции стены более чем втрое и соответственно 
увеличить  деформации стены и осадки 
окружающих сооружений. Одновременно 
момент сопротивления и расчетный изгиба-
ющий момент стены снижаются более чем 
вдвое, что заставит использовать более тя-
желый профиль. 
Необходимость фиксации замков закреплена 
в европейских нормах [3], но пока не нашла 
отражения в отечественной нормативной до-
кументации. 
 
2. РАСЧЕТНЫЙ ПРИМЕР 
 
В Петербурге на одном из объектов спроек-
тировано шпунтовое ограждение и под его 
защитой осуществлялась откопка строитель-

ного котлована. Было выполнено численное 
моделирование сооружения стены и откопки 
котлована с помощью программы Plaxis в 
плоской постановке.  
Общая расчетная схема приведена на рис.3. 
Грунты -  характерные для Петербурга:  
преимущественно водонасыщенные пылева-
тые пески и слабые суглинки. Свойства 
грунтов в порядке следования слоев на рис. 3 
приведены в табл. 3. 
По поверхности грунта за пределами отка-
пываемого котлована приложена нагрузка 20 
кПа. 
Откопка котлована выполняется в 3 фазы: до 
глубины 4, 8 и 10 м.  
Борт котлована поддерживается стеной из 
шпунта Л5. Глубина стены 13,5 м. Шпунто-
вая стена опирается на 3 яруса распорок, 
устанавливаемых последовательно по мере 
откопки котлована. Жесткость  распорок  
ЕА=1,000Е+06 кН на 1 м стены.  
Были выполнены две серии моделирования: 
1 – изгибная жесткость шпунтовой стены со-
ответствует стене с фиксированными замка-
ми: ЕI=1,069Е+05 кНм2/м;   
2 – изгибная жесткость шпунтовой стены со-
ответствует стене со свободными замками: 
ЕI=3,062Е+04 кНм2/м. 
Все прочие параметры в обеих сериях моде-
лирования одинаковы. 
На рис.4 а,б,в приведена общая картина де-
формаций после 1, 2 и 3-й фазы откопки кот-
лована (стена с фиксированными замками), а 
на  рис.4г,д,е – то же для стены со свобод-
ными замками. 
Максимальное перемещение узловых точек 
на рис.4а составляет 65,0 мм, на рис.4б – 65,4 
мм, на рис .4в – 52,8 мм, на рис.4г – 84,0 мм, 
на рис.4д – 112,3 мм, на рис.4е – 104,7 мм. 
Сравнительный анализ результатов расчета, 
позволил установить, что при свободных 
замках все деформации примерно в два раза 
выше, чем при фиксированных. 
Усилия в распорках мало зависят от состояния 
замков. Максимальное усилие в распорках 
при фиксированных замках составило 442,9 
кН/м, при свободных замках – 471,4 кН/м. 
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Таблица 2. Расчетные параметры шпунтовых стен. 
Тип 

профиля 
Состояние  

замков 
Момент 

инерции I, 
см4/м 

Момент  
сопротивления, W, 

см3/м 

Расчетный  
изгибающий  
момент М,   

кНм/м 
Л4 свободны 11650 1012 234 

 фиксированы 39600 2200 506 
Л5 свободны 14864 1098 252 

 фиксированы 54000 2962 681 
 
 

 
Рисунок 3. Общая расчетная схема. 

 
 

Таблица 3. Свойства грунтов строительной площадки. 
№ слоя Объемный вес, 

кН/м3 
Модуль  

деформации 
кН/м2 

Сцепление 
кН/м2 

Угол вн. тр. 
градусов 

1 19,7 6000 8,0 14,8 
2 20,0 18000 1,0 25,45 
3 20,0 11000 1,3 23,6 
4 19,7 6000 8,0 14,8 
5 18,0 4000 3,3 11,3 
6 19,5 9000 8,7 12,2 
7 20,6 22000 21,3 13,9 
8 21,8 32000 33,3 18,3 
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Рисунок 4. Деформации стены и грунта в ходе откопки при фиксированных (а,б,в)  

и свободных замках(г,д,е). 
 

 
Рисунок 5. Эпюры изгибающих моментов в шпунтовой стене с фиксированными  

замками на 1, 2 и 3 фазе откопки. 
 

На рис.5 приведены эпюры изгибающих мо-
ментов в шпунтовой стене с фиксированны-
ми замками на 1, 2 и 3 фазе откопки. 
Максимальный изгибающий момент 433,83 
кНм/м возникает на 2 фазе.  Это ниже рас-
четного момента профиля Л5 с фиксирован-
ными замками 681 кНм/м (табл. 2), то есть 
прочность стены достаточна.  
Эпюры изгибающих моментов в стене со 
свободными замками по форме аналогичны 
рис. 5, но абсолютные величины моментов 
примерно в 1,5 раза ниже вследствие мень-
шей жесткости стены. Максимальный изги-

бающий момент возникает также на 2 фазе и 
составляет 320,08 кНм/м. Эта величина пре-
вышает расчетный момент профиля Л5 со 
свободными замками  252 кНм/м  (табл.2), то 
есть прочность стены на изгиб со свободны-
ми замками недостаточна. 
Таким образом, рассматриваемая шпунтовая 
стена, сооруженная без мер усиления замков, 
может прийти в аварийное состояние при 
возникновении сдвигов в замках. Рассмот-
ренный пример наглядно демонстрирует 
необходимость учета состояния замков при 
проектировании шпунтовых стен. 
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3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Для устройства шпунтовых стен в отече-
ственной практике обычно используются 
стальные сваи U-профиля (Ларсен). Жест-
кость и прочность таких стен зависит от ве-
личины сил сопротивления взаимному сдви-
гу соседних шпунтовых свай в замках. До 
сих пор, этому факту не уделяется должного 
внимания и часто, по умолчанию, шпунто-
вые ограждения проектируются на макси-
мальные показатели, что создает предпосыл-
ки для возникновения аварийных ситуаций.   
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ВАРИАЦИОННО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ 

ДЛЯ ПЛАСТИН С ЗАКРЕПЛЕННЫМ КОНТУРОМ НА 

ОСНОВЕ МОДИФИЦИРОВАННОГО МЕТОДА РЕЛЕЯ – РИТЦА 

 
Г.А. Мануйлов 

Российский университет транспорта (МИИТ), г. Москва, РОССИЯ 
 

Аннотация: Для тонких упругих пластин произвольного очертания с гладким защемленным или шар-
нирно опертым контуром на основе модифицированного метода Релея-Ритца получены явные выражения 
для приближенных значений максимального прогиба от равномерно распределенной нагрузки, прогиба в 
точке приложения сосредоточенной силы, критической силы равномерного сжатия и основной частоты 
собственных колебаний. Поперечные перемещения аппроксимировались специальными функциями, 
имеющими линии уровня, подобные контуру пластины. Приведены результаты расчета пластины в форме 
грушевидного овала, которые хорошо согласуются с двусторонними геометрическими оценками соответ-
ствующих решений. 

 
Ключевые слова: метод Релея-Ритца, прогиб, частота собственных колебаний, потеря устойчивости, 

пластина 

 

THE APPROXIMATE SOLUTION FOR PLATES  
USING MODIFIED RAYLEIGH-RITZ METHOD 

 
Gaik A. Manuylov 

Russian University of Transport (MIIT), Moscow, RUSSIA 
 
Abstract: For thin elastic plates of arbitrary shape with a smooth pinched or hinged contour based on the modi-
fied Rayleigh-Ritz method, explicit expressions are obtained for the approximate values of the maximum deflec-
tion from a uniformly distributed load, the deflection at the point of application of the concentrated force, the 
critical force of uniform compression, and the first eigenfrequency. The lateral movements were approximated by 
special functions having level lines similar to the plate contour. The results of calculating the plate in the form of 
a pear-shaped oval are presented, which are in good agreement with the two-sided geometric estimates of the cor-
responding solutions. 
 

Keywords: Rayleigh-Ritz method, deflection, eigenfrequency, loss of stability, plate 
 

 

Рассмотрим возможности получения вариа-
ционно-геометрических оценок максималь-
ного прогиба Wq от действия равномерно 
распределенной нагрузки q, прогиба WPP 
под сосредоточенной силой P, критической 
силы равномерного сжатия NKP и основной 
частоты колебаний 1.Будем определять 
указанные элементы решений для защем-
ленных и шарнирно опертых пластин, огра-
ниченных гладким выпуклым контуром Г по 
известным вариационным представлениям. 
 

)),((2/),( . yxfпdAyxfqW Эq   ;        (1) 

}),(/)),((2min{ 22
1 dAyxfyxfпЭ  ;   (1а) 

))},((2/max{ yxfпPW ЭPP  ;  (2) 
















 dAyxfgrad
yxfпN Э

KP ),(
)),((2min 2 . (2а) 

 
Здесь f(x,y) – «единичные» функции 
(0 1 f x y( , ) ) , удовлетворяющие гра-
ничным условиям защемления или шарнир-
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ного опирания;   оператор Лапласа; ПЭ – 
потенциальная энергия упругой деформа-
ции; dA – элемент площади пластины. 
При этом 
 

);,(),( yxfWyxW qq   
),(),( yxfWyxW PPP  . 

 
Для получения приближенных значений 
рассматриваемых прогибов, а также крити-
ческой силы и основной частоты колебаний 
применим модифицированный метод Релея-
Ритца, в котором используются как «допу-
стимые функции сравнения», некоторые 
функции f*(x,y), имеющие линии уровня 
,подобные контуру пластины, и подобно 
расположенные с центром подобия в начале 
координат. Это позволяет двумерную задачу 
свести к одномерной, поскольку такие 
функции имеют вид 
 

f*(x,y) = ))(/( rtg  = g( ) , )10(   , 
 

где )(r  полярное уравнение контура Г с 
центром в начале координат; )(g функ-
ция, управляющая законом распределения 
линий уровня от «центра» к периферии. 
Впервые эти функции были применены 
Д.Полиа и Г.Сеге [1] в задачах о колебаниях 
закрепленных мембран и кручении стерж-
ней. Для интегралов от функции типа 
f*(x,y), входящих в выражения (1,2), ими 
были получены следующие выражения 
 

 

1
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,)(2),(*  dgAdAyxf  
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22 )(©),(*  dgBdAyxfgrad , 
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2))(/)(©1( 22
2

0

  rrB  

Здесь В – характеристика правильности 
формы пластины. 
Развивая идеи работы [1], В.И. Коробко [2] 
вывел важную формулу для интеграла от 
квадрата лапласиана функции f*(x,y) в по-
лярных координатах 
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, (3) 

 
где J1, J2, J3  – интегралы по замкнутому 
контуру )20(   , )(rr  , 
 

2222
1 /)/'1( rdrrJ   ,  (4) 

22222
2 /)/''/'21)(/'1( rdrrrrrrJ   , (4а) 

2222
3 /)/''/'21( rdrrrrJ   . (5) 

 
В расчетах пластин эти формулы, насколько 
известно автору, до сих пор не применя-
лись; В.И. Коробко пошел дальше, и с по-
мощью неравенства Коши-Буняковского 
получил интересную изопериметрическую 
оценку 
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1

0

22
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)/''''2''(

)2/()),(*(

 dgggg
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 (6) 

 
Равенство здесь достигается для круглых 
пластин и в некоторых задачах изгиба за-
щемленных эллиптических пластин. 
Отметим, что равенство (3) дает представ-
ление потенциальной энергии защемленных 
пластин с гладким контуром, если деформа-
ция изгиба задается “единичной” функцией 
типа f*(x,y). При этом второй член правой 
части равен нулю. Для пластин с гладким 
шарнирно опертым контуром выведем ана-
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логичную формулу при помощи известного 
выражения  
 

  dAfDЭ
2)(2  

,)()1(2 2 dAfff xyyyxx     (7) 
 

где D – цилиндрическая жесткость пласти-
ны,  – коэффициент Пуассона; индексами 
отмечены вторые производные по x и по y. 
Второй интеграл в этой формуле есть инте-
грал от гауссовой кривизны поверхности 
прогибов пластины; он равен нулю для лю-
бых пластин с защемленным контуром, а 
также для полигональных пластин с шар-
нирно опертым контуром. Поэтому для та-
ких пластин в выражении потенциальной 
энергии упругой деформации остается толь-
ко интеграл от квадрата лапласиана Для 
шарнирно опертых пластин с кусочно-
гладким криволинейным контуром интеграл 
от гауссовой кривизны не равен нулю; име-
ются пластины с гладким контуром, по-
верхность прогибов которых при действии 
ряда нагрузок оказывается всюду выпуклой. 
В связи с этим для дальнейшего второй ин-
теграл в (7) удобно преобразовать в контур-
ный (М.Ш. Бирман, [3, 4]). Будем иметь 
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2
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n
sfdAfDпЭ    


 , (8) 

 
где R(s) – радиус кривизны контура, 

nsf  /)( производная по нормали к кон-
туру (угол поворота), ds – элемент дуги кон-
тура: 
 

22 /'1 rrdrds   . 
 

Чтобы получить для величины 2ПЭ(f*) вы-
ражение, аналогичное (3), воспользуемся 
следующими соотношениями 
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Подстановка этих соотношений в (7) дает вы-
ражение 2ПЭ(f*) для шарнирно опертых пла-
стин с гладким контуром , аналогичное (3): 
 

   dggJdgJDfпЭ '''2''(*)(2
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где интегралы J1, J2, J3 вычисляются соглас-
но (4,5); интеграл J4 имеет вид 
 

)/'1(/)/'/'21( 22222
4   rrrdrrrrJ  . 

 
Использование формул (3, 9) для получения 
приближенных значений функционалов 
(1,2) требует предварительного исследова-
ния области их возможного корректного 
применения. Дело в том, что на прямоли-
нейных участках контура интегралы J2 ,J3 ,и 
J4 равны нулю, поскольку в ноль обращается 
выражение  
 

rrrr /'/'21 22  , 
 
стоящее в числителе формулы для кривизны 
контура. Поэтому для полигональных пла-
стин в соотношениях (3) и (9) для 2ПЭ(f*) 
остается только интеграл J1 , а линии уровня 
функций типа f*(x,y) оказываются замкну-
тыми многоугольниками. Функции с такими 
линиями уровня использовались авторами 
[1] в задачах о колебаниях мембран много-
угольной формы и кручении стержней с 
многоугольными сечениями.  Казалось бы, 
что и для многоугольных пластин подобные 
функции также являются допустимыми. На 
самом деле функции f*(x,y) с линиями 
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уровня в виде замкнутых многоугольников 
не могут принадлежать области определе-
ния функционалов (1,2) для пластин, по-
скольку в ряде задач применение таких 
функции приводит к нарушению соответ-
ствующих вариационных принципов. 
Например, для квадратной защемленной 
пластины при использовании в качестве 
собственной формы функции f*(x,y) с квад-
ратными линиями уровня вычисленная ос-
новная частота собственных колебаний ока-
залась меньше точной: 
 

2*
1 //29,34 amD  

 
вместо 
 

2
1 //985,35 amD . 

 
Точно также при вычислении критической 
силы равномерного сжатия для защемлен-
ной квадратной пластины было получено  
 

N*KP=38,07D/a2 
 
вместо точного значения  
 

NKP = 52,344D/a2 
 
(a – сторона квадрата). 
Есть и еще одно соображение, которое. ука-
зывает на неприменимость функции f*(x,y) 
с линиями уровня в виде замкнутых кусочно 
гладких кривых с угловыми точками для 
получения вариационных оценок решений в 
бигармонических задачах, связанных с пла-
стинами. Такие функции имеют ребристую 
поверхность с линиями сосредоточенных 
кривизн, идущих от вершины “холма” 
функции f*(x,y) к каждой угловой точке 
контура Г. Вдоль ребра первая производная 
по нормали будет ступенчатой функцией, а 
вторая производная 22 /* nf   “на ребре” 
оказывается  функцией. В выражения по-
тенциальной энергии упругой деформации 

(3,9) входят интегралы от квадратов вторых 
производных. Но операции возведения 
 функции в квадрат и интегрирования 

этого квадрата в математике не определены 
(на это обстоятельство внимание автора об-
ратил А.А. Космодемъянский).  
Из сказанного вытекает, что выражения (3) 
и (9) для 2ПЭ(f*) корректны только в случае 
гладкого контура (возможно, частично пря-
молинейного [5, 6]). 
Что касается неравенства (6), то оно спра-
ведливо только для областей, ограниченных 
гладким, всюду криволинейным звездным 
контуром, поскольку лишь для таких за-
мкнутых контуров справедливо равен-
ство [7] 
 




drrrrdrrB )/''/'21()/'1(
2

22

2

22   . 

 
При вычислении оценок существенным ока-
зывается выбор функций )(g . Наилучшие 
результаты дают функции, являющиеся 
точными (или почти точными) решениями 
соответствующих задач для круглых пла-
стин. Поэтому в оценках прогибов Wq и WPP 
используем известные точные решения. 
Для защемленного контура: 
 

22 )1()(  qg ; 

 ln21)( 22 pg . 
 

Для шарнирно опертого контура: 
 

)5/()1()5/()26(1)( 42  qg ; 

)3/(ln)1(21)( 22  pg . 
 

В оценках критической силы NKP защемлен-
ных пластин использовалось точное реше-
ние, выраженное через функцию Бесселя.  
 

J0(x) - ( )(/)(1)( 1010  JJg  ; 
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( 1  ))831706,3 . При шарнирном опира-
нии контура в качестве g( ) приближенно 
принималась функция )(qg . Эта же функ-
ция использовалась и при определении ос-
новной частоты колебаний 1 . В случае за-
щемленного контура в этой задаче исполь-
зовалось «достаточно хорошее» прибли-
женное решение [8] 
 

3222 )1(325,0)1()(  g . 
 
Окончательно вариационно-геометрические 
оценки Wq,WPP, NKP и 1  для защемленных 
пластин с гладким контуром запишутся так 
 

qq WJJDqAW  )824(/~
31   (10) 

pppp WJJDPW  )(4/~
31  (11) 

kpkp NBJJDN  /)16468,55173,9(~
31  (12) 

131
2

1 /)4488,157436,36(~   mAJJD  (13) 
 

Для шарнирно опертых пластин с гладким 
контуром эти оценки имеют вид 
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Отметим, что интегралы J1 - J4 - размерные 
величины,  

2][LJJ kk  , 
 
и для их вычисления (как правило, числен-
ного) необходимо иметь полярное уравне-
ние контура пластины )(rr  .Если Г- 
окружность радиуса R, и начало координат 
помещено в ее центре, то  
 

J1=J2=J3=J4= 2/2 R . 
 
Если же начало координат смещено от цен-
тра на расстояние  
 

Ra   
 
так, что Rr )0( , то получим 
 




 
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1

2222

2
1

])sin1(cos[)sin1( 

dRJ ,(18) 
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 
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222
3

22

2
2

])sin1(cos[)sin1( 

dRJ ,(19) 

3222
3 )sin1/(   

 dRJ , (20) 




 

2
1

222
1

22

2
4

)sin1]()sin1(cos[ 

dRJ , 

).( 21     (21) 
 

В частном случае при 1  интегралы ока-
зываются табличными. Для эллиптических 
контуров с началом координат в центре эл-
липса были также выведены формулы для 
интегралов J1-J4. При интегрировании по 
замкнутому контуру эллипса для интегралов 
J1 и J3 получено конечное представление  
 

ABJJ /)75,0( 22
31  , 

abA  , 
)//( abbaB  , 
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где а и b – полуоси эллипса. Для этого ис-
пользованы результаты работы [2]. Для 
прямолинейного участка контура  
 

J2=J3=J4=0,   2
121 atgtgJ    

 
 (а – расстояние от начала координат до 
прямой, 21   ). 
В заключение приведем приближенные зна-
чения решений Wq. ,WPP ,NKP и 1 для пла-
стины в виде грушевидного овала, ограни-
ченного двумя дугами окружностей (с ради-
усами R и 0,5R), соединенных между собой 
двумя касательными прямыми. Дуга боль-
шего радиуса охватывает угол 240о, меньше-
го – 120о; расстояние между ценрами дуг 
0,5R; начало координат (предполагаемая 
точка максимума прогибов) принято на рас-
стоянии 0,15R от центра большей дуги. 
Площадь овала A=3,441216R2, характери-
стика B=6,810055. В случае защемленного 
контура приближения согласно (10-13), (18-
21), и двусторонние оценки имеют вид  
 

DqAWq /001453,0~ 2 ; 

DqAWq /)001583,0001394,0( 2 ; 

DPRWpp /01921,0~ 2 ; 

DPRWpp /)02179,001989.0( 2 ; 
2/698,13~ RDNkp  ; 

2/)682,14404,13( RDNkp  ; 
22/1

1 /)/(7714,9~ RmD ; 
22/1

1 /)/)(215,103256,9( RmD . 
 

Аналогичные двусторонние оценки и при-
ближенные решения на основе (14)-(17) и 
(18)-(21) были получены и для шарнирно 
опертого овала (при 3,0 ) 
 

DqRWq /0666,0~ 4 ; 
4/)07643,00637,0( DqRWq  ; 

DPRWpp /04697,0~ 2 ; 
2/)05532,00505,0( DPRWpp  ; 

2/0437,4~ RDNkp  ; 
2/)1965,48311,3( RDNkp  ; 

22/1
1 /)/(8385,4~ RmD ; 

22/1
1 /)/)(9373,45074,4( RmD . 

 
В качестве двусторонних оценок принима-
лись решения для круглых пластин, одна из 
которых имеет радиус, равный R, а другая 
равновеликая с данным овалом. Как видно 
из сопоставления почти все приближенные 
решения попали в интервалы двусторонних 
оценок. Более грубыми оказались прибли-
жения для прогиба под сосредоточенной 
силой при условиях шарнирного опирания. 
Возможно, что это объясняется несовпаде-
нием точки максимального прогиба maxWpp 
и начала координат [9, 10]. Для эллиптиче-
ских пластин приближенные решения со-
гласно (10)-(13) и (14)-(17) были также 
весьма близки к известным решениям или 
соответствующим оценкам. 
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ДВУХСЕТОЧНЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА СТРОИТЕЛЬНЫХ 
КОНСТРУКЦИЙ НА ОСНОВЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ  

ДИСКРЕТНОГО БАЗИСА ХААРА 
ЧАСТЬ 1: ОДНОМЕРНЫЕ ПРОБЛЕМЫ 

 
М.Л. Мозгалева1, П.А. Акимов2,3,4,5,6 

1 Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет,  
г. Москва, РОССИЯ 

2 Российская академия архитектуры и строительных наук, г. Москва, РОССИЯ 
3 ЗАО «Научно-исследовательский центр «СтаДиО», г. Москва, РОССИЯ 

4 Томский государственный архитектурно-строительный университет, г. Томск, РОССИЯ 
5 Российский университет дружбы народов, г. Москва, РОССИЯ 

6 Научно-исследовательский институт строительной физики Российской академии  
архитектуры и строительных наук, г. Москва, РОССИЯ 

 
Аннотация: В настоящей статье рассматривается двухсеточный метод расчета строительных конструк-
ций на основе использования дискретного базиса Хаара (в частности, здесь рассматриваются простейшие 
одномерные задачи). Приведен краткий обзор публикаций последних лет российских и зарубежных спе-
циалистов, посвященных актуальным направлениям использования вейвлет-анализа в строительной ме-
ханике, описаны аппроксимации сеточных функций в дискретных базисах Хаара нулевого и первого 
уровней (сеточная функция представляется в виде суммы, в которой одно слагаемое является ее аппрок-
симацией первого уровня, а второе слагаемое называется детализацией (дополнением до исходного со-
стояния) на сетке первого уровня), построены проекторы на пространства векторных функций исходной 
сетки на пространство их аппроксимации на сетке первого уровня и его дополнения (детализирующая 
составляющая) до исходного состояния, изложена схема построения двухсеточного метода, позволяюще-
го получить решение краевых задач строительной механики, оперируя матричными операторами суще-
ственно меньшей размерности. Поясним, что в качестве дискретного аналога исходного операторного 
уравнения, определенного на заданном отрезке выступает система линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ), сформированная в рамках метода конечных разностей или метода конечных элементов. Далее 
осуществляется переход к разрешающей СЛАУ, решаемой с использованием блочного метода Гаусса 
(производится соответственно прямой и обратный ход). В качестве характерного практически важного 
одномерного примера рассмотрено численное решение краевой задачи о поперечном изгибе балки Бер-
нулли, лежащей на упругом основании, описываемом в рамках модели Винклера. Имеет место хорошая 
согласованность результатов, полученных предложенным методом и стандартным методом конечных 
разностей. 
 

Ключевые слова: двухсеточный метод, метод конечных разностей, метод конечных элементов,  
вейвлет-анализ, дискретный базис Хаара, расчеты строительных конструкций, краевая задача,  

одномерные задачи 
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Abstract: The distinctive paper is devoted to the two-grid method of structural analysis based on discrete Haar 
basis (in particular, the simplest one-dimensional problems are under consideration). A brief review of publica-
tions of recent years of Russian and foreign specialists devoted to the current trends in the use of wavelet analy-
sis in construction mechanics is given. Approximations of the mesh functions in discrete Haar bases of zero and 
first levels are described (the mesh function is represented as the sum in which one term is its approximation of 
the first level, and the second term is so-called complement (up to the initial state) on the grid of the first level). 
Projectors are constructed for the spaces of vector functions of the original grid to the space of their approxima-
tion on the first-level grid and its complement (the detailing component) to the initial state. Basic scheme of the 
two-grid method is presented. This method allows solution of boundary problems of structural mechanics with 
the use of matrix operators of significantly smaller dimension. It should be noted that discrete analogue of the in-
itial operator equation (defined on a given interval) is a system of linear algebraic equations (SLAE) constructed 
within finite difference method (FDM) or the finite element method (FEM). Next, the transition to the resolving 
SLAE is done. Block Gauss method is used for its direct solution (forward-backward algorithm is realized). We 
consider a numerical solution of the boundary problem of bending of the Bernoulli beam lying on an elastic 
foundation (within Winkler model) as a practically important one-dimensional sample. There is good consisten-
cy of the results obtained by the proposed method and by standard finite difference method. 
 

Keywords: two-grid method, finite difference method, finite element method, wavelet analysis,  
discrete Haar basis, structural analysis, boundary problems, one-dimensional problems 

 
 

1. О ПРИМЕНЕНИИ ВЕЙВЛЕТ-
АНАЛИЗА В СТРОИТЕЛЬНОЙ  
МЕХАНИКЕ 

 
Следует сразу подчеркнуть, что в последние 
годы вейвлет-анализ [1] находит все более 
широкое применение в технических науках. 
Вместе с тем, в области строительной меха-
нике все еще наблюдается относительно не-
большое число подобных исследований. В 
числе основных направлений исследований 
можно указать следующие: решение задач 
статики сооружений [2-9]; решение задач 
устойчивости сооружений [2,3]; решение за-
дач динамики сооружений [10-12]; развитие 
метода конечных элементов [13,14]; выявле-
ние дефектов (зон разрушения, трещин и 
т.д.) в конструкциях, в том числе в рамках 
мониторинга состояния строительных кон-
струкций, зданий и сооружений [15-27]; рас-
чет связанных систем типа «сооружение – 
основание» [28]; развитие вероятностных 
методов в строительной механике и др. За-
метим, что значительным успехом видятся 
достижения последних лет, касающиеся ис-
пользования вейвлетов в численных и чис-
ленно-аналитических методах решения раз-

личных операторных уравнений, в том числе 
эллиптических уравнений в частных произ-
водных, граничных интегральных уравне-
ний, псевдодифференциальных уравнений и 
др., что представляется особенно важным, 
например, при решении задач теории упру-
гости и пластичности (соответствующая по-
дробная библиография приведена в [29]). В 
целом, методы, использующие вейвлет-
анализ, характеризуются, как правило, мно-
гоуровневым характером и высоким каче-
ством аппроксимации соответствующих 
операторов и функций. 
В числе работ российских исследователей 
необходимо выделить публикации М.В. Жи-
галова [30-32], А.В. Крысько [30,33,34], В.А. 
Крысько [31,32,35] и В.В. Солдатова [30-33] 
ведется построение математических моделей 
сложных колебаний распределенных систем 
(в виде одно- и многослойных балок (спаян-
ных и неспаянных), пластинок, сферических 
пологих и цилиндрических оболочек), а так-
же разработка программного обеспечения, 
позволяющего осуществлять вейвлет-анализ 
сценариев перехода в хаос для таких систем. 
С.П. Копысов [36-39] и Ю.А. Сагдеева [36-
39] разработали метод осреднения эллипти-
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ческих дифференциальных уравнений, осно-
ванный на вейвлет-преобразовании и методе 
конечных элементов для прогнозирования 
эффективных свойств и анализа осреднен-
ных решений уравнений для композитов с 
известными структурой и свойствами со-
ставляющих компонент. 
Серия работ А.Б. Золотова, М.Л. Мозгале-
вой, П.А. Акимова и Д.Н. Алексеева посвя-
щена разработке и изучению численных ме-
тодов и алгоритмов исследования локально-
го напряженно-деформированного состояния 
конструкций с помощью вейвлет-анализа 
(подробная библиография имеется в [29]). 
Так, например, в [9] решение представляется 
с позиции определения напряженно-
деформированного состояния в заранее вы-
деленной локальной зоне. На основе этих 
соображений строится оптимальная расчет-
ная сетка, дающая качественную картину 
степени влияния напряженных состояний 
конструкции в различных областях друг на 
друга. При многоуровневом вейвлет-анализе 
решение представляется в виде композиции 
локальных и глобальных компонент, что 
позволяет оценить влияние различных (с 
точки зрения локализации) факторов. Стро-
ится не только более качественная расчетная 
модель, но и вносятся некоторые конструк-
тивные изменения. В [1] представлены раз-
работанные специальные дискретные модели 
расчета конструкций, эффективные для при-
менения локальных методов исследования и 
вейвлет-анализа; предложены методы вы-
числения фундаментальных функций для за-
дач теории упругости с привлечением 
вейвлет-анализа; описаны методы дискрет-
ного вейвлет-анализа на основе базиса Хаара 
с позиций его использования в расчете кон-
струкций; представлены алгоритмы синтеза 
и анализа по дискретному базису Хаара с 
выделением локальных и глобальных эле-
ментов; разработана методика получения ло-
кальных решений; решены практические 
примеры с введением локализованных сеток 
и многоуровневого представления решений в 
вейвлет-базисе Хаара. 

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ПОСТРОЕНИЯ 
 
Пусть задан отрезок длиной L . Нанесем на 
него одномерную сетку, состоящую из N  
узлов. Сеточную векторную функцию 
 

T
Nuuu ],...,[ 1                     (1.1) 

 
можно представить в виде 
 





0

1

00
N

j
jjuu ,                      (1.2)    

где                         NN 0 ,                         (1.3) 
 
причем N  – четное; 
 

jj uu 0 ,    Nj 1 ;               (1.4) 










ji
ji

ij ,0
,1

)(0                 (1.5) 

 
– j-й вектор единичного базиса или дискрет-
ного базиса Хаара 0-го уровня,  
 

NNj  01 ,   Ni 1 . 
 
Одновременно эту сеточную функцию мож-
но представить в базисе Хаара 1-го уровня в 
виде 
 





1

1

11
N

j
jjuu 




1

1

11
N

j
jjv ,            (1.6)    

где                       2/1 NN                          (1.7) 
),( 11

jj uu  ,  ),( 11
jj uv  ,   11 Nj  ;   (1.8) 

 ]...[ 11
1

1
1Nuuu ;     ]...[ 11

1
1

1Nvvv ;       (1.9) 

)( 0
2

0
12

1
jjj                 (1.10) 

 
– j-й аппроксимирующий вектор дискретно-
го базиса Хаара 1-го уровня, 11 Nj  ; 
 

)( 0
2

0
12

1
jjj                  (1.11) 
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– j-й детализирующий вектор дискретного 
базиса Хаара 1-го уровня, 11 Nj  , 
 

2/1                         (1.12) 
 
– нормирующий коэффициент. 
Исходя из представления (1.6) сеточная 
функция u  представлена в виде суммы, где 
первое слагаемое является ее аппроксимаци-
ей на сетке 1-го уровня, состоящей из 1N – 
узлов, а второе слагаемое называется детали-
зацией (дополнением до исходного состоя-
ния) на сетке 1-го уровня. 
Преставление (1.6) можно записать в виде 
 

0
1

0
1 vuu  ,                    (1.13)    





1

1

110
1

N

j
jjuu 1

111 uuT  ,     (1.14)    





1

1

110
1

N

j
jjvv 1

111 vuT  ,     (1.15)    

где                  ],...,[ 11
11 1N ;              (1.16) 

],...,[ 11
11 1N                (1.17) 

 
– матрицы размером 1NN  , столбцами ко-
торых являются, соответственно, аппрокси-
мирующие и детализирующие векторы дис-
кретного базиса Хаара 1-го уровня. 
В силу ортонормированности базиса Хаара 
операторы 
 

TP 11
;   TP 11          (1.18)    

 
являются проекторами пространства вектор-
ных функций исходной сетки на простран-
ство их аппроксимации на сетке 1-го уровня 
и его дополнения (детализирующая состав-
ляющая) до исходного состояния, соответ-
ственно. 
 
 
 
 
 

2. СХЕМА ПОСТРОЕНИЯ  
ДВУХСЕТОЧНОГО МЕТОДА  
РЕШЕНИЯ 

 
Пусть система линейных алгебраических 
уравнений порядка N  
 

fuA                            (2.1)    
 
является дискретным аналогом некоторого 
операторного уравнения, определенного на 
заданном отрезке. 
Подставим в (2.1) выражение для u  в виде 
(1.13). И умножим поочередно обе стороны 
равенства слева на 1  и 1 , т.е. 
 

fvAuA
fvAuA




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или 
 

v

u

fvAuA
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1
22

1
21

1
12

1
11                  (2.3) 

где       1111  AA ;   1112  AA ;        (2.4) 

 1
1121 uAA   ;   1

1122 vAA       (2.5) 
 
 – блочные матрицы размером 11 NN  ; 
 

ffu
 1 ,  ffv

 1             (2.6) 
 

– векторы правой части размером 1N . 
Находим решение системы (2.3), используя 
блочный метод Гаусса. 
Расширенная матрица 
 





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Прямой ход 
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Рисунок 3.1. К постановке рассматриваемой краевой задачи. 

 

 
Рисунок 3.2. Дискретная аппроксимация области. 

 
где               122122

1
22 ACAA  ;                   (2.9) 

uvv fCff 12
1  ;                   (2.10) 

1
112112
 AAC .                    (2.11) 

 
Обратный ход: 
 

)(

)(
1

12
1

11
1

111
22

1

vAfAu
fAv

u

v









            (2.12) 

 
Тогда, следуя формулам (1.13)-(1.17), реше-
ние исходной задачи (2.1) получаем в виде: 
 

1
1

1
1 vuu                   (2.13) 

 
При этом следует отметить, что предложен-
ный алгоритм позволяет получить решение. 
оперируя матричными операторами размер-
ности 2/1 NN  . 
 
 
3. ПРИМЕР РАСЧЕТА – ЧИСЛЕННОЕ 

РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ  
О ПОПЕРЕЧНОМ ИЗГИБЕ БАЛКИ 
БЕРНУЛЛИ 

 
Постановка задачи. В качестве модельного 
примера рассмотрим балку на упругом осно-
вании со следующими параметрами 
(рис. 3.1): L =8 м – длина; h=1.3 м, b=1 м – 
высота и ширина поперечного сечения, соот-
ветственно; E 4102560   кН/м2 – модуль 
упругости; P 100 кН – нагрузка, заданная в 

средней точке, hP 100/hb; 31075k кН/м3 – 
коэффициент, характеризующий отпор грун-
та в рамках модели Винклера; 
 

bkk  ;   12/3bhJ  .             (3.1) 
 

Определение прогиба балки Бернулли сво-
дится, к решению следующей краевой задачи 
для дифференциального уравнения четверто-
го порядка: 
 

LxxFxyxy  0,)()(4)( 4)4(  , (3.2) 






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LyLy
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                (3.2) 

где        
EJ
k

44 ;   )
2

( Lx
EJ
PF   .      (3.3) 

 
Дискретное решение задачи. Разбиваем от-
резок (0, L ) на равные части с шагом bh  
(рис. 3.2).  
Если n – общее количество точек, то очевид-
но, что 
 

)1/(  nLhb .                  (3.4) 
 
Далее переходим от решения краевой задачи 
(3.2)-(3.3) к решению системы разностных 
уравнений вида 
 

fyA  ,                       (3.5) 
 
 

. . . . . . n-2 n-1 n i+2 i+1 i-2 i-1 i 3 2 1 
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Рисунок 3.3. Сравнение результатов. 

 
подробно представленных с учетом краевых 
условий (3.2) в виде: 
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            (3.6) 
где           )1(  ihx bi ;   )( ii xyy  ;          (3.7) 

   


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
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
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ni
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i
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По результатам расчета при 32N  построе-
ны сравнительные графики прогибов. На ри-
сунке 3 – сравнение непосредственного ре-
шения системы (3.6) y  с 0u , построенного 
по формуле (2.13). Аналогично можно пока-
зать хорошую согласованность и других па-
раметров напряженно-деформированного 
состояния конструкции, определенных в со-
ответствии с предложенным подходом и 
стандартным численным методом (в данном 
случае – методом конечных разностей) [40]. 
 

 
ЗАМЕЧАНИЕ 
 
Исследование выполнено за счет средств 
Государственной программы Российской Фе-
дерации «Развитие науки и технологий» на 
2013-2020 годы, Программы фундаменталь-
ных научных исследований государственных 
академий наук на 2013-2020 годы, в рамках 
Плана фундаментальных научных исследова-
ний Министерства строительства и жилищно-
коммунального строительства Российской 
Федерации на 2017 год, тема 7.1.1 «Разработ-
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ка многоуровневого подхода к исследованию 
напряженно-деформированного состояния 
конструкций в рамках единой иерархически 
выстроенной расчетной модели на основе 
совместного применения дискретно-
континуального метода конечных элементов 
и метода конечных элементов». 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 
СОСТОЯНИЯ ТОЛСТЫХ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ ПЛИТ  

С УЧЕТОМ ПОЛЗУЧЕСТИ БЕТОНА 
 

Б.М. Языев, А.С. Чепурненко, А.В. Сайбель 

Донской государственный технический университет, г. Ростов-на-Дону, РОССИЯ 
 

Аннотация: В статье приводится вывод разрешающих уравнений для расчета с учетом ползучести тол-
стых железобетонных плит. Используется гипотеза о параболическом законе распределения касательных 
напряжений по толщине плиты. Задача свелась к системе из двух дифференциальных уравнений относи-
тельно прогиба и функции сдвигов. Приведен пример расчета шарнирно опертой по контуру плиты, за-
груженной равномерно распределенной нагрузкой, с использованием вязкоупругой модели наследствен-
ного старения бетона. Решение производилось при помощи двойных тригонометрических рядов в соче-
тании с методом Эйлера для определения деформаций ползучести. 

 
Ключевые слова: железобетонные плиты, теория толстых плит, ползучесть, вязкоупругость,  

численные методы 
 
 

MODELING OF STRESS-STRAIN STATE OF THICK CONCRETE 
SLABS TAKING THE CREEP OF CONCRETE INTO ACCOUNT  

 
Batyr M. Yazyev, Anton S. Chepurnenko, Anzhelika V. Saibel 

Don State Technical University, Rostov-on-Don, RUSSIA 
 

Abstract: In the article the derivation of the resolving equations for calculation taking into account creep of 
thick reinforced concrete plates is given. We use the hypothesis of a parabolic law for the distribution of tangen-
tial stresses over the thickness of a plate. The problem was reduced to a system of two differential equations with 
respect to deflection and the function of shear. An example is given of a calculation of a plate hinged on the con-
tour loaded with a uniformly distributed load using a viscoelastic model of hereditary aging of concrete. The so-
lution was carried out using double trigonometric series in combination with the Euler method for determining 
creep strains. 
 

Keywords: reinforced concrete slabs, the theory of thick plates, creep, viscoelasticity, numerical methods 
 
 
INTRODUCTION 
 
At present, when calculating reinforced concrete 
slabs, the Kirchhoff-Love theory is widely used, 
based on the hypothesis of straight normals. 
This theory well describes the stress-strain state 
of thin plates, in which the shear deformations 

,  zx zy  are much smaller than the angles of ro-
tation  
 

w
x




 and w

y



 . 

Thin plates are those for which the following 
relation  is valid [1]: 
 

1 1 1 1 ,
80 100 5 8

h
a

   
      

   
         (1) 

 
where h – plate thickness, a – the smallest size 
in plane. 
Calculations with allowance for the creep of 
thin plates are considered in papers [2-5]. 
There are many different versions of refined 
theories of thick plates, differing not only in the 
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sets of accepted hypotheses and the factors con-
sidered neglected in the classical theory, but al-
so in methods of construction [6]. In dynamics 
and in the theory of stability, a refined theory 
generalizing Tymoshenko's theory of beam 
bending taking into account the shear has be-
come widespread and allows us to accurately 
calculate the integral characteristics of the plate 
(critical loads, oscillation frequencies, etc.) 
However, in this theory, shear deformations, 
like tangential stresses zx , zy  are assumed to 
be constant across the thickness of the plate, 
which contradicts the absence of tangential 
loads on the plate surface in the most common 
case of a uniformly distributed area load. 
When calculating the stress-strain state of 
plates, theories are often used in which the 
quantities zx  and zy  as well as zx  and zy in 
thickness are variable. The smallest errors are 
obtained by refined theories in which a parabol-
ic change in stress zx  and zy  along the plate 
thickness is assumed. Among these theories, we 
can distinguish the theory of  S.A. Ambartsu-
myan [7], also taking into account normal 
stresses z . 
 
 
1. DERIVATION OF RESOLVING 

EQUATIONS 
 
In deriving the resolving equations, we will use 
the basic hypotheses adopted in [7]. The ele-
ment of reinforced concrete slab considered is 
shown in Fig. 1. 
For the tangential stresses bzx  and bzy  along 
the thickness of the plate, we take the distribu-
tion according to the law of a quadratic parabo-
la: 
 

2 2

2 21 4 ; 1 4 , bzx bzy
z z

x h y h
 

 
    

      
    

  (2) 

 
where  ,x y   – shear function. 
 

 
Figure 1. Element of reinforced concrete slab. 

 
We assume that the tangent stresses zx  and 

zy , as well as the normal stresses z , the arma-
ture does not perceive, ie: 
 

,    , .zx bzx zy bzy z bz            (13) 
 

Stresses zx , zy  and z  and are related by the 
equation of equilibrium: 
 

0.zyzx z

x y z
  

  
  

               (4) 

 
Substituting (2) into (4), we obtain: 
 

2
2

21 4 .z z
z h



 

   
  

              (5) 

 
Integration of equation (5) will give: 
 

   2  , ,z Ф z C x y               (6) 

where           221 4 / (3 )Ф z z z h  ,  
 
 ,C x y  is an arbitrary integration function de-

termined from the boundary conditions:  
 

 at / 2 : , ;zz h q x y     
at / 2: 0.zz h    
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Substituting the boundary conditions in (6), we 
obtain: 
 

 

   

2

2

, ;  
3

, , .
3

h C x y

hq x y C x y





 

   

           (7) 

 
Summing the first and second equalities in (7), 
we find the function  ,C x y : 
 

   , , / 2.C x y q x y              (8) 
 
Substituting (8) in the first equation (7), we ob-
tain the resolving equation for the shear func-
tion: 
 

 2 ,3 .
2

q x y
h

                  (9) 

 
We obtain an expression for z  by substituting 
(8) and (9) in (5): 
 

3

3

31 4 .
2z
q z z

h h


 
    

 
         (10) 

 
The Cauchy relations for shear strains have the 
form: 
 

; .zx zy
u w v w
z x z y

 
   

   
   

      (11) 

 
From the physical point of view, the defor-
mations zx  and zy represent the sum of elastic 
deformations and creep strains: 
 

* *; ,zyzx
zx zx zy zyG G


                (12) 

 
where G – shear modulus of concrete. 
Substituting (2) into (12) and equating (12) to 
(11), we obtain: 

2
*

2

1 1 4 .xz zx
u w z w
z x G x h x


 

    
      

    
(13) 

 
Integration of (13) with respect to z gives: 
 

   *
1

0

1 , .
z

zx
wu Ф z dz z f x y

G x x



 

   
     (14) 

 
We will consider the case of symmetric rein-
forcement, then the middle plane is not deform-
able, and when  
 

0z   0u  , 
 
from which it follows that  
 

 1 , 0.f x y   
 
Similarly, for displacements v, we can write: 
 

  *

0

1 .
z

zy
wv Ф z z dz

G y y



 

  
          (15) 

 
Deformations x , y  и xy , and are defined as 
follows: 
 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

;

;

2 2 ,

x x

y y

xy xy

u w Фz Г
x x G x
v w Фz Г
y y G y

u v Ф wz Г
y x G x y x y










  
    
  

  
    
  

   
    
     

(16) 

 

where    * *

0 0

 ;  ;  
z z

x zx y zyГ dz Г dz
x y
 

 
 
    

* *

0 0

  
z z

xy zy zxГ dz dz
x y
 

 
 
   . 
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It follows from (16) that the deformations, and 
consequently also the stresses in the plate along 
the thickness, are distributed nonlinearly. 
The relationship between strains and stresses in 
concrete in the case of a volumetric stress state 
is written as: 
 

 

 

*

*

*

;

;

.

bx by bz
x bx

b

by bx bz
y by

b

bxy
xy bxy

E

E

G

   
 

   
 


 

 
 

 
 

 

      (17) 

 
We express from (17) the stresses through de-
formations: 
 

 

2 2
* *

2 2 2

2 2

2 2

(
1

2) ;
1 1

b
bx bx by

bz
x y

E w wz
x y

ФГ Г
x y

   


 
 

 

  
      

   

  
     

    

 

 

2 2
* *

2 2 2

2 2

2 2

(
1

2) ;
1 1

b
by by bx

bz
y x

E w wz
y x

ФГ Г
y x

   


 
 

 


  

     
   

  
     

    

 

2 2
*2 2 .

2 1
b

bxy xy bxy
E wz Г Ф

x y x y


 


  
     

     
 

 
Bending and twisting moments, perceived by 
concrete, are written in the form: 
 

 

/2 2 2
*

2 2
/2

3 2 2 2

2 2

2 ;
15 1 1 10

h

bx bx b bx
h

w wM zdz D M
x y

h qh
x y

 

  


 



  
      

  

  
   

    


 

 

/2 2 2
*

2 2
/2

3 2 2 2

2 2

2 ;
15 1 10(1 )

h

by by b by
h

w wM zdz D M
y x

h qh
y x

 

  


 







  
     

  

  
  

    


 

 
/2 2 3 2

*

/2

21 , 
15

h

bxy b b
h

w hH zdz D H
x y x y


 



 
     

     

 
where  
 

 3 2/ (12 1 )b bD E h   ;

 
/2

* *

/2

 ;
h

b xy bxy
h

H G Г zdz


  

  
/2

* * *
2

/2

 ;
1

h
b

bx bx by x y
h

EM Г Г zdz  




   
   

  
/2

* * *
2

/2

 .
1

h
b

by by bx y x
h

EM Г Г zdz  




   
   

 
We define deformations of reinforcement from 
the condition of its joint work with concrete: 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

;

;

;

.

sx
sx sx x sx

sx
sx sx x sx

sy
sy sy y sy

sy
sy sy y sy

Ф zwz Г z
x G x

Ф zwz Г z
x G x

Ф zwz Г z
y G y

Ф zwz Г z
y G y













 
   

 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 (18) 

 
The bending moments perceived by the arma-
ture are written as: 
 

 

 

 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 ;

2 ,

sx sx sx sx sx sx sx

s sx sx sx sx sx sx

sx
sx sx sx s

sy sy sy sy sy sy sy

s sy sy sy sy sy sy

sy
sy sy sy s

M hz hz
E h z z

Ф zwD hz E
x G x

M hz hz

E h z z

Ф zwD hz E
y G x

   

   




   

   




    

    

 
  

 

    

    

 
  

 

   (19) 

where 22sx sx sx sD hz E , 22sy sy sy sD hz E ; sx ,                                        
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, ,sx sy sy     – reinforcement factors. 
The equation of equilibrium is written as: 
 

22 2

2 22 ( , ).yx MM H q x y
x x y y

 
   

   
   (20) 

 
Substituting the expressions for the bending and 
torsional moments into the equilibrium equation 
(20), we obtain the second resolving equation: 
 

 

 

 

 

 

 

4 4 4 2 2

1 24 2 2 4

4 3

4

4 3

4

3 4

2 2

2
1 10

22( )
15 1

22
15 1

4 ,
15 1

b

sx sx s sx

sy sy s sy

w w w h qD D D q
x x y y

hz E Ф zhq
x G

hz E Ф zh
y G

h
x y



















   
   

    


   

 

 
   
  
 




  

(21) 

 
where  

 
2 *2 * 2 *

*
2 2

1 2

, 2 ,

, .

bybx b

b sx b sy

MM Hq x y
x x y y

D D D D D D

  
         

   

 

 
Thus, the problem of calculating a thick rein-
forced concrete slab with allowance for creep 
was reduced to a system of two differential 
equations (9) and (21).  
 
 
2. METHOD OF CALCULATION 
 
For the hingedly supported contour of the plate, 
the solution is sought in the form: 
 

 

 

1 1

1 1

, sin sin ;

, sin sin .

mn
m n

mn
m n

m x n yx y
a b

m x n yw x y w
a b

 
 

 

 

 

 

 








  (22) 

 

The functions  ,q x y  and  ,q x y  can be ex-
panded in a Fourier series: 
 

 

 

1 1

*

1 1

, sin sin ;

, sin sin .

mn
m n

mn
m n

m x m xq x y B
a a

m x n yq x y C
a b

 

 

 

 

 

 








 (23) 

 
The coefficients of expansion are determined by 
the formulas: 
 

 

 

0 0

*

0 0

4  , sin sin ;

4  , sin sin .

a b

mn

a b

mn

m x m xB q x y dxdy
ab a a

m x m xC q x y dxdy
ab a a

 

 









 

 
The coefficients mnB  for some loads can be de-
termined analytically. The coefficients mnC  are 
determined by numerical integration. 
Substituting the expansions of the functions  
 ,q x y  and  ,x y  into (9), we obtain: 

 

2 2

3 .
2

mn
mn

B
m nh
a b


 


    

    
     

             (24) 

 
The shear function does not depend on time, and 
therefore the coefficients mn  are determined 
only once. 
Substituting (22) and (23) into (21), we obtain: 
 

11 1 ,mn pa w a                          (25) 
where 

4 2 2 4

11 1 22 ;b
m m n na D D D
a a b b
          

         
       

  



Моделирование напряженно-деформированного состояния толстых железобетонных плит с учетом ползучести 
бетона 

Volume 13, Issue 4, 2017 145 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

 

 
 

2 22

1

4 3

4

4 3 2 2 3

4 2 2

4

1
1 10

22(
15 1

2 2 ).
15 1

( )

{ }

{
15

}
1

p mn

sx sx s
mn mn sx

sy sy s sy

h m na B
a b

hz Em hC Ф z
a G

hz E Ф zn h m n h
b G a b

  










 



    
      

      

  


 









  

 
As the law of creep, we will use the equation of 
the viscoelastic model of the hereditary aging of 
concrete, which under the uniaxial stress state 
has the form [8]: 
 

 
 

 
 

 

   

0

,
; 

, ,
1

t

t
t

t

t C t
t d

E t

e eC t C B e e
e



 
 



 
   



  


 




  




 (26) 

 
where          8 23.77 10  m / kNC   ,  

8 25.68 10  m / kNB   , 
10.032 days ;   10.062 days   

 
– rheological parameters of the material. 
For a bulk stress state, the transition is per-
formed on the basis of the superposition princi-
ple. The differential form of equation (26) is 
given in [9,10]. The calculation is carried out by 
the stepping method, the creep strains at the 
time t t   are determined by strains and  
stresses at the time t using the Euler method. 
 
 
3. RESULTS AND DISCUSSION 
 
The calculation was carried out for a rectangular 
plate hinged by the contour at  
 

q = 100 kPa, a = 2.5 m, b = 3 m, 
43 10  MPabE   , 0.2  , 52 10sE    MPa, 

0.005sx sx   , 0.006sy sy   ,  
h = 45 cm, 12 cmsx sxz z  , 

10.5 cmsy syz z  . 

Fig. 2 shows the growth curve of the deflection 
in the center of the plate. The dashed line corre-
sponds to a solution based on the Kirchhoff-
Love theory. The difference between displace-
ments at t = τ0 is 13.6%, and at t→∞ is 5.11%. 
 

 
Figure 2. The graph of the growth  

of the deflection. 
 

 
Figure 3. Distribution of stresses σbx  

over plate thickness. 
 

The stress bx  distribution along the plate 
thickness at the end of the creep process is 
shown in Fig. 3. It can be seen from the present-
ed graph that at a given ratio h/a the nonlinear 
character of the diagrams begins to appear. 
Fig. 4 and Fig. 5 show variation of the maxi-
mum stresses in concrete and reinforcement. 
Stresses in concrete, obtained on the basis of the 
direct normal hypothesis and using a refined 
theory, differ by 4.1% at the beginning of the 
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creep process, and by 9.6% at t→∞. For the 
stresses in the reinforcement the difference is 
0.6% and 7.1%, respectively. When the shear 
strains are taken into account, the redistribution 
of stresses between the reinforcement and con-
crete is less pronounced. 
 

 
Figure 4. The time variation of the maximum 

stresses σbx. 

 
Figure 5. The time variation of the maximum 

stresses σsx.. 
 

 
CONCLUSIONS 
 
The equations obtained are universal and allow 
us to calculate thick reinforced concrete slabs 
under any creep law. As a result of the solution 
of the test problem, it is established that at 
a/h = 5.5 the nonlinear character of stress distri-
bution in concrete over the plate thickness be-
gins to appear. Also, at this ratio between the 

thickness of the slab and its smallest size in the 
plan, the discrepancy between the displacements 
obtained on the basis of the Kirchhoff-Love 
theory and taking into account the shear defor-
mations reaches 13.6%, despite the fact that, 
according to the generally accepted classifica-
tion, the slab is thin. 
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СООБЩЕНИЕ О КОНКУРСЕ НА МЕДАЛИ И ДИПЛОМЫ  
РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ АРХИТЕКТУРЫ И СТРОИТЕЛЬНЫХ 

НАУК (РААСН) ЗА 2017 ГОД 
 
В соответствии с «Положением о Конкурсе на медали и дипломы Российской академии ар-
хитектуры и строительных наук за лучшие научные и творческие работы», утвержденным 
постановлением Общего собрания членов Российской академии архитектуры и строительных 
наук (РААСН) от 22 апреля 2016 года, и решением президиума РААСН (постановление пре-
зидиума РААСН от 27 сентября 2017 года №10) Российская академия архитектуры и 
строительных наук объявляет о проведении XХI Конкурса на лучшие научные и твор-
ческие работы в области архитектуры, градостроительства и строительных наук за 
2017 год (далее – Конкурс). 
 
Награды Российской академии архитектуры и строительных наук (медали и дипломы РА-
АСН) присуждаются на конкурсной основе работам архитекторов, градостроителей, учёных 
архитектурно-градостроительных и строительных специальностей – гражданам Российской 
Федерации и/или иностранных государств – в следующих номинациях: 

 за лучший реализованный проект (срок эксплуатации должен составлять не менее 1 
(одного) года); 

 за лучший проект, находящиеся в стадии реализации, с подтвержденными докумен-
тами об утверждении проекта (для градостроительных работ); 

 за лучшую научно-исследовательскую и/или проектно-конструкторскую разработку, в 
результате которой получен значительный экономический или социальный эффект, 
подтвержденный конкретными расчетами и рекомендациями; 

 за лучшие опубликованные научные труды, монографии, имеющие опубликованные 
положительные рецензии; 

 за лучшее учебное издание (учебник или учебное пособие), имеющее опубликованную 
положительную рецензию; 

 за лучший неосуществленный архитектурный проект; 
 за лучший концептуальный градостроительный проект. 

 
На Конкурс представляются: 

 проекты, реализованные (по архитектуре) или проекты реализуемые (по градостро-
ительству), инженерные проекты, научные сопровождения реализованного инженер-
ного проекта или разработанная и реализованная технология (по строительным 
наукам), и выполненные в течение последних 5 (пяти) лет; 
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 опубликованные научные работы (по архитектуре, по градостроительству, по 
строительным наукам), и изданные в течение последних 5 (пяти) лет. 
 

На Конкурс не представляются: 
 работы, удостоенные Государственных премий Российской Федерации, премий Пра-

вительства Российской Федерации в области науки и техники, премий Правительства 
Российской федерации в области образования, премий Правительства Российской 
Федерации в области науки и техники для молодых ученых, медалей и дипломов Рос-
сийской академии наук, других государственных академий наук; 

 работы, выдвинутые в 2017 году на соискание премии Правительства Российской Фе-
дерации в области науки и техники, премии Правительства Российской Федерации в 
области образования, премии Правительства Российской Федерации в области науки 
и техники для молодых ученых, медалей и дипломов Российской академии наук, дру-
гих государственных академий наук; 

 работы, участвовавшие в заказных и открытых архитектурных и градостроительных 
конкурсах; 

 работы, ранее удостоенные медалей и дипломов РААСН; 
 коллективные сборники научных трудов, за исключением коллективных монографий. 

 
В рамках Конкурса в установленном порядке проводится отдельный конкурс «За лучшие 
труды и творческие работы в области архитектуры, градостроительства и строительных наук 
для молодых учёных и специалистов» (в возрасте до 35 лет включительно).  
 
Примечание: 
Работа, представленная на Конкурс и не прошедшая конкурсный отбор, может быть вы-
двинута на соискание медалей и дипломов РААСН еще один раз, но при этом оформление 
документов производится повторно. 
 
 

На Конкурсе установлены следующие медали РААСН: 
 
1 (одна) Золотая медаль РААСН и 1 (одна) Серебряная медаль РААСН – в области ар-
хитектуры в следующих номинациях: 

 «За лучший реализованный архитектурный проект»; 
 «За лучшую опубликованную научную работу». 

1 (одна) Золотая и 1 (одна) Серебряная медаль РААСН – в области градостроительства 
в следующих номинациях: 

 «За лучший проект, полностью или частично реализованный»; 
 «За лучшую опубликованную научную работу». 

1 (одна) Золотая и 1 (одна) Серебряная медаль РААСН – в области строительных наук в 
следующих номинациях: 

 «За лучший реализованный инженерный проект или за лучшее научное сопровожде-
ние реализованного инженерного проекта или за лучшую разработанную и реализо-
ванную технологию»; 

 «За лучшую опубликованную научную работу». 
Примечания: 
Золотая и Серебряная медали РААСН присуждаются автору или каждому члену авторско-
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го коллектива на основе конкурса между работами, представленными в отделения РААСН в 
соответствии с объявленными номинациями.  
Дополнительно к Золотой и Серебряной медали РААСН автору или каждому члену автор-
ского коллектива вручается диплом РААСН. 
 
 

На Конкурсе установлены следующие Дипломы РААСН: 
 
4 (четыре) Диплома в области архитектуры (без разделения на номинации) и дополни-
тельно в следующих номинациях: 

 1 (один) Диплом «За архитектурный проект» для работ, неосуществленных в строи-
тельстве (конкурсные проекты, эскизные проекты, проекты, принятые, но не реали-
зованные в натуре и др.); 

 1 (один) Диплом «За лучший учебник или учебное пособие»; 
 2 (два) Диплома «За лучшие научные и творческие работы молодых ученых и специа-

листов». 
4 (четыре) Диплома в области градостроительства (без разделения на номинации) и до-
полнительно в следующих номинациях: 

 1 (один) диплом «За концептуальный градостроительный проект» (градостроитель-
ные концепции, инициативные проекты и другие разработки, не требующие утвер-
ждения); 

 1 (один) Диплом «За лучший учебник или учебное пособие»; 
 2 (два) Диплома «За лучшие научные и творческие работы молодых ученых и специа-

листов». 
4 (четыре) Диплома в области строительной науки (без разделения на номинации) и до-
полнительно в следующих номинациях: 

 1 (один) Диплом «За лучший учебник или учебное пособие»; 
 2 (два) Диплома «За лучшие научные и творческие работы молодых ученых и специа-

листов». 
 
На Конкурсе установлен следующий порядок выдвижения работ на соискание медалей 
и дипломов РААСН: 

 на соискание медалей и дипломов РААСН представляются авторы или авторские кол-
лективы, причем количество соискателей медалей и дипломов РААСН в составе ав-
торского коллектива не должно превышать 6 (шесть) человек; 

 медали и дипломы РААСН присуждаются каждому члену представленного авторско-
го коллектива. 

 
На Конкурсе не допускается включение в состав соискателей лиц: 

 осуществлявших в процессе выполнения работы только административные и (или) 
организационные функции; 

 включенных в авторский коллектив, выполнявший другую работу, выдвинутую в 
2017 году на соискание медалей и дипломов РААСН, премии Правительства Россий-
ской Федерации в области науки и техники, премии Правительства Российской Феде-
рации в области образования, премии Правительства Российской Федерации в обла-
сти науки и техники для молодых ученых. 
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Примечания: 
Архитекторы, градостроители, ученые архитектурно-градостроительных и строительных 
специальностей, награжденные медалями РААСН, имеют право повторно участвовать в 
конкурсе на медали и дипломы РААСН за лучшие научные и творческие работы не ранее чем 
через 5 (пять) лет после утверждения президиумом РААСН решения о присуждении медали 
РААСН. 
Архитекторы, градостроители, ученые архитектурно-градостроительных и строительных 
специальностей, награжденные дипломами РААСН, имеют право повторно участвовать в 
конкурсе на медали и дипломы РААСН за лучшие научные и творческие работы не ранее чем 
через 3 (три) года после утверждения президиумом РААСН решения о присуждении дипло-
ма РААСН. 
 
На Конкурс работы выдвигаются: 

 профессиональными организациями в области архитектуры, градостроительства и 
строительных наук (союзами архитекторов и строителей, проектными и научно-
исследовательскими организациями, образовательными организациями высшего об-
разования и др.); 

 членами РААСН (академиками РААСН и членами-корреспондентами РААСН), бюро 
отделений РААСН и президиумами территориальных отделений РААСН, советом 
молодых ученых и специалистов РААСН; 

 государственными органами в области архитектуры, градостроительства и строитель-
ства. 
 

На Конкурс представляются материалы следующие материалы (рекомендации по под-
готовке и оформлению работ (материалов), выдвигаемых на Конкурс на медали и дипломы 
РААСН размещены на официальном сайте РААСН (http://raasn.ru/)): 

 представление выдвигающей организации или члена РААСН, содержащее основания 
для выдвижения; 

 письмо о возможности опубликования в открытой печати названия и содержания ра-
боты, фамилий авторов, их должностей, мест работы; 

 согласие каждого автора на обработку персональных данных (в одном экземпляре); 
 один экземпляр альбома (буклета) с описанием (текстовый и графический материал) 

архитектурного проекта, проектной работы в области градостроительства, инженер-
ного проекта, научного сопровождения инженерного проекта, разработанной и реали-
зованной технологии (в цветном разрешении, размер А3 или А4), в том числе элек-
тронная версия (на CD и/или DVD-диске и/или флэш накопителе) предоставляемых 
материалов; 

 один комплект дополнительных материалов (копии статей, патентов на изобретения, 
свидетельств на полезные модели, патентов на промышленные образцы, свидетельств 
о государственной регистрации программ для ЭВМ и др.), раскрывающих сущность и 
поясняющих изложенные в указанном альбоме (буклете) сведения; 

 один экземпляр опубликованной научной работы, учебного издания (учебника, учеб-
ного пособия) с опубликованной рецензией; 

 один экземпляр реферат-презентации работы; 
 один экземпляр аннотации работы; 
 справки о творческом вкладе авторов (справка о творческом вкладе каждого автора 

должна содержать фамилию, имя, отчество автора, сведения о занимаемой им долж-
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ности, а также должностях в период выполнения работы, сведения о наличии ученой 
степени, ученого звания, описание конкретного вклада автора в работу и обоснование 
включения в состав авторского коллектива); 

 сведения об авторах; 
 дополнительные материалы (в состав которых могут быть включены схемы, чертежи, 

копии авторских свидетельств, карты, фотографии, вырезки из газет и журналов, спи-
сок отчетов по тематике работы, другие материалы, которые вкладываются в отдель-
ную папку); 

 электронный носитель информации (DVD-RW или другой) с размещенными на нем 
вышеперечисленными материалами. 
 

Примечания: 
Материалы, отправленные по почте, должны прибыть в РААСН не позднее установленного 
срока.  
Материалы, представленные на Конкурс (в том числе научные работы, монографии, учеб-
ные издания (учебники, учебные пособия), альбомы (буклеты) и электронные носители с 
проектами (с постройками)), не возвращаются. 
Опубликованные научные труды, монографии, учебники, учебные пособия и альбомы (букле-
ты) проектов передаются в библиотеку РААСН. 
 

Решение о присуждении медалей и дипломов принимает президиум РААСН. 
 

Установлен срок представления работ (материалов) на Конкурс РААСН  
- не позднее 31 января 2018 года (среда) включительно, до 17 часов 00 минут. 

 
Работы (с материалами) представляются в РААСН или направляются (почтой)  

по адресу:  
Российская Федерация, 107031, Москва, ул. Большая Дмитровка, дом 24, строение 1  

в соответствующее отделение РААСН 
(Отделение архитектуры, Отделение градостроительство  

и Отделение строительных наук).  
 
 

Контактная информация: 
 

Отделение архитектуры РААСН  
– тел. 8(495) 629-14-95, 8(495) 625-76-84, e-mail: oarch@raasn.ru 

 
Отделение градостроительства РААСН  

– тел. 8(495) 629-19-91, 625-81-48, e-mail: grado@raasn.ru 
 

Отделение строительных наук РААСН  
– тел. 8(495) 625-76-80, 8(495) 625-73-16, e-mail: osn@raasn.ru 
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СООБЩЕНИЕ О ВЫБОРАХ ЧЛЕНОВ  
РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ АРХИТЕКТУРЫ И СТРОИТЕЛЬНЫХ 

НАУК (РААСН) В 2018 ГОДУ 
 

 
Утверждено постановлением Президиума 

Российской академии архитектуры и строительных наук 
от 8 декабря 2017 г. No13 

 
 

В соответствии с пунктом 24 Устава федерального государственного бюджетного учреждения 
«Российская академия архитектуры и строительных наук» (РААСН), утвержденного постановлением 
Правительства Российской Федерации от 28 мая 2014 г. № 488 (далее – Устав РААСН), президиум 
Российской академии архитектуры и строительных наук сообщает о проведении 19 и 20 апреля 2018 
года очередных выборов академиков РААСН и членов-корреспондентов РААСН по отделениям РА-
АСН и научным направлениям (специальностям). 

 
 
 

1. Распределение вакансий членов РААСН  
(академиков РААСН и членов-корреспондентов РААСН)  

по отделениям РААСН и по научным направлениям (специальностям)  
на выборах в РААСН в 2018 году 

 
1.1. На выборы академиков РААСН установлены следующие наименования научных направле-

ний (специальностей) и количество вакансий по Отделению архитектуры РААСН в отношении каж-
дого научного направления (специальности): 

 

Наименование отделения Наименование научного направления 
(специальность) 

Количество 
вакансий 

Отделение архитектуры РААСН Наука и образование 1 
Архитектурная практика 2 

 
1.2. На выборы членов-корреспондентов РААСН установлены следующие наименования науч-

ных направлений (специальностей) и количество вакансий по Отделениям РААСН в отношении каж-
дого научного направления (специальности): 
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Наименование отделения Наименование научного направления 
(специальность) 

Количество  
вакансий 

Отделение архитектуры РААСН Наука и образование 1* 
Архитектурная практика 1+1* 

Отделение градостроительства РААСН Градостроительная наука 1 
Градостроительная практика 1+1* 

Отделение строительных наук РААСН Теоретические основы  
строительных наук 2+2* 

Примечание: Символ «*» означает, что на основании постановления президиума РААСН от 8 де-
кабря 2017 г. №13 данная вакансия объявлена с ограничением возраста кандидата на момент избра-
ния в члены-корреспонденты РААСН – до 60 лет включительно. 

  
 

2. Порядок и условия избрания членов РААСН. 
 
2.1. Порядок и условия избрания членов РААСН, перечень документов, представляемых канди-

датами в члены РААСН, а также порядок проведения голосования и подсчета голосов на выборах чле-
нов РААСН определяются соответственно Уставом РААСН и Регламентом выдвижения кандидатов, 
проведения голосования и подсчета голосов на выборах членов Российской академии архитектуры и 
строительных наук, утвержденным постановлением президиума РААСН от 29 ноября 2017 г. № 12. 

2.2. Академиками РААСН избираются ученые из числа членов-корреспондентов РААСН, а 
также ведущие мастера архитектуры и градостроительства, обогатившие архитектуру, градострои-
тельство и строительные науки трудами первостепенного научного и творческого значения. 

2.3. Членами-корреспондентами РААСН избираются граждане Российской Федерации, обога-
тившие современные архитектуру, градостроительство и строительные науки выдающимися трудами 
и (или) значимыми практическими достижениями. 

2.4. Кандидатами в члены РААСН по Отделению архитектуры РААСН могут быть: 
2.4.1. ученые в области архитектурной науки, научно-педагогические работники образователь-

ных организаций высшего образования (образовательных организаций высшего образования архи-
тектурного профиля, структурных подразделений архитектурного профиля образовательных органи-
заций высшего образования), имеющие опубликованные научные и учебно-методические труды, по-
лучившие широкое профессиональное и общественное признание, ученую степень доктора наук или 
ученое звание профессора, присвоенное Высшей аттестационной комиссией (ВАК) при Министер-
стве образования и науки Российской Федерации; 

2.4.2. дипломированные архитекторы, являющиеся основными авторами выдающихся проектов 
и построек, получивших широкое общественное признание, творческая деятельность которых отме-
чена почетными званиями, государственными и профессиональными премиями и наградами. 

2.5. Кандидатами в члены РААСН по Отделению градостроительства РААСН могут быть: 
2.5.1. ученые в области градостроительной науки, научно-педагогические работники образова-

тельных организаций высшего образования (образовательных организаций высшего образования ар-
хитектурного профиля, структурных подразделений архитектурного профиля образовательных орга-
низаций высшего образования), имеющие опубликованные научные и учебно-методические труды, 
получившие широкое профессиональное и общественное признание, ученую степень доктора наук 
или ученое звание профессора, присвоенное Высшей аттестационной комиссией (ВАК) при Мини-
стерстве образования и науки Российской Федерации; 

2.5.2. дипломированные градостроители, являющиеся основными авторами выдающихся про-
ектов и построек, получивших широкое общественное признание, творческая деятельность которых 
отмечена почетными званиями, государственными и профессиональными премиями и наградами. 

2.6. Кандидатами в члены РААСН по Отделению строительных наук РААСН могут быть уче-
ные строительных специальностей и научно-педагогические работники образовательных организаций 
высшего образования (образовательных организаций высшего образования строительного профиля, 
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структурных подразделений строительного профиля образовательных организаций высшего образова-
ния), имеющие опубликованные научные труды, получившие широкое профессиональное признание, и 
ученую степень доктора наук. 

2.7. Поскольку замещение должностей в органах государственной власти Российской Федера-
ции, работа руководителей крупных компаний подразумевает исполнение должностных обязанностей 
на высоком профессиональном уровне, а научная деятельность может осуществляться только в сво-
бодное от основной работы время, лицам, занимающим государственные должности Российской Фе-
дерации, должности государственной гражданской службы Российской Федерации, должности руко-
водителей государственных корпораций, государственных компаний и акционерных обществ с госу-
дарственным участием, рекомендуется воздержаться от участия в выборах. 

2.8. Право выдвижения кандидатов в члены РААСН предоставляется (без ограничения количества 
выдвижений): 

2.8.1. Членам РААСН (академикам РААСН и членам-корреспондентам РААСН), причем 
право выдвижения кандидата в академики РААСН предоставляется академику РААСН, кандидата в 
члены-корреспонденты РААСН – члену РААСН. 

2.8.2. Государственным органам, осуществляющим управление в сфере архитектуры, гра-
достроительства и строительных наук, причем выдвижение кандидата в члены РААСН прово-
дится на заседании коллегиального органа государственного органа, осуществляющего управление в 
сфере архитектуры, градостроительства и строительных наук, путем тайного голосования простым 
большинством голосов при наличии кворума. 

2.8.3. Научным организациям, действующим в сфере архитектуры, градостроительства и 
строительных наук, причем выдвижение кандидата в члены РААСН проводится на заседании уче-
ного или научно-технического совета путем тайного голосования простым большинством голосов 
при наличии кворума. 

2.8.4. Общественным организациям1, действующим в сфере архитектуры, градостроитель-
ства и строительных наук, причем устав общественной организации должен содержать указание на 
научную и творческую деятельность как направление деятельности общественной организации и в 
структуре общественной организации должен присутствовать ученый совет или научно-технический 
совет (или иной орган), осуществляющий научно-экспертную деятельность в области архитектуры, 
градостроительства и строительных наук, причем выдвижение кандидата в члены РААСН проводится 
на заседании ученого совета или научно-технического совета, или иного органа, осуществляющего 
научно-экспертную деятельность в области архитектуры, градостроительства и строительных наук 
путем тайного голосования простым большинством голосов при наличии кворума. 

2.9. Президент РААСН, первый вице-президент РААСН, вице-президенты РААСН, главный 
ученый секретарь президиума РААСН, академики-секретари Отделений РААСН от рекомендаций по 
выдвижению кандидатов в члены РААСН воздерживаются. 

 
3. Подготовка документов для регистрации кандидатов в члены РААСН  

 
3.1. Выдвинутые кандидаты в члены РААСН регистрируются в отделениях РААСН, предостав-

ляя единовременно материалы по представленному далее перечню. 
3.1.1. Письменное заявление с согласием на выдвижение и избрание в состав членов РААСН 

(форма документа и требования к его оформлению размешены на официальном сайте РААСН2). 
3.1.2. Представление кандидата в члены РААСН (допускается не более 1 (одного) представ-

ления) (требования к оформлению документа размешены на официальном сайте РААСН). 

                                                 
1 В соответствии с Федеральным законом от 19 мая 1995 года №82-ФЗ (действующая редакция, 2016) «Об об-

щественных объединениях» общественной организацией является основанное на членстве общественное объ-
единение, созданное на основе совместной деятельности для защиты общих интересов и достижения устав-
ных целей объединившихся граждан (Статья 8. Общественная организация). 

2 Здесь и далее: официальный сайт РААСН – http://www.raasn.ru/. 
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3.1.3. Научная и творческая характеристика кандидата в члены РААСН (требования к 
оформлению документа размешены на официальном сайте РААСН). 

3.1.4. Список опубликованных учебных изданий и научных трудов кандидата в члены РА-
АСН с выделением научных и учебно-методических трудов по тому научному направлению (специ-
альности), по которому выдвигается кандидат в члены Академии – обязателен только для кандидатов 
в члены РААСН, соответствующих требованиям пункта 2.4.1, или пункта 2.5.1, или пункта 2.6 насто-
ящего Сообщения о выборах членов РААСН (форма документа и требования к его оформлению раз-
мешены на официальном сайте РААСН). 

3.1.5. Справка о цитируемости публикаций кандидата в члены РААСН, индексируемых в 
международных информационно-аналитических системах научного цитирования – обязательна 
только для кандидатов в члены РААСН, соответствующих требованиям пункта 2.4.1, или пункта 
2.5.1, или пункта 2.6 настоящего Сообщения о выборах членов РААСН (форма документа и требова-
ния к его оформлению размешены на официальном сайте РААСН). 

3.1.6. Список проектов и построек, выполненных кандидатом в члены РААСН в качестве 
основного автора – обязателен только для кандидатов в члены РААСН, соответствующих требова-
ниям пункта 2.4.2 или пункта 2.5.2 настоящего Сообщения о выборах членов РААСН (требования к 
оформлению документа размешены на официальном сайте РААСН). 

3.1.7. Доклад о наиболее важных сторонах научной, практической, педагогической деятель-
ности по объявленному научному направлению (специальности) (требования к оформлению доку-
мента размешены на официальном сайте РААСН). 

3.1.8. Копия паспорта гражданина Российской Федерации или документа, заменяющего 
паспорт гражданина Российской Федерации, удостоверяющего личность кандидата в члены 
РААСН, заверенная личной подписью кандидата в члены РААСН. 

3.1.9. Личный листок по учету кадров с приклеенной фотографией (форма документа и тре-
бования к его оформлению размешены на официальном сайте РААСН). 

3.1.10. Копия трудовой книжки кандидата в члены РААСН (требования к заверению указан-
ной копии размешены на официальном сайте РААСН). 

3.1.11. Автобиография кандидата в члены РААСН в произвольной форме (требования к 
оформлению документа размешены на официальном сайте РААСН). 

3.1.12. Краткая научная и творческая характеристика кандидата в члены РААСН (требо-
вания к оформлению документа размешены на официальном сайте РААСН). 

3.1.13. Справка о месте основной работы кандидата в члены РААСН (требования к оформ-
лению документа размешены на официальном сайте РААСН). 

3.1.14. Копии дипломов (аттестатов) об окончании образовательной организации высшего 
образования, о присвоении ученых степеней, о присвоении ученых званий, копия аттестата советника 
РААСН (для кандидатов в члены РААСН, баллотирующихся в состав членов-корреспондентов РА-
АСН, при наличии), копия диплома члена-корреспондента РААСН (для кандидатов в члены РААСН, 
баллотирующихся в состав академиков РААСН, при наличии), копии удостоверений и грамот о при-
своении почетных званий, лауреатов премий, копии дипломов членов (академиков, членов-
корреспондентов) Российской академии наук и/или других государственных академий; копии доку-
ментов, подтверждающих признание творческой деятельности кандидата в члены РААСН путем при-
своения почетных званий, государственных и профессиональных премий и наград (обязательно толь-
ко для кандидатов в члены РААСН, соответствующих требованиям пункта 2.4.2 или пункта 2.5.2 
настоящего Сообщения о выборах членов РААСН (требования к заверению указанных копий разме-
шены на официальном сайте РААСН). 

3.1.15. Цветные фотографии кандидата в члены РААСН размером 4.5 см х 6 см, без уголка 
(3 (три) штуки, на каждой фотографии с оборотной стороны карандашом указываются инициалы и 
фамилия кандидата в члены РААСН). 

3.1.16. Согласие кандидата в члены РААСН на хранение, обработку, проверку и публикацию 
персональных данных в части, касающейся участия в выборах в члены РААСН (форма документа 
размешена на официальном сайте РААСН). 
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3.1.17. Копия устава общественной организации, указанной в пункте 2.8.4 настоящего Сооб-
щения о выборах членов РААСН, при выдвижении кандидата в члены РААСН согласно пункту 2.8.4 
настоящего Сообщения о выборах членов РААСН (требования к заверению указанной копии разме-
шены на официальном сайте РААСН). 

3.2. Даты необходимо проставить на всех предоставляемых документах за исключением доку-
ментов, указанных в пункте 3.1.14 настоящего Сообщения о выборах членов РААСН. Действительны 
документы, датированные только в 45-дневный период со дня опубликования сообщения о проведе-
нии выборов членов РААСН в общероссийских средствах массовой информации. 

3.3. Материалы, указанные в пунктах 3.1.1 – 3.1.17 настоящего Сообщения о выборах членов 
РААСН, со сквозной нумерацией листов (выполняется карандашом в правом нижнем углу), снабжа-
ется описью и комплектуется в одну или несколько папок с файлами, изготовленных из пластика и 
обеспечивающих надлежащую сохранность документов формата А4. 

На лицевой стороне обложки папки указываются: 
– фамилия, имя, отчество кандидата в члены РААСН; 
– категория членства (академик РААСН, член-корреспондент РААСН), отделение РААСН, 

научное направление (специальность), соответствующее одному из объявленных; отметка об участии 
в выборах с установленным ограничением возраста для кандидатов в члены РААСН (в случае изъяв-
ления желания участвовать в выборах с установленным ограничением возраста для кандидатов в чле-
ны РААСН) (в соответствии с указанным в письменном заявлении с согласием на выдвижение и из-
брание в состав членов РААСН); 

– контактные телефон(ы) и адрес(а) электронной почты кандидата в члены РААСН. 
3.4. Все материалы, указанные в пунктах 3.1.1 – 3.1.17 настоящего Сообщения о выборах чле-

нов РААСН (каждый документ в виде отдельного файла) дополнительно представляются на элек-
тронном носителе (диск DVD-RW или другой), который вкладывается в папку с файлами, указанную 
в пункте 3.2 настоящего Сообщения о выборах членов РААСН).  

Формат представления документов на электронном носителе – Adobe PDF (сканированные доку-
менты). Электронные версии документов, указанных в пунктах 3.1.11 и 3.1.12 настоящего Сообщения о 
выборах членов РААСН должны быть также представлены в формате Microsoft Word (DOC или DOCX). 

3.5. Кандидат в члены РААСН может выдвигаться только по одной из объявленных вакансий, в 
соответствии с указанным им в письменном заявлении с согласием на выдвижение и избрание в со-
став членов РААСН, категорией членства, отделением РААСН, научным направлением (специально-
стью), отметкой об участии в выборах с установленным ограничением возраста для кандидатов в 
члены РААСН (в случае изъявления желания участвовать в выборах с установленным ограничением 
возраста для кандидатов в члены РААСН). 

3.6. Ответственность за правильность оформления, достоверность и полноту предоставляемых 
документов несет кандидат в члены РААСН. 

3.7. Отсутствие или представление незаверенным какого-либо из документов по указанному переч-
ню может быть причиной последующего отклонения кандидата в члены РААСН президиумом РААСН. 

 
 

4. Прием документов кандидатов в члены РААСН. 
 
4.1. Сообщение о проведении выборов членов РААСН подлежит публикации в «Строительной 

газете» 12 января 2018 года (Свидетельство о регистрации ПИ No ФС-77-69446 от 02 мая 2017 года 
выдано Роскомнадзором). 

4.2. Единовременный приём всего комплекта документов осуществляется в здании Российской 
академии архитектуры и строительных наук по адресу: 107031, Российская Федерация, Москва, ул. 
Большая Дмитровка, д. 24, стр. 1, ежедневно с 10 часов 00 минут 12 января до 17 часов 00 минут 26 
февраля, кроме выходных и праздничных дней, со дня опубликования сообщения о проведении вы-
боров членов РААСН в общероссийских средствах массовой информации. 
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4.3. Комплект документов, отправленный кандидатом в члены РААСН по почте и не получен-
ный в указанный срок или представленный кандидатом в члены РААСН позднее установленного 
времени, не рассматривается. 

Рекомендуется не откладывать подачу документов на последние дни. 
 

 
5. Утверждение кандидатов и выборы в члены РААСН  

 
5.1. По результатам заседания бюро отделения РААСН отделение РААСН подготавливает экс-

пертные заключения в отношении всех выдвинутых по соответствующему отделению кандидатов и 
рекомендует кандидатуры для утверждения президиумом РААСН кандидатами в члены РААСН. 

5.2. Кандидаты в члены РААСН могут заслушиваться на заседании бюро отделения РААСН, 
проведение которого предусмотрено пунктом 5.1 настоящего Сообщения о выборах членов РААСН. 

5.3. Президиум РААСН утверждает кандидатов в члены РААСН. 
5.4. Списки утвержденных президиумом РААСН кандидатов в члены РААСН, подготовленные 

в соответствии с распределением вакансий будут опубликованы на официальном сайте РААСН в 
срок до 19 марта 2018 года.  

5.5. Утвержденные президиумом РААСН кандидаты в члены РААСН, официально приглаша-
ются на Общее собрание членов РААСН в 2018 году, на котором 19 и 20 апреля 2018 года состоятся 
выборы членов РААСН. 

5.6. Выборы членов РААСН проводятся путем тайного голосования на Общем собрании членов 
РААСН и на основе тайных голосований на общих собраниях отделений РААСН, проводимых в рам-
ках Общего собрания членов РААСН. 

5.7. В случае избрания члена-корреспондента РААСН академиком РААСН, образовавшаяся та-
ким образом вакансия члена-корреспондента РААСН остается вакантной до следующих выборов 
членов РААСН. 

 
6. Контактная информация 

 
Официальный сайт РААСН – http://www.raasn.ru/ 
 

Отделение  
архитектуры РААСН 

Отделение  
градостроительства РААСН 

Отделение 
строительных наук РААСН 

Телефоны: 
+7 (495) 629-14-95   
+7 (495) 625-76-84. 

Адрес электронной почты: 
oarch@raasn.ru 

Телефоны: 
+7 (495) 625-79-75 
+7 (495) 629-19-91. 

Адрес электронной почты: 
grado@raasn.ru 

Телефоны: 
+7 (495) 625-73-16 
+7 (495) 625-76-80. 

Адрес электронной почты: 
osn@raasn.ru 
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УШЕЛ ИЗ ЖИЗНИ ГУРАМ АВТАНДИЛОВИЧ ДЖИНЧВЕЛАШВИЛИ 
 
8 декабря 2017 года на 62-м году ушел из жизни Джинчвелашвили Гурам Автандилович, за-
ведующий кафедрой «Высшая математика и естественные науки» Российского университета 
транспорта (МИИТ), Ученый секретарь Научного совета РААСН по сейсмологии и сейсмо-
стойкому строительству, профессор, доктор технических наук. 
 
Уход из жизни Г.А. Джинчвелашвили – одним из ведущих российских ученых в области 
сейсмостойкого строительства, замечательного педагога, учителя, преданного науке и про-
фессии, высокоинтеллигентного человека, отзывчивого и внимательного коллегу, исключи-
тельно надежного друга – невосполнимая  потеря для строительной науки, а также и для 
каждого, кто знал его лично. Благодарная память о нем навсегда сохранится в сердцах его 
друзей и коллег. 
 

 
Редакционный Совет международного научного журнала   

“International Journal for Computational Civil and Structural Engineering” 
 
 

Редакционная Коллегия международного научного журнала   
“International Journal for Computational Civil and Structural Engineering” 
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