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AIMS AND SCOPE 

 
The aim of the Journal is to advance the research and practice in structural engineering 

through the application of computational methods. The Journal will publish original papers and 
educational articles of general value to the field that will bridge the gap between high-performance 
construction materials, large-scale engineering systems and advanced methods of analysis. 

The scope of the Journal includes papers on computer methods in the areas of structural 
engineering, civil engineering materials and problems concerned with multiple physical processes 
interacting at multiple spatial and temporal scales. The Journal is intended to be of interest and use 
to researches and practitioners in academic, governmental and industrial communities. 
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ОБЩАЯ ИНФОРМАЦИЯ О ЖУРНАЛЕ 

International Journal  
for Computational Civil and Structural Engineering 

(Международный журнал по расчету гражданских и строительных конструкций) 
 

Международный научный журнал “International Journal for Computational Civil 
and Structural Engineering (Международный журнал по расчету гражданских и строи-
тельных конструкций)” (IJCCSE) является ведущим научным периодическим изданием по 
направлению «Инженерные и технические науки», издаваемым, начиная с 1999 года. В жур-
нале на высоком научно-техническом уровне рассматриваются проблемы численного и ком-
пьютерного моделирования в строительстве, актуальные вопросы разработки, исследования, 
развития, верификации, апробации и приложений численных, численно-аналитических ме-
тодов, программно-алгоритмического обеспечения и выполнения автоматизированного про-
ектирования, мониторинга и комплексного наукоемкого расчетно-теоретического и экспери-
ментального обоснования напряженно-деформированного (и иного) состояния, прочности, 
устойчивости, надежности и безопасности ответственных объектов гражданского и промыш-
ленного строительства, энергетики, машиностроения, транспорта, биотехнологий и других 
высокотехнологичных отраслей. 

В редакционный совет журнала входят известные российские и зарубежные деятели 
науки и техники. Основной критерий отбора статей для публикации в журнале − их высокий 
научный уровень, соответствие которому определяется в ходе высококвалифицированного 
рецензирования и объективной экспертизы, поступающих в редакцию материалов. 

Журнал входит в Перечень ВАК РФ ведущих рецензируемых научных изданий, в ко-
торых должны быть опубликованы основные научные результаты диссертаций на соиска-
ние ученой степени кандидата наук, на соискание ученой степени доктора наук. В Россий-
ской Федерации журнал индексируется Российским индексом научного цитирования 
(РИНЦ). Журнал входит в базу данных Russian Science Citation Index (RSCI), полностью ин-
тегрированную с платформой Web of Science. Журнал имеет международный статус и высы-
лается в ведущие библиотеки и научные организации мира.  

Издатели журнала – Издательство Ассоциации строительных высших учебных за-
ведений /АСВ/ (Россия, г. Москва) и Издательский дом Begell House Inc. (США, г. Нью-
Йорк). Партнерами издания является Российская академия архитектуры и строительных 
наук (РААСН) и Научно-исследовательский центр СтаДиО (ЗАО НИЦ СтаДиО). 

Цели журнала – демонстрировать в публикациях российскому и международному 
профессиональному сообществу новейшие достижения науки в области вычислительных ме-
тодов решения фундаментальных и прикладных технических задач, прежде всего в области 
строительства.  

Задачи журнала: 
– предоставление российским и зарубежным ученым и специалистам возможности 

публиковать результаты своих исследований; 
– привлечение внимания к наиболее актуальным, перспективным, прорывным и ин-

тересным направлениям развития и приложений численных и численно-аналитических ме-
тодов решения фундаментальных и прикладных технических задач, совершенствования тех-
нологий математического, компьютерного моделирования, разработки и верификации реали-
зующего программно-алгоритмического обеспечения; 

– обеспечение обмена мнениями между исследователями из разных регионов и госу-
дарств. 
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Тематика журнала. К рассмотрению и публикации в журнале принимаются анали-
тические материалы, научные статьи, обзоры, рецензии и отзывы на научные публикации по 
фундаментальным и прикладным вопросам технических наук, прежде всего в области строи-
тельства. В журнале также публикуются информационные материалы, освещающие научные 
мероприятия и передовые достижения Российской академии архитектуры и строительных 
наук, научно-образовательных и проектно-конструкторских организаций. 

Тематика статей, принимаемых к публикации в журнале, соответствует его названию 
и охватывает направления научных исследований в области разработки, исследования и при-
ложений численных и численно-аналитических методов, программного обеспечения, техно-
логий компьютерного моделирования в решении прикладных задач в области строительства, 
а также соответствующие профильные специальности, представленные в диссертационных 
советах профильных образовательных организациях высшего образования.  

Редакционная политика. Политика редакционной коллегии журнала базируется на 
современных юридических требованиях в отношении авторского права, законности, плагиа-
та и клеветы, изложенных в законодательстве Российской Федерации, и этических принци-
пах, поддерживаемых сообществом ведущих издателей научной периодики. 

За публикацию статей плата с авторов не взымается. Публикация статей в жур-
нале бесплатная. На платной основе в журнале могут быть опубликованы материалы ре-
кламного характера, имеющие прямое отношение к тематике журнала. 

Авторам. Прежде чем направить статью в редакцию журнала, авторам следует озна-
комиться со всеми материалами, размещенными в разделах сайта журнала (интернет-сайт 
Российской академии архитектуры и строительных наук (http://raasn.ru); подраздел «Издания 
РААСН» или интернет-сайт Издательства АСВ (http://iasv.ru); подраздел «Журнал IJCCSE»): 
с основной информацией о журнале, его целями и задачами, редакционной политикой, по-
рядком рецензирования направляемых в журнал статей и пр. 

Подписка. Журнал зарегистрирован в Федеральном агентстве по средствам массо-
вой информации и охраны культурного наследия Российской Федерации. Индекс в общерос-
сийском каталоге РОСПЕЧАТЬ − 18076. 

По вопросам подписки на международный научный журнал “International Journal for 
Computational Civil and Structural Engineering (Международный журнал по расчету граждан-
ских и строительных конструкций)” обращайтесь в Агентство «Роспечать» (Официальный 
сайт в сети Интернет: http://www.rosp.ru/) или в издательство Ассоциации строительных ву-
зов (АСВ) в соответствии со следующими контактными данными: 

ООО «Издательство АСВ» 
Юридический адрес: 129337, Россия, г. Москва, Ярославское ш., д. 26, офис 705; 
Фактический адрес: 129337, Россия, г. Москва, Ярославское ш., д. 19, корп. 1, 5 этаж, 

офис 12 (ТЦ Мебель России); 
Телефоны: +7 (925) 084-74-24, +7 (926) 010-91-33 
Интернет-сайт: www.iasv.ru. Адрес электронной почты: iasv@iasv.ru. 
Контактная информация. 
По всем вопросам работы редакции, рецензирования, согласования правки текстов и 

публикации статей следует обращаться к главному редактору журнала Сидорову Владимиру 
Николаевичу (e-mail: sidorov.vladimir@gmail.com, iasv@iasv.ru, sidorov@raasn.ru) или техни-
ческому редактору журнала Кайтукову Таймуразу Батразовичу (адреса электронной почты: 
kaytukov@raasn.ru; tkaytukov@gmail.com). Кроме того, по указанным вопросам, а также по 
вопросам размещения в журнале рекламных материалов можно обращаться к генеральному 
директору ООО «Издательство АСВ» Никитиной Надежде Сергеевне (адреса электронной 
почты: iasv@iasv.ru, nsnikitina@mail.ru, ijccse@iasv.ru). 
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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ПОРОДНОГО МАССИВА  
ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ ПОЛЕЙ ВЛАЖНОСТИ 

 И ТЕМПЕРАТУРЫ С УЧЕТОМ ФАЗОВОГО ПЕРЕХОДА 
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Аннотация: В статье смоделирован разрыв подземного трубопровода в условиях мерзлого грунта. Глини-
стый грунт увлажняется и нагревается поступившей влагой, в результате чего в нем возникает НДС, вы-
званное стесненным набуханием и температурным расширением. Задача рассмотрена в упругой поста-
новке с учетом зависимости модуля упругости от влажности и температуры. Изучено напряженное состо-
яние глинистого массива в условиях установившегося влажностного и температурного режима с учетом 
фазового перехода.  
 

Ключевые слова: влагоперенос, влагоупругость, неоднородность, вынужденные деформации,  
набухание, фазовый переход 

 
 

THE STRESS STATE IN THE ROCK MASS EXPOSURE  
TO MOISTURE AND TEMPERATURE FIELDS 

 
Vladimir I. Andrev1,2, Anatoliy S. Avershyev3 

1 National Research Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 
2 Research Institute of Building Physics of Russian Academy of Architecture and Construction Sciences,  
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Abstract: The paper is modeled rupture an underground pipeline in conditions the frozen soil. Clay soil is moistened and 
heated by received moisture, resulting in it there is the stress state due to straitened swelling and thermal expansion. The 
problem is considered in the elastic formulation considering the depending modulus of elasticity on humidity and temper-
ature. Was studied the stress state of the clay array under steady humidity and temperature conditions taking into account 
the phase transition. 
 

Keywords: moisture transfer; moisture elasticity; inhomogeneity; forced deformation; swelling; phase transition 
 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 
При изменении величин влажности и темпе-
ратуры грунта в стесненном состоянии возни-
кают вынужденные деформации. Это явление 
неоднозначно. При температуре выше 0°C 
влага находится в жидком состоянии, увели-
чение ее величины вызывает набухание. При 

изменениях температуры ниже 0°C происхо-
дят фазовые переходы влаги, вызывая вынуж-
денные объемные деформации вследствие 
разности плотностей льда и воды. 
Вместе с этим, механические характеристики 
глины имеют зависимости от температуры и 
влажности, тем самым вызывая неоднород-
ность грунтового массива. 
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Для того, чтобы оценить влияние изменения 
величин твердой и жидкой фазы содержа-
щейся в грунте влаги, а также явления фазо-
вого перехода на НДС, в работе предложено 
рассмотреть задачу о разрыве трубопровода в 
мерзлом грунте с последующим увлажнением 
и нагревом грунта жидкостью. 
Подобные задачи рассматривались как в ста-
ционарной [1-3], так и в нестационарной по-
становке [4,5], но для случая талого грунта 
при постоянной температуре. 
Здесь рассмотрено предельное влажностное и 
температурное состояние, соответствующее 
стационарному (установившемуся) процессу. 
Задача является несвязанной, т.е. НДС грун-
тового массива не оказывает влияния на поля 
влажности и температуры. 
Вырезая из грунтового массива полый ци-
линдр, внешний радиус которого b намного 
превосходит радиус полости a, на основании 
результатов, приведенных в [2] будем пола-
гать, что на внешней поверхности действует 
постоянное давление отпора грунта  
 

sp H  , 
 
где s – удельный вес грунта; H – глубина 
расположения отверстия. 
 
 
2. ЗАДАЧИ ТЕПЛО-  
И ВЛАГОПЕРЕНОСА 
 
Поля влажности и температуры описываются 
соответственно законами Фика и Фурье, явля-
ющимися составляющими системы уравне-
ний тепломассопереноса. В общем случае они 
являются уравнениями параболического типа 
[7-9]:
 

; .w T
w tc w a t 
   

 
              (1) 

 
где wc  и Ta  – соответственно, коэффициенты 
влаго- и температуропроводности, отвечаю-
щие за скорости протекания процессов. 

В стационарной постановке, соответствую-
щей рассматриваемой задаче, уравнения (1) 
примут вид: 
 

0; 0.w t     (2) 
 
Граничные условия будут иметь вид: 
 

max

0 0

: ;
; .
sr a  w w t t

r b:  w w  t t
   


   

 (3) 

 
Первое граничное условие означает, что на 
границе с трубой r=a влажность и темпера-
тура достигают предельных значений w=ws и 
t=tmax и остаются постоянными на протяже-
нии всего процесса. Второе граничное усло-
вие означает, что на внешней границе рас-
сматриваемого массива r=b влажность и тем-
пература удерживаются на постоянном, есте-
ственном для мерзлой глины уровне 0w w и 

0t t .
Решение уравнений (2) с граничными услови-
ями (3) имеет вид: 
 

 
   

 

 
   

 

0

0 max

ln ln
;

ln

ln ln
.

ln

a s b

b a

a b

b a

w w
w

t t
t

    
 

 

    
 

 

 (4) 

 
Здесь /r a  – безразмерный радиус. 
Оба поля (4) при масштабировании будут 
иметь одинаковое распределение (рис. 1). 
В качестве исходных данных рассмотрены 
следующие условия: труба радиуса 

0,25мa   расположена в вечномерзлом гли-
нистом грунте с влажностью 0 0,2w w   и 

температурой 0 2 С.t t     С.t t  С.t t  С.  Глубина залега-
ния трубы равна 10мН  , внешний радиус 
рассматриваемого грунтового массива 

10b a . 
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Рисунок 1. Распределение полей  

влажности и температуры. 

В качестве грунта выбрана глина с характер-
ными для нее физико-механическими харак-
теристиками [10-12]: удельный вес 

326,95кН/ мs  , влажность насыщенного 
грунта 0,363sw w  , пористость 0,5n  . 
Температура жидкости в трубе max 5t t  °C. 
Зависимости модуля упругости E и коэффи-
циента Пуассона ν грунта от влажности и тем-
пературы ниже и выше 0 °C различны. По-
этому для описания этих зависимостей 
удобно использовать дискретные модели: 
 

 

 

 

  

max

2,4
max

374,88 36,734

ln 34,697 30,493

0,8795 1,934 при 0; (5)

21,619 1,739 при 0;

s
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s

s

w w

w w t t
E

w w t

t t w w t

  


   
 

   


 

 max0,313 0,0872exp 0,655 при 0;

0,4 0.

t t t

при t

   
  



 

 
Графически зависимость (5) показана на рис. 
2. Зависимость модуль упругости вдоль ради-
уса с учетом заданных полей влажности и 
температуры показана на рис. 3. 
Как и в работах [1–5], будем считать, что при 
положительных температурах вынужденные 
деформации набухания линейно зависят от 
влажности: 

 0 при 0,w w w t      
 

 

где 0,6   – коэффициент набухания. 
При отрицательных температурах для опре-
деления вынужденных деформаций необхо-
димо знать, какая доля от общей массы влаги 
приходится на твердую фазу. Введем понятие 
относительный коэффициент льдистости i, 
численно равный отношению массы льда mi к 
общей массе жидкости mw в грунте. В рас-
сматриваемом диапазоне температур его 
можно аппроксимировать линейной функ-
цией от температуры: 
 

max0,75 при 2 С 0.i t t t   при 2 С 0.при 2 С 0.i t t tпри 2 С 0.при 2 С 0.   при 2 С 0.при 2 С 0.i t t tпри 2 С 0.   при 2 С 0.i t t tпри 2 С 0.  
 

 

Зная относительный коэффициент льдисто-
сти i, можно определить вынужденные де-
формации, возникшие вследствие фазового 
перехода влаги: 
 

0 0 при 0,в
s

i w i wn t
w


      

   1000 900 900 0,111w i i         ;  
 
где α – коэффициент осадки при фазовом пе-
реходе льда к воде; ,w i   – соответственно, 
плотности воды и льда, 0i  – относительный 
коэффициент льдистости при температуре 0t
. Величина swwin  соответствует объемной 
доле льда в грунте. 
 
 
3. РАСЧЕТ НАПРЯЖЕННОГО  

СОСТОЯНИЯ 
 
Так как Hba  , с определенной точно-
стью можно рассматривать задачу как осе-
симметричную. В данной постановке полу-
чим задачу о плоском деформированном со-
стоянии, разрешающее уравнение для ради-
альных напряжений которой имеет вид [6]:
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Рисунок 2. Изолинии модуля упругости в зависимости от влажности и температуры: 

а) ниже 0°С; б) выше 0°С. 
 

 
Рисунок 3. Изменение модуля упругости вдоль радиуса. 
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 (6) 

Здесь штрих означает дифференцирование по 
радиусу. Модуль упругости материала трубы 
намного больше, чем модуль упругости 
грунта, поэтому с определенной степенью 
точности можно считать трубу абсолютно 
жесткой. В этом случае на внутренней по-
верхности массива r a  радиальные переме-
щения будут равны нулю 0u  . 
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Рисунок 4. Распределение напряжений вдоль радиуса: 

а) радиальные напряжения; б) кольцевые (окружные) напряжения. 
1 –    ;,  ttww  2 –   ;, 0 constttww   3 –  .,0  ttconstww  

На внешней поверхности r b  на массив дей-
ствует давление sp H  , вызванное отпором 
грунта. 
Запишем граничные условия для радиальных 
напряжений: 
 

 

2

2

1 2:

1 2 1 0;
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r w

r s
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r b: H
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 
      

    
 

(7) 

 
Решение задачи численно реализовано в ПК 
Matlab. При решении использовался солвер 
bvp4c, предназначенный для решения крае-
вых задач и основанный на трехэтапной фор-
муле Лобатто (the three-stage Lobatto IIIa 
formula). Солвер работает так, что шаг инте-
грирования постоянно меняется в ходе реше-
ния для обеспечения наилучшей сходимости. 
Абсолютная точность невязки решения была 
выбрана 610 . 
На рис. 4 приведены результаты расчета при 
воздействии на грунтовый массив влажности 
и температуры, а также для сравнения вари-

ант решения задачи без учета изменения тем-
пературы и, соответственно, без фазового пе-
рехода влаги и вариант решения без учета из-
менения влажности. 
Из рис. 4,б (кривая 1) видно, что вследствие 
воздействия теплой влаги на мерзлый грунт 
внутри массива будут возникать высокие по-
ложительные напряжения   (до 3,5 МПа), 
что приведет к пучинистости, нарушению це-
лостности грунтового массива и трещинооб-
разованию. 
При учете изменения только поля влажности 
(рис. 4.а,б кривые 2) или только поля темпе-
ратуры (рис. 4.а,б кривые 3) характер напря-
жений сильно отличается от напряжений, 
представленных на рис. 4.а,б (кривые 1), по-
этому для точного описания напряженного 
состояния важно учитывать изменение обоих 
полей. 
Особенностью задачи по сравнению с подоб-
ными работами [1–5] является рассмотрение 
механического поведения грунтового мас-
сива при отрицательных температурах, а 
также вынужденных деформаций, вызванных 
фазовым переходом влаги. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 
 
Выбранные свойства грунта не соответ-
ствуют глине какой-либо определенной мест-
ности. В работе принято допущение о том, 
что увеличение жидкой части влаги мерзлого 
грунта не вызывает вынужденных деформа-
ций набухания. В мерзлом грунте вынужден-
ные деформации происходят лишь вслед-
ствие фазового перехода влаги. 
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ОБ ОДНОМ ПРИМЕРЕ РАСЧЕТА ТОНКОЙ ПЛАСТИНЫ 
НА ОСНОВЕ СОВМЕСТНОГО ПРИМЕНЕНИЯ 

МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ И ДИСКРЕТНО-
КОНТИНУАЛЬНОГО МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
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Аннотация: В настоящей статье рассматривается решение тестовой задачи статического расчета тонкой 
пластины (модель Кирхгоффа) на основе совместного применения метода конечных элементов (МКЭ) и 
дискретно-континуального метода конечных элементов (ДКМКЭ), предложенного и развитого в работах 
П.А. Акимова, А.Б. Золотова и М.Л. Мозгалевой. 
 

Ключевые слова: дискретно-континуальный метод конечных элементов, метод конечных элементов, 
расчеты тонких пластин, модель Кирхгоффа, краевая задача 

 
 

ABOUT ONE SAMPLE OF PLATE ANALYSIS  
BASED ON COMBINED APPLICATION  
OF FINITE ELEMENT METHOD AND 

DISCRETE-CONTINUAL FINITE ELEMENT METHOD 
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Abstract: The distinctive paper is devoted to one sample of plate analysis with the use of Kirchhoff model based 
on combined application of finite element method (FEM) and discrete-continual finite element method 
(DCFEM), proposed by Alexander B. Zolotov, Pavel A. Akimov and Marina L. Mozgaleva.  
 

Keywords: discrete-continual finite element method, finite element method, structural analysis,  
plate analysis, Kirchhoff model, boundary problem 

 
 
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 
Будем рассматривать пластину, физико-
геометрические параметры (характеристики) 
которой на одной из ее частей кусочно-
постоянны, вдоль некоторого направления 
(далее условно называемого «основное 

направление»), тогда как вдоль другого 
направления физико-геометрические пара-
метры конструкции на этой части могут из-
меняться произвольно. Пусть требуется вы-
полнить статический расчет (определить 
напряжения, изгибающие и крутящие момен-
ты, поперечные силы и т.д.) тонкой пластины, 
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нагруженной сосредоточенной силой, при 
этом края пластины, ориентированные пер-
пендикулярно основному направлению, шар-
нирно закреплены (рис. 1.1). Основные обо-
значения, в том числе в части характерных 
геометрических размеров и нагрузок, показа-
ны на рис. 1.1. 
 
 
2. НЕКОТОРЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ  

И СОГЛАШЕНИЯ 
 
Пусть   – область, занимаемая конструкци-
ей (рис. 1.1), 
 

} 0   ,0   :),( { 221121 lxlxxx  ,  (2.1) 
 

причем можно записать, что  
 

21  ,                     (2.2) 
где                   
 

2; ,1   },                     
 ,0   :),( {
1,22,2

1121





 kxxx
lxxx
b

k
b

k

k  (2.3) 

 
01,2 bx ;  1,22,2 lxb  ;   22,21,23,2 lllxb   – ко-

ординаты соответствующих граничных точек; 
1  и 2  – подобласти области  . 

Рассматривая задачу в рамках метода рас-
ширенной (стандартной) области А.Б. Золо-
това [6], можем окаймить области 1  и 2  
соответствующими расширенными 1  и 2  
и перейти к расширенной области  , 
 

21   ,   где   11  ,   22  .   (2.4) 
 
Пусть в пределах области 1  физико-
геометрические параметры (характеристики) 
конструкции не зависят от переменной 2x , 
отвечающей так называемому основному 
направлению [1-4,7-13,15-24], тогда как в 
пределах области 2  физико-геометрические 
параметры конструкции могут изменяться 
произвольно. Для расчета такого рода кон-

струкций целесообразно совместное приме-
нение МКЭ и ДКМКЭ, причем в пределах 1  
следует использовать дискретно-
континуальную аппроксимирующую модель, 
а в пределах 2  – дискретную (конечноэле-
ментную) модель. 
Пусть dcdc

i Nix 1,1  ..., 2, ,1  ,   – координаты (по 
переменной 1x ) узлов (узловых линий) дис-
кретно-континуальных конечных элементов 
(ДККЭ) в области 1 ; )1( 1 dcN  – общее ко-
личество используемых дискретно-
континуальных конечных элементов в обла-
сти 1 ;  fefe

i Nix 1,1  ..., 2, ,1  ,   и 
fefe

j Njx 2,2  ..., 2, ,1  ,   – координаты (соответ-
ственно по переменным 1x  и 2x ) узлов ко-
нечных элементов в области 2 ; )1( 1 feN  и 

)1( 2 feN  – количество конечных элементов, 
на которые «разбивается» конструкция по 
направлениям, соответствующим перемен-
ным 1x  и 2x  (рассматривается прямоугольная 
аппроксимирующая сетка (рис. 1.1)). 
Для удобства алгоритмических построений 
будем применять двухиндексную систему 
нумерации узлов дискретно-континуальных 
конечных элементов, используемых при дис-
кретизации области 1 : имеем номер типа 

) ,( ik , где k  – номер подобласти, i  – номер 
элемента по при дискретизации вдоль 
направления, соответствующего 1x ).  
Для узлов конечных элементов, используе-
мых при дискретизации области 2  будем 
применять трехиндексную систему нумера-
ции: имеем номер типа ) , ,( jik , где k  – но-
мер подобласти, i  и j  – соответственно но-
мера элемента по при дискретизации вдоль 
направлений, соответствующих 1x  и 2x ). 
Кроме того, будем полагать, для простоты, 
что схема дискретизации конструкции по 
направлению, отвечающему переменной 1x , 
неизменна по всей области, т.е. 
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Рисунок 1.1. К постановке задачи. 

 
111 NNN dcfe  ;   1,1,1,1  ..., 2, ,1  , Nixxx i

dc
i

fe
i  . 

                    (2.5) 
 
Заметим, что при изложении аппроксимаций 
в рамках ДККЭ будем следовать системе обо-
значений, принятой в [3]. 

 
 
3. ПОСТРОЕНИЕ ДИСКРЕТНО-

КОНТИНУАЛЬНОЙ  
АППРОКСИМИРУЮЩЕЙ МОДЕЛИ 
НА ПОДОБЛАСТИ. 

 
Принимается следующая дискретно-
континуальная аппроксимирующая модель: 
по основному направлению (вдоль оси 20x ) 
решается континуальная задача, а по другому 
(вдоль оси 10x ) производится конечноэле-
ментная аппроксимация. Таким образом, об-
ласть 1  разбивается на дискретно-
континуальные конечные элементы, 
 


1

1
,11

1




N

i
i ;   

}    ,   :),( { 2,221,21,11,121,1
bb

iii xxxxxxxx   ,           
(3.1) 

определяя характеристическую функцию 
ДККЭ i  по формуле 
 

 







 .   ,0 

;   ,1 
1,1

1,1
,1

i

i
i 


                (3.2) 

 
Поэлементные функции цилиндрической 
жесткости пластины, коэффициента Пуассона 
материала пластины и коэффициенты отпора 
упругого основания (при наличии) определя-
ются соответственно по формулам: 
 

1,1,11,1,11,1,1      ;     ; ссDD iiiiii   ,   (3.3) 
 

где kD , k  и kc  – соответственно цилиндри-
ческая жесткость пластины, коэффициент 
Пуассона материала пластины и коэффици-
ент отпора упругого основания (при нали-
чии) на области k ; 
 

)]1(12[/~ 23
kkkk hED  ;             (3.4) 

 
kh  – толщина пластины в области k ; kE~  

– модуль упругости материала пластины в 
области k . 
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Введем в рассмотрение следующие функции: 
 

),(),( 21121
)1(

1
)1(

1 xxwxxyy  ;       (3.5) 
4 3, ,2   ,),(),( 211

1
221

)1()1(   ixxwxxyy i
ii ; 

 (3.6) 
4 3, ,2 ,1   ,),(),( 21

)1(
121

)1(  jxxyxxz jj ,  (3.7) 
 
где 1w  – прогибы в области 1 ; 
 

2 ,1   ,/  sxss ;            (3.8) 
 
Основными неизвестными в узлах дискретно-
континуальных конечных элементов являют-
ся функции 4 ,3 ,2 ,1  ),,( 21

)1( jxxy j  и 

4 ,3 ,2 ,1  ),,( 21
)1( jxxz j  (верхний индекс 

«(1)», следуя [1], здесь и далее соответствует 
номеру рассматриваемой подобласти, т.е. 1 ), 
т.е. для произвольного ) ,1( i -го узла это 

4 ,3 ,2 ,1  ),( 2
),1( jxy i

j  и 4 ,3 ,2 ,1  ),( 2
),1( jxz i

j . 

Поля 4 ,3 ,2 ,1  ,)( jy k
j  по неосновному 

направлению (вдоль 1x ) в пределах каждого 
дискретно-континуального конечного эле-
мента аппроксимируются кубическими поли-
номами. Определяющие выражения для по-
лей 4 ,3 ,2 ,1  ,)1( jz j  получаются посред-
ством дифференцирования соответствую-
щих формул. 
Можно показать [3], что в рамках рассмотре-
ния подобласти 1 , разрешающая система 

18N  обыкновенных дифференциальных урав-
нений первого порядка имеет следующий 
вид: 
 

)(~)()( 2121121 xRxYAxY  ,          (3.9) 
 
где 

                     
TTTTT yyyyxYY ] )(   )(   )(   )( [)( 4,13,12,11,1211  ;                  

(3.10) 

4; 3, 2, ,1                              
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,
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,

2,1,1
1







j
yyy

xyy
TTN

jn
T

jn
T

jn

jj

 (3.11) 

4 3, 2, ,1   ,]     [ ),1(),1(),1(
,  jzyy Ti

j
i

j
i
jn ,   (3.12) 

 
т.е. )( 211 xYY   – 18N -мерная глобальная век-
тор-функция неизвестных (нижний индекс 
«1», следуя [3], соответствует номеру рас-
сматриваемой подобласти, т.е. 1 ); 1A  – 
матрица коэффициентов 18N -го порядка; 

)(~
21 xR  – 18N -мерная вектор-функция правых 

частей. 
Решение системы (3.9) может быть представ-
лено в виде [3]:  
 

)()()( 2112121 xSCxExY  ,      (3.13) 
где   )()()( 2,2211,22121

bb xxxxxE   ;  

  )(~)()( 212121 xRxxS   ;   (3.14) 
 

)( 21 x  – фундаментальная матрица-функция 
системы (3.9), определяемая согласно [3]; 
символ «» здесь и далее обозначает опера-
цию свертки функций; 1C  – 18N -мерный век-
тор постоянных, определяемый из соответ-
ствующих граничных условий. 
 
 
4. ПОСТРОЕНИЕ ДИСКРЕТНОЙ  

(КОНЕЧНОЭЛЕМЕНТНОЙ)  
АППРОКСИМИРУЮЩЕЙ МОДЕЛИ 
НА ПОДОБЛАСТИ. 

 
Принимается следующая дискретная аппрок-
симирующая модель: по обоим координат-
ным направлениям (вдоль осей 10x  и 20x ) 
производится конечноэлементная аппрокси-
мация. Таким образом, область 2  разбивает-
ся на конечные элементы (КЭ), 
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xxxxxx
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 (4.1) 

определяя характеристическую функцию 
ДККЭ i  по формуле 
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Поэлементные функции цилиндрической 
жесткости пластины, коэффициента Пуассона 
материала пластины и коэффициенты отпора 
упругого основания (при наличии) определя-
ются соответственно по формулам: 
 

.                                        
  ;     ;

2,,2,,2

2,,2,,22,,2,,2

сс
DD

jiji

jijijiji








  (4.3) 

 
В стандартном методе конечных элементов в 
качестве основных неизвестных в узлах ко-
нечных элементов принимаются прогиб пла-
стины и производные от функции прогиба 
пластины по переменным 1x  и 2x , т.е. соот-
ветственно функции 
 

),(),( 21
)2(

1212 xxyxxw  ;  
),(),(),( 21

)2(
22122211,2 xxyxxwxx  ; 

),(),(),( 21
)2(

12121212,2 xxzxxwxx  .  
  (4.4) 

 
Очевидно, что при таком выборе, неизвест-
ными в  ) , ,2( ji -м узле являются соответ-
ственно величины ),,2(

1
jiy , ),,2(

2
jiy  и ),,2(

1
jiz . 

Поле прогибов ),( 212 xxw  в пределах конеч-
ного элемента ji,,2  можно, например, ап-
проксимировать полиномом вида 
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(4.5) 
 

где 12 ..., 2, ,1  ,),,2( pji
p  – коэффициенты 

полинома. 

Иными словами, для определения функций 
формы по двенадцати параметрам удобно 
использовать полиномы, при этом в полном 
полиноме четвертой степени необходимо 
опустить часть членов. Следует отметить, 
что выражение (4.5) имеет определенные 
преимущества. В частности, вдоль любой 
линии constx 1  и constx 2 прогиб 

),( 212 xxw  будет изменяться по кубическому 
закону. Все внешние границы и границы 
между элементами состоят именно из таких 
линий. Поскольку полином третьей степени 
единственным образом определяется че-
тырьмя постоянными, перемещения вдоль 
границы однозначно определяются значени-
ями перемещений и углов наклона в узловых 
точках на концах этой границы. А так как 
для смежных элементов значения на концах 
границы одинаковы, вдоль любой границы 
между элементами функция ),( 212 xxw  будет 
непрерывной. Вместе с тем, можно заметить, 
что градиент функции ),( 212 xxw  по нормали 
к любой границе изменяется вдоль нее по 
кубическому закону (например ),( 2121 xxw  
вдоль линии constx 1 . Так как на линиях 
заданы только два значения угла наклона, то 
полином третьей степени определяется 
неоднозначно и в общем случае угол наклона 
может оказаться разрывным (т.е. не обеспе-
чена непрерывность первых производных на 
границах между отдельными конечными 
элементами). Таким образом, соответствую-
щие функции формы являются несогласо-
ванными (имеем так называемые несогласо-
ванные конечные элементы). 
Для получения согласованного конечного 
элемента необходимо за основную неизвест-
ную в узлах, помимо описанных ранее (4.4), 
взять смешанную производную  
 

),(),(),( 21
)2(

22122121
)2( xxzxxwxx  ,                       

(4.6) 
 

а вместо формулы (4.5) использовать вы-
ражение с 16-ю коэффициентами, 
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  (4.7) 

 
где ),( 212 xxw  определяется по формуле 
(4.5); 16 ..., 2, ,1  ,),,2( pji

p  – коэффициенты 
полинома. 
Можно показать [5,14], что в рамках рассмот-
рения подобласти 2 , разрешающая система 

214 NN  линейных алгебраических уравнений 
имеет вид: 
 

222 RYK  ,                     (4.8) 
 

где           
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    (4.9) 
 

– 213 NN -мерный глобальный вектор неиз-
вестных (нижний индекс «2», следуя [3], 
здесь и далее соответствует номеру рассмат-
риваемой подобласти, т.е. 2 ); 
 

; ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1                 
  ,]           [

21

),,2(
2

),,2(
2

),,2(
1

),,2(
1

),,2(

NjNi
zyzyy Tjijijijiji

n



  

  (4.10) 
 

2K  – глобальная матрица жесткости 

214 NN -го порядка; 2R  – 214 NN - мерный 
глобальный вектор правых частей (глобаль-
ный вектор нагрузок). 
 
 
5. ПЕРЕХОД К ЕДИНОЙ (СВЯЗАННОЙ) 

МНОГОУРОВНЕВОЙ  
АППРОКСИМИРУЮЩЕЙ МОДЕЛИ 
НА ВСЕЙ ОБЛАСТИ 

 
Для всех узлов конечноэлементной сетки, ап-
проксимирующей область 2 , с индексами 

21 Nj   (т.е. bb xxx 3,222,2  ) можем перепи-
сать систему уравнений (4.4), без учета соот-
ветствующих уравнения для узлов с индекса-
ми 1j  и 2Nj  . Имеем )2(4 21 NN  урав-
нений: 
 

222
~~ RYK  ,                     (5.1) 

 
где 2

~K  – «редуцированная» таким образом 
глобальная матрица жесткости размером 

]4[)]2(4[ 2121 NNNN  ; 2
~R  – )2(4 21 NN -

мерный «редуцированный» глобальный век-
тор правых частей. 
Очевидно, можно записать следующие усло-
вия для всей области  : 
– в сечении bxx 1,22   следует задать условия 
( 14N  уравнений) шарнирного опирания вида: 
 

11,2
),1(

1  ..., 2, 1,   ,0)0( Nixy bi  ;      (5.2) 

1,2
),1(

1  ..., 2, 1,   ,0)0( Nixz b
k

i  ;      (5.3) 

1,2
),1(

3  ..., 2, 1,   ,0)0( Nixy b
k

i  ;      (5.4) 

1,2
),1(

3  ..., 2, 1,   ,0)0( Nixz b
k

i  .      (5.5) 
 
– в сечении bxx 2,22   (т.е. при 1j ; здесь и 
ниже j  – третий индекс в нумерации узлов 
конечноэлементной сетки, аппроксимирую-
щей область 2 ) следует задать условия ( 14N  
уравнений) идеального контакта вида: 
 

1   , ..., 2, 1,   ,)0( 1
),,2(

12,2
),1(

1  jNiyxy jibi ;  
(5.6) 

1   , ..., 2, 1,   ,)0( 1
),,2(

12,2
),1(

1  jNizxz jibi ;                     
(5.7) 

1   , ..., 2, 1,   ,)0( 1
),,2(

22,2
),1(

2  jNiyxy jibi ;                     
(5.8) 

1   , ..., 2, 1,   ,][)0( 1
),,2(

212,2
),1(

2  jNiyxz jibi ; 
                 (5.9) 

1   , ..., 2, 1,   ,)0( 1
),,2(

22,2
),1(

2  jNiMxM jibi ; 
                 (5.10) 
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  (5.11) 

;1   , ..., 2, 1,                   
 ,)0(

1

),,2(
22,2

),1(
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jNi
VxV jibi

      (5.12) 

;1   , ..., 2, 1,                             
  ,][)0(][

1
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212,2
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21


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jNi
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  (5.13) 

 
где )( 2

),1(
2 xM i , )( 2

),1(
2 xV i  и )(][ 2

),1(
21 xM i , 

)(][ 2
),1(

21 xV i  – соответственно приведенные к 
узлу ) ,1( i  функции изгибающих моментов и 
приведенных поперечных сил в пределах рас-
сматриваемого дискретно-континуального ко-
нечного элемента i,1  и производные от ука-

занных функций по переменной 1x ; ),,2(
2

jiM , 
),,2(

2
jiV  и ),,2(

21 ][ jiM , ),,2(
21 ][ jiV  – соответ-

ственно приведенные к узлу ) , ,2( ji  значения 
изгибающего момента и приведенной попереч-
ной силы )2(

2M , )2(
2V  и значения производных 

от функций изгибающих моментов и приве-
денных поперечных сил по переменной 1x ; 
 

21
),,2(

1    , ..., 2, 1,   ,0 NjNiy ji  ;    (5.14) 

21
),,2(

1    , ..., 2, 1,   ,0 NjNiz ji  ;    (5.15) 

21
),,2(

1
2
2    , ..., 2, 1,   ,0][ NjNiy ji  ;  (5.16) 

21
),,2(

1
2
21    , ..., 2, 1,   ,0][ NjNiy ji  . (5.17) 

 
В общей сложности, обобщая (5.1)-(5.16) 
имеем  
 

12111121 84484)2(4 NNNNNNNN   
 
уравнений, причем в качестве неизвестных в 
данном случае выступают 18N  компонент 
вектора 1C  (см. формулу (3.13)), а также 

214 NN  значений компонент неизвестных в 
узлах конечноэлементной сетки, аппроксими-
рующей подобласть 2  (компоненты вектора 

2Y ), т.е. общее количество неизвестных также 
составляет 121 84 NNN  . 

Заметим, что условия (5.14) и (5.15) 
являются кинематическими граничными 

условиями и должны быть явно заданы, тогда 
как условия (5.16) и (5.17), напротив, в рам-
ках метода конечных элементов не требуют 
непосредственного задания (естественные 
краевые условия учитываются автоматиче-
ски) при формировании матрицы 2

~K  (в этом 

смысле можно считать, что матрица 2
~K  име-

ет размер ]4[]64[ 21121 NNNNN   и общее 
количество неизвестных вновь равно 

121111121 8428464 NNNNNNNNN  . 
Перепишем последовательно уравнения 
(5.2)-(5.17) в матрично-векторном виде, в 
том числе с учетом (3.13). 
1. Рассмотрим уравнения (5.2)-(5.5). Очевид-
но, их можно записать следующим образом: 
 

  11,211 )0( gxYB b ,             (5.18) 
 

где 

1B  – матрица граничных условий разме-
ра 11 84 NN  , алгоритм формирования кото-
рой указан в таблице 5.1; 

1g  – 14N -мерный 
нулевой вектор, 
 

01 g .                       (5.19) 
 
Подставляя (3.13) в (5.18) будем иметь: 
 

)0()0( 1,211111,211   bb xSBgCxEB   (5.20) 
 

или                                                     
 

111 GCQ  ,                    (5.21) 
где   )0( 1,2111   bxEBQ ; 

   )0( 1,21111   bxSBgG ;   (5.22) 
 

1Q  – матрица размера 11 84 NN  ; 1G  – вектор 
размера 14N . 
2. Рассмотрим уравнения (5.4)-(5.7). Очевид-
но, их можно записать следующим образом: 
 

222,212 )0( YBxYB b   ,            (5.23) 
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Таблица 5.1. Алгоритм заполнения матрицы 

1B . 
№ 
п/п 

Номера заполняемых элементов  
матриц 

Значение элемента  
матрицы 

Соответствующее 
условие 

1 1 ..., 2, ,1   ),12 ,( Niii   1 (5.2)  
2 11  ..., 2, ,1   ),2 ,( NiiiN   1 (5.3) 
3 111  ..., 2, ,1   ),124 ,2( NiiNiN   1 (5.4) 
4 111  ..., 2, ,1   ),24 ,3( NiiNiN   1 (5.5) 

Примечание: Все элементы матрицы 

1B  не указанные в таблице равны нулю. 
 
где 

2B  – матрица граничных условий разме-
ра 11 88 NN  , алгоритм формирования кото-
рой описан в Приложении 1 к настоящей 
статье; 

2B  – матрица граничных условий 
размера 211 48 NNN  , формируемая на осно-
ве метода базисных вариаций в соответствии 
с алгоритмом, описанным в Приложении 2 к 
настоящей статье. 
Подставляя (3.13) в (5.23), получим: 
 

)0()0( 2,2122212,212   bb xSBYBCxYB   
(5.24) 

или                 222,211,2 GYQCQ  ,           (5.25) 

где   )0( 2,2121,2   bxEBQ ;    
 22,2 BQ ;   )0( 2,2122   bxSBG ;   (5.26) 

 
1,2Q  – матрица размера 11 48 NN  ; 2,2Q  – 

матрица размера 211 48 NNN  ; 2G  – вектор 
размера 18N . 
3. Рассмотрим уравнения (5.14)-(5.17). Оче-
видно, их можно записать следующим обра-
зом: 
 

  323 gYB ,                     (5.27) 
 

где 

3B  – матрица граничных условий разме-
ра 211 44 NNN  , алгоритм формирования ко-
торой указан в Приложении 3 к настоящей 
статье; 

3g  – 14N -мерный нулевой вектор, 
 

03 g .                     (5.28) 

Объединяя (5.21), (5.25), (5.1) и (5.27), полу-
чим систему 121 84 NNN   линейных алгеб-
раических уравнений с 121 84 NNN   неиз-
вестными:  
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При составлении глобальной матрицы жест-
кости и глобального вектора правых частей, 
соответствующих подобласти 2  можно сра-
зу учесть граничные условия (5.27). Тогда си-
стему (5.29) можно переписать в виде 
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,       (5.30) 

 
где 2

~~K  – соответствующая «редуцированная» 
глобальная матрица жесткости размером 

]4[)]1(4[ 2121 NNNN  ; 2
~R  – соответствую-

щий )1(4 21 NN -мерный «редуцированный» 
глобальный вектор правых частей. 
После решения данной системы на основа-
нии известных формул дискретно-
континуального метода конечных элементов 
[5,14] и метода конечных элементов [1-4,7-
13,15-24] могут быть найдены искомые пе-
ремещения, изгибающие моменты, крутящие 
моменты и поперечные силы. 
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Рисунок П.1.1. Переход к локальной системе координат  

в сечении дискретно-континуального конечного элемента. 
 
ПРИЛОЖЕНИЕ 1.  
ФОРМИРОВАНИЕ МАТРИЦЫ  
ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ ТИПА  
«ИДЕАЛЬНЫЙ КОНТАКТ»  
В РАМКАХ ДИСКРЕТНО-
КОНТИНУАЛЬНОЙ МОДЕЛИ  
НА ОСНОВЕ МЕТОДА БАЗИСНЫХ  
ВАРИАЦИЙ. 
 
П.1.1. Локальная система координат дис-
кретно-континуального конечного элемен-
та. Восполнение неизвестных на элементе. 
Рассмотрим произвольный ),,2( ji -й дис-
кретно-континуальный конечный элемент 
(рис. П.1.1). В пределах дискретно-
континуального конечного элемента (ДККЭ) 
вводится локальная координата 1] 0,[t .  
Таким образом, переходим от исходной си-
стемы координат к элементной: 

),,(),( 221 xtixx  , т.е. выполняем локальную 
замену переменных внутри элемента. Здесь t  
– локальная координата, введенная по 
направлению оси 1Ox  и связанная с ДККЭ: 
 

] ,[   1], [0,   ;/)( 1,1,11,11  iiii xxxthxxt . 
                    (П.1.1) 

Формула восполнения перемещений на эле-
менте: 
 

,),(   4, 3, 2, ,1             
  ,)(

,121

),1()1(

i

i
jij

xxj
ytNy



  (П.1.2) 

 
где                             
 

]  [)( 4321 i,i,i,i,ii    N   N   NNtNN     (П.1.3) 
 

– матрица функций формы («поперечных») 
по сечению ДККЭ с элементами 
 

32
1, 231)( tttN i  ;   

)2()( 32
2, ttthtN ii  ; 

32
3, 23)( tttN i  ;    

)()( 32
4, tthtN ii  ;          (П.1.4) 
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П.1.2. Аппроксимация частных производных 
от основных неизвестных в пределах дис-
кретно-континуального конечного элемен-
та. 
Выражения для частных производных от не-
известных функций по переменным 1x  и 2x  
записываются следующим образом (ниже 

ixx ,121 ),(  ): 
– частные производные первого порядка 
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– частные производные второго порядка 
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– частные производные третьего порядка 
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где ]  [)()( i,4321 N   N   N   NtN
dt
dtN i,i,i,ii  ; 

(П.1.15) 
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Производные от матрицы функций формы 
(П.1.3) находятся дифференцированием ее 
элементов (П.1.4), т.е. 
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ii htN 6)(4,  .              (П.1.20) 
 

Следовательно, формулы для вычисления 
частных производных четвертого порядка 
имеют вид: 
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П.1.3. Определение приведенных к узлам 
частных производных от основных неиз-
вестных с учетом осреднения. 
Очевидно, что приведенные к узлам значе-
ния частных производных от перемещений 
определяются с учетом соответствующих 
операций осреднения по формулам, являю-
щимся частными случаями (П.1.6)-(П.1.14) и 
(П.1.21)-(П.1.24): 
– частные производные первого порядка 
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– частные производные второго порядка 
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– частные производные третьего порядка 
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– частные производные четвертого порядка 
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Рассмотрим важные частные случаи выше-
приведенных формул. Поясним, что если 

1 ..., 3, ,2  ,0 1,11,1  Niii  , то 
 

4 3, 2, ,1   ,1 ..., ,2   ,0][ )()1(2
1  jNiy i

j ; 
                     (П.1.48) 

4 3, 2, ,1   ,1 ..., ,2   ,0][ 1
)()1(3

1  jNiy i
j ; 

                     (П.1.49) 
3 2, ,1   ,1 ..., ,2   ,0][ 1

)()1(
2

2
1  jNiy i

j ; 
                     (П.1.50) 

3 2, ,1   ,1 ..., ,2   ,0][ 1
)()1(

2
3
1  jNiy i

j ; 
                     (П.1.51) 

2 ,1   ,1 ..., ,2   ,0][ 1
)()1(2

2
2
1  jNiy i

j .                        
(П.1.52) 

 
Очевидно, что если 

1 ..., 3, ,2  ,1 1,11,1  Niii  , то вместо 

формул (П.1.27), (П.1.32), (П.1.35), (П.1.41) и 
(П.1.44) будем иметь (ниже 1 ..., ,2 1  Ni ): 
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В случае 1 ..., 3, ,2  ,1  ,0 1,11,1  Niii   
(дискретно-континуальный элемент 1,1 i  
аппроксимирует «пустоту»), то вместо фор-
мул (П.1.27), (П.1.32), (П.1.35), (П.1.41) и 
(П.1.44) получим (ниже 1 ..., ,2 1  Ni ): 
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               (П.1.62) 
 
В случае 1 ..., 3, ,2  ,0  ,1 1,11,1  Niii   
(дискретно-континуальный элемент 1,1 i  
аппроксимирует «пустоту»), то вместо фор-
мул (П.1.27), (П.1.32), (П.1.35), (П.1.41) и 
(П.1.44) получим (ниже 1 ..., ,2 1  Ni ): 
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3 2, ,1   ,)((1)1][ 2

)1,1(
112

1

)()1(
2

2
1  





jxyN
h

y i
ji

i

i
j ; 

               (П.1.65) 
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2 ,1   ,)((1)1][ 2
)1,1(

212
1

)()1(2
2

2
1  





jxyN
h

y i
ji

i

i
j . 

                (П.1.67) 
 

Если 01,1   (дискретно-континуальный 
элемент 1,1  аппроксимирует «пустоту»), то 
вместо (П.1.28), (П.1.33), (П.1.36), (П.1.42) и 
(П.1.45) получим: 
 
 

0][ )1()1(2
1  jy ,   0][ )1()1(3

1  jy ,   

0][ )1()1(
2

2
1  jy ,   0][ )1()1(

2
3
1  jy , 

0][ )1()1(2
2

2
1  jy ,   4 3, 2, ,1j . (П.1.68) 

 
Если 01,1 1

N  (дискретно-континуальный 
элемент 1,1 1N  аппроксимирует «пустоту»), 
то вместо (П.1.29), (П.1.34), (П.1.37), (П.1.43) 
и (П.1.46) получим: 
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jy ,   0][ )()1(3
1
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N
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2
2
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N

jy ,   4 3, 2, ,1j . (П.1.69) 
 
П.1.4. Аппроксимация изгибающих момен-
тов, поперечных сил, крутящих моментов и 
приведенных поперечных сил в пределах дис-
кретно-континуального конечного элемен-
та. 
После определения (П.1.6)-(П.1.13) и 
(П.1.21)-(П.1.24) выражения для изгибающих 
моментов на элементе на основе известных 
соотношений в пределах элемента i,1  опре-
деляются следующим образом: 
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(П.1.70) 
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(П.1.71) 
где iD ,1  и i,1  – соответственно значение ци-
линдрической жесткости и коэффициента 
Пуассона на дискретно-континуальном ко-
нечном элементе i,1 . 
Очевидно, в частности, что производная по 
переменной 1x  от функции (П.1.71) вычис-
ляется по формуле 
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 (П.1.72) 
 
Поперечные силы в пределах элемента i,1 , в 
свою очередь, вычисляются по формулам: 
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 (П.1.73) 
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  (П.1.74) 
 
Крутящий момент в пределах элемента i,1  
определяется выражением 
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   (П.1.75) 
 

Приведенные поперечные силы в пределах 
элемента i,1 , часто используемые при зада-
нии граничных условий, вычисляются по 
формулам: 
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  (П.1.76) 
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  (П.1.77) 
 

Очевидно, в частности, что производная по 
переменной 1x  от функции (П.1.77) вычис-
ляется по формуле 
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  (П.1.78) 
 

П.1.5. Определение приведенных к узлам зна-
чений изгибающих моментов, поперечных 
сил, крутящих моментов и приведенных по-
перечных сил. 
Приведем ниже формулы для определения 
изгибающих моментов, поперечных сил, 
крутящих моментов и приведенных попе-
речных сил в узлах дискретно-
континуальной модели: 
– внутренние узлы ( 1 ..., 3, ,2 1  Ni ) 
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– граничные узлы ( 1i ) 
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– граничный узел ( 1Ni  ) 
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Поясним, что в частном случае 

1 ..., 3, ,2  ,0 1,11,1  Niii   формулы 
(П.1.77)-(П.1.80) примут вид: 
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Очевидно, в частности, справедливы следу-
ющие формулы для определения функций 
(П.1.72), (П.1.78) в узлах дискретно-
континуальной модели: 
– внутренние узлы ( 1 ..., 3, ,2 1  Ni ) 
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– граничные узлы ( 1i ) 
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– граничный узел ( 1Ni  ) 
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Поясним, что в частном случае 

1 ..., 3, ,2  ,0 1,11,1  Niii   формулы 
(П.1.95) и (П.1.96) примут вид: 
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21  xM i ;         (П.1.101) 
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)()1(
21  xV i .          (П.1.102) 

 
П.1.6. Алгоритм формирования матрицы 
граничных условий типа «идеальный кон-
такт». 
Ниже рассмотрен алгоритм формирования 
матрицы 

2B  при задании условий (5.23) 
описан ниже. 
1. Условиям (5.6)-(5.9) соответствует задание 
части элементов матрицы 

2B  по формуле 
(ниже qp,  – символ Кронекера) 

 

,4 ..., 2, 1,=   ,4 ..., 2, 1,=     
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NqNp
B qpqp 

(П.1.103) 

где                   







 .   ,0 

   ,1 
, qp

qp
qp        (П.1.104) 

2. Последовательно задаются 1 ..., 2, ,1 Nig  . 
Для каждого фиксированного значения gi  
выполняются действия, перечисленные ни-
же. 
2.1. Последовательно задаются 4 ,3 ,2 ,1s . 
Для каждого фиксированного значения s  
выполняются действия, перечисленные ни-
же. 
2.1.1. Последовательно перебираются 

1 ..., 2, ,1 Ni  . Для каждого фиксированного 
значения i  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
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2.1.1.1. Последовательно перебираются 
2 ,1q . Для каждого фиксированного значе-

ния q  выполняются действия, перечислен-
ные ниже. 
2.1.1.1.1. Вычисляется глобальный индекс gj  

 
)1(2)1(2 1  sNiqjg .   (П.1.105) 

 
2.1.1.1.2. В качестве вектора неизвестных 1Y  
(см. (3.10)) задается  
 

gj
eY 1 ,                (П.1.106) 

 
где элементы 18N  вектора 

gj
e  определяются 

по формуле 
 

1, 8 ..., 2, ,1   ,}{ Nke
gjkkgj   .    (П.1.107) 

 
2.1.1.1.3. В соответствии со структурой 
(3.10) вектора неизвестных по соответству-
ющим формулам (П.1.79), (П.1.82), (П.1.83), 
(П.1.86), (П.1.87), (П.1.90), (П.1.91), (П.1.94), 
(П.1.95)-(П.1.101) определяются приведен-
ные к узлу следующие величины: 
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)()1(
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2.1.1.1.4. Соответствующие элементы матри-
цы 

2B  определяются по формулам 
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jiN xVB
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;     (П.1.110) 

)0(][)( 2,2
)()1(

21,72 1


 bi
jiN xVB
gg

.    (П.1.111) 
 
Заметим, что вычисление элементов матри-
цы 

2B  по формулам (П.1.108)-(П.1.111) со-
ответствует заданию граничных условий 
(5.10)-(5.13).  
 

ПРИЛОЖЕНИЕ 2.  
ФОРМИРОВАНИЕ МАТРИЦЫ  
ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ ТИПА  
«ИДЕАЛЬНЫЙ КОНТАКТ» 
В РАМКАХ КОНЕЧНОЭЛЕМЕНТНОЙ 
МОДЕЛИ НА ОСНОВЕ МЕТОДА  
БАЗИСНЫХ ВАРИАЦИЙ 
 
П.2.1. Локальная система координат конеч-
ного элемента. Восполнение неизвестных на 
элементе. 
Рассмотрим произвольный ),,2( ji -й конеч-
ный элемент (рис. П.2.1). Имеет место сле-
дующее соответствие глобальных и локаль-
ных координат узлов элемента: 
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(П.2.1) 
 

Пусть Tttt ]     [ 21  и Txxx ]     [ 21  – векторы 
координат произвольной точки элемента в 
локальной и исходной глобальной системах 
координат ( 1] ,0[  1]; ,0[ 21  tt ). Формула 
преобразования координат на элементе: 
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Поясним, что 
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Рисунок П.2.1. Переход к локальной системе координат  

в сечении дискретно-континуального конечного элемента. 
 

 
Здесь ),,2( ji

nx , ),,2( ji
nt  – векторы координат 

),,2( ji -го узла элемента в глобальной и ло-
кальной системах координат соответственно. 
Функциональная матрица ),( 21 tt  имеет вид: 
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Формула вычисления определителя матрицы 

),( 21 tt : 
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Матрица Якоби ),( 21 tt , определяемая фор-
мулой 
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Вектор неизвестных в ),,2( ji -м узле имеет 
вид (4.10). Вектор неизвестных во всех узлах 
элемента ),,2( ji -го элемента 
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       (П.2.15) 
 
Формула восполнения неизвестных на эле-
менте (ниже jixx ,,221 ),(  ), т.е. формула 
определения соответствующей вектор-
функции неизвестных, имеет вид: 
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),( 21 ttN i  – матрица функций формы (см. 
формулы (П.1.4)),  
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П.2.2. Аппроксимация частных производных 
от вектор-функции основных неизвестных в 
пределах конечного элемента.  
Очевидно, что частные производные первого 
порядка от вектор функции неизвестных 
(П.2.16) по переменным 1t  и 2t  определяются 
по следующим формулам: 
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Имеем: 
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Формула определения частных производных 
от вектор функции неизвестных (П.2.16) по 
переменным 1x  и 2x  имеет вид: 
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Рассмотрим теперь определение частных 
производных второго порядка по перемен-
ным 1x  и 2x . Очевидно, что справедливы ра-
венства 
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Таким образом, окончательно имеем: 
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П.2.4. Аппроксимация изгибающих момен-
тов, поперечных сил, крутящих моментов и 
приведенных поперечных сил в пределах ко-
нечного элемента. 
Формулы для вычисления изгибающих мо-
ментов на элементе на основе известных со-
отношений в пределах элемента ji,,2  опре-
деляются следующим образом: 
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где jiD ,,2  и ji,,2  – соответственно значение 
цилиндрической жесткости и коэффициента 
Пуассона на конечном элементе ji,,2 . 
Очевидно, в частности, что производная по 
переменной 1x  от функции (П.2.55) вычис-
ляется по формуле 
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Поперечные силы в пределах элемента ji,,2 , 
в свою очередь, вычисляются по формулам: 
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Крутящий момент в пределах элемента ji,,2  
определяется следующим выражением 
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Приведенные поперечные силы в пределах 
элемента ji,,2  определяются по формулам: 
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Очевидно, в частности, что производная по 
переменной 1x  от функции (П.1.62) вычисля-
ется по формуле 
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П.2.5. Определение приведенных к узлам зна-
чений изгибающих моментов, поперечных 
сил, крутящих моментов и приведенных по-
перечных сил с учетом осреднения. 
Введем обозначения: 
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1,1,2,,2 2121  NNNN  ;          (П.2.81) 
 
Уточним, что в каждой из рассмотренных 
выше формул при 0,,2 ji  будем иметь 

0,,2 ji . 
Приведем ниже формулы для определения 
изгибающих моментов, поперечных сил, 

крутящих моментов и приведенных попе-
речных сил в узлах дискретно-
континуальной модели (ниже всюду 

2 ,1p ): 
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1 ..., 3, ,2 2  Nj ) 
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– «левая вертикальная граница» 
( 1 ..., 3, ,2   ;1 2  Nji ) 
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– «правая вертикальная граница» 
( 1 ..., 3, ,2   ; 21  NjNi ) 
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– «нижняя горизонтальная граница» 
( 1 ..., 3, ,2 1  Ni ; 1j ) 
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– «верхняя горизонтальная граница» 
( 1 ..., 3, ,2 1  Ni ; 2Nj  ) 
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– «угловые узлы  границы» 
в случае 1i ; 1j  имеем: 
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в случае 1i ; 2Nj   имеем: 
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в случае 1Ni  ; 1j  имеем: 
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в случае 1Ni  ; 2Nj   имеем: 
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Очевидно, в частности, справедливы следу-
ющие формулы для определения функций 
(П.2.57), (П.2.63) в узлах дискретно-
континуальной модели: 
– внутренние узлы ( 1 ..., 3, ,2 1  Ni ; 

1 ..., 3, ,2 2  Nj ) 
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– «левая вертикальная граница» 
( 1 ..., 3, ,2   ;1 2  Nji ) 
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– «правая вертикальная граница» 
( 1 ..., 3, ,2   ; 21  NjNi ) 
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– «нижняя горизонтальная граница» 
( 1 ..., 3, ,2 1  Ni ; 1j ) 
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– «верхняя горизонтальная граница» 
( 1 ..., 3, ,2 1  Ni ; 2Nj  ) 
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– «угловые узлы  границы» 
в случае 1i ; 1j  имеем: 
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в случае 1i ; 2Nj   имеем: 
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в случае 1Ni  ; 1j  имеем: 
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в случае 1Ni  ; 2Nj   имеем: 
 

;)1,1]([     

][

1,1,2
)1,1,2(

21,,2

),()2(
21

21

21

21

21








NN
NN

NN

NN

M
M


 

       (П.2.134) 

.)1,1]([     

][

1,1,2
)1,1,2(

21,,2

),()2(
21

21

21

21

21








NN
NN

NN

NN

V
V


 

         (П.2.135) 
 
П.1.4. Алгоритм формирования матрицы 
граничных условий типа «идеальный кон-
такт». 
Ниже рассмотрен алгоритм формирования 
матрицы 

2B  при задании условий (5.21) 
описан ниже. 
1. Элементы матрицы 

2B  определяются по 
формуле 
 

.4 ..., 2, 1,=   ,4 ..., 2, 1,= 
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211
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 (П.2.136) 

 

Заметим, что вычисление элементов матри-
цы 

2B  по формуле (П.2.136) соответствует 
заданию граничных условий (5.6)-(5.9). 
2. Последовательно задаются 1 ..., 2, ,1 Nig  . 
Для каждого фиксированного значения gi  
выполняются действия, перечисленные ни-
же. 
2.1. Последовательно перебираются 

11  ..., 2, ,1 Nj  . Для каждого фиксированного 
значения 1j  выполняются действия, пере-
численные ниже. 
2.1.1. Последовательно перебираются 

22  ..., 2, ,1 Nj  . Для каждого фиксированного 
значения 2j  выполняются действия, пере-
численные ниже. 
2.1.1.1. Последовательно задаются 

4 ,3 ,2 ,1q . Для каждого фиксированного 
значения s  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
2.1.1.1.1. Вычисляется глобальный индекс gj  
 

)1(4)1(4 211  jNjqjg ;    (П.2.138) 
 

2.1.2.1.2. В качестве вектора неизвестных 2Y  
(см. (4.9)) задается  
 

gj
eY 2 .                 (П.2.139) 

 
где элементы 214 NN  вектора 

gj
e  определя-

ются по формуле 
 

21, 4 ..., 2, ,1   ,}{ NNke
gjkkgj   .   (П.2.140) 

 
2.1.2.1.3. В соответствии со структурой (4.9) 
вектора неизвестных по формулам (П.2.82), 
(П.2.85), (П.2.86), (П.2.89), (П.2.90), (П.2.93), 
(П.2.94), (П.2.97), (П.2.98), (П.2.101), 
(П.2.102), (П.2.105), (П.2.106), (П.2.109), 
(П.2.110), (П.2.113), (П.2.114), (П.2.117)-
(П.2.135) определяются приведенные к узлу 
следующие величины: 

),()2(
2 ][ jiM ,  ),()2(

2 ][ jiV ,  ),()2(
21 ][ jiM ,  ),()1(

21 ][ jiV . 
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2.1.1.1.4. Соответствующие элементы матри-
цы 

2B  определяются по формулам 
 

),()1(
2,42

21

1
][)( jj

jiN MB
gg


 ;        (П.2.141) 
),()1(

21,52
21

1
][)( jj

jiN MB
gg



 ;     (П.2.142) 
),()1(

2,62
21

1
][)( jj

jiN VB
gg


 ;       (П.2.143) 
),()1(

21,72
21

1
][)( jj

jiN VB
gg



 .      (П.2.144) 
 

Заметим, что вычисление элементов матри-
цы 

2B  по формулам (П.2.141)-(П.2.144) со-
ответствует заданию граничных условий 
(5.10)-(5.13). 
 
 
ЗАМЕЧАНИЕ 
 
Исследование выполнено за счет средств 
Государственной программы Российской 
Федерации «Развитие науки и технологий» 
на 2013-2020 годы в рамках Плана фунда-
ментальных научных исследований Мини-
стерства строительства и жилищно-
коммунального строительства Российской 
Федерации на 2016 год, тема 7.1.1 «Разра-
ботка многоуровневого подхода к исследо-
ванию напряженно-деформированного со-
стояния конструкций в рамках единой 
иерархически выстроенной расчетной моде-
ли на основе совместного применения дис-
кретно-континуального метода конечных 
элементов и метода конечных элементов». 
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Аннотация: В настоящей статье приводится обзор нормативно-методической литературы в области мо-
ниторинга зданий и сооружений, в том числе рассмотрены вопросы развития соответствующего норма-
тивно-методического обеспечения, современное состояние проблемы и указаны требования к организа-
циям, выполняющим проектирование систем мониторинга инженерных сооружений. 
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Само понятие «мониторинг технического со-
стояния зданий» появилось в профессио-
нальной практике уже относительно давно 
[12]. Более того, в последние годы проблема 
мониторинга несущих конструкций уникаль-
ных зданий на стадиях их строительства и 
эксплуатации приобретает особое значение, 
важность которого уже признали проекти-
ровщики, строители и специалисты надзор-
ных организаций. Тем не менее, единого 
мнения и алгоритма ее решения до сих пор не 

выработано. Не секрет, хотя это и печально, 
что сегодня система мониторинга многих 
уже возведенных уникальных зданий суще-
ствует лишь на бумаге, утвержденной Госу-
дарственной Экспертизой (госэкспертизой). 
В настоящей статье рассматриваются вопро-
сы развития нормативного обеспечения во-
просов мониторинга зданий и сооружений в 
Российской Федерации, анализируется со-
временное состояние вопроса, указываются 
перспективные направления развития. 
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1. РАЗВИТИЕ НОРМАТИВНОГО  
ОБЕСПЕЧЕНИЯ МОНИТОРИНГА 
ЗДАНИЙ И СООРУЖЕНИЙ 

 
В соответствии с Московскими городскими 
строительными нормами МГСН 2.07-97 
«Основания, фундаменты и подземные со-
оружения» [26] в процессе строительства 
нового здания и в начальный период эксплу-
атации существующих ответственных под-
земных и заглубленных сооружений обяза-
тельными являются натурные наблюдения 
(мониторинг) на строительной площадке, 
при этом в состав соответствующего проекта 
необходимо включать раздел «Система мо-
ниторинга на площадке», и к составлению 
этого раздела должны привлекаться специа-
лизированные организации. Мониторинг сле-
дует проводить по специально разработан-
ному проекту или программе. 
В 1998 году в рамках развития [26], а также 
других нормативных документов, по поруче-
нию Москомархитектуры (Правительство 
Москвы), были разработаны Рекомендации 
по обследованию и мониторингу техниче-
ского состояния эксплуатируемых зданий, 
расположенных вблизи нового строитель-
ства или реконструкции [32]. Появление 
указанных рекомендаций было обусловлено 
актуальностью соответствующей проблемати-
ки для крупнейшего российского мегаполиса.  
Как показывает опыт, пренебрежение осо-
быми условиями соответствующего строи-
тельства может приводить, например, к по-
явлению в стенах ранее построенных зданий 
трещин, перекосов проемов и лестничных 
маршей, к сдвигу плит перекрытий, разру-
шению строительных конструкций, т.е., по 
существу, к нарушению нормальной эксплу-
атации зданий, а иногда даже к авариям. 
Опасность возникновения подобных явлений 
существенно возрастает в условиях плотной 
окружающей застройки и наличия сложных 
и неблагоприятных инженерно-
геологических условий вследствие развития 
целого ряда негативных природных и техно-
генных процессов (здесь, в частности, име-

ются в виду эрозии, оползни, карстово-
суффозионные явления, оседания земной по-
верхности, изменение гидрогеологических 
условий и связанное с ним подтопление или 
осушение застроенных территорий). Все пе-
речисленное приводит к увеличению риска 
возникновения чрезвычайных ситуаций. 
При намечаемом новом строительстве на за-
строенной территории должен быть решен 
вопрос об обследовании этих зданий в зоне 
влияния нового строительства. Поясняется 
[32], что рядом расположенным зданием 
считается существующее здание, находящее-
ся в зоне влияния осадок фундаментов ново-
го здания или в зоне влияния производства 
работ по строительству нового здания на де-
формации основания и конструкций суще-
ствующего (зона влияния определяется в 
процессе проектирования). 
В [32] отмечается необходимость комплекс-
ного мониторинга состояния окружающей 
среды на стадиях инженерно-геологических 
и экологических изысканий, строительства и 
эксплуатации зданий и сооружений. 
Мониторинг эксплуатируемых зданий – это 
комплексная система, предназначенная для 
обеспечения надежности зданий и сооруже-
ний, находящихся в зоне влияния вновь 
строящихся объектов, и сохранения окружа-
ющей среды [32]. 
Цель мониторинга – оценка воздействия но-
вого строительства или реконструкции на 
окружающие здания и сооружения, на атмо-
сферную, геологическую и гидрогеологиче-
скую среду в период строительства и после-
дующие годы эксплуатации, разработка про-
гноза изменений их состояния, своевремен-
ное выявление дефектов, предупреждение и 
устранение негативных процессов, уточне-
ние результатов прогноза и актуализация 
(корректировка) проектных решений. 
Задачи мониторинга – разработка решений 
по обеспечению сохранности и надежности 
эксплуатации существующих зданий и со-
оружений, недопущению негативных изме-
нений окружающей среды, предупреждению 
и устранению дефектов конструкций, а так-
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же осуществление контроля за выполнением 
принятых решений. 
В процессе мониторинга должен рассматри-
ваться весь комплекс статических, динами-
ческих и техногенных воздействий, приво-
дящих к качественному и количественному 
изменению характеристик состояния эксплу-
атируемых зданий и сооружений под воздей-
ствием нового строительства или рекон-
струкции, их пригодность к эксплуатации. В 
случае необходимости должны разрабаты-
ваться также конструктивные или другие 
меры защиты для обеспечения их эксплуата-
ционной надежности [32]. 
Мониторинг является составной частью ра-
бот научно-технического сопровождения но-
вого строительства или реконструкции объ-
екта, которые должна осуществлять по тех-
ническому заданию заказчика специализиро-
ванная организация, занимающаяся вопро-
сами геотехнических исследований, разра-
ботки проектных решений и технологии вы-
полнения работ [32]. 
По функциональному назначению монито-
ринг, следуя [32], включает следующие под-
разделы: 
 объектный, включающий все виды 

наблюдений за состоянием оснований, 
фундаментов и несущих конструкций 
самого объекта нового строительства 
или реконструкции, окружающих его 
зданий и подземных сооружений, а так-
же объектов инфраструктуры; 

 геолого-гидрологический, включающий 
системы режимных наблюдений за изме-
нением состояния грунтов, уровней и со-
става подземных вод и за развитием де-
структивных процессов (эрозии, оползней, 
карстово-суффозионных явлений, оседа-
ния земной поверхности и др., а также за 
состоянием температурного, электриче-
ского и других физических полей); 

 эколого-биологический, включающий си-
стемы наблюдений за изменением окру-
жающей природной среды, радиацион-
ной обстановки и др.; 

 аналитический, включающий анализ и 
оценку результатов наблюдений, выпол-
нение расчетных прогнозов, сравнение 
прогнозируемых величин параметров с ре-
зультатами измерений, разработку меро-
приятий по предупреждению или устране-
нию негативных последствий вредных 
воздействий и недопущению увеличения 
интенсивности этих воздействий. 

Дополнительно мониторинг включает сле-
дующие мероприятия [32]: 
 разработка требований к объему и соста-

ву дополнительных инженерно-геологи-
ческих изысканий, необходимых для вы-
полнения расчетных прогнозов; 

 разработка требований к техническому 
состоянию зданий и сооружений; 

 разработка требований по величинам 
допустимых предельных и неравномер-
ных деформаций зданий и сооружений; 

 расчет действующих величин нагрузок на 
фундаменты, расчет фактического давле-
ния на грунт по подошве фундамента и 
сравнение его с расчетным сопротивле-
нием грунта основания по [26,35]; 

 расчет нагрузок на свайные фундаменты 
по [26,33,36]; 

 сбор и анализ технических данных по 
конструкциям подземной и надземной 
частей зданий и сооружений; 

 анализ проекта или технической доку-
ментации по усилению оснований и 
фундаментов существующей застройки. 

Методы и технические средства мониторин-
га назначаются в зависимости от уровня от-
ветственности существующих сооружений, 
их конструктивных особенностей, способов 
возведения новых объектов, геологических и 
гидрогеологических условий площадки, 
плотности существующей застройки, экс-
плуатационных требований к сооружениям в 
соответствии с результатами геотехническо-
го прогноза. 
Осуществление мониторинга включает не-
сколько этапов [32]: 
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 теоретические расчеты возможных де-
формаций грунтов оснований и фунда-
ментов вновь строящегося объекта; 

 оценка влияния нового строительства и 
производства работ на существующие 
здания и сооружения; 

 разработка системы наблюдений для 
проверки в натуре действительного воз-
действия нового строительства на суще-
ствующие здания и сооружения; 

 установка приборов в натуре; 
 осуществление мониторинга в ходе 

строительства, в первый и последующие 
годы эксплуатации до стабилизации 
процессов в основании. 

В соответствии с [32] мониторинг целесооб-
разно осуществлять с использованием ком-
плексной автоматизированной программы, 
позволяющей оперативно выявлять все воз-
никающие отклонения, устанавливать необ-
ходимые взаимосвязи и регулировать весь 
процесс в целом. 
Общие требования к мониторингу [35]: 
 при выборе системы наблюдений необ-

ходимо учитывать величины расчетных 
прогнозов скорости протекания процес-
сов и их изменение во времени, продол-
жительность измерений, ошибки изме-
рений за счет изменения погодных усло-
вий, а также влияния аномалий геофизи-
ческих, температурных, электрических и 
других полей; 

 точность систем наблюдений и методов 
контроля должны обеспечивать достовер-
ность получаемой информации, результа-
тов измерений и согласованность их с 
расчетными прогнозами, а также соответ-
ствовать требованиям к увязке между со-
бой данных отдельных систем наблюде-
ний в пространстве и во времени; 

 при проведении длительных мониторин-
говых наблюдений необходимо обеспе-
чивать при изменении внешних условий 
стабильность параметров измерительных 
устройств; 

 используемые для наблюдений приборы и 
оборудование должны быть сертифициро-

ваны или проверены и аттестованы в со-
ответствии с установленном порядком; 

 выбор точек измерений необходимо 
производить согласно рекомендациям 
[14], причем на участках с наибольшей 
интенсивностью изменения наблюдае-
мых величин количество точек измере-
ния должно быть увеличено, а частота 
наблюдений должна быть согласована со 
скоростью наблюдаемых процессов. 

В результате проведения мониторинга долж-
ны быть определены условия, обеспечиваю-
щие выполнение основных эксплуатацион-
ных требований к объекту и окружающей 
среде в соответствии с [35,36,37,39-41]. Схема 
технологического процесса проведения опе-
раций мониторинга приведена на рис. 1 [32]. 
На стадии проектирования должны быть 
определены основные эксплуатационные тре-
бования к объектам, прогноз расчетных вели-
чин деформаций и усилий, программа наблю-
дений, а также разработаны системы наблю-
дений. На стадии строительства или рекон-
струкции выполняются установка систем 
наблюдений и производство наблюдений. 
При производстве наблюдений осуществля-
ется сравнение расчетных и наблюдаемых 
величин деформаций и усилий и оценка при-
нятых критериев выполнения эксплуатаци-
онных требований на основе результатов 
сравнения. В необходимых случаях произво-
дится корректировка критериев выполнения 
эксплуатационных требований, а также раз-
работка дополнительных мероприятий по 
обеспечению эксплуатационной надежности 
расположенных вблизи строящегося или ре-
конструируемого объекта зданий и сооруже-
ний. После выполнения дополнительных ме-
роприятий производится проверка выполне-
ния эксплуатационных требований за период 
наблюдений. 
Вступление в действие Федерального закона 
от 27.12.2002 №184-ФЗ  «О техническом 
регулировании» [46] привело к фактической 
отмене действовавших нормативных доку-
ментов в области строительства, которые 
стали носить рекомендательный характер. 
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Рисунок 1. Схема технологического процесса проведения операций мониторинга [32]. 

 
Порядок обследования и мониторинга тех-
нического состояния зданий и сооружений в 
г. Москве был также регламентирован Мос-
ковскими городскими строительными 
нормами МГСН 2.10-04. «Предпроектные 
комплексные обследования и мониторинг 

зданий и сооружений для восстановления, 
реконструкции и капитального ремонта» 
[27]. Данные нормы не только регламенти-
руют, в частности, порядок, объемы и каче-
ство работ по мониторингу технического со-
стояния зданий и сооружений, но и опреде-
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ляют форму представления соответствую-
щих заключений и перечень соответствую-
щих приложений, обосновывающих выводы 
заключений. 
Нормы [27], разработанные для Москвы, рас-
пространяются, в том числе, на проведение 
перечисленных ниже работ (и не распростра-
няются на виды мониторинга технического 
состояния, отличные от нижеперечисленных): 
1. Работы по общему мониторингу техниче-
ского состояния зданий и сооружений горо-
да для выявления объектов, изменивших 
свое напряженно-деформированное состоя-
ние (НДС) и требующих обследования тех-
нического состояния. Здесь, как правило, не 
проводят обследования технического состо-
яния зданий и сооружений в полном объеме, 
а выполняют лишь визуальный осмотр кон-
струкций с целью приблизительной оценки 
категории технического состояния, измеря-
ют динамические параметры этих зданий и 
сооружений и составляют паспорт здания 
или сооружений [27]. 
2. Работы по мониторингу технического 
состояния зданий и сооружений, попадаю-
щих в зону влияния строек и природно-
техногенных воздействий, для обеспечения 
безопасной эксплуатации этих объектов, при 
этом такой мониторинг планируется заранее 
до начала строительства или ожидаемого 
природно-техногенного воздействия. Реали-
зация целей мониторинга здесь осуществля-
ется за счет: 
 определения абсолютных и относитель-

ных величин деформаций конструкций 
зданий и сооружений и сравнения их с 
расчетными и допустимыми значениями; 

 выявления причин возникновения и сте-
пени опасности деформаций для нор-
мальной эксплуатации объектов; 

 принятию своевременных мер по борьбе 
с возникающими деформациями или по 
устранению их последствий; 

 уточнения расчетных данных и физико-
механических характеристик грунтов; 

 уточнения расчетных схем для различ-
ных типов зданий, сооружений и комму-
никаций; 

 установления эффективности принимае-
мых профилактических и защитных ме-
роприятий; 

 уточнения закономерностей процесса 
сдвижения грунтовых пород и зависимо-
стей его параметров от основных влия-
ющих факторов. 

3. Работы по мониторингу технического 
состояния зданий и сооружений, находя-
щихся в ограниченно работоспособном или 
аварийном состоянии, для оценки их теку-
щего технического состояния и проведения 
мероприятий по устранению аварийного со-
стояния. Здесь контролируют процессы, про-
текающие в конструкциях объектов и грунте, 
до и во время их восстановления или усиле-
ния, при этом на каждой стадии такого мо-
ниторинга: 
 определяют текущие динамические па-

раметры объекта и сравнивают их с ана-
логичными, измеренными на предыду-
щем этапе; 

 фиксируют степень изменения ранее вы-
явленных дефектов и повреждений кон-
струкций объекта и выявляют вновь по-
явившиеся дефекты и повреждения; 

 производят повторные, необходимые 
измерения деформаций, наклонов, про-
гибов и т.п. и сравнивают их с получен-
ными на предыдущем этапе аналогич-
ными величинами; 

 анализируют полученную на этапе ин-
формацию и делают заключение о теку-
щем техническом состоянии объекта. 

4. Работы по мониторингу технического 
состояния особых, в том числе высотных, 
зданий и сооружений для контроля состоя-
ния несущих конструкций и предотвращения 
катастроф, связанных с их обрушением. Со-
став работ по данному виду мониторинга 
применительно к несущим конструкциям ре-
гламентируется индивидуальными програм-
мами проведения измерений и анализа со-
стояния несущих конструкций в зависимости 



А.М. Белостоцкий, П.А. Акимов 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 48 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

от технического решения здания или соору-
жения, его деформационного состояния, от-
ветственности и уникальности. Используют-
ся специальные методы раннего выявления и 
локализации мест изменения НДС конструк-
ций с последующим традиционным обследо-
ванием технического состояния выявленных 
опасных участков конструкций.  
Следует отметить, что в эксплуатируемом 
многофункциональном высотном здании [20] 
доступ к большей части несущих конструк-
ций, как правило, существенно ограничен. В 
этой связи, очевидно, возникают определен-
ные трудности контроля соответствующих 
конструкций с помощью традиционных ме-
тодов визуального и инструментального ис-
следований (по существу, эти методы 
[11,18,30] оказываются экономически мало-
пригодными в силу их чрезмерной трудоем-
кости и высокой стоимости выполнения 
большого объема обследований). Кроме того, 
если в зданиях меньшей этажности деформи-
рование несущих конструкций обусловлено в 
основном неравномерностью просадок раз-
личных частей здания, то в высотных суще-
ственное влияние на НДС несущих кон-
струкций оказывают наклоны и ветровые 
нагрузки, что создает большую рассеянность 
мест накопления деформационных повре-
ждений в этих конструкциях [45]. 
Для осуществления контроля и ранней диа-
гностики технического состояния несущих 
конструкций особого здания или сооружения 
предусматривается обязательная установка 
стационарной станции мониторинга техни-
ческого состояния, которая должна обеспе-
чивать в автоматизированном режиме (при 
проведении периодических измерений) вы-
явление изменения НДС конструкций с ло-
кализацией их опасных участков и опреде-
ление уровня наклонов здания или сооруже-
ния [27]. 
Периодичность измерений на стационарной 
станции мониторинга технического состоя-
ния определяется службой эксплуатации в 
зависимости от состояния конкретного объ-
екта (срока эксплуатации, отступлений от 

первоначального проекта, реальной ситуа-
ции на объекте, состояния и уровня внешних 
воздействий и т.д.), но не должна быть реже 
раза в год [27]. 
После выявления мест изменения НДС кон-
струкций осуществляют обследования с по-
мощью традиционных методов этих частей и 
по их результатам делают выводы о техниче-
ском состоянии конструкций, причинах из-
менения их НДС и необходимости принятия 
каких либо мер по восстановлению или уси-
лению конструкций [27]. 
В качестве дополнительного элемента кон-
троля аварийных ситуаций несущих кон-
струкций особых зданий или сооружений, в 
основном связанных с динамическими пере-
напряжениями элементов несущих кон-
струкций, устанавливаются датчики, настро-
енные на предельные значения деформаций 
и наклонов, подающие необходимые сигна-
лы в диспетчерскую службы эксплуатации 
объекта и систему ГОЧС Москвы [27]. 
В [27] используются перечисленные ниже 
определения использовавшихся выше понятий. 
Мониторинг технического состояния зданий 
и сооружений, попадающих в зону влияния 
строек и природно-техногенных воздей-
ствий – система наблюдения и контроля, 
проводимая по определенной программе на 
объектах, попадающих в зону влияния стро-
ек и природно-техногенных воздействий, для 
контроля их технического состояния и свое-
временного принятия мер по устранению 
возникающих негативных факторов, веду-
щих к ухудшению этого состояния. 
Мониторинг технического состояния зданий 
и сооружений, находящихся в ограниченно 
работоспособном или аварийном состоянии 
– система наблюдения и контроля, проводи-
мая по определенной программе для отсле-
живания степени и скорости изменения тех-
нического состояния объекта и принятия, в 
случае необходимости, экстренных мер по 
предотвращению его обрушения, действую-
щая до момента приведения объекта в рабо-
тоспособное техническое состояние. 
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Мониторинг технического состояния осо-
бых зданий и сооружений – система наблю-
дения и контроля, проводимая по опреде-
ленной программе для обеспечения их без-
опасного функционирования за счет свое-
временного обнаружения на ранней стадии 
негативного изменения НДС конструкций и 
грунтов оснований, которые могут повлечь 
переход объектов в ограниченно работоспо-
собное или в аварийное состояние. 
Отмечено [27], что мониторинг техническо-
го состояния зданий и сооружений должен 
производиться специализированными орга-
низациями, оснащенными современной при-
борной базой и имеющими в своем составе 
высококвалифицированных и опытных спе-
циалистов. 
В результате проведения каждого этапа мо-
ниторинга должна быть получена информа-
ция достаточная для обоснованного заклю-
чения о текущем техническом состоянии 
здания или сооружения и выдачи кратко-
срочного прогноза о его состоянии на бли-
жайший период. Первоначальным этапом 
всех видов мониторинга технического состо-
яния зданий и сооружений (за исключением 
общего мониторинга технического состоя-
ния зданий и сооружений города) является 
обследование технического состояния этих 
зданий и сооружений (на этом этапе уста-
навливают категории технического состоя-
ния зданий и сооружений, фиксируют де-
фекты конструкций, за изменением состоя-
ния которых, а также возникновением новых 
дефектов и осуществляют наблюдения при 
мониторинге). 
В Московских городских строительных 
нормах МГСН 4.19-05 «Временные нормы 
и правила проектирования многофункцио-
нальных высотных зданий и зданий-
комплексов» [28], разработанном в соответ-
ствии с городской программой высотного 
строительства «Новое  кольцо  Москвы», 
были установлены нормы проектирования, 
экспертизы и разработки технических усло-
вий на  отдельно стоящие или находящиеся в 
составе многофункциональных комплексов 

здания  высотой от 75 до 400 метров. Кроме 
в [28] был впервые предусмотрен и предло-
жен ряд технических решений, направлен-
ных на организацию обязательной постоян-
ной станции мониторинга деформационного 
состояния несущих конструкций высотных 
зданий. Зафиксированные изменения пара-
метров деформационного состояния несу-
щих конструкций объекта или отклонения 
его от вертикали на величину, превышаю-
щую установленный допуск, автоматически 
передаются в центр управления. Возрожде-
ние практики высотного строительства в 
Москве сопровождалось также принятием 
нормативных требований оснащения зданий 
датчиками инструментального контроля ко-
лебаний сейсмометрами [19]. 
Следует отметить, что с появлением [28] ор-
ганизация мониторинга стала обязательным 
этапом в высотном домостроении, а разрабо-
танные нормы в целом имели обязательный 
характер для  применения организациями,  
частными лицами и объединениями. 
В условиях, когда города и тем более мега-
полисы начали переживать так называемый 
«строительный бум», а увеличение этажно-
сти зданий стало общемировой тенденцией, 
в Санкт-Петербурге появился документ Тер-
риториальные строительные нормы: TCH 
31-332-2006 «Жилые и общественные вы-
сотные здания» [42], регламентирующий 
проектирование высотных жилых и обще-
ственных зданий высотой до 150 метров 
(жилые здания высотой более 75 метров, 
общественные здания – более 50 метров), а 
также комплексов таких зданий, возводимых 
на территории г. Санкт-Петербурга. Данные 
нормы разработаны с учетом соответствую-
щей нормативной литературы для г. Москвы, 
в частности [28]. В [42] отмечено, что при 
проектировании, строительстве и эксплуата-
ции высотных зданий должны проводиться 
научно-техническое сопровождение, геотех-
нический мониторинг в том числе в части 
наблюдения за осадками строящегося здания 
и окружающей застройки, опасными инже-
нерно-геологическими процессами с опреде-



А.М. Белостоцкий, П.А. Акимов 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 50 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

лением предельных значений допускаемых 
перемещений) и мониторинг состояния ос-
новных несущих конструкций (во время 
строительства и эксплуатации). Также под-
черкивается необходимость создания стаци-
онарных станций мониторинга деформаци-
онного состояния несущих конструкций вы-
сотных зданий, приводятся требования к 
точности средств измерения, причем сами 
соответствующие приборы и программы мо-
ниторинга назначаются для каждого здания 
индивидуально. 
Оборудование стационарной станции мони-
торинга деформационного состояния несу-
щих конструкций высотного здания должно 
предусматривать выявление мест накопле-
ния повреждений за счет анализа передаточ-
ных функций для различных частей здания и 
измерения наклонов здания. 
Согласно [42], в рамках соответствующего 
проектного решения необходимо обеспечить 
оборудование мест установки измеритель-
ных пунктов станции для размещения при-
боров, измеряющих колебания конструкций 
(размером 500х500х500 миллиметров) на не-
сущих конструкциях здания через каждые 5 
этажей, начиная с нижнего подземного эта-
жа, вблизи: 
 центральной вертикальной оси здания, 

если оно имеет простую, симметричную 
форму в плане (параллелепипед, призма, 
цилиндр, конус); 

 центральных вертикальных осей частей 
здания, на которое оно может быть под-
разделено, если имеет сложную форму в 
плане (в этом случае измерительные 
пункты должны располагаться на одном 
уровне по вертикали для всех частей 
здания, в связи с этим допускается 
уменьшение количества этажей между 
измерительными пунктами). 

Отдельно должны быть оборудованы изме-
рительные пункты станции для установки 
приборов, измеряющих наклоны здания. Эти 
пункты устанавливаются на самом нижнем 
подземном этаже здания в пяти точках для 
простых симметричных зданий (параллеле-

пипед, призма, цилиндр, пирамида, конус) и 
в пяти точках для каждой части сложного в 
плане здания [42]. 
Измерительные пункты станции для уста-
новки приборов, фиксирующих наклоны 
здания, располагаются симметрично по от-
ношению к вертикальной оси здания на мак-
симальном удалении от нее, но не ближе 2 
метров от наружных стен, вдоль продольной 
и поперечной осей здания. Один измери-
тельный пункт оборудуется в центре плана 
здания на пересечении его горизонтальных 
осей. Таким образом, вдоль каждой горизон-
тальной оси здания располагается три изме-
рительных пункта. 
Мониторинг осадочных явлений зданий 
должен проводиться снаружи здания не реже 
одного раза в год в течение 5 лет. Осадочные 
знаки (марки) размещаются по периметру 
здания с шагом 6-7 метров. Допустимые по-
грешности измерений составляют: для вер-
тикальных перемещений – 1 миллиметр; для 
горизонтальных перемещений – 2 миллимет-
ра; для кренов – 0.000055Н (где Н – высота 
зданий). Крены здания фиксируются по вза-
имно перпендикулярных направлениях. 
В Технических рекомендациях ТР 182-08 
«Технические рекомендации по научно-
техническому сопровождению и монито-
рингу строительства большепролетных, 
высотных и других уникальных зданий и 
сооружений» [44] рассмотрена методология 
научно-технического сопровождения строи-
тельства (НТСС) и мониторинга особо ответ-
ственных конструкций, узлов, соединений 
при возведении уникальных объектов. Для 
этого предложен перечень процедур, направ-
ленных на организацию надлежащего каче-
ства работ на основе использования передо-
вых технологий производства мониторинга 
для отслеживания технического состояния 
конструкций и их возможных деформаций. 
В числе приведенных в [44] терминов и 
определений следует отметить, перечислен-
ные ниже. 
Научно техническое сопровождение строи-
тельства (НТСС) – комплекс работ научно-
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методического, экспертно-контрольного, 
информационно-аналитического и организа-
ционно-правового характера, выполняемых 
для обеспечения качества и безопасности 
при строительстве и последующей эксплуа-
тации зданий и сооружений. 
Мониторинг в ходе строительства – систе-
матическое и (или) периодическое слежение 
(наблюдение) за процессом строительства, 
деформациями конструкций или частей зда-
ния и объекта в целом, а также за состоянием 
грунтов, оснований и окружающей застрой-
ки в зоне строительства, своевременная фик-
сация и оценка отступлений от проекта, 
нормативных документов, прогнозирование 
взаимного влияния объекта и окружающей 
среды в будущем, обеспечение адекватной 
обратной связи для своевременного выявле-
ния фактических изменений, предупрежде-
ния негативных процессов и устранения их 
последствий. 
Автоматизированная система (станция) мо-
ниторинга технического  состояния несущих 
конструкций – совокупность технических и 
программных средств, связанных между со-
бой проводными или беспроводными линия-
ми связи, и позволяющая в режиме реального 
времени осуществлять сбор и обработку ин-
формации о различных параметрах строи-
тельных конструкций (геодезические, дина-
мические, деформационные и др.) для оценки 
технического состояния объектов. 
Математическая (компьютерная) модель 
зданий и сооружений – представление зда-
ний и сооружений в виде конечноэлемент-
ной схемы для проведения численных расче-
тов для решения комплекса задач, возника-
ющих при проектировании, строительстве и 
реконструкции зданий и сооружений, в том 
числе для определения рациональной струк-
туры автоматизированной системы монито-
ринга и объективного анализа результатов. 
В числе основных работ при проведении мо-
ниторинга указаны в том числе рассмотрен-
ные ниже [44]. 
1. Геотехнический мониторинг. Цели гео-
технического мониторинга: своевременное 

выявление и контроль над развитием откло-
нений в поведении грунтов основания, кон-
структивных элементов ограждений (креп-
лений) котлована; контроль над состоянием 
конструкций строящегося здания и кон-
струкций зданий, расположенных в зоне 
влияния нового строительства; корректиров-
ка или разработка специальных проектных 
решений при обнаружении отклонений от 
проекта, обеспечивающих сохранность при-
роды и среды жизнедеятельности в период 
строительства и после его завершения. 
Система геотехнического мониторинга за 
строительством объекта и прилегающего к 
нему подземного пространства, а также за 
зданиями и сооружениями, окружающими 
строительную площадку, разрабатывается в 
проекте строительства и должна включать 
несколько локальных подсистем наблюдений, 
частично контролирующих друг друга: визу-
альные наблюдения; геодезические инстру-
ментальные наблюдения; геофизические ин-
струментальные наблюдения; инженерно-
геологические исследования; наблюдения за 
изменением гидрогеологического режима 
подземных вод; наблюдения за состоянием 
окружающей среды. Для каждой локальной 
подсистемы создается рабочая программа, в 
которой отражается объем и состав работ с 
обоснованием перечня измеряемых парамет-
ров. Геотехнический мониторинг должен 
быть увязан с системами мониторинга строя-
щихся подземных и надземных конструкций. 
2. Систематическое наблюдение за техниче-
ским состоянием и деформациями здания в 
процессе строительства. Составление про-
гноза осадок и кренов фундаментов. 
3. Мониторинг несущих конструкций, т.е. 
мониторинг особо ответственных конструк-
ций, в том числе, измерение деформаций в 
процессе раскружаливания или снятия опор 
большепролетных конструкций, наблюдение 
за общими деформациями здания и отдель-
ных элементов и за трещинами, образовав-
шимися в процессе строительства [22]. 
Мониторинг несущих конструкций зданий и 
сооружений в процессе строительства ведет-
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ся в соответствии с программой, разрабаты-
ваемой до начала строительных работ, орга-
низацией, проводящей мониторинг совмест-
но с проектировщиком и при участии орга-
низации, осуществляющей НТСС. 
В программе мониторинга должны быть ука-
заны: 
 наиболее ответственные конструкции, 

узлы и соединения, подлежащие мони-
торингу; 

 параметры, требующие контроля и их 
расчетные (контрольные) значения, 
определяемые на основании норматив-
ных документов, проекта и результатов 
математического (компьютерного) мо-
делирования с использованием сертифи-
цированных программных средств; 

 состав работ и выбор системы наблюде-
ния, методов и объемов контрольных 
операций; 

 состав и описание оборудования и про-
граммного обеспечения для проведения 
работ. 

В [44] также отмечено, что при выборе си-
стемы наблюдений необходимо учитывать 
цель мониторинга, а также скорость проте-
кания процессов в конструкциях и их изме-
нение во времени, продолжительность изме-
рений, ошибки измерений, в том числе при 
изменении погодных условий, а также влия-
ние помех и аномалий природно-
техногенного характера. 
К наиболее ответственным узлам и кон-
струкциям относятся [44]: 
 узлы и конструкции, выполняющие ос-

новную несущую функцию в здании или 
сооружении; 

 узлы и конструкции, деформации или 
разрушение которых могут привести к 
прогрессирующему разрушению других 
узлов и конструкций здания (сооруже-
ния); 

 конструкции или их элементы, деформа-
ции или разрушение которых могут при-
вести к снижению безопасности здания и 
находящихся в нем людей; 

 несущие опорные конструкции, воспри-
нимающие вертикальные и горизонталь-
ные нагрузки, и обеспечивающие изгиб-
ную, пространственную жесткость и 
устойчивость сооружения; 

 в большепролетных зданиях – несущие 
конструкции, перекрывающие главные 
пролеты и опорные конструкции, несу-
щие нагрузку от покрытий (перекрытий) 
здания. 

Для мониторинга несущих конструкций во 
время строительства разрабатывается мате-
матическая (компьютерная) модель здания 
или сооружения с использованием сертифи-
цированных программных средств для объ-
ективного анализа результатов и сравнения 
контролируемых параметров (передаточная 
функция, частоты, деформации, давление, 
крены и др.) с расчетными. В последующем 
эту математическую модель использует для 
анализа результатов мониторинга техниче-
ского состояния несущих конструкций в пе-
риод эксплуатации. 
Если мониторинг зданий и сооружений про-
водят не с начала строительства, то в этом 
случае первоначальным этапом работы явля-
ется обследование конструкций. На этом 
этапе устанавливают категории технического 
состояния конструкций зданий и сооруже-
нии, фиксируют дефекты, ведут наблюдения 
за изменением состояния конструкций и воз-
никновением новых дефектов. 
Состав мониторинга наиболее ответствен-
ных конструкций характеризуется в том чис-
ле следующими аспектами [44]: 
 мониторинг контролирует и на ранней 

стадии обнаруживает опасные измене-
ния НДС конструкций и оснований, ко-
торое может привести к ограничению 
работоспособности или аварии объекта, 
а полученные данные используются для 
разработки мероприятий по устранению 
негативных явлений, протекающих в 
конструкциях и грунте; 

 состав работ по мониторингу техниче-
ского состояния несущих конструкций 
зданий и сооружений определяется ин-
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дивидуальными программами проведе-
ния измерений и анализа состояния не-
сущих конструкций в зависимости от 
конструктивного решения объекта, его 
НДС, ответственности и уникальности; 

 средства контроля устанавливают в про-
цессе возведения объекта в соответствии 
с заранее разработанным проектом ав-
томатизированной стационарной систе-
мы (станции) мониторинга; в последую-
щем автоматизированную станцию ис-
пользуют для мониторинга в период 
эксплуатации, причем для раннего выяв-
ления дефектов применяют специальные 
методы и средства контроля, для чего их 
устанавливают или в процессе возведе-
ния конструкций или после его заверше-
ния в зависимости от принятого метода 
слежения; 

 в процессе строительства ведется 
наблюдение за состоянием несущих и 
ограждающих конструкций, фиксирует-
ся появление трещин, их направление, 
протяженность и величина раскрытия; на 
трещинах устанавливают маяки, резуль-
таты наблюдений систематически фик-
сируют; 

 для ранней диагностики технического 
состояния и локализации мест измене-
ния НДС в наиболее ответственных уз-
лах конструкций объектов предусматри-
вается геодезический контроль над осад-
ками и кренами фундаментов и углов 
здания, прогибами фундаментных плит, 
большепролетных конструкций, над ха-
рактером раскрытия трещин; интеграль-
ная оценка состояния конструкций про-
изводится путем динамических или ста-
тических испытаний; контроль за НДС 
конструкций может быть автоматизиро-
ванным; 

 динамические перенапряжения в несу-
щих конструкциях фиксируются допол-
нительными датчиками, настроенными 
на предельные значения деформаций и 
наклонов. 

Автоматизированная стационарная система 
мониторинга технического (деформационно-
го) состояния несущих конструкций (далее 
СМДС) должна быть разработана на этапе 
проектирования уникального здания или со-
оружения, установлена во время его строи-
тельства и использоваться в период эксплуа-
тации, причем соответствующий раздел про-
екта по СМДС должен содержать в тексто-
вой части: 
 основные сведения об объекте и наиболее 

ответственных узлах и конструкциях; 
 основные сведения о нагрузках, воздей-

ствиях на объект и сведения о вероятных 
сценариях отказа объекта; 

 результаты математического моделиро-
вания и инженерных расчетов вероятных 
сценариев отказа и параметров контроля 
НДС объекта; 

 обоснование и перечень контролируе-
мых параметров НДС несущих кон-
струкций; 

 описание состава и технических харак-
теристик аппаратного и программного 
обеспечения; 

 описание архитектуры построения си-
стемы, программного обеспечения и 
способов интеграции с другими автома-
тизированными системами объекта; 

 описание алгоритма и критериев приня-
тия управленческих решений по выбору 
сценариев реагирования; форма заклю-
чения по результатам мониторинга; сце-
нарии реагирования, в том числе регла-
мент взаимодействия со специализиро-
ванными организациями, выполняющи-
ми инструментальное обследование от-
дельных элементов конструкций; 

 обоснование затрат на создание автома-
тизированной системы мониторинга. 

Кроме того, соответствующий раздел проек-
та по СМДС должен содержать в графиче-
ской части: 
 планы и разрезы, содержащие располо-

жение точек замеров; 
 графические результаты математическо-

го моделирования и инженерных расче-
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тов вероятных сценариев отказа и пара-
метров контроля НДС объекта; 

 графические материалы, описывающие 
работу программного обеспечения, ар-
хитектуру построения и принципы рабо-
ты системы; 

 иные графические материалы, выполня-
емые, если есть указание в задании на 
проектирование. 

СМДС должна иметь следующую структуру: 
 первичные датчики и оборудование; 
 система сбора, управления и первичной 

обработки данных; 
 математическая (компьютерная) модель 

объекта для комплексных инженерных 
расчетов определения вероятных сцена-
риев отказов и параметров контроля НДС 
строительных конструкций объекта; 

 комплекс специального программного 
обеспечения по обработке данных и 
отображению результатов мониторинга, 
оценке технического состояния (устой-
чивости, сейсмостойкости, остаточного 
ресурса и долговечности) и определению 
управляющих решений и рекомендаций 
по эффективной эксплуатации. 

Первичные датчики и оборудование в зави-
симости от конкретной схемы системы мо-
ниторинга должны фиксировать следующие 
показатели: 
 колебания строительных конструкций; 
 измерения наклонов, прогибов и кренов 

строительных конструкций; 
 измерения неравномерной и абсолютной 

осадки оснований зданий и сооружений; 
 геометрические параметры здания с ис-

пользованием автоматизированной вы-
сокоточной геодезической аппаратуры; 

 деформации строительных конструкций 
(фундаментная плита, колонны, пере-
крытия, несущие стены); 

 температурно-влажностный режим. 
Система сбора, управления и первичной об-
работки данных должна обеспечивать цен-
трализованное управление, получение и об-
работку данных измерений по каналам про-
водной или беспроводной связи, хранение 

результатов измерений, проверку работоспо-
собности и калибровку первичных датчиков 
и оборудования. 
Математическая (компьютерная) модель объ-
екта должна быть разработана для объектив-
ного анализа результатов мониторинга де-
формационного состояния несущих кон-
струкций, для проведения инженерных расче-
тов по оценке возникновения и развития де-
фектов в строительных конструкциях, в том 
числе и в различных кризисных ситуациях. 
Математическая модель объекта мониторинга 
должна быть разработана независимо от раз-
рабатываемой конструкторами расчетной мо-
дели объекта, другим программным комплек-
сом и в ходе строительства уточняться при 
получении показаний датчиков системы мо-
ниторинга. Математическая модель объекта 
мониторинга (после всех уточнений) должна 
максимально соответствовать построенному 
объекту. Математическая модель использует-
ся на этапе строительства и эксплуатации для 
анализа результатов мониторинга, оценки и 
прогноза развития дефектов. 
Комплекс специального программного обес-
печения по обработке данных и отображе-
нию результатов мониторинга, оценке тех-
нического состояния (устойчивости, сейсмо-
стойкости, остаточного ресурса и долговеч-
ности) и определению управляющих реше-
ний и рекомендаций по эффективной экс-
плуатации должен состоять из двух модулей: 
 программный модуль (спецпроцессор) 

по интегрированной обработке разно-
родных измерений для определения тех-
нического состояния несущих конструк-
ций, алгоритм работы которого должен 
быть основан на критериях сравнения 
измеренных значений с допустимыми, 
установленными специалистами приме-
нительно к зданию на начальной стадии 
эксплуатации системы мониторинга (по-
сле ввода объекта в эксплуатацию), при-
чем в спецпроцессор должны быть зало-
жены критерии для определения техни-
ческого состояния несущих конструк-
ций; 
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 программный модуль на базе современ-
ных геоинформационных систем для 
управления системой мониторинга, ре-
гулярной проверки работоспособности 
элементов системы мониторинга, про-
гноза и формирования перечня факто-
ров, угрожающих безопасности объекта, 
анализа результатов мониторинга и 
формирования отчетных материалов для 
эксплуатационной службы объекта; про-
граммный комплекс должен обеспечи-
вать возможность отображения на трех-
мерной модели объекта мест и динамики 
развития дефектов (в том числе и скры-
тых) и внешних факторов (например, зон 
образования карстовых явлений под 
фундаментом здания); программный 
комплекс должен быть открыт для инте-
грации с системами диспетчеризации и 
управления инженерным оборудованием 
для передачи в систему диспетчеризации 
информации об ухудшении техническо-
го состояния объекта. 

4. Мониторинг состояния фасадных кон-
струкций.  
К фасадам высотных и уникальных зданий 
предъявляются особые требования по без-
опасности (в том числе в части пожарной 
безопасности) и надежности их эксплуата-
ции. Фасадные конструкции испытывают 
значительные нагрузки (помимо собственно-
го веса) от воздействия ветра, перепада тем-
ператур, других климатических факторов. 
При мониторинге контролируется монтаж и 
состояние конструкций фасадов для обнару-
жения на ранней стадии дефектов, которые 
могут вызвать аварийную ситуацию. 
В документе Методическая документация 
в строительстве МДС 13-24.2010 «Реко-
мендации по правилам геотехнического 
сопровождения высотного строительства 
и прилегающего пространства» [25] опре-
деляет процесс геотехнического сопровож-
дения высотного строительства, как ком-
плекс геологических, геодезических, эколо-
гических и других видов инженерных изыс-
каний, при этом часть, посвященная произ-

водству инженерно-геодезического монито-
ринга, разработана с учетом документа Ме-
тодическая документация в строитель-
стве МДС 13-22.2009 «Методика геодези-
ческого мониторинга технического состо-
яния высотных и уникальных зданий и со-
оружений» [24], учитывающего опыт уни-
кального строительства в Москве. Согласно 
документу, геодезический мониторинг вы-
сотных строений должен фиксировать сле-
дующие виды деформаций [12]: 
 деформации основания и фундаментов 

объекта (абсолютная осадка; средняя 
осадка; неравномерная осадка; относи-
тельная неравномерная осадка; крен 
фундамента; относительный прогиб; го-
ризонтальные смещения (сдвиг)); 

 деформации надземной части объекта 
(отклонение от вертикали здания или от-
дельных строительных конструкций; 
сжатие или усадка колонн и бетонных 
конструкций; раскрытие трещин, дина-
мика их развития). 

Важный фактором является также отдельное 
наблюдение за деформациями для каждой 
части системы «фундамент – надземная 
часть», так как они подвергаются воздей-
ствию разных природных и техногенных 
факторов. 
ГОСТ Р 53778-2010 «Здания и сооружения. 
Правила обследования и мониторинга 
технического состояния» [17] был предна-
значен для применения в строительстве: при 
проведении обследований и мониторинга 
технического состояния зданий и сооруже-
ний, при разработке заданий на проектирова-
ние, обследование и мониторинг зданий и 
сооружений, а также при разработке проект-
ной документации. Стандарт [17] был отме-
чен с 01 января 2014 года, а вместо него был 
введен скорректированный ГОСТ 31937-
2011 «Здания и сооружения. Правила об-
следования и мониторинга технического 
состояния» [15]. Данный документ, регла-
ментируя требования к составу и выполне-
нию работ, важных для контроля и повыше-
ния безопасности зданий или сооружений, 
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распространяется на обследование и монито-
ринг технического состояния рассматривае-
мых объектов, в том числе уникальных (вы-
сотных и большепролетных). Отмечается, 
что наблюдения за деформациями оснований 
зданий (сооружений) следует проводить в 
соответствии с ГОСТ 24846-2012. Грунты. 
Методы измерения деформаций оснований 
зданий и сооружений [13], который с 2013 
года используется в актуализированном виде. 
Укажем ниже определения, используемые в 
[15]. 
Общий мониторинг технического состояния 
зданий (сооружений) – система наблюдения 
и контроля, проводимая по определенной 
программе, утверждаемой заказчиком, для 
выявления объектов, на которых произошли 
значительные изменения НДС несущих кон-
струкций или крена и для которых необхо-
димо обследование их технического состоя-
ния (изменения НДС характеризуются изме-
нением имеющихся и возникновением новых 
деформаций или определяются путем ин-
струментальных измерений). 
При общем мониторинге  проводят визуаль-
ный осмотр конструкций в целях приблизи-
тельной оценки категории технического со-
стояния, измеряют динамические параметры 
конкретных зданий или сооружений (преды-
дущие и текущие значения кренов объекта 
вдоль большой и малой осей; предыдущие и 
текущие значения периода и логарифмиче-
ского декремента основного тона собствен-
ных колебаний вдоль большой, малой и вер-
тикальной осей) и составляют паспорт зда-
ния или сооружения.  
Мониторинг технического состояния зданий 
(сооружений), попадающих в зону влияния 
нового строительства, реконструкции или 
природно-техногенных воздействий – анало-
гично [27]. 
Мониторинг нового строительства или ре-
конструкции объектов допускается осу-
ществлять в соответствии с [29]. Для оценки 
зоны влияния динамических воздействий на 
окружающие здания и сооружения можно 
использовать нормативные документы 

[15,38,43]. Наблюдения за деформациями 
оснований зданий (сооружений) проводят в 
соответствии с [14]. 
Определение точности измерения верти-
кальных и горизонтальных деформаций про-
водят в зависимости от ожидаемого расчет-
ного значения перемещения. При отсутствии 
данных по расчетным значениям деформа-
ций оснований и фундаментов допускается 
устанавливать класс точности измерений 
вертикальных и горизонтальных перемеще-
ний: I – для зданий (сооружений): уникаль-
ных, находящихся в эксплуатации более 50 
лет, возводимых на скальных и полускаль-
ных грунтах; II – для зданий (сооружений), 
возводимых на песчаных, глинистых и дру-
гих сжимаемых грунтах; III – для зданий 
(сооружений), возводимых на насыпных, 
просадочных, заторфованных и других силь-
но сжатых грунтах; IV – для земляных со-
оружений. 
Предельные погрешности измерения крена в 
зависимости от высоты Н здания (сооруже-
ния) не должны превышать следующих зна-
чений (в миллиметрах): для гражданских 
зданий (сооружений) – 0.0001Н; для про-
мышленных зданий (сооружений) – 0.0005Н; 
для фундаментов под машины и агрегаты – 
0.00001Н. 
Мониторинг технического состояния зданий 
(сооружений), находящихся в ограниченно 
работоспособном или аварийном состоянии 
– аналогично [26]. 
Мониторинг технического состояния уни-
кальных зданий (сооружений) – система 
наблюдения и контроля, проводимая по 
определенной программе для обеспечения 
безопасного функционирования уникальных 
зданий или сооружений за счет своевремен-
ного обнаружения на ранней стадии нега-
тивного изменения НДС конструкций и 
грунтов оснований или крена, которые могут 
повлечь за собой переход объектов в ограни-
ченно работоспособное или в аварийное со-
стояние (результаты мониторинга являются, 
таким образом, основой эксплуатационных 
работ на этих объектах). 
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Отмечается, что настройку соответствующей 
автоматизированной стационарной системы 
(станции) мониторинга проводят, как прави-
ло, с использованием заранее разработанной 
математической модели для проведения 
комплексных инженерных расчетов по оцен-
ке возникновения и развития дефектов в 
строительных конструкциях, в том числе и в 
кризисных ситуациях. 
Система мониторинга технического состо-
яния несущих конструкций – совокупность 
технических и программных средств, позво-
ляющая осуществлять сбор и обработку ин-
формации о различных параметрах строи-
тельных конструкций (геодезические, дина-
мические, деформационные и др.) с целью 
оценки технического состояния зданий и со-
оружений. 
В настоящее время схема оценки техниче-
ского состояния конструкций включает, как 
правило, сравнение динамических характе-
ристик (формы колебаний конструкции и со-
ответствующие собственные частоты), опре-
деленные численно (обычно методом конеч-
ных элементов с применением верифициро-
ванных программных комплексов (например, 
ANSYS, SIMULIA Abaqus и др. [1])) и экс-
периментально (по измерениям ускорений 
колебаний с применением специализирован-
ного программного обеспечения). Анализ 
изменения состояний во времени позволяет 
выявить дефекты, зарождающиеся в кон-
струкциях. Реализации подобной технологии 
может предусматривать, в частности, следу-
ющие основные этапы: 
 информационное моделирование (англ. – 

Building Information Modeling (BIM)); 
 конечно-элементное моделирование 

(англ. – Finite Element Modeling (FEM)); 
 использование инструментария экспе-

риментального динамического анализа – 
модальный анализ (англ. – Operational 
Modal Analysis (OMA)), анализ соб-
ственных частот, анализ гармонических 
колебаний и др.; 

 идентификация математической модели 
объекта по результатам натурных изме-
рений; 

 анализ данных измерений и оценка оста-
точного ресурса конструкций. 

Основной вопрос при построении системы 
мониторинга несущих конструкций – это во-
прос о том, что нужно контролировать, какие 
параметры и элементы конструкций являют-
ся критическими и подлежащими автомати-
зированному контролю. Выбор оптимально-
го состава конструктивных элементов и па-
раметров контроля осуществляется эксперт-
ным путем индивидуально для каждого объ-
екта, при этом необходимо учитывать такие 
факторы, как ответственность объекта, фи-
нансовые ограничения, местонахождение 
объекта, надежность проектных решений. 
Факторы местонахождения (климатические и 
инженерно-геологические условия нахожде-
ния объекта) и надежность проектных реше-
ний (использование сложных нетиповых 
конструктивных узлов, большепролетных 
пролетов и консолей, неапробированных 
проектных решений и материалов и т.д.) 
определяют потенциальные угрозы, реализа-
ция которых может повлечь ухудшение со-
стояния конструктивных элементов или их 
разрушение. В основе выбора контролируе-
мых элементов и параметров должен лежать 
тщательный анализ конструктивных реше-
ний объекта, потенциальных угроз с приме-
нением результатов математического моде-
лирования и инженерных расчетов возник-
новения и развития опасных факторов [44]. 
Система мониторинга инженерно-
технического обеспечения – совокупность 
технических и программных средств, позво-
ляющая осуществлять сбор и обработку ин-
формации о различных параметрах работы 
системы инженерно-технического обеспече-
ния здания (сооружения) с целью контроля 
возникновения в ней дестабилизирующих 
факторов и передачи сообщений о возникно-
вении или прогнозе аварийных ситуаций в 
единую систему оперативно-диспетчерского 
управления города. 
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В [15] перечислены общие правила проведе-
ния мониторинга технического состояния 
зданий и сооружений, среди которых можно 
выделить следующие: 
 мониторинг технического состояния 

зданий и сооружений проводится в соот-
ветствии с предварительно разработан-
ными программами (в каждой из кото-
рых, наряду с перечислением видов ра-
бот, устанавливают систему и периодич-
ность наблюдений с учетом техническо-
го состояния объекта, а также общую 
продолжительность мониторинга) сила-
ми специализированных организаций, 
оснащенных современной приборной ба-
зой и имеющих в своем составе высоко-
квалифицированных и опытных специа-
листов; 

 для уникальных зданий и сооружений 
устанавливается постоянный режим мо-
ниторинга; 

 мониторинг технического состояния 
зданий и сооружений проводят также в 
следующих случаях: по истечении нор-
мативных сроков эксплуатации зданий и 
сооружений; при обнаружении значи-
тельных дефектов, повреждений и де-
формаций в процессе технического об-
служивания, осуществляемого собствен-
ником здания (сооружения); по резуль-
татам последствий пожаров, стихийных 
бедствий, аварий, связанных с разруше-
нием здания (сооружения); по инициати-
ве собственника объекта; при изменении 
технологического назначения здания 
(сооружения); по предписанию органов, 
уполномоченных на ведение государ-
ственного строительного надзора. 

 
 
2. СОВРЕМЕННОЕ СОСТОЯНИЕ  

ВОПРОСА 
 
Следует отметить, что более чем десятилет-
ний опыт высотного строительства с сопро-
вождением его мониторингом, в том числе 
сейсмометрическим, обусловил корректи-

ровку нормативной литературы (ряд аварий 
ответственных сооружений, имевших место 
в последние годы, лишь подчеркнул акту-
альность данной проблемы [21]), однако 
неизменным оставалось требование прове-
дения мониторинга ответственных сооруже-
ний на всех этапах, от проектирования до 
сноса (Федеральный закон от 30.12.2009 
№384-ФЗ «Технический регламент о без-
опасности зданий и сооружений» [48]). 
Для реализации данного требования в части 
инструментального мониторинга конструк-
ций и оснований зданий можно использовать 
четыре класса методик (четыре метода ин-
струментального мониторинга) [31,45,46]: 
 геодезические измерения: выполняются 

как с помощью традиционной нивели-
ровки, так и с использованием современ-
ных цифровых датчиков, спутниковых 
GPS-технологий, возможно лазерное 
сканирование объекта (данные методики 
позволяют определять перемещение объ-
екта (здания или отдельных его частей) в 
пространстве, в том числе измерять 
осадки и крены; получаемые данные со-
ответствуют состоянию на момент изме-
рений, т.е. при достаточно редких по 
времени замерах методики не дают по-
дробной динамики поведения объекта); 

 инженерно-геологические наблюдения 
состояния грунтового массива в основа-
нии и в окрестности здания – существу-
ет набор схем как разной трудоемкости и 
стоимости, так и разной разрешающей 
способности и информативности – от 
измерений в отдельных скважинах до 
межскважинного просвечивания (вплоть 
до получения трехмерного номографи-
ческого изображения), причем в зависи-
мости от выбора датчиков, можно вести 
мониторинг дифференциальных (по-
слойных) или суммарных осадок грунтов 
основания, уровня воды, порового дав-
ления в породах (параметра, нередко ис-
пользуемого в расчетных обоснованиях 
зарубежными специалистами); помимо 
скважин, важную информацию получа-
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ют при размещении под фундаментной 
плитой сети датчиков давления на грунт, 
в сваях – вертикальных нагрузок 
(наблюдения могут вестись непрерывно 
или достаточно часто по времени, т.е. 
есть возможность следить за особенно-
стями динамики объекта); 

 измерения нагрузок и деформаций в кон-
струкциях фундамента и надземной ча-
сти с использованием вибрационных 
датчиков напряжений, монтируемых по 
1-, 2- и 3-м пространственным координа-
там (X, Y, Z) в точке и размещаемых в 
фундаментной плите, а также в стенах, 
пилонах и колонах здания (наблюдения 
могут вестись в автоматическом режиме 
и к тому же непрерывно); 

 динамические (сейсмометрические) ме-
тодики: могут выполняться различными 
измерительными устройствами – дефор-
мографами, наклономерами и сейсмо-
метрами (велосиметрами, акселеромет-
рами); схемы наблюдений разнообразны, 
включают варианты возбуждения коле-
баний здания как искусственными (уда-
ры, вибраторы), так и естественными 
(ветер, микросейсмы) источниками (сей-
смометрические измерения дают «мгно-
венную» картину состояния объекта, 
наблюдая которую во времени, можно 
получить разнообразную информацию 
об особенностях динамики сооружения). 

Следует отметить, что если первые три из 
перечисленных типов наблюдений дают в 
основном «прямую» информацию (величины 
осадок, нагрузок и пр.), то регистрация коле-
баний требует, как достаточно сложной 
предварительной обработки, так и создания 
динамических моделей сооружения (при 
этом не требуются инструментальные воз-
действия и визуальный осмотр каждой кон-
струкции). Проведенные эксперименты на 
реальных объектах подтвердили перспектив-
ность динамических методик, однако выяви-
ли и ряд проблем. Особенностью динамиче-
ских методик является то, что схемы наблю-
дений могут быть достаточно простыми 

(вплоть до одной точки). Кроме того, они 
дают возможность контролировать не только 
величины ускорений, но и позволяют судить 
о совместной работе здания и грунтов осно-
вания, в том числе выявить неизвестные ра-
нее явления [45]. Вместе с тем, требования 
уже упоминавшегося ГОСТ Р 53778-2010 
[17], предписывающие фиксировать значе-
ния (периода и логарифмического декремен-
та) основного тона собственных колебаний 
«по трем осям жесткости здания», очевидно, 
вовсе не продвигают в понимании сути, воз-
можностей и ограничений соответствующего 
динамического мониторинга. 
Инструментальный мониторинг без опоры на 
сопоставления с набором адекватных мате-
матических «мониторинговых» моделей зда-
ния носит случайно-бессмысленный харак-
тер, не представляет практического интереса 
и, потому, уводит от осознания реальных 
проблем. Упомянутые «мониторинговые» 
модели (или одна параметризуемая) имеют 
ряд специфических отличий от расчетных 
моделей, используемых для обоснования 
проектных решений [2]: 
 реализация не проектных, а фактических 

физико-механических свойств строи-
тельных материалов (металла, бетона, 
арматуры и др.) и геометрии конструк-
ции; 

 учет не нормативных, а фактических из-
меренных нагрузок и воздействий; 

 включение в статическую и, в особенно-
сти, динамическую работу при слабых 
«фоновых» воздействиях номинально 
ненесущих конструкций (перегородок, 
фасадных и др.); 

 работа ряда узлов и соединений по схе-
мам, отличным от принятых в проекте 
(например, упругая заделка вместо шар-
нира); 

 адаптируемость (калибруемость, «обуча-
емость») модели по данным инструмен-
тального мониторинга, в том числе, 
включение обнаруженных дефектов. 

Только система инструментального монито-
ринга, построенная на основе анализа ре-
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зультатов конечноэлементного моделирова-
ния в сопоставлении с данными измерений, 
позволит выполнить планирование меропри-
ятий по подготовке и реагированию на изме-
нения ответственных конструкций, сделать 
выводы о фактическом состоянии и возмож-
ности дальнейшей безопасной эксплуатации 
здания. Такие принципы заложены в основу 
расчетно-экспериментальной методики мо-
ниторинга несущих конструкций уникаль-
ных зданий и сооружений, предложенной в 
работах А.М. Белостоцкого и др. [2,3,6-10]. 
 
 
3. ТРЕБОВАНИЯ К ОРГАНИЗАЦИЯМ, 

ВЫПОЛНЯЮЩИМ  
ПРОЕКТИРОВАНИЕ СИСТЕМ  
МОНИТОРИНГА ИНЖЕНЕРНЫХ 
СООРУЖЕНИЙ 

 
В соответствии с действующей нормативной 
базой [16,21] от организации, претендующей 
на выполнение проектирование систем мо-
ниторинга инженерных сооружений 
(СМИС), требуется наличие свидетельства о 
допуске к определенному виду работ; нали-
чие лицензии на работу со сведениями, со-
ставляющими государственную тайну и 
наличие квалификационного аттестата и 
удостоверения государственного образца об 
обучении на каждого сотрудника. 
Действительно, согласно п. 6.2.6 [16] квали-
фикационные требования к организациям, 
осуществляющим работы по проектирова-
нию, вводу в действие и эксплуатации, тех-
ническому обслуживанию и ремонту СМИС 
должны включать:  
 наличие свидетельства о допуске само-

регулируемой организации по соответ-
ствующему виду работ; 

 наличие квалифицированных специали-
стов, прошедших в установленном по-
рядке подготовку (обучение) и имеющих 
свидетельство (удостоверение) о повы-
шении квалификации по соответствую-
щему виду работ; 

 наличие лицензий на осуществление ра-
бот, связанных с использований сведе-
ний, составляющих государственную 
тайну, сертификатов соответствия в слу-
чаях, предусмотренных действующим за-
конодательством Российской Федерации. 

Кроме того, организация должна располагать 
материально-техническими ресурсами для 
соответствующих работ. 
Далее, в соответствии с п. 4.12 [16] проекти-
рование и строительство СМИС должны 
осуществлять организации, имеющие свиде-
тельства саморегулируемых организаций о 
допуске к работам в области мероприятий по 
гражданской обороне, мероприятий по пре-
дупреждению чрезвычайных ситуаций при-
родного и техногенного характера. Специа-
листы указанных организаций должны иметь 
дипломы (свидетельства, удостоверения) 
государственного образца о специальной 
подготовке (повышении квалификации) по 
образовательным программам в данной об-
ласти, включая СМИС. 
И, наконец, в соответствии с [23] работы по 
проектированию, установке, приемке и экс-
плуатации взаимосвязанных систем безопас-
ности, жизнеобеспечения и СМИС потенци-
ально опасных объектов (ПОО), зданий и со-
оружений должны осуществляться только 
теми организациями, у которых имеется не-
обходимое количество специалистов (не ме-
нее 5), прошедших обучение в специально 
создаваемом на базе Федерального центра 
науки и высоких технологий «Всероссий-
ский научно-исследовательский институт по 
проблемам гражданской обороны и чрезвы-
чайных ситуаций» (ФЦ ВНИИ ГОЧС) учеб-
ном центре и получившими соответствую-
щие лицензии. ФЦ ВНИИ ГОЧС может 
предоставлять право на проведение учебных 
работ в области СМИС организациям и 
научным учреждениям, специализирующим-
ся в области создания систем безопасности в 
чрезвычайных ситуациях, после проведения 
обучения и аттестации специалистов (препо-
давателей) из этих учреждений. В этом слу-
чае этим организациям выдаются соответ-
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ствующие лицензии ФЦ ВНИИ ГОЧС на 
право проведения работ по обучению созда-
ния СМИС сроком на 1 год. По истечении 
указанного срока лицензии она может быть 
продлена ФЦ ВНИИ ГОЧС сроком на 1, 2 
или 3 года. 
Программы обучения специалистов в области 
создания взаимосвязанных систем безопасно-
сти, жизнеобеспечения и СМИС ПОО, зданий 
и сооружений составляются учебным цен-
тром ФЦ ВНИИ ГОЧС и утверждаются руко-
водством Министерства Российской Федера-
ции по делам гражданской обороны, чрезвы-
чайным ситуациям и ликвидации последствий 
стихийных бедствий (МЧС России). 
ФЦ ВНИИ ГО ЧС или организации, специ-
ально уполномоченные для этого ФЦ ВНИИ 
ГОЧС, выдают юридическим и физическим 
лицам лицензии на проектирование, монтаж, 
эксплуатацию и модернизацию взаимосвя-
занных систем безопасности, жизнеобеспе-
чения и СМИС ПОО, зданий и сооружений и 
ведут их реестровый учет. Лицензии на пра-
во проведения работ по проектированию, 
монтажу, эксплуатации и модернизации вза-
имосвязанных систем безопасности, жизне-
обеспечения и СМИС ПОО, зданий и соору-
жений выдаются сроком на 1 год. По истече-
нии указанного срока лицензии она может 
быть продлена ФЦ ВНИИ ГОЧС или органи-
зациями, специально уполномоченные для 
этого ФЦ ВНИИ ГОЧС, сроком на 1, 2 или 3 
года. ФЦ ВНИИ ГОЧС ведет общий реестр 
выданных учебным центрам и юридическим 
лицам лицензий и организует их опублико-
вание в специализированных изданиях. 
 
 
ЗАМЕЧАНИЕ 
 
Исследование выполнено за счет средств 
Государственной программы Российской 
Федерации «Развитие науки и технологий» 
на 2013-2020 годы в рамках Плана фунда-
ментальных научных исследований Мини-
стерства строительства и жилищно-
коммунального строительства Российской 

Федерации на 2016 год, тема 7.1.1 «Разра-
ботка многоуровневого подхода к исследо-
ванию напряженно-деформированного со-
стояния конструкций в рамках единой 
иерархически выстроенной расчетной моде-
ли на основе совместного применения дис-
кретно-континуального метода конечных 
элементов и метода конечных элементов» и 
тема 7.1.2  
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Аннотация: в статье представлена методика уточненного численного моделирования динамического 
напряженно-деформированного состояния (НДС) трехмерной системы «основание - водохранилище –
арочная плотина» при сейсмическом воздействии. На примере бенчмарка, который был представлен на 
семинаре по проблемам численного моделирования гидротехнических сооружений Международной ко-
миссии по большим плотинам (ICOLD), приведено сопоставление полученных результатов с альтерна-
тивными моделями и численными методами.  
 

Ключевые слова: математическое моделирование, численные методы, метод конечных элементов, 
сейсмостойкость, напряженно-деформированное состояние, собственные частоты, колебание жидкости 
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Abstract: The article presents a comparative analysis of solutions of problems on the verification methodology 
developed by the refined numerical simulation of the dynamic stress-strain state (SSS) of three-dimensional sys-
tem of " foundation - reservoir - dam" at seismic impacts. The article also presents a comparison of the results 
with other numerical methods, on the example of the benchmark, which was presented at a seminar on the prob-
lems of numerical simulation of hydraulic structures of the International Commission on Large Dams (ICOLD). 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
Динамические расчеты связанных систем 
«гидротехническое сооружение – основание 
– водохранилище» берут свое начало с ана-
литического решения, полученного Вестер-
гардом для гидродинамического давления 
идеальной несжимаемой жидкости на верти-
кальную стенку полубесконечного абсолют-
но жесткого резервуара при гармонической 
внешней нагрузке [11]. Историко-научный 
процесс последовательного уточнения и 
усложнения расчетных аналитических моде-
лей для учета существенных факторов (по-
верхностные гравитационные волны, влия-
ние донных наносов, податливость и геомет-
рические формы сооружения, зарезонансная 
реакция и др.) подробно описан, в частности, 
в известных монографиях С.Г. Шульмана 
[9,10]. Рассмотренные постановки связанных 
динамических задач гидроупругости и полу-
ченные сложные и красивые аналитические 
решения, обладающие неоспоримой научной 
и практической ценностью, положены в ос-
нову нормативных методик учета влияние 
водохранилища на динамические характери-
стики и сейсмическую реакцию гидротехни-
ческих сооружений [7,8]. 
На сегодняшний день, для расчетной оценки 
динамического НДС связанных систем, в 
том числе гидротехнических сооружений, 
разработано и апробировано множество 
различных подходов и методов. В связи с 
ростом потребности в расчетах более слож-
ных связанных задач, инженерные аналити-
ческие методы решения проблем данного 
типа уступают место современным числен-
ным методам динамического расчета. Но и 
среди численных методов имеются разные 
подходы в вопросе учета влияния жидкости 
на сооружение, что в свою очередь делает 
актуальной задачу сопоставления различ-
ных методов расчета связанных систем. 

 
 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 
Международная комиссия по большим пло- 

тинам (ICOLD), начиная с 1991 г., раз в 2 го-
да проводит международные семинары по 
вопросам численного моделирования пло-
тин. Основными целями данных семинаров 
являются обмен опытом в области расчетно-
го обоснования гидросооружений, интерпре-
тация результатов различных расчетных ме-
тодов, а также обсуждение их теоретической 
и практической значимости. 
На 12-ом международном семинаре, прошед-
шем в Испании, в 2011 году, был опубликован 
бенчмарк «взаимодействие арочной плотины, 
водохранилища и основания при сейсмиче-
ском воздействии» [3]. В рамках этого 
бенчмарка, всем заинтересованным лицам, 
была предложена для расчетов конечнолемен-
таня модель арочной плотины, с заданными 
свойствами материалов, граничными условия-
ми и значением сейсмического воздействия, 
заданного трехкомпонентной акселерограм-
мой. Расчеты можно было проводить в любом, 
доступном, участникам программном ком-
плекса, а учет влияния жидкости задавать од-
ним из трех предложенным способов: 
1. базовым «инженерным» методом присо-

единенных масс, распределенных на 
напорной грани по Вестергарду [11]; 

2. с использованием акустических конеч-
ных элементов; 

3. с использованием элементов жидкости с уче-
том поверхностных гравитационных волн. 

Авторы статьи тоже выполнили ряд расчет-
ных исследований по данному бенчмарку и 
провели сопоставление полученных результа-
тов с данными других участников. На осно-
вании этого сопоставления была проведена 
верификация разработанной методики чис-
ленного моделирования трехмерных динами-
ческих систем «основание – водохранилище – 
плотина» при сейсмических воздействиях. 

 
 

3. УЧАСТНИКИ БЕНЧМАРКА И ОПИ-
САНИЕ РАСЧЕТНОЙ МОДЕЛИ 
 
В данном бенчмарке участвовали 12 коллек-
тивов ученых из 9 стран (Швейцарии, Гол-
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ландии, Франции, Германии, Швеции, Ита-
лии, Ирана, Румынии и Австрии). Каждый 
участник имел возможность выбрать свой 
метод численного моделирования, програм-
му и подход к учету взаимодействия жидко-
сти-плотины-основания. На выбор было 
предложено два варианта конечноэлемент-
ной сетки: грубая и подробная. Граничные 
условия и свойства материалов принимались 
одинаковыми всеми участниками. 

Авторами статьи для расчетов был вы-
бран "тяжелый" верифицированный про-
граммный комплекс ANSYS Mechanical. Мо-
делирование жидкости выполнялось 20-и 
узловыми акустическими элементами типа 

FLUID220 (аналог FLUID30, но криволиней-
ный с дополнительными промежуточными 
узлами на ребрах). Основание и плотина мо-
делировались объемными 20-и узловыми 
элементами SOLID186. Конечноэлементная 
модель, используемая в расчетах, показана 
на рис.1. Ее размерность и свойства матери-
алов представлены в таблицах 2 и 3. 

В таблице 1 перечислены участники, ис-
пользуемые программные комплексы, тип 
конечноэлементной сетки и метод учету 
жидкости. Некоторые из участников предо-
ставили результаты по нескольким подходам 
к моделированию, но для сравнения был ис-
пользован только один из них. 

 
Таблица 1.Участники, программные комплексы и подходы. 

№ Участники Программный ком-
плекс Модель жидкости КЭ-модель 

A G. Maltidis ABAQUS Акустические элементы Грубая 

B 
W.Kikstra, 
F. Sirumbal, 
G. Schreppers 

DIANA Акустические элементы Грубая 

C G. Faggiani, 
P. Masarati CANT-SD Акустические элементы Грубая 

D 
A. Tzenkov, 
A. Abiati, 
G. Gatto 

DIANA Акустические элементы Грубая 

E M. Chambart DIANA Присоединенная масса 
(Westergaard) Подробная 

F 
A. Popovici, 
C.Ilinca, 
R. Vârvorea 

ABAQUS Присоединенная масса 
(Westergaard) Грубая 

G 
R. Malm,C. Pi Rito, 
C. Hassanzadeh, 
C. Rydell,T. Gasch 

ABAQUS Акустические элементы Подробная 

H M. Brusin FENASECCONIPP Присоединенная масса 
(Westergaard) Подробная 

I S. Shahriari ANSYS Присоединенная масса 
(Westergaard) Грубая 

J A. Frigerio, 
G.Mazzà COMSOL Акустические элементы Грубая 

K A.Diallo, 
E. Robbe CODE_ASTER Присоединенная масса 

(Westergaard) Грубая 

REF M. Goldgruber ABAQUS Акустические элементы Грубая 

А
вт

ор
ы

 
ст

ат
ьи

 Белостоцкий А.М., 
Дмитриев Д.С., 
Нгуен Тай Нанг Лыонг, 
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ANSYS Акустические элементы Грубая 
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Все участники бенчмарка выполнили ряд 
расчетов и предоставили результаты, вклю-
чающие в себя: 
1. собственные частоты и формы колеба-

ний системы; 
2. перемещения и напряжения в характер-

ных сечениях сооружения при статиче-
ских нагрузках; 

3. перемещения и напряжения в характер-
ных сечениях сооружения при сейсмиче-
ском воздействии, заданном трехкомпо-
нентной акселерограммой (рис.2).  

По результатам всех участников для сопо-
ставительного анализа и визуализации рас-
четных данных построены сводные графики. 

 
 

 

 
 

Рисунок 1. Конечноэлементная модель системы 
 «основание – водохранилище – арочная плотина» 

а) основание; б) водохранилище; в) плотина 
 

Таблица 2. Размерность «грубой» конечноэлементной модели. 

Параметр расчетной модели Арочная плотина Основание Водохранилище 

Количество узлов: 13733 13298 12493 
Количество элементов: 2736 2700 2640 
Тип элементов SOLID186 SOLID186 FLUID220 

 
Таблица 3. Свойства материалов. 

Элемент  
модели 

Плотность 
(кг/м3) 

Коэффициент 
Пуассона 

Модуль 
упругости 

(МПа) 

Динамическая 
вязкость 

(Па·с) 

Скорость звука 
в жидкости υ, 

м/с 
Основание 0 0.2 25000 - - 
Плотина 2400 0.167 27000 - - 
Вода 1000 - - 0.001 1450 
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Рисунок 2. Трёхкомпонентная акселерограмма (амах~0.1g). 

 
  

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА  
СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ  
И ФОРМ КОЛЕБАНИЙ 

 
Вычислены первые 10 собственных частот 
и форм системы "основание – водохрани-
лище - арочная плотина" при полностью 
заполненном водохранилище. Для вычис-
ления собственных частот и форм колеба-
ний жидкости использовался редуцирован-
ный метод. Результаты представлены на ри-
сунке 3 и в таблице 4.Первые две низшие 
частоты участников H и I оказались ниже 
среднего значения 1,5 Гц, показанного дру-

гими участниками. Это, по мнению авторов, 
обусловлено использованием метода присо-
единенных масс. Стоит заметить, что 
участники, использовавшие программу 
DIANA (B, D и E), получили более высокие 
частоты, начиная с третьей. Это также от-
носится к участнику K, который использо-
вал программное обеспечение с открытым 
исходным кодом CODE_ASTER. Все 
остальные участники, включая авторов ста-
тьи, получили достаточно близкие соб-
ственные частоты в диапазоне первых 10 
форм. 

 
Рисунок 3. Низшие 10 собственных частот  
(коллективы участников A,B,C,D,E,F,G,H,I,K,REF, АВТОРЫ)
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Таблица 4. Низшие десять собственных частот и форм колебаний. 
№п/п 1 2 3 4 5 

Ф
ор

ма
  

и 
ча

ст
от

а,
 Г

ц 

 
1.53 

 
1.56  

1.87 
 

2.23 
 

2.43 
№п/п 6 7 8 9 10 

Ф
ор

ма
  

и 
ча

ст
от

а,
 Г

ц 
 

 
2.99 

 
3.06 3.17 

 
3.40 

 
3.65 

 
 
5. РАСЧЕТ СТАТИЧЕСКОГО  
И ДИНАМИЧЕСКОГО НДС СИСТЕМЫ 
«ОСНОВАНИЕ – ВОДОХРАНИЛИЩЕ –
АРОЧНАЯ ПЛОТИНА» 
 
Статическая нагрузка включала собствен-
ный вес всех элементов системы и гидро-
статическое давление воды. В качестве ре-
зультата статического расчета сопоставля-
лись перемещения гребня плотины в цен-
тральном сечении. Анализ статических пе-
ремещений показал подобие результатов у 
всех участников, кроме коллективов D, Е, Н 
и К. Увеличенные статические перемеще-
ния у коллективов участников D, H и К 
обусловлены, по мнению авторов, учетом 
этапности возведения. 
Для решения задачи в динамической поста-
новке решение СЛАУ выполнялось прямым 
разреженным методом (SPARSE). Интегриро-
вание по времени проводилось методом Нью-
марка, шаг принимался равным 0.01с. Дина-
мическое воздействие в виде акселерограмм 
прикладывалось как инерционные силы.  
Сопоставление с результатами участников 
бенчмарка представлены на рис 4-9. Для луч-
шего восприятия результатов все участники 
разделены на 2 группы A-E и F-K. На рис. 4 
показаны горизонтальные перемещения цен-
трального сечения арочной плотины от гид-

ростатической нагрузки с учетом собственно-
го веса. На рис. 5-9 представлено сопоставле-
ние результатов от гидростатики (централь-
ный график) и от сейсмической нагрузки (ми-
нимальные значения – левый график, макси-
мальные значения – правый график). 
Значения перемещений при динамическом 
воздействии варьируются в более широком 
диапазоне. Отдельно следует отметить ре-
зультат коллектива G: он единственный ис-
пользовал бесконечные элементы на верти-
кальной границе и прикладывал акселеро-
грамму на нижней грани модели, что могло 
быть причиной получения завышенных, по 
сравнению с другими участниками, значений. 
Минимальные значения горизонтальных пе-
ремещений участника E, по мнению авторов 
статьи, объясняются использованием более 
высокого значения модуля упругости. 
В бенчмарке сравнение гидростатических и 
динамических кольцевых и вертикальных 
напряжений выполнялось по характерным 
сечениям (центральное, левое и правое) для 
верхней и нижней граней арочной плотины. В 
данной статье представлены сопоставление 
результатов только для центрального сечения.  
Различие максимальных кольцевых напря-
жения при статической нагрузки у разных 
участников не превышает 0,5 МПа, при 
уровне напряжений 7 МПа. 
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Рисунок 4. Горизонтальные перемещения центрального сечения арочной плотины  

(A-K, REF, АВТОРЫ) от гидростатической нагрузки,  
с учетом собственного веса. 

 
 

  
Рисунок 5. Горизонтальные перемещения центрального сечения арочной плотины 

с учетом собственного веса (A-K, REF, АВТОРЫ) от гидростатической  
и сейсмической (Min, Max) нагрузки. 

 

 
Рисунок 6. Кольцевые напряжения на нижней грани центрального сечения арочной плотины 

с учетом собственного веса (A-K, REF, АВТОРЫ) от гидростатической  
и сейсмической (Min, Max) нагрузки.
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Рисунок 7. Кольцевые напряжения на верхней грани центрального сечения арочной плотины 

 с учетом собственного веса (A-K, REF, АВТОРЫ) от гидростатической и сейсмической 
(Min, Max) нагрузки. 

 
 

  
Рисунок 8. Вертикальные напряжения на нижней грани центрального сечения  

арочной плотины с учетом собственного веса (A-K, REF, АВТОРЫ)  
от гидростатической и сейсмической (Min, Max) нагрузки. 

 
 

 
Рисунок 9. Вертикальные напряжения на верхней грани центрального сечения арочной пло-

тины с учетом собственного веса (A-K, REF, АВТОРЫ) от гидростатической  
и сейсмической (Min, Max) нагрузки. 
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6. ВЫВОДЫ 
 
1. Результаты расчетов показывают эффек-

тивность разработанной авторами мето-
дики численного моделирования дина-
мических характеристик и  НДС системы 
«арочная плотина – водохранилище – ос-
нование» с использованием акустических 
элементов жидкости, в частности, 
FLUID220 (FLUID30) в программном 
комплексе ANSYS Mechanical. Данная 
методика показала адекватные результа-
ты, сопоставимые с данными других 
участников тестирования. 

2. Анализ результатов участников 
бенчмарка [3] показал незначительное 
влияние размеров конечных элементов 
на низшие собственные частоты и формы 
колебаний, статические и сейсмические 
перемещения и напряжений в плотине. 

3. Гибридный метод частотно-временной 
области (HFTD-метод) с применением 
частотно-зависимых свойств, таких как 
сжимаемость жидкости, неотражение и 
поглощение на границах, реализованный 
в программе DIANA, показал результа-
ты, аналогичные результатам других 
участников. Это подтверждает как при-
менимость этого сложного подхода, так 
и доказывает возможность использова-
ния менее сложных методов для реше-
ния поставленной задачи. 

4. Результаты настоящего исследования 
показывают возможность применения 
разработанной методики для сейсмиче-
ского анализа реальных трехмерных си-
стем «плотина – водохранилище – осно-
вание» на значимых этапах их жизненно-
го цикла.  
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ АЭРОУПРУГИХ  
КОЛЕБАНИЙ ТОНКОСТЕННЫХ ОБОЛОЧЕК 

В ТРЕХМЕРНОМ ВОЗДУШНОМ ПОТОКЕ. 
ЧАСТЬ 1. ВЕРИФИКАЦИЯ МЕХАНИЧЕСКОЙ  

КОНЕЧНОЭЛЕМЕНТНОЙ МОДЕЛИ 
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и строительных наук, г. Москва, РОССИЯ 
 
Аннотация: Статья посвящена верификационным исследованиям методики численного моделирования 
внешнего обтекания тонкостенной упругой конструкции – цилиндрического пустого резервуара – в связан-
ной постановке (Fluid-StructureInteraction, FSI). Обтекание происходит в турбулентном режиме при высо-
ких числах Рейнольдса (Re=1.2·107). В рамках первого этапа верификации представлены результаты рас-
четных исследований динамических характеристик – собственных частот и форм колебаний – в ПК ANSYS 
Mechanical в табличном и графическом виде. Исследована сеточная сходимость на разработанных парамет-
ризированных конечноэлементных моделях различной степени дискретизации, проведено сопоставление 
полученных численных результатов с «эталонными» данными источника. Для проведения основных расче-
тов в аэроупругой постановке в качестве базовой выбрана одна из рассматриваемых КЭ-моделей. 
 

Ключевые слова: аэрогидроупругость, турбулентное течение, численное моделирование,  
Fluid-Structure Interaction (FSI) 

 
 

NUMERICAL SIMULATION OF FLUID-STRUCTURE  
INTERACTION BETWEEN ELASTIC THIN-WALL STRUCTURE 

AND 3-D TRANSIENT FLOW. 
PART 1: VERIFICATION OF THE MECHANICAL 

FINITE ELEMENT MODEL 
 

Evgeny I. Boznyakov1,3, Irina N. Afanasyeva1,2,4, Alexander M. Belostotsky1,2,4 
1 National Research Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

2 Research & Development Centre StaDyO Ltd, Moscow, RUSSIA 
3"PIK-Proekt" Ltd., Moscow, RUSSIA 

4 Research Institute of Building Physics of Russian Academy  
of Architecture and Construction Sciences, Moscow, RUSSIA 

 
Abstract: Present paper deals with the verification of a numerical technique of modeling fluid-structure interac-
tion (FSI) problems. The configuration consists of incompressible viscous fluid around an elastic cylindrical 
wall-thin structure where the external flow is fullyturbulent (Reynolds numbers Re=1.2·107). Multivariate types 
of modal analysis were carried out using special software ANSYS Mechanical. Different types of grids were 
tested. Main results are showed in tables and plots. Based on the obtained results and comparison of them with 
reference data the main grid for future investigations of FSI problem was chosen. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
 
Конструкции тонкостенных оболочек ци-
линдрической формы при определенном со-
четании характерных геометрических пара-
метров, физико-механических и динамиче-
ских свойств системы и окружающей среды 
проявляют чувствительностьк ветровым воз-
действиям. В результате подобного взаимо-
действия конструкции с ветровым потоком 
можно наблюдать такое аэроупругое явле-
ние, как вихревой резонанс (автоколебания 
тонкостенной цилиндрической оболочки при 
обтекании ее потоком воздуха с определён-
ной скоростью).  
Рассматривая диссипативную динамическую 
систему «поток-конструкция» с нелинейной 
обратной связью, стоит обратить внимание 
на спектр собственных частот и форм коле-
баний данной конструкции и основную ча-
стотусрыва вихрей, наблюдаемую при обте-
кании исследуемой системы. В случае бли-
зости частотных характеристик системы воз-
никают значительные перемещения кон-
струкции с возрастающей амплитудойколе-
баний, что приводит к изменению граничных 
условий. 
Оценить в полной мере взаимное влияние 
реальных порывов ветра на рассматриваемое 
сооружение и деформированной конструк-
ции на пространственно-временные характе-
ристики потока возможно лишьс использо-
ванием современных численных моделей и 
методов, применяя связанные постановки 
для решения многодисциплинарных задач. 
Моделирование явлений аэроупругих коле-
баний и без того нетривиального с сточки 
зрения аэродинамики цилиндрического тела 
требует от исследователей высокой квали-
фикации и обоснованного применения суще-
ствующих расчетных методики их про-
граммных реализаций. 

 
 
 
 
 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ 
 

В развитие методики численного моделиро-
вания трехмерных динамических задач стро-
ительной аэрогидроупругости [4], а также 
для подробного изучения природы возник-
новения аэроупругих колебаний тонкостен-
ных цилиндрических конструкций выбрана 
задача численного моделирования автоколе-
баний пустого силоса, возникающих при об-
текании воздушным потоком. Выбор данно-
го примера обоснован тем, что в октябре 
2002 г. в порту Антверпена (Бельгия) во 
время шторма наблюдались автоколебания 
на нескольких пустых силосах из группы со-
рока цилиндров [1, 2].  
Решение задачи определения динамической 
реакции сооружения и изменения простран-
ственно-временных характеристик потока в 
результате их взаимодействияв связанной 
постановке следует разбить на 3 верифика-
ционных этапа. Первый этап – верификация 
конечно-элементной модели тонкостенного 
цилиндрического резервуара, основанная на 
проведении модального анализа и сопостав-
лении полученных результатовс данными 
натурныхзамеров и результатами альтерна-
тивных численных расчетов [1, 2]. Второй 
этап – верификация аэродинамической мо-
дели, основанная на численном решение 
уравнений несжимаемой ньютоновской жид-
кости Навье-Стокса с использованием моде-
ли турбулентности URANS SST и сопостав-
лении полученных результатов с данными 
альтернативных численных расчетов [1, 2]. 
Третий этап – верификация связного аэро-
упругого расчета, который включает в себя 
вычисление пространственно-временных ха-
рактеристик потока и напряженно-
деформированного состояния конструкции 
во времени с применением технологии FSI 
(Fluid Structure Interaction) и сопоставлении 
полученных результатовс данными альтер-
нативных численных расчетов [1, 2]. 
В качестве основного инструмента для про-
ведения многовариантных расчетных вери-
фикационных и апробационных исследова-



Численное моделирование аэроупругих колебаний тонкостенных оболочек в трехмерном воздушном потоке. 
Часть 1: Верификация механической конечноэлементной модели 

Volume 12, Issue 2, 2016 77 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

ний выбран верифицированный в системе 
РААСН универсальный ПК ANSYS Mechan-
ical и ПК ANSYS CFD. 

 
 

3. ОПИСАНИЕ РАСЧЕТНЫХ МОДЕЛЕЙ 
 

Геометрическая модель силоса. 
Объектом исследования выбран один из со-
рока силосов, расположенных в пяти рядах 
по 8 в каждом, расстояние между которыми 
составляет 30 см (рис. 1). Цилиндрическая 
оболочка диаметром 5,5 м и высотой 25 м 
состоит из 10 алюминиевых листов высотой 

2,5 м и толщиной, уменьшающейся с высо-
той (рис. 2, табл. 1). 
 
КЭ-модели силоса 
Параметризированная трехмерная оболочеч-
ная конечноэлементная (КЭ) модель силоса 
создавалась в препроцессоре ANSYS Me-
chanical с использованием четырехузлового 
пространственно-оболочечного конечного 
элемента SHELL181, реализующего теорию 
оболочек Миндлина-Рейсснера, с шестью 
степенями свободы, применение которого 
диктуется геометрией рассматриваемой кон-
струкции. 

 
Рисунок 1. Группа силосов в порту Антверпена (Бельгия)  
в плане (слева), вид сбоку (в центре), изометрия (справа) 

 

 
Рисунок 2. Геометрическая модель одиночного силоса (ANSYS Mechanical).  

Цветом отображены различные толщины оболочки 
 

Таблица 1. Изменение толщины цилиндрической оболочки силоса по высоте 
Высота, м Толщина, мм Цветовое соответствие (рис. 2) 

0,0-2,5 
2,5-5,0 
5,0-7,5 
7,5-10,0 
10,0-12,5 
12,5-15,0 
15,0-25,0 

10,5 
9,0 
8,5 
7,5 
7,0 
6,5 
6,0 

(●) 
(●) 
(●) 
(●) 
(●) 
(●) 
(●) 
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В верхней и нижней части к цилиндру при-
варены конусы под углом 15° и 60°, соответ-
ственно. Перпендикулярные балки-опоры 
поддерживают нижнюю часть цилиндра и 
крепятся в четырех точках на окружности, 
для которых в КЭ-модели заданы соответ-
ствующие граничные условия: в четырех уз-
лах ограничены все линейные 
(UX=UY=UZ=0) и угловые 
(ROTX=ROTX=ROTZ=0) перемещения в ме-
стах соединения силоса с опорными бакам. 
Для исследования сеточной сходимости рас-
смотрены четыре варианта расчетной сетки 

(рис. 3, табл. 2) с последовательно увеличи-
вающимся числом элементов. В зонах обо-
лочечного краевого эффекта (стыки «днище-
стенка», «стенка-крышка») размер КЭ по вы-
соте ℎ𝑒 выбирался из условия адекватного 
определения моментных составляющих: 
 

ℎ𝑒 ≤ 0,2√𝑅 ∙ 𝑡ℎ = 0,0257 м,    (1) 
 
где 𝑅 = 2,75, м – радиус рассматриваемой 
модели; 𝑡ℎ = 0,006 м – толщина стенки.  

 

 
Рисунок 3. Оболочечные конечноэлементные модели одиночного силоса  
(ПК ANSYS Mechanical, КЭ SHELL181) с указанием граничных условий  

(слева направо – D1, M1, M2, M3).  
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Таблица 2. Характеристики КЭ- моделей. 

Модель 
Общее 

кол-во КЭ 
в модели 

Общее 
кол-во уз-
лов в мо-

дели 

Кол-во КЭ  
по окружности в 
цилиндрической 

части 

Кол-во 
КЭ по 
высоте 

Отношение размера КЭ 
к рекомендуемому в 

зоне краевого эффекта 

D1 1686 1680 60 20 48.64 
M1 4142 4142 60 52 11.15 
M2 15000 15002 120 80 2.23 
M3 60000 60002 240 160 1.00 

 
Параметры расчетов 
Для расчетных моделей приняты следующие 
физико-механические характеристики: мо-
дуль упругости Е = 6,76 104 МПа, плотность 
𝜌 = 2700

кг

м3 и коэффициент Пуассона 𝜈 =

0,35, соответствующие материалу (алюми-
ний), из которого выполнены конструктив-
ные элементы силоса. 
Модальный анализ проводился в ПК ANSYS 
Mechanical блочным методом Ланцоша 3. 
Решение СЛАУ выполнялось прямым разре-
женным методом (SPARSE).  

Формы собственных колебаний охарактери-
зованы парой параметров (𝑚, 𝑛), где 𝑚 – 
число полуволн в продольном (по высоте) 
направлении оболочки, 𝑛 – число кольцевых 
волн оболочки. Данные натурных испытаний 
исследования взяты из электронного источ-
ника 1. Измерения колебаний проводились 
на угловом силосе, где была зафиксирована 
максимальная амплитуда колебаний при воз-
действии сильного ветра. Датчики были рас-
положены в различных точках по высоте. 
Радиальное ускорение измерялось в 10 точ-
ках. Схема расположения датчиков (точек 
мониторинга) изображена на рисунке 4.  

 
Рисунок 4. Схема расположения датчиков (точки мониторинга). Спектральная плотность 

ускорений цилиндрической оболочки в точке мониторинга HL09, м/с2/Гц22. 
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4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ 
 
В таблице 3 и на рисунках 4-6 представлены 
результаты численных расчетов: собствен-
ные частоты и формы колебаний одиночного 
силоса в сопоставлении с  расчетными и экс-
периментальными «эталонными» данными 
[1, 2] и относительные погрешности, вычис-
ляемые по формуле (2): 
 

𝜀 =
|𝑥э − 𝑥р|

𝑥э
∗ 100%,         (2) 

 
где 𝑥э – «эталонные» данные [1, 2] и 𝑥р – ре-
зультаты численных расчетов, выполненных 
авторами настоящей статьи. 
Сопоставление с экспериментом показывает 
ожидаемую картину малости погрешности 
для лучшей серии экспериментов. Расхожде-
ние убедительно объясняется погрешностя-
ми самого эксперимента (прежде всего несо-
вершенством цилиндрической формы). В то 
же время выявлено "трогательная" близость 
результатов «эталонных» [1, 2] и настоящих 
расчетных исследований. Продемонстриро-
вана сеточная сходимость собственных ча-
стот колебаний. Принимая во внимание ре-
зультаты расчетных аэродинамических ис-
следований [1, 2] и данные из нормативных 
источников [5], можно оценить характерную 
частоту срыва вихрей (fvs) для конструкций 
цилиндрической формы:  
 

𝑓𝑣𝑠 =
𝑆ℎ ∙ 𝑈

𝐷
= 1.56 ⋯ 2.13 [Гц],         (3) 

 
где: Sh – число Струхаля, U – средняя ско-
рость потока на характерной высоте [м/с], D 
– характерный размер, диаметр силоса [м]. 
Ближайшими к этим частотам, как показы-
вают расчеты и экспериментальные данные, 
оказываются частоты собственных колеба-
ний оболочки, соответствующие m=1, n=3 и 
n=4 (f(1,3)=4.06 Гц, f(1,4)=4.00 Гц). Влиянием 
других собственных форм ввиду их сильной 
частотной отстройки (ближайшая f(1,5)=5.50 
Гц) можно пренебречь. 

Как показывают результаты настоящих чис-
ленных исследований, согласующиеся с тео-
риями оболочек и численных схем, для даль-
нейших аэроупругих расчетов достаточно 
принять самую «грубую» КЭ-модель D1. 

 
 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
В рамках настоящего, первого этапа расчет-
ных исследований выполнено сопоставление 
вычисленных частот и форм собственных 
колебаний тонкостенного силоса с "эталон-
ными" экспериментальными и расчетными 
данными [1, 2]. Продемонстрирована сеточ-
ная сходимость расчетных собственных ча-
стот колебаний. Сопоставление с экспери-
ментом показывает ожидаемую картину ма-
лости погрешности для лучшей серии экспе-
риментов. Расхождение объясняется по-
грешностями самого эксперимента (прежде 
всего несовершенством цилиндрической 
формы). Выявлена близость результатов 
"эталонных" [1, 2] и настоящих конечноэле-
ментных расчетных исследований.  
Для дальнейших аэроупругих расчетов в ка-
честве базовой принимается "грубая" КЭ-
модель D1, обеспечивающая как приемле-
мую точность, так и вычислительную эконо-
мичность, столь необходимую для нелиней-
ных динамических связанных задач. 
Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке Министерства образования и науки РФ 
(Грант Президента РФ, договор 
№14.Z56.16.8493-МК) и за счет средств Гос-
ударственной программы Российской Феде-
рации «Развитие науки и технологий» на 
2013-2020 годы в рамках Плана фундамен-
тальных научных исследований Министер-
ства строительства и жилищно-
коммунального строительства Российской 
Федерации на 2016 год, тема 7.1.2 «Разра-
ботка, верификация и апробация адаптивной 
методики численного моделирования трех-
мерных динамических задач аэрогидроупру-
гости в строительстве». 
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Таблица 3. Расчет

ны
е значения собст

венны
х част

от
 колебаний одиночного силоса (модели D

1, M
1, M

2, M
3 в сопост

авлении  
с расчет

ны
ми и эксперимент

альны
ми "эт

алонны
ми" данны

ми [1, 2] и от
носит

ельны
е погреш

ност
и (εр * и εэ **, %

). 

(m
,n) 

Расчет 
[1,2] 

Э
ксперим

ент 
 [1,2] 

D
1 

M
1 

M
2 

М
3 

f,  
Гц 

f,  
Гц 

f,  
Гц 

εр , 
%

 
εэ ,  
%

 
f,  

Гц 
εр , 
%

 
εэ ,  
%

 
f,  

Гц 
εр , 
%

 
εэ ,  
%

 
f,  

Гц 
εр , 
%

 
εэ ,  
%

 
(1,2) 
(1,3) 
(1,4) 
(1,5) 
(1,6) 
(1,7) 
(1,8) 
(1,9) 
(1,10) 
(2,3) 
(2,4) 
(2,5) 
(2,6) 
(2,7) 
(2,8) 
(2,9) 
(2,10) 
(3,4) 
(3,5) 
(3,6) 
(3,7) 
(3,8) 
(3,9) 
(4,5) 
(4,6) 
(4,7) 
(4,8) 

7.75 
3.93 
3.93 
5.25 
7.37 
9.72 
12.5 
15.7 
19.4 
13.9 
8.71 
8.01 
9.29 
11.5 
14.1 
17.1 
20.5 
17.5 
13.0 
12.0 
13.6 
16.1 
19.0 
20.8 
16.8 
16.3 
18.3 

7.87 
3.91; 4.49 
3.91;4.00;4.08;4.49 
5.31; 5.34 
7.07; 7.23; 7.49 
9.84; 10.7 
12.8 
- 19.8 
- - - 9.05; 9.25 
11.1; 11.4 
14.2 
- - - - 11.9; 12.0 
13.6 
15.9 
19.0; 19.1 
- - 16.3; 16.5 
- 

8.03 
4.06 
4.00 
5.50 
7.72 
10.37 
13.64 
17.58 
22.25 
14.19 
8.88 
8.27 
9.72 
12.24 
15.27 
18.92 
23.27 
18.04 
13.47 
12.55 
14.53 
17.42 
21.01 
21.96 
17.76 
17.40 
19.88 

3.6 
3.3 
1.8 
4.8 
4.7 
6.7 
9.1 
12.0 
14.7 
2.1 
2.0 
3.2 
4.6 
6.4 
8.3 
10.6 
13.5 
3.1 
3.6 
4.6 
6.8 
8.2 
10.6 
5.6 
5.7 
6.7 
8.6 

2.0 
3.8; 9.6 
2.3;0.0;2.0;10.9 
3.6;3.0 
9.2;6.8;3.1 
5.4;3.1 
6.6 
- 12.4 
- - - 7.4;5.1 
10.3;7.4 
7.5 
- - - - 5.5;4.6 
6.8 
9.6 
10.6;10.0 
- - 6.7;5.5 
- 

7.93 
4.05 
4.00 
5.48 
7.73 
10.38 
13.66 
17.62 
22.32 
14.02 
8.80 
8.23 
9.71 
12.23 
15.28 
18.97 
23.40 
17.68 
13.25 
12.44 
14.45 
17.37 
21.00 
21.22 
17.29 
17.17 
19.74 

2.3 
3.1 
1.8 
4.4 
4.9 
6.8 
9.3 
12.2 
15.1 
0.9 
1.0 
2.7 
4.5 
6.3 
8.4 
10.9 
14.1 
1.0 
1.9 
3.7 
6.3 
7.9 
10.5 
2.0 
2.9 
5.3 
7.9 

0.8 
3.6; 9.8 
2.3; 0.0;2.0;10.9 
3.2;2.6 
9.3;6.9;3.2 
5.5;3.0 
6.7 
- 12.7 
- - - 7.3;5.0 
10.2;7.3 
7.6 
- - - - 4.5;3.7 
6.3 
9.2 
10.5;9.9 
- - 5.3;4.1 
- 

7.86 
4.01 
3.95 
5.36 
7.46 
9.89 
12.79 
16.19 
20.07 
13.99 
8.74 
8.08 
9.40 
11.69 
14.37 
17.51 
21.14 
17.57 
13.11 
12.13 
13.77 
16.38 
19.44 
21.05 
16.96 
16.55 
18.65 

1.4 
2.0 
0.5 
2.1 
1.2 
1.7 
2.3 
3.1 
3.5 
0.6 
0.3 
0.9 
1.2 
1.7 
1.9 
2.4 
3.1 
0.4 
0.8 
1.1 
1.3 
1.7 
2.3 
1.2 
1.0 
1.5 
1.9 

0.1 
2.6; 10.7 
1.0;1.3;3.2;12.0 
0.9;0.4 
5.5;3.2;0.4 
0.5;7.6 
0.1 
- 1.4 
- - - 3.9;1.6 
5.3;2.5 
1.2 
- - - - 1.9;1.1 
1.3 
3.0 
2.3;0.4 
- - 1.5;0.3 
- 

7.81 
3.99 
3.93 
5.31 
7.40 
9.77 
12.59 
15.86 
19.56 
13.91 
8.72 
8.03 
9.33 
11.55 
14.16 
17.18 
20.64 
17.50 
13.05 
12.04 
13.63 
16.15 
19.08 
20.89 
16.82 
16.37 
18.38 

0.8 
1.5 
0.0 
1.1 
0.4 
0.5 
0.7 
1.0 
0.8 
0.1 
0.1 
0.2 
0.4 
0.4 
0.4 
0.5 
0.7 
0.0 
0.4 
0.3 
0.2 
0.3 
0.4 
0.4 
0.1 
0.4 
0.4 

0.8 
2.0; 11.1 
0.5;1.8; 3.7;12.5 
0.0;0.6 
4.7;2.4;1.2 
0.7;8.7 
1.6 
- 1.2 
- - - 3.1;0.9 
4.1;1.3 
0.3 
- - - - 1.2;0.3 
0.2 
1.6 
0.4;0.1 
- - 0.4;0.8 
- 

где: 
*  εр  – относительная погреш

ность полученны
х численны

х результатов расчета в сопоставлении с расчетны
ми "эталонны

ми" 
данны

ми [1, 2]; 
** εэ  – относительная погреш

ность полученны
х численны

х результатов расчета в сопоставлении с экспериментальны
ми "эта-

лонны
ми" данны

ми [1, 2]. 
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(m, n) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) (1,2) (2,5) (3,6) 

fр_[1,2], Гц 3.93 3.93 5.25 7.37 7.75 8.01 12.00 
fр_М3, Гц 3.99 3.93 5.31 7.40 7.81 8.03 12.04 

εэ, % 1.5 0.0 1.1 0.4 0.8 0.2 0.3 
Рисунок 6. Формы и соответствующие им частоты собственных колебаний одиночного  

силоса с указание относительной погрешности εэ. Сверху –результаты «эталонного»  
численного расчета [1, 2], снизу – численные результаты авторов статьи (КЭ-модель М3). 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ РАЗВИТИЯ  
ПЛОСКОЙ ТУРБУЛЕНТНОЙ СТЕСНЕННОЙ СТРУИ  

ВО ВСТРЕЧНОМ ПОТОКЕ 
 

В.Н. Варапаев, И.Ю. Ланцова 
Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет,  

г. Москва, РОССИЯ 
 

Аннотация: Рассматривается задача численного моделирования развития плоской турбулентной стеснен-
ной струи во встречном потоке, ее решение с помощью программного комплекса ANSYS CFX. Приводится 
сопоставление результатов численного расчета с экспериментом, а также сравнение численных расчетов 
для моделей RANS SST и LES.  
 

Ключевые слова: численное моделирование, модель турбулентности, RANS SST, LES,  
программный комплекс ANSYS CFX 

 
 

NUMERICAL SIMULATION OF FLAT TURBULENT  
TIGHTNESS JET IN OPPOSITE STREAM 

 
Vladimir N. Varapaev, Irina U. Lantsova 

National Research Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 
 

Abstract: This article present numerical simulation result of flat turbulent tightness jet in opposite stream with 
ANSYS CFX. Numerical calculations and results of experiments are compared. Comparison of results are pro-
vided for two models of turbulence: RANS SST and LES. 
 

Key words:  computational fluid dynamics, turbulence model, RANS SST, LES,  
software package ANSYS CFX 

 
1. ВВЕДЕНИЕ 
 
В технических приложениях часто использу-
ются струи, развивающиеся во встречном по-
токе (завесы для отсекания холодного воз-
духа, проникающего в помещения зданий, не-
которые виды вентиляционных струй, ка-
меры сгорания двигателей, камеры смешения 
в некоторых химических технологиях и энер-
гетических агрегатах и т.п.). Эксперимен-
тальное исследование таких течений для 
плоского и осесимметричного случаев произ-
водилось в [1 - 5]. В [4] с помощью прибли-
женного интегрального метода и некоторых 

гипотез о характере течения, основанных на 
экспериментальных данных, получены при-
ближенные аналитические выражения для ос-
новных характеристик осесимметричного те-
чения в рамках пограничного слоя для случая 
a >> 1, где a - геометрический параметр, ха-
рактеризующий отношение размеров набега-
ющего потока и направленной навстречу ему 
струи. В экспериментальных работах также, в 
основном, рассматривался случай больших 
значений a. Приведенное ниже исследование 
проводится для плоского случая при умерен-
ных значениях a = 10 ÷ 25, при которых суще-
ственна стесненность струи

. 
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Рисунок 1. Схема струи, развивающейся во встречном потоке. 

 
Расчеты проведены на основе нестационар-
ной системы уравнений Навье-Стокса для 
турбулентного движения, реализованной с 
помощью модели турбулентности LES в ком-
плексе ANSYS CFX. На основе законов со-
хранения получена аналитическая оценка об-
ласти параметров, в которых существует ре-
шение задачи, и проведено сравнение резуль-
татов численного решения с имеющимися 
экспериментальными данными. 
 
 
2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 
Рассматривается плоская турбулентная 
струя, вытекающая из щели высоты 2h и вза-
имодействующая со встречным равномер-
ным потоком, имеющим скорость U . Реше-
ние ищется в области 
 

 HyHLxB  , . 
 

Схема течения приведена на рис.1.  Предпо-
лагается, что границы Hy   являются ли-
ниями симметрии, на которых отсутствует 
протекание жидкости и трение и, следова-
тельно, струя является частью многоструй-
ной периодической системы. Пусть 0U  − 
средняя по расходу скорость струи на выходе 

из щели. Определяющими параметрами за-
дачи являются:  
 

0

,
U
Ug

h
Ha  . 

 
Согласно опытным данным все течение 
можно условно разделить на три области 
(рис. 1): область 1  внутри кривой )(2 xy , в 
которой поток струи сохраняет первоначаль-
ное направление; область взаимодействия 
струи со встречным потоком 2 , располо-
женная между кривыми )(2 xy  и )(3 xy ; об-
ласть невозмущенного встречного потока 3

, расположенная вне кривой )(3 xy . 
Положение кривой )(2 xy  определяется из 
решения задачи точно: это изотаха скорости 
U = 0. Положение )(3 xy  определяется при-
ближенно, с заданной точностью. 
Поток в области 3  считается невозмущен-
ным в том смысле, что в каждом сечении x = 
const профиль скорости является  равномер-
ным U = U  , причем UU  . Как показали 
расчеты, решение в области 3  достаточно 
хорошо описывается уравнением Бернулли: 
 

22

22   UpUp 
              (1) 
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Эксперименты показывают, что область вза-
имодействия струи со встречным потоком 
можно по длине разбить на две зоны. В зоне 
1 струя расширяется и давление в ней изме-
няется незначительно. В зоне 2 происходит 
торможение и разворот струи, статическое 
давление в ней сильно изменяется. Описание 
течения в зоне 2, а, следовательно, и общей 
задачи возможно только в рамках полной си-
стемы уравнений Навье-Стокса.  
 
 
2.  СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ И ГРАНИЧ-
НЫЕ УСЛОВИЯ 
 
Расчеты производились с помощью про-
граммного комплекса ANSYS CFX. Так как 
рассматривается турбулентное течение, то 
были использованы модели турбулентности: 
RANS SST и LES. Вся расчетная область раз-
бивалась на элементы с использованием ПК 
ANSYS Mechanical при помощи параметри-
зированного макроса, написанного на внут-
реннем языке программирования APDL. При 
решении задач использовались неравномер-
ные сетки со сгущением сетки в окрестности 
больших градиентов.  
Задачи решалась в половине области, приве-
денной на рисунке 1. Полагалось, что на гра-
ницах y = 0 и y = a выполняются условия сим-
метрии.  
При x = L в набегающем потоке    Uu .  
Так как в левом сечении области  
 

 ayBx  1,  
 
возможно как вытекание воздуха, так и вте-
кание за счет подсоса струей, то в этом сече-
нии для стационарного случая задавались 
«мягкие» граничные условия.   
Предполагалось, что в начальном сечении 
щели x= −B, 10  y  для профиля скорости 
выполняется степенной закон [9] c макси-
мальным значением скорости на оси щели, 
равной  mU .  Показатель степени выбирается 

в зависимости от числа Рейнольдса [9]. Гра-
ничные значения для )(0 yK  и )(0 y  в началь-
ном сечении щели x=−B должны быть заданы 
из экспериментальных данных или известных 
теоретических оценок для развитого течения  
в канале. В частности, были использованы со-
отношения, предложенные в [6]. 
 
 
4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ И СРАВ-
НЕНИЕ С ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ 
ДАННЫМИ.  
 
В расчетах исследовалось влияние геометри-
ческого параметра  
 

h
Ha  , 

 
характеризующего стесненность струи, и па-
раметра  
 

0U
Ug   

 
на характеристики течения. Рассматривались 
значения a = 10; 25 и g = 0,1 ÷ 0,8. 
На рис.2 представлено сопоставление резуль-
татов численных расчетов для моделей SST и 
LES для a = 25 и g = 0,4.  Так как модель LES 
показала хорошее сопоставление с экспери-
ментом [3], в отличии от SST, то далее при-
водятся результаты только для модели LES.  
На рисунках 3 и 4 приведены результаты рас-
четов векторных полей скорости для случаев 
а=25 и а=10 (большое стеснение струи), в мо-
мент времени t=0.8 сек.  
Полагалось, что профиль скорости струи в 
щели за промежуток времени от t=0 до t=0,01 
сек. изменялся от u=0 до степенного профиля 
в канале. Результаты показывают, что с 
уменьшением параметра g дальнобойность 
струи увеличивается, а область по y взаимо-
действия струи и внешнего потока растет. Эта 
область также растет при увеличении стес-
ненности (случай а=10 на рисунке 4).  
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Рисунок 2. Сопоставление результатов. Линии тока при t=0,8 c 

(сверху – RANS SST, снизу – LES). 
 

 
 

 
Рисунок 3. Векторные поля скорости при а=25 и различных значениях g=0,2; 0,4; 0,6; 0,8.  
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Рисунок 4. Векторные поля скорости при а=10 (большое стеснение струи). 

 
В экспериментах [1-5] отмечалось, что тече-
ние в области взаимодействия струи и 
встречного имеет нестационарный характер: 
фото- и киносъемки показали, что дально-
бойность струи непрерывно изменяется в 
среднем на 5-8%. Такое поведение потока 
можно объяснить с точки зрения теории гид-
родинамической устойчивости, так как гра-
ница между встречными потоками является 
неустойчивой, и здесь могут возникать не-
стационарные вихревые структуры. Некото-
рые из таких задач для закрученных потоков 
рассматривались, например, в [9,10]. 
С помощью результатов, приведенных на ри-
сунках 3-4, можно приближенно определить 
дальнобойность струи для рассмотренных 
значений параметров. 
Безразмерные значения дальнобойности, от-
несенные к полуширине щели, из которой 
вытекает струя, для расчетов с помощью мо-
дели LES дают следующие результаты.  

Для а=10: L=71 (при g=0,1); L=40-50 (при 
g=0,2); L=16 (при g=0,4); L=1-2 (при g=0,6).  
Для а=25: L=80-90 (при g=0,2); L=41-43 (при 
g=0,4); L=23-26 (при g=0,6).  
Для сравнения укажем, что в экспериментах 
[3] для случая а=50 и g=0,32 было получено, 
что дальнобойность примерно равна L=70. 
Это достаточно хорошо совпадает с числен-
ными результатами для а=25, так как случаи 
а=25 и а=50 соответствуют небольшой стес-
ненности струи и соответствующие резуль-
таты должны быть достаточно близки.  
Главное отличие рассматриваемого течения 
от обычной свободной струи заключается в 
том, что в области взаимодействия струи со 
встречным потоком по вертикали образуется 
висячая зона вихревого течения, размеры ко-
торой увеличиваются с ростом a и уменьше-
нием g. Через эту зону осуществляется под-
сос воздуха струей на первоначальном этапе 
развития струи и потеря присоединенных 
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масс воздуха на заключительном этапе разви-
тия струи. С ростом величины a, т.е. с умень-
шением стесненности, дальнобойность струи 
l увеличивается и растет вертикальный раз-
мер области взаимодействия струи со встреч-
ным потоком (область 2  на рис.1). Умень-
шение величины g, т.е. относительной скоро-
сти встречного потока также приводит к уве-
личению дальнобойности струи.  
Анализ полученных численно гидродинамиче-
ских полей показывает, что в области 3 , ко-
торая расположена вне области взаимодей-
ствия струи с потоком, течение практически 
является безвихревым течением идеальной 
жидкости. Аналогичный результат был полу-
чен экспериментально в работе [3]. 
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УЧЕТ НЕЛИНЕЙНОЙ РАБОТЫ ЖЕЛЕЗОБЕТОНА  
В ПК ЛИРА-САПР.  

МЕТОД «ИНЖЕНЕРНАЯ НЕЛИНЕЙНОСТЬ» 
 

А.С. Городецкий1,2, М.С. Барабаш 1,3 
1 ООО «ЛИРА САПР, г. Киев, УКРАИНА 

2 Киевский национальный университет строительства и архитектуры, г. Киев, УКРАИНА 
3 Национальный авиационный университет,  г. Киев, УКРАИНА 

 
Аннотация: В статье рассматривается итерационный метод «инженерная нелинейность». Представляе-
мый метод позволяет определить реальные жесткостные характеристики сечения, которые могут быть 
пониженными  в связи с появлением трещин, пластическими деформациями бетона и арматуры. Предла-
гаемый метод «инженерная нелинейность», с одной стороны, позволяет более точно учитывать распре-
деление жесткостей, с другой стороны, по технологии практически аналогичен традиционным методам 
расчета в линейной постановке, т.е. позволяет выполнить расчет на все нагружения, получить расчетные 
сочетания усилий (РСУ) и расчетные сочетания нагрузок (РСН), подбор арматуры.  

 
Ключевые слова: жизненный цикл, компьютерное моделирование, численное моделирование,  

прочностной расчет, нелинейный расчет, устойчивость,  напряженно - деформированное состояние,  
наукоемкие расчетно-теоретические исследования 

 
 

NONLINEAR BEHAVIOUR OF REINFORCED CONCRETE  
IN LIRA-SAPR SOFTWARE. 

NONLINEAR ENGINEERING METHOD (NL ENGINEERING) 
 

Aleksander S. Gorodetsky1,2, Мaria S. Barabash1,3 
1 “LIRA SAPR” Ltd, Kiev, UKRAINE 

2 Kyiv National University of Construction and Architecture, Kiev, UKRAINE  
3 National Aviation University, Kiev, UKRAINE 

 
Abstract:  In given article is considered iterative method “engineering nonlinearity”. Given method allows de-
fining real characteristics of section stiffness that could be decreased owing to cracks occurrence, plastic 
deformations of concrete and reinforcement. Proposed method “engineering nonlinearity” allows on the one 
hand to take into account more exactly stiffness distribution, on the other hand is similar to traditional analysis 
methods into linear formulation, i.e. allows to perform analysis on all load-cases, obtain DCF and DCL, perform 
reinforcement selection. 

 
Keywords: life cycle, computer modelling, numerical modelling, structural analysis, nonlinear analysis, 

stability, stress - strain state, computational researches 
 

 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 
Ползучесть, трещины и другие специфиче-
ские особенности железобетона обуславли-
вают изменение жесткостных характеристик 
элементов уже на ранних этапах нагружения, 
включая и эксплуатационную стадию. Это 

приводит к перераспределению усилий, зна-
чительному увеличению перемещений по 
сравнению с линейно-упругим расчетом. 
Нормативные документы ориентируют ин-
женера на учет этих факторов. Так в Евроко-
де и нормативах Российской Федерации ре-
комендуется проводить расчет с учетом фи-
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зической нелинейности. Программный ком-
плекс ЛИРА-САПР предоставляет возмож-
ность инженеру выполнять такие расчеты. 
Однако расчет конструкции с учетом физи-
ческой нелинейности [2, 3, 6] в строгом ма-
тематическом понимании этого процесса при 
использовании в массовых инженерных рас-
четах имеет ряд недостатков: 
 такой расчет может быть выполнен только 

на одно нагружение и его нельзя исполь-
зовать в РСУ или РСН; 

 такой расчет требует больших ресурсоза-
трат – шаговый метод обуславливает 
необходимость многократного решения 
систем линеаризованных уравнений; 

 такой расчет требует задания арматуры 
(диаметры и расположение) в каждом се-

чении стержня или пластинчатого элемен-
та. 

С другой стороны, нормативы Российской 
Федерации СП 52-103-2007, для учета этих 
факторов в инженерных расчетах, предлага-
ют просто вводить понижающие коэффици-
енты на жесткость для изгибаемых элемен-
тов 0,3 и сжатых 0,6. Конечно, такое грубое 
предположение не учитывает, что снижение 
жесткости зависит от величины и характера 
напряженного-деформированного состояния 
сечения. О снижении жесткости растянутых 
элементов вообще ничего не говорится. 
Такой подход достаточно грубо оценивает 
действительную ситуацию. Это можно про-
демонстрировать на примере элементарной 
защемленной балки (рисунок 1). 

 

Рисунок 1. Напряженно-деформированное состояние (НДС) защемленной балки:  
а) эпюра моментов, б) соответствующая эпюра жесткостей. 

 
В реальных расчетах ситуация еще более 
сложная: колонны зачастую испытывают 
значительные нормальные усилия: балки ис-
пытывают значительные изгибное усилие; в 
пластичных элементах как правило возника-
ют соизмеримые мембранные и изгибные 
усилия.  
Метод «Инженерная нелинейность» ориен-
тирован на некоторое устранение этого 
несоответствия (некоторые идеи в этом 
направлении предлагались ранее [1]) и этот 
метод надо позиционировать как метод 
уточненного дифференцированного учета 

снижения жесткостных характеристик желе-
зобетонных элементов. 
 
 
КОНЦЕПЦИЯ МЕТОДА 
 
Метод «Инженерная нелинейность» состоит 
в следующем: 
1. Задается «определяющее нагружение», 
которое по мнению инженера в основном 
определяет напряженно-деформированное 
состояние конструкции (развитие трещин, 
пластические деформации бетона и армату-
ры) на протяжении жизненного цикла кон-
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струкции. «Определяющее нагружение» мо-
жет составляться на основании набора 
нагружений (собственный вес, полезные 
нагрузки и др.), которые задаются инжене-
ром для последующего традиционного рас-
чета или назначается инженером на основе 
других предположений. 
2. Производится расчет на «определяющее 
нагружение» в физически нелинейной по-
становке с одновременным подбором арма-
туры. Расчет выполняется итерационным ме-
тодом и производится подбор арматуры. 
3. В результате итерационного расчета на 
основе НДС каждого сечения стержня и КЭ 
пластинчатой конструкции определяются 
жесткостные характеристики. 
4. Выполняется традиционный расчет кон-
струкции, элементы которой имеют жест-
костные характеристики определяемые в ре-
зультате итерационного расчета. Традицион-
ный расчет подразумевает расчет в линейно-
упругой постановке на весь набор нагруже-
ний (собственный вес, полезная нагрузка, 
сейсмика и др.), составление РСУ или РСН, 
подбор или проверку сечений стержней же-

лезобетонных и стальных элементов, кон-
струирование. 
Наиболее ответственным и сложным в по-
становке и реализации является этап опреде-
ления жесткостных характеристик сечений 
стержня и пластинчатого элемента [4,5]. 
 
 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЖЕСТКОСТНЫХ ХА-
РАКТЕРИСТИК СЕЧЕНИЯ СТЕРЖНЯ 
  
На рисунке 2 представлено произвольное 
сечение стержня, на которое действует два 
момента Mx и My, нормальная сила N. Мо-
менты действуют относительно главных 
осей сечения x и y. Нормальная сила прило-
жена в точке С – пересечении геометриче-
ской оси стержня с плоскостью сечения. 
Требуется: определить жесткостные харак-
теристики сечения, соответствующие секу-
щим модулям деформаций бетона и армату-
ры. 
 Зависимость – для бетона представлена на 
рисунке 3, для арматуры – на рисунке 4. 

 
 

Рисунок 2. Напряженно-деформированное состояние сечения стержня. 
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Рисунок 3. Зависимость напряжение-деформация для бетона. 

 

 
Рисунок 4. Зависимость напряжение-деформация для арматуры 

 
Для определения НДС сечения необходимо 
найти положение нейтральной оси, которое 
характеризуется двумя величинами Yс,  и 
кривизной сечения  (рисунок 2): 

Yс – смещение нейтральной оси; 
 – угол поворота нейтральной оси; 
 – кривизна сечения. 

Решение задачи выполняется численным ме-
тодом. В результате итерационного процесса 
определяются три неизвестных Yс, , , ко-
торые находятся из трех уравнений равнове-
сия: 
 

z=0, Mx=0, My=0.   













т

i
ciaia

n

j
cjбjб

Nyf

yFz

1

1

0),,(

),,(





 

0),,(),,(

),,(),,(

1

1







 





xxc

m

i
iaciaia

n

j
cjcjбjбx

NeMyyyf

yyyFM





 

0),,(),,(

),,(),,(

1

1







 





yy

m

i
ciaciaia

n

j
cjcjбjбy

NeMyxyf

yxyFM





 



А.С. Городецкий, М.С. Барабаш 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 96 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Жесткостные характеристики ЕобF, ЕобIx, 
ЕобIy определяются на основании зависимо-
стей – для бетона и арматуры (рисунок 3, 
4). Для бетона в определение входит только 
сжатая часть бетона с переменным по сече-
нию секущим моделям деформации. Для 
каждого арматурного стержня также исполь-
зуется  соответствующий модуль деформа-
ции.  
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Здесь iajб fF ,  – элементарные участки, на 

которые расчленяется сечение бетона и пло-
щади отдельных стержней арматуры. 

n – количество участков бетона, m – коли-
чество арматурных стержней. 

бсекjЕ , секiaЕ  – секущие модули деформаций 
бетона и арматуры, которые определяются 
на основании зависимостей – (рисунок 
2,3). 

xjб, yjб, xia, yia – расстояние центра тяжести j-
го участка бетона и i-го участка арматурного 
стержня до главных осей, положение кото-
рых (Yс, ) определено в результате итера-
ционного расчета. 
Для бетона в определение входит только 
сжатая часть бетона с переменным по сече-
нию секущим модулем деформации. Для 
каждого арматурного стержня также исполь-
зуется  соответствующий секущий модуль 
деформации.  
Матрица жесткости стержня, имеющего пе-
ременные  по длине секущие жесткостные 
характеристики (рисунок 1) также строится 
численным методом (каждый стержень рас-
сматривается как своеобразный супер эле-
мент). 
 
 
ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ 
 
Ниже приводятся результаты расчета рамы 
на основе инженерной нелинейности (рису-
нок 4). 
В качестве определяющего нагружения была 
принята нагрузка q=15 т/п.м. на рисунке 6 
приведены соответствующие жесткости для 
ригеля в – с и колонн а – в. 

 
 

Рисунок 5. Расчетная схема исследуемой конструкции. 
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Рисунок 6. Эпюры жесткостей EI тм2 полученных на основе расчета по методу 

«Инженерная нелинейность»: а) для колонны, б) для ригеля. 
 

Анализируя эпюры жесткостных характери-
стик можно сделать вывод, что рекомендуе-
мое нормативами снижение жесткостных 
характеристик для колонн на понижающий 
коэффициент 0,6 (в этом случае эпюра для 
колонн выглядела бы постоянной и равной 
0,6х2500=1500 тм2) и для ригелей 0,3 (в этом 
случае эпюра выглядела бы постоянной и 

равной 0,3х5900=1770 тм2) выглядит доста-
точно грубым приближением. 
В таблице 1 приведены результаты линейно-
упругого расчета рамы на нагрузку 
q=20 т/п.м.  с учетом дифференцированного 
распределения жесткостей для всех элемен-
тов, полученных на основе режима «Инже-
нерная нелинейность».  

 
Таблица 1. Результаты линейно-упругого расчета рамы. 

Значение 
параметров 

НДС 
Вид 
расчета 

Статический расчет Динамический расчет 
Момент  
в ригеле  
«в – с»  

в узле «в» 
в тм 

Момент  
в ригеле  
«в – с»  

в узле «d» 
в тм 

Перемеще-
ние в узле 

«d» 
в тм 

Частота 
 

в герцах 

Период 
 

в сек. 

линейно-упругий расчет 
с начальными жестко-
стями 

58,4 100,7 54,0 0,182 5,51 

линейно-упругий расчет 
с жесткостями  
полученными на основе 
режима «Инженерная 
нелинейность» 

74,3 84,5 113,0 0,158 6,32 

      
Анализируя результаты расчета приведен-
ные в таблице 1 можно сделать следующие 
выводы: 
 получено некоторое перераспределение 

усилий – в менее нагруженном сечении 
«в» ригеля момент увеличился, в более 
нагруженном сечении «d» ригеля момент 
уменьшился; 

 перемещение узла «d» увеличилось бо-
лее чем в 2 раза; 

 частота собственных колебаний (первая 
форма) уменьшилась, а период увели-
чился. 
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ВЫВОДЫ 
 
В заключение еще раз следует отметить, что 
метод «Инженерная нелинейность» предна-
значен только для учета пониженной жест-
кости железобетонных конструкций в массо-
вых инженерных расчетах и ни в коем случае 
не заменяет расчет с учетом физической не-
линейности. 
Метод «Инженерная нелинейность» реали-
зован в программном комплексе ЛИРА-
САПР. Таким образом, инженеры-
проектировщики получили еще один ин-
струмент, позволяющий учитывать в прак-
тических расчетах влияние пониженной 
жесткости железобетонных конструкций на 
НДС проектируемого сооружения. 
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ОПТИМАЛЬНЫЙ СОСТАВ КОМПОЗИТА 
ПО КРИТЕРИЮ ЕГО ПРОЧНОСТИ 

 
В.Т. Ерофеев1, А.С. Тюряхин1, И.В. Смирнов1, И.Н. Максимова2 

1 Национальный исследовательский Мордовский государственный университет им. Н.П. Огарева,  
г. Саранск, РОССИЯ 

2 Пензенский государственный университет архитектуры и строительства, г. Пенза, РОССИЯ 
 

Аннотация: На базе модели Хашина для представительной ячейки полидисперсного композита построе-
ны 2 двухсвязные модели: трехфазная структурная и двухфазная эффективная. Твердотельная фаза эф-
фективной модели, а также фазы матрицы и наполнителя, представлены толстостенными сферами. Фаза 
порового включения заполнена идеальной жидкостью (под действием порового давления). Для трех сфер 
структурной модели, применив решение задачи Ламе, сначала записываются 2 условия совместности их 
перемещений, затем еще два условия эквивалентности названных моделей. Удовлетворяя этим условиям, 
выявляются поровое и контактное давления, а также эффективные модули: объемных К и сдвиговых G 
деформаций. В результате численного исследования полученного решения вскрыта экстремальная зави-
симость эффективной прочности композита от объемного состава матрицы и наполнителя. Тем самым 
выявлена возможность теоретического подбора оптимального состава компонентов композита по крите-
рию какой-либо из теорий прочности. 
 

Ключевые слова: представительная ячейка композита, структурная и эффективная модели,  
поровое включение, толстостенная сфера, модель Хашина, деформации и напряжения,  

контактное давление, эффективная прочность 
 
 

THE OPTIMAL COMPOSITION OF THE COMPOSITE  
ACCORDING TO THE STRENGTH CRITERION 

 
Vladimir T. Erofeev1, Alexander S. Turyakhin1, Igor V. Smirmov1,  

Irina N. Maksimova2 
1 National Research Ogarev Mordovia State University, Saransk, RUSSIA 

2 Penza State University of Architecture and Construction, Penza, RUSSIA 
 

Abstract: On the basis of the Khashin model, we built a three-phase structural model and a two-phase effective 
model for the representative cell of the polydisperse composite. The solid-state phase of the effective model, the 
matrix phase and the filler phase of the structural model are presented as thick-walled spheres. The pore inclusion 
phase filled with perfect liquid (under the influence of pore pressure). By applying a solution of Lamé problem for 
the three spheres of the structural model, we recorded two deformation compatibility conditions and then two con-
ditions for the equivalence of the two mentioned models. Having satisfied these conditions, we can determine pore 
and contact pressures and the effective modules of the composite deformation: volume (Κ) and shear (G). A nu-
merical study of the obtained solution revealed the extreme dependence of the effective strength of the composite 
from the bulk composition of the matrix and the filler. Thus the possibility of a theoretical selection of the optimal 
composition of composite components on the criterion of any strength theories is revealed. 
 

Keywords: representative of the composite cell, structural and effective model, pore inclusion,  
thick-walled sphere, the Hashin model, deformation and pressure. 

 
 

1. ПРЕДМЕТ ИССЛЕДОВАНИЯ 
 
В монографии «Формирование структуры 

композиционных материалов и их свойства» 
(Гусев Б. В. и др.) изложены основные под-
ходы и методы нелинейной механики компо-
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зитов. Там же обозначена и «главная пробле-
ма материаловедения, заключающаяся в 
предсказании эффективных физико-
механических свойств идеализированной од-
нородной среды через свойства компонентов 
и их геометрические характеристики» [6, с. 
13]. При этом отмечается, что «теоретиче-
ские исследования в этой области позволяют 
сократить до минимума проведение дорого-
стоящих экспериментальных работ» [6, с. 14]. 
Но, помимо  поставленных выше проблем, 
существует обширная область и других за-
дач, в которых для их разрешения достаточно 
методов линейной теории деформаций. Од-
ному из таких подходов  и посвящено насто-
ящее исследование. При этом ставится узкая 
задача: по критерию эффективной прочности 
обосновать возможность теоретического спо-
соба подбора оптимального состава компо-
нентов (матрицы и наполнителя) в трехфаз-
ной структуре композита.   
В основу исследования положено решение 
задачи Ламе для толстостенной сферы [2, 9]. 
При этом целостная модель представительно-
го объема (элемента, ячейки) зернисто-
пористого композита рассматривается в двух 
частях, выражающих собой внешний и внут-
ренний аспекты этой целостности (рис. 1). 
Внешний аспект представлен двухфазной 
эффективной моделью (рис. 1, а), внутренний 
аспект – трехфазной структурной (рис. 1, б).    
Эффективная модель включает в себя несу-
щую фазу материала в виде толстостенной 
сферы диаметром 2b и фазу порового вклю-
чения диаметром 2a в центре сферы (см. рис. 
1, а). Идеализированная однородная среда 
несущей фазы характеризуется упругими па-
раметрами e=3K и g=2G, где K и G – модули 
объемной и сдвиговой упругости твердо-
тельной среды несущей фазы. Фаза порового 
включения, в свою очередь, может быть 
представлена жидкой, газообразной или 
жидкостно-газовой средой. В данном иссле-
довании рассмотрен только один (предель-
ный) случай, в котором эта среда задана иде-
альной жидкостью.  
Трехфазная схема структурной модели полу-

чается из двухфазной путем расчленения не-
сущей фазы на две части с последующим за-
мещением их объемов материалом двух фаз: 
матрицы и наполнителя (см. рис. 1, б). Одно-
родную среду этих фаз будем характеризо-
вать параметрами em=3Km, gm=2Gm, en=3Kn, 
gn=2Gn. Здесь: Km и Gm – модули материала 
матрицы, Kn и Gn – материала наполнителя.  
Фазы матрицы и наполнителя разделены 
контактной поверхностью диаметром 2c. 
Под действием внешнего давления q в точ-
ках этой поверхности возникает неизвестное 
контактное  давление pc. Другое неизвестное 
давление p появится в точках контакта 
наполнителя и шаровой поверхностью  жид-
костного включения. С определения величи-
ны давлений p и pc начинается процесс ис-
следования поставленной задачи. 
 
 
2.  ТРИ ЗАДАЧИ ЛАМЕ И ИНВЕРСИЯ, 

ОБЪЕДИНЯЮЩАЯ ИХ 
 
Из рис. 1 следует, что и несущая фаза (см. 
рис. 1, а), и фазы матрицы и наполнителя 
(см. рис. 1, б) могут быть описаны решением 
одной и той же задачи Ламе [2, с. 255 – 259], 
представленным в трех вариантах (рис. 2). 
Эти варианты различны по своему содержа-
нию, но они геометрически, статически и 
кинематически взаимно обусловлены це-
лостностью исходной модели (см. рис. 1).    
Задача Ламе, для толстостенной сферы, 
нагруженной внешним и внутренним давле-
ниями, на рис. 2 выделена в виде трех рас-
четных схем. Расчетные формулы этих схем  
имеют однообразную форму представления. 
Чтобы их различать, буквенные обозначения 
формул для схем матрицы (рис. 2, б) и 
наполнителя (рис. 2, в) будут снабжены ин-
дексами m и n соответственно. 
Геометрическая взаимная связь представ-
ленных трех схем обусловлена радиусами a, 
b и c сфер одной и той же исходной модели 
(см. рис. 1 и 2). Если обозначим отношения 
радиусов 
 



Оптимальный состав композита по критерию его прочности 

Volume 12, Issue 2, 2016 101 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 1. Целостная модель представительного объема композита, 

 заданная в виде: а – двухфазной  и б – трехфазной моделей. 
 

 
Рисунок 2. Расчетные схемы задачи Ламе для:  

а – несущей фазы; б – фазы матрицы; в – фазы наполнителя.  
 

𝜔 = 𝑎/𝑏,   𝜔𝑚 = 𝑐/𝑏  и    𝜔𝑛 = 𝑎/𝑐,     (1) 
 
то относительные пустотности трех толсто-
стенных сфер (см. рис. 2) будут соответ-
ственно равны: 
 

𝑤 = 𝜔3 = (𝑎 𝑏⁄ )3,   
𝑚 = 𝜔𝑚

3 = (𝑐/𝑏)3  и  𝑛 = 𝜔𝑛
3 = (𝑎/𝑐)3. (2) 

 
В таком случае параметры ω и w несущей 
фазы  (см. рис. 1, а) играют роль коэффици-
ентов геометрической структуры для пред-
ставительной ячейки композита. При этом 
абсолютные размеры ее радиусов (a и b) мо-
гут быть различны. Но для всех них при рав-
ных значениях отношений ω будут одинако-
выми не только параметры w, но и многие 
другие структурные параметры этих ячеек.  

Именно это геометрическое свойство тол-
стостенных сфер обусловливает теоретиче-
скую возможность построения модели гете-
рогенной среды с произвольной объемной 
долей наполнителя и включения, которая 
была предложена Хашиным [17]. Модель 
нашла применение, например, в работах [1, 
7, 16] и во многих других исследованиях. В 
этой модели размеры ячеек произвольны. Но 
отношение радиусов (ω=a/b) для каждой 
такой ячейки считается одинаковым незави-
симо от ее размеров. Поэтому распределение 
размеров ячеек должно быть таким, чтобы 
весь объем был заполнен составными части-
цами с отношением w=const. В данном ис-
следовании рассмотрению подлежит неод-
нородная гетерогенная среда, дискретные 
фазы которой отчетливо выражены (см. рис. 
1). При этом в качестве базовой принята мо-
дель неоднородной среды, предложенная 
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Хашиным, поэтому отношения (1) и (2) во 
всех ячейках одинаковы. 
Геометрическая связь, объединяющая три 
схемы задачи Ламе (см. рис. 2) в одну мо-
дель, проявляется еще и в том, что произве-
дение относительных объемов «пустотно-
стей» m и n (матрицы и наполнителя) равно 
величине w несущей фазы: 
 

𝑤 = 𝑚 ∙ 𝑛.                      (3) 
                                                                              

Математически это означает, что пористость 
w, играя роль коэффициента инверсии, поз-
воляет определить радиус 𝑅 = √𝑤 окружно-
сти (или сферы), относительно которой па-
раметры m и n обладают свойством инвер-
сивной симметрии.     
Кроме того, в геометрически взаимосвязан-
ных сферах (см. рис. 2) аналогичными свой-
ствами обладают и величины отношения 
давлений на наружных и внутренних по-
верхностях этих сфер: 
        

𝑘 = 𝑞/𝑝,   𝑘𝑚 = 𝑞/𝑝𝑐  ,   𝑘𝑛 = 𝑝𝑐/𝑝.    (4) 
                                                           

Непосредственно из этих выражений следует 
инверсивная зависимость статических вели-
чин (давлений):  
 

𝑘 = 𝑘𝑚 ∙ 𝑘𝑛.                  (5)  
                                                                             

Имея зависимости (3) и (5) можно с большой 
долей уверенности предположить, что свой-
ством инверсии должны обладать и величи-
ны эффективных упругих и прочностных ха-
рактеристик в рассматриваемой модели ком-
позита (см. рис. 1).  Это существенно упро-
щает анализ и осмысление результатов чис-
ленных исследований. 
 
 
3. РАСЧЕТНЫЕ  ФОРМУЛЫ 
 
Расчетная схема несущей фазы композита 
соответствует двухсвязной эффективной мо-
дели (см. рис. 1, а), подверженной действию 
наружного q и контактного (порового) дав-

лений p (см. рис.2, а).  Решение  задачи Ламе 
применительно к данной схеме представим в 
форме, принятой в работах [10 – 16]. При 
этом расчетные формулы имеют следующий 
вид для радиальных и тангенциальных: пе-
ремещений 
 

𝑢 = (
𝑃

𝑒
+

𝑄

2𝑔
∙

𝜔3

𝜌3 ) ∙ 𝑟,     𝑣 = 0;      (6) 
                                                               

деформаций  
 

𝜀𝑟 =
𝑃

𝑒
−

𝑄

𝑔
∙

𝜔3

𝜌3 ,     𝜀𝑡 =
𝑃

𝑒
+

𝑄

2𝑔
∙

𝜔3

𝜌3 ;    (7) 
                                                               

и напряжений 
 

𝜎𝑟 = 𝑃 − 𝑄 ∙
𝜔3

𝜌3 ,     𝜎𝑡 = 𝑃 +
𝑄

2
∙

𝜔3

𝜌3 .   (8) 
                                                              

В этих формулах введены обозначения: 
 

𝑃 =
𝑤𝑝−𝑞

𝑉
,     𝑄 =

𝑝−𝑞

𝑉
,             (9)                                                                          

𝑒 =
𝐸

1−2𝑣
,     𝑔 =

𝐸

1+𝑣
;            (10) 

                                                                         
где: 𝑉 = 1 − 𝑤; r – радиальные координаты 
точек сферы, 𝜌 = 𝑟/𝑏 – безразмерные коор-
динаты тех же точек; E и ν – модуль Юнга и 
коэффициент Пуассона однородного и изо-
тропного материала несущей фазы компози-
та.  
Для расчетных схем матрицы и наполнителя 
формулы (6) – (10) сохраняют свою структу-
ру, но отличаются тем, что буквенные обо-
значения в них снабжены индексами m (мат-
рица) или n (наполнитель). Например, фор-
мула тангенциальных деформаций в матрице 
(см. рис. 2, б), согласно формулам  (7) и (2) с 
добавлением индексов m, примет вид: 
 

𝜀𝑡𝑚 =
𝑃𝑚

𝑒𝑚
+

𝑄𝑚

2𝑔𝑚
∙

𝜔𝑚
3

𝜌𝑚
3 ,               (11)                                                                        

где             𝑃𝑚 =
𝑚𝑝𝑐−𝑞

𝑉𝑚
;    𝑄𝑚 =

𝑝𝑐−𝑞

𝑉𝑚
;    

𝑒𝑚 =
𝐸𝑚

1−2𝑣𝑚
;    𝑔𝑚 =

𝐸𝑚

1+𝑣𝑚
;           (12)                                          
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𝑉𝑚 = 1 − 𝑚; 𝜌𝑚 = 𝑟/𝑏 – безразмерные коор-
динаты; Em и vm – модуль Юнга и коэффици-
ент Пуассона материала матрицы. 
Аналогичный вид примет и формула для 
тангенциальных деформаций в наполнителе 
(см. рис. 2, в): 
 

𝜀𝑡𝑛 =
𝑃𝑛

𝑒𝑛
+

𝑄𝑛

2𝑔𝑛
∙

𝜔𝑛
3

𝜌𝑛
3 ,               (13)                                                                         

где              𝑃𝑛 =
𝑛𝑝−𝑝𝑐

𝑉𝑛
;    𝑄𝑛 =

𝑝−𝑝𝑐

𝑉𝑛
;    

𝑒𝑛 =
𝐸𝑛

1−2𝑣𝑛
;    𝑔𝑛 =

𝐸𝑛

1+𝑣𝑛
,           (14)                                              

 
𝑉𝑛 = 1 − 𝑛; 𝜌𝑛 = 𝑟/𝑐 – безразмерные коор-
динаты точек наполнителя; En и vn – модуль 
Юнга и коэффициент Пуассона наполнителя. 
 
 
4. УСЛОВИЯ НЕРАЗРЫВНОСТИ  

И ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 
 
Задача по определению эффективных харак-
теристик композита включает в себя два эта-
па. Сначала записываются условия совмест-
ности деформаций в точках двух контактных  
поверхностей структурной модели (см. рис. 
1, б;  2, б и 2, в): 
 

𝜀𝑡𝑚(𝑐) = 𝜀𝑡𝑛(𝑐),               (15)                                                                          
𝜀𝑡𝑛(𝑎) = 0.                   (16) 

                                                                              
Здесь: 𝜀𝑡𝑛(𝑎) – тангенциальная деформация 
наполнителя в точках его контакта с жидко-
стью, 𝜀𝑡𝑛(𝑐) и 𝜀𝑡𝑚(𝑐) – тангенциальные де-
формации наполнителя и матрицы в точках 
их смежной контактной поверхности. Удо-
влетворяя этим условиям, отыскиваются 
контактные давления  p и pc. 
На втором этапе решения для двухсвязных 
моделей представительной ячейки композита 
(эффективной и структурной) записываются 
два условия эквивалентности этих моделей: 
   

𝜀𝑡(𝑎) = 0.                  (17)                                                                             
𝜀𝑡(𝑏) = 𝜀𝑡𝑚(𝑏).             (18)                                                                          

 

Здесь: 𝜀𝑡(𝑎) и 𝜀𝑡(𝑏) – тангенциальные де-
формации эффективной двухсвязной модели 
в точках ее внутренней и внешней сфериче-
ских поверхностей; 𝜀𝑡𝑚(𝑏) – тангенциальные 
деформации матрицы в точках ее наружной 
поверхности.   
Удовлетворив эти условия, найдем эффек-
тивные модули композита (e=3K и g=2G), а 
также их отношение  η=g/e. В этом как раз и 
состоит достоинство двухсвязных эффектив-
ных моделей, нашедших применение в рабо-
тах [10 – 16]. Данная модель возникла на ос-
нове обобщения опыта исследования одно-
связных эффективных моделей, нашедших 
применение в многочисленных публикациях, 
в том числе в монографиях [1, 4, 5, 7, 9 и 
др.]. Но односвязная модель, имея одну гра-
ничную поверхность, позволяет записать 
лишь одно условие эквивалентности (со 
структурной моделью), из которого можно 
определить только один эффективный пара-
метр (объемный модуль Κ, как правило). 
Двухсвязная модель имеет две граничные 
поверхности, позволяющие записывать два 
условия эквивалентности и одновременно 
определять два упругих параметра (Κ и G).  
Далее, продолжив выкладки, сначала запи-
шем выражения   деформаций в матрице. Со-
гласно (11), в точках с координатой r=c име-
ем: 
 

𝜀𝑡𝑚(𝑐) =
𝑃𝑚

𝑒𝑚
+

𝑄𝑚

2𝑔𝑚
.            (19)  

                                                                       
Аналогично, в точках с координатой r=b 
(ρm=1):   
 

𝜀𝑡𝑚(𝑏) =
𝑃𝑚

𝑒𝑚
+

𝑚𝑄𝑚

2𝑔𝑚
.           (20) 

                                                                        
Для наполнителя, согласно (13),  выражения 
примут вид:  
в точках при  r=a и ρn=ωn,  
 

𝜀𝑡𝑛(𝑎) =
𝑃𝑛

𝑒𝑛
+

𝑄𝑛

2𝑔𝑛
,             (21)  

                                                                        
при r =c (ρn=1)  
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𝜀𝑡𝑛(𝑐) =
𝑃𝑛

𝑒𝑛
+

𝑛𝑄𝑛

2𝑔𝑛
.             (22)  

                                                                          
Выполнив подстановку выражений  (19), (21) 
и (22) в условия совместности (15) и (16), 
получим систему двух уравнений с неиз-
вестными контактными давлениями p  и pc:  
 

𝑃𝑛

𝑒𝑛
+

𝑄𝑛

2𝑔𝑛
= 0,                  (23)                                                                             

𝑃𝑚

𝑒𝑚
+

𝑄𝑚

2𝑔𝑚
=

𝑃𝑛

𝑒𝑛
+

𝑛𝑄𝑛

2𝑔𝑛
.             (24) 

 
 
5. КОНТАКТНЫЕ ДАВЛЕНИЯ 
 
Выполнив подстановку значений из выраже-
ний (14) в равенство (23), после упрощений 
найдем:  
 

  𝑘𝑛 =
𝑝𝑐

𝑝
=

1+𝑛∙2η𝑛

1+2η𝑛
,              (25)                                                                         

 
где параметр ηn=gn/en.  
Из уравнения (24), с учетом (23) и (25), после 
несложных выкладок найдем второе отно-
шение давлений:  
 

𝑘𝑚 = 𝑘𝑚
∗ + 𝛼𝑉

𝑔𝑚

𝑔𝑛
∙

1−𝑘𝑛

𝑘𝑛(1+2η𝑚)
,      (26)  

                                                            
где: V=(1– w) – относительный объем мате-
риала несущей фазы, α=Vm/V – относитель-
ный объем матрицы в объеме V,  ηm=gm/em и 
 

𝑘𝑚
∗ =

1 + 𝑚 ∙ 2η𝑚

1 + 2η𝑚
 

 
– параметры матрицы. Зная величины  
 

𝑘𝑛 =
𝑝𝑐

𝑝
 и 𝑘𝑚 =

𝑞

𝑝𝑐
, 

 
легко найдем отношение 𝑘 = 𝑘𝑚𝑘𝑛 и кон-
тактные давления 
 

𝑝𝑐 =
𝑞

𝑘𝑚
      и      𝑝 =

𝑝𝑐

𝑘𝑛
. 

 
Поровое давление p можно выразить и непо-

средственно из условия (17). Удовлетворив 
это условие, согласно второй из формул (7), 
получим равенство, из которого найдем от-
ношение, аналогичное по своей структуре 
отношению (25)  
 

𝑘 =
𝑞

𝑝
=

1+𝑤∙2η

1+2η
.                 (27)     

                                                                     
Выражение обратное (27) имеет вид: 
 

η =
1

2
∙

1−𝑘

𝑘−𝑤
,                   (28) 

                                                                             
Отсюда следует, что при условии, что w<k<1 
отношение η=g/e будет величиной всегда по-
ложительной. И наоборот, так как η>0, то 
должно выполняться и упомянутое выше 
условие.  
 
 
6. ЗАВИСИМОСТИ КОНТАКТНЫХ  

ДАВЛЕНИЙ ОТ УПРУГИХ  
ПАРАМЕТРОВ МАТЕРИАЛА  
КОМПОНЕНТОВ 

 
Анализ формул (25) – (27) показывает, что 
значения отношений kn, km и k=kmkn зависят 
не от самих упругих параметров матрицы 
(em, gm) и наполнителя (en, gn), а только от 
величины их отношений ηm=gm/em, ηn=gn/en и 
η=g/e. Но величина η, в  свою очередь, для 
всех изотропных тел однозначно определя-
ется величиной коэффициента Пуассона: 
  
  

η =
𝑔

𝑒
=

2𝐺

3𝐾
=

1−2𝑣

1+𝑣
.            (29) 

                                                                       
Обратная зависимость имеет вид: 
 

𝑣 =
1−η

2+η
.                     (30) 

                                                                               
Такое нелинейно однозначное соответствие 
функций ν(η) и η(ν) закономерно для всех 
однородных и изотропных твердых тел. Чис-
ленные значения этих функций представле-
ны в табл. 1. 
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Таблица 1. Взаимное соответствие значений функций ν(η) и η(ν). 
ν 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 
η 1 0,857 0,727 0,609 0,5 0,4 0,308 0,222 0,143 0,069 0 

 

 
Рисунок 3. Зависимости величины k=q/p от величины отношения  

η=g/e  для значений: w=0; 0,1; 0,4 и 0,8. 
 

Поэтому анализ формул (25) и (27) объеди-
ним и представим численное исследование 
только формулы (27) (см. рис. 3). 
Анализ рис. 3  показывает, что в элементар-
ной ячейке композита с жидким включением:  
1) величина порового давления p изменяется 
в интервале значений 
 

q<p<3q,                     (31) 
                                                                                

где q  – заданное внешнее давление;   
2) нижний предел (давление pmin=q) теорети-
чески возможен при значениях η=0, т. е. ко-
гда модуль сдвига отсутствует (g=2G=0). 
Такой предельный случай теоретически воз-
можен при условии, что матрица и наполни-
тель вырождаются в жидкость; 
3) верхний предел (pmax=3q) теоретически  
возникает при значениях η=1 и w=0. Второе 
условие означает, что шаровое капельное 
включение вырождено в точку (модель тол-
стостенной сферы с «выколотой» точкой);  
4) отношение k=q/p имеет интервал  значений: 
  

w<k<1. 

При этом, чем больше объем включения w, 
тем меньше интервал. Аналогичные интер-
валы для матрицы и наполнителя имеют вид: 
 

m<km<1,    n<kn<1 
 
 

7. ВЛИЯНИЕ ОБЪЕМНОГО  
СОДЕРЖАНИЯ МАТРИЦЫ  
НА ВЕЛИЧИНУ КОНТАКТНЫХ  
ДАВЛЕНИЙ 

 
 Чтобы выявить зависимость величины кон-
тактных давлений p и pc от процентного со-
держания матрицы в несущей фазе компози-
та проведем численное исследование. 
Пример 1. В элементарной ячейке композита 
(рис. 1) с объемной долей включения w= 5 %  
материал компонентов (матрицы и наполни-
теля) имеет: равные значения коэффициента 
Пуассона (νm=νn=0,2) и отношение модулей 
Gm/Gn=0,1. Выявим характер зависимостей 
давлений p и pc от величины количественно-
го содержания матрицы. 
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Рисунок 4. Зависимости  величины давлений  p и pc  (в долях от  q)  и отношения p/pc   

от процентного содержания матрицы в объеме V  при значении w=5%.  
 

Решение. Значению ν=0,2, согласно (29), от-
вечает величина η=0,5. Результаты вычисле-
ний, выполненных по формулам (25), (26), с 
учетом исходных данных и отношений 𝑝𝑐 =
𝑞/𝑘𝑚, 𝑝 = 𝑝𝑐/𝑘𝑛, представим в виде таблич-
ных значений и графиков функций контакт-
ных давлений (рис. 4). 
Анализ представленных результатов позво-
ляет сделать следующие выводы. Во-первых, 
функция контактных давлений p(α) имеет 
экстремум (см. рис. 4). Во-вторых, заданное 
внешнее давление q и контактное давление p 
полностью определяют напряженное состоя-
ние эффективной модели (см. рис. 1,а и 2, а). 
И в-третьих, можно полагать, что в наиболее 
напряженных точках эффективной модели 
также должен иметь место экстремум в 
напряжениях при вариации количественного 
параметра матрицы (α=Vm/V).   
 
 
8. ЭФФЕКТИВНЫЕ ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ  

НАПРЯЖЕНИЯ  
 
 Для проверки высказанного предположения 
воспользуемся формулами эффективных 
напряжений (8) в композите: 
 

σ𝑟 = 𝑃 − 𝑄
𝜔3

𝜌3 ,     σ𝑡 = 𝑃 +
𝑄

2

𝜔3

𝜌3 , 
 

где 𝑃 = (𝑤𝑝 − 𝑞)/𝑉 и  𝑄 = (𝑝 − 𝑞)/𝑉. 
Затем запишем их выражения в точках, име-
ющих координаты  ρ=ω: 
 

σ𝑟(𝑎) = 𝑃 − 𝑄 = σ3,     σ𝑡(𝑎) = 𝑃 +
𝑄

2
= σ1. 

 
Здесь, с учетом 𝑘 = 𝑞/𝑝, выражения (9) при-
мут вид 
 

𝑃 = −𝑝
𝑘−𝑤

𝑉
   и  𝑄 = 𝑝

1−𝑘

𝑉
 ; 

 
σ1 и σ3 – главные напряжения в опасных точ-
ках ячейки композита.  
И, наконец, запишем выражение для эквива-
лентных напряжений, соответствующих 3-й 
теории  прочности [8]:   
 

σэкв = σ1 − σ3 = (𝑃 +
𝑄

2
) − (𝑃 − 𝑄) =

3

2
𝑄,  

σэкв =
3

2
𝑝

1−𝑘

𝑉
.                  (32)  

                                                                           
или 
 

σэкв = 𝑞 ∙ 𝜑,                   (33)                                                                            
 

где   
 

𝜑 =
3

2
∙

1/𝑘−1

𝑉
.                  (34)  
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Рисунок 5. Графики функции  σэкв(α)  в опасных точках  эффективной модели  

для 3-х составов композита. 
 

Здесь: k – отношение, определяемое произ-
ведением kmkn, в котором сомножители вы-
числяются по формулам  (25) и (26). 
Для иллюстрации  характера зависимостей 
величины эквивалентных напряжений от ве-
личины параметра α рассмотрим еще один 
пример.  
Пример 2. Выявим количественное содер-
жание объема матрицы в объеме V несущей 
фазы композита (см. рис. 1), при котором 
эффективные эквивалентные напряжения 
достигают минимальных значений. Рассмот-
рим 3 пары материалов (матрицы и наполни-
теля), в которых их коэффициенты Пуассона 
равны: 1) νm =νn=0,2; 2) νm=0,143 и νn=0,25; 
3) νm=0,25 и νn=0,143.     
Решение. Согласно формулам (29), (30) и 
табл. 1 значениям ν=0,143, 0,2 и 0,25 соот-
ветствуют величины η=0,625, 0,5 и 0,4. Кро-
ме того, для вычислений примем значения 
w=5 % и отношение модулей сдвига 
Gm/Gn=0,1. С учетом этих данных и задава-
ясь значениями параметра α, произведем вы-
числения напряжений по формулам (32) – 
(34). Результаты вычислений представим в 
виде графиков функции σэкв(α) (см. рис. 5).  
Анализ полученных результатов сводится к 
выводам. 
1) Оптимальный количественный состав 
компонентов (матрицы и наполнителя) чув-

ствителен к величине их коэффициента 
Пуассона. При этом, если, например, этот 
коэффициент одинаков (νm=νn=0,2), то опти-
мальным, по критерию прочности, будет их 
равный количественный состав. В случае 
значений νm=0,143 и νn=0,25 оптимальным 
будет состав из 30 % матрицы и 70 % напол-
нителя. А если νm=0,25 и νn=0,143, то наобо-
рот, оптимальным будет состав из 70 % мат-
рицы и 30 % наполнителя. 
2)  При малых отклонениях Δα (20 %) от 
величины α0 напряжения σэкв(α)  изменяются 
незначительно (менее 10 %). 
3) В случаях больших отклонений (Δα>20 
%) состава композита от величины опти-
мального его количественного состава внут-
ренние давления в композите увеличиваются 
более интенсивно, возрастают эквивалент-
ные напряжения и, как следствие, прочность 
композита снижается. При этом сферические 
ячейки композита будут более склонны к по-
явлению  микродефектов и к росту их числа. 
 
  
9. ЭФФЕКТИВНАЯ ПРОЧНОСТЬ  

КОМПОЗИТА 
 
При заданном давлении q  для исследуемой 
эффективной модели (см. рис. 1, а) запишем 
условие прочности (по 3-й теории прочно-
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сти) [8, с. 177 – 178], которое, с учетом вы-
ражений (33) и (34), примет следующий вид: 
 

𝜎экв = 𝑞 ∙ 𝜑 ≤ 𝑅,              (35)                                                                          
 

где R – расчетное сопротивление композита; 
φ – значения функция φ(α). 
Этому условию придадим форму более 
удобную для анализа прочности примени-
тельно к заданной расчетной схеме компози-
та (см. рис. 1 и 2) с различным количествен-
ным составом его компонентов. С этой це-
лью, приравняв левую и правую части, полу-
чим: 
 

𝑞∗(𝛼) ∙ 𝜑(𝛼) = 𝑅,              (а) 
                                                                            

где 𝑞∗(𝛼) – предельные (разрушающие) дав-
ления, предшествующие исчерпанию проч-
ности в опасных точках сферической ячейки 
(при заданном значении α). Однако, в случае 
оптимально подобранного состава, когда 
α=αо, функция φ достигает минимума 
[φ(αо)=φопт]. При этом величина 
q*(αо)=qmax,=qопт, т. е. будет наибольшей. 
Следовательно, при оптимальном составе 
выражение (а) примет вид: 
 

𝑞опт ∙ 𝜑опт = 𝑅.                 (б) 
                                                                            

С учетом выражений (а) и (б) условие (35) 
представим развернутым неравенством:  
 

𝜎экв = 𝑞∗(𝛼) ∙ 𝜑(𝛼) ≤ 𝑞опт ∙ 𝜑опт = 𝑅. (36)  
                                                       

Отсюда получим расчетную формулу для 
вычисления предельных (разрушающих) 
давлений: 
 

𝑞∗(𝛼) = 𝑞опт
𝜑опт

𝜑(𝛼)
.            (37)  

                                                                        
Если в качестве предела прочности выбрана 
эффективная прочность ячейки композита в 
ее опасных точках, то давление 𝑞опт можно 
именовать оптимальной прочностью самой 
ячейки (и композита в целом). В таком слу-
чае отношение 

𝑠(𝛼) =
𝑞∗(𝛼)

𝑞опт
=

𝜑опт

𝜑(𝛼)
.            (38)  

                                                                    
можно назвать функцией прочности, зави-
сящей от объемного содержания (α) матрицы 
в композите. Эта функция дает нам расчет-
ную эффективную прочность q*(α) (в долях 
от величины qопт).   
Результаты вычислений, выполненных по 
формуле (38), представлены на рис. 6, на ко-
тором изображен вид функций эффективной 
прочности для трех композиционных мате-
риалов, рассмотренных в примере 2. 
В монографии Бобрышева А. Н., Ерофеева В. 
Т. и Козомазова В. Н.  [3] приведены экспе-
риментально полученные кривые, отражаю-
щие зависимость прочности при одноосном 
сжатии полимерных композитов от объемно-
го содержания наполнителя. Куполообраз-
ный вид этих кривых [3, с. 270] аналогичен 
кривым расчетной эффективной прочности, 
представленным на рис. 6.  Этот фактиможет 
быть взят в качестве косвенного подтвер-
ждения адекватности настоящего исследова-
ния. Однако непосредственно совместить 
теорию с этими экспериментальными факта-
ми нельзя по причине того, что при испыта-
ниях образцов на прочность не зафиксирова-
но значений упругих констант материала 
компонентов этих образцов. Предваритель-
ное определение этих констант  – обязатель-
ное условие для теоретических вычислений. 
С другой стороны в монографии утвержда-
ется [3, с. 270], что при любом отклонении 
Δα от оптимального значения αо «прочность 
композита понижается». И далее: «результат 
оптимальности наполнения, выраженный» 
параболической зависимостью, «имеет ши-
рокое экспериментальное подтверждение 
для различных композитов на основе поли-
мерных, цементных и других связующих 
матричных материалов в виде экстремально-
го изменения прочности с выраженным экс-
тремумом-максимумом».     
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Рисунок 6. Графики функций s(α) для композитов, в которых: s1 отвечает значениям 

νm=νn=0,2); s2 – значениям νm=0,143 и νn=0,25; s3 – значениям νm=0,25 и νn=0,143.  
Пунктиром выделена функция s1п – парабола, аппроксимирующая функцию s1. 

 
Графики функций s1, s2 и s3 не есть парабо-
лы. Однако, например, аппроксимация 
функции s1 параболой s1п (см. рис. 6, пунк-
тирная кривая), показывает, что отличие 
этих функций от параболы  незначительное 
(менее 2 %). На этом основании можно счи-
тать утверждение о «параболической зави-
симости» вполне обоснованным и практиче-
ски приемлемым. 
 
 
10. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
В данном исследовании выявлена возмож-
ность теоретического подбора оптимального 
количественного состава компонентов ком-
позита по критерию его эффективной проч-
ности. Для иллюстрации метода подбора вы-
брана 3-я теория прочности. Но, при необхо-
димости, в этом методе могут быть c успе-
хом использованы и другие теории прочно-
сти.   
Кроме того, данным методом можно опреде-
лять оптимальный состав композита не толь-
ко по критерию прочности в опасных точках 
эффективной модели (см. рис. 2, а), но и  в 

аналогичных точках матрицы  (см. рис. 2, б) 
и наполнителя (см. рис. 2, в). При этом воз-
никает вопрос: который же из трех вариан-
тов более достоверен?  Окончательный ответ 
в каждом конкретном случае может дать 
только результат адекватно поставленного 
эксперимента. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ, ПОИСК И РАСЧЕТ  
ОПТИМАЛЬНОГО КОНСТРУКТИВНОГО РЕШЕНИЯ  

С РАЗРАБОТКОЙ ПРОЕКТА НАВЕСА НА ДЕЙСТВУЮЩЕМ 
ФУТБОЛЬНОМ СТАДИОНЕ «КАЗАНЬ-АРЕНА»  

ДЛЯ ПРОВЕДЕНИЯ ЧЕМПИОНАТА МИРА  
ПО ВОДНЫМ ВИДАМ СПОРТА В 2015 ГОДУ 

 
И.Л. Кузнецов, А.В. Исаев, Р.Р. Вахтель, Л.Р. Гимранов 

Казанский государственный архитектурно-строительный университет, г. Казань, РОССИЯ 
 

Аннотация: В настоящей статье рассматривается решение задачи установки конструкций временного 
навеса, с площадью покрытия 75х88 метров, над действующим футбольным стадионом «Казань-Арена» 
вместимостью 45000 человек для проведения чемпионата мира по водным видам спорта в 2015 году. 

 
Ключевые слова: временный навес, покрытие, стадион, ферма, башня 

 
 

RESEARCH, SEARCH AND CALCULATION  
OF THE OPTIMAL CONSTRUCTIVE SOLUTION  

WITH DEVELOPMENT OF THE PROJECT OF THE CANOPY  
AT THE OPERATING FOOTBALL STADIUM “KAZAN-ARENA” 
FOR HOLDING THE WORLD CUP IN WATER SPORTS IN 2015 

 
Ivan L. Kuznetsov, Alekcei V. Isaev, Roman R. Vakhtel, Linur R. Gimranov 

Kazan state architectural and construction university, Kazan, RUSSIA 
 

Abstract: In the present article the solution of a problem of installation of designs of a temporary canopy, with an 
area of covering of 75х88 m, over the operating football stadium "Kazan Arena" with a capacity of 45000 people 
for holding the World Cup in water sports in 2015 is considered. 

 
Keywords: temporary canopy, covering, stadium, farm, tower 

 
Для проведения чемпионата мира по плава-
нию дирекцией олимпийского комитета и 
FINA было принято решение об использова-
нии существующего футбольного стадиона 
«Казань-Арена» вместимостью 45000 чело-
век. Для этого на футбольном поле необхо-
димо было установить два сборно-разборных 
плавательных бассейна, предназначенных со-
ответственно, для проведения соревнований 
и тренировок (рис. 3, 4). Для соревнователь-
ного бассейна при этом должен был быть со-
здан временный навес с площадью покрытия 

75х88 метров, а также установлены с восточ-
ной и южной стороны дополнительные вре-
менные трибуны вместимостью 7000 человек. 
Рассматривались разные варианты навесов в 
том числе и иностранных фирм из Финлян-
дии, Испании и Турции. От всех компаний по-
ступило предложение создания навеса с ис-
пользованием структурных металлический 
конструкций, опирающихся по четырем сто-
ронам на вновь установленные опоры.  
С одной стороны достоинства структурных 
конструкций неоспоримы и сочетают в себе: 
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 равномерное распределение металла 
по покрытию, 

 повышенная надежность; 
 регулярность с максимальной унифи-

кацией стержней и т.д. 
Однако достоинства обуславливают и суще-
ственные недостатки подобных конструкций: 

 сложность узлов, 
 значительные начальные напряжения; 
 относительно высокая трудоемкость 

изготовления и монтажа. 
Вместе с тем ставилась задача возведения 
навеса в сжатые сроки, а также сохранения га-
зона футбольного поля, что обуславливает 
передачу минимальных усилий на основание. 
В целом примеры подобных навесов в проек-
тах существуют. Но в предложениях ино-
странных строительных фирм, опорные 
стойки располагались между бассейном и 
зрителями, что, соответственно, мешало нор-
мальному восприятию соревнований.  
Казанский государственный архитектурно-
строительный университет (КГАСУ) предло-
жил свой вариант навеса, который предусмат-
ривал установку 12-ти башен-колонн высотой 
50 метров (с шагом 8 метров), за пределами 
устанавливаемых трибун, к которым крепятся 
фермы-стрелы длиной 75 метров с образова-
нием консоли относительно колонн (рис. 1). 
Стрелы имеют шарнирное крепление к колон-
нам и удерживаются в проектном положении 
системой тяжей, закрепленных на вершине 
башни. По верхнему поясу ферм монтиру-
ются прогоны, которые являются основой для 
натяжения тента.  
Для удержания системы с обратной стороны 
башня раскреплена 12 метровой распоркой, 
на которую замыкается тяж стойки и подко-
сом, обеспечивающих транзит усилий в опору 
башни и несущую балку косоура трибун.  Вы-
полненная конструктивная схема позволяет 
воспринимать и отрицательный и положи-
тельный опрокидывающие моменты.   Данное 
предложение КГАСУ было принято за основу 
при разработке окончательного проекта при 
этом было проработано 2 варианта. Первый 
вариант предусматривал установку трибун из 

вновь разработанных конструкций совместно 
работающих с конструкциями колонн и ферм, 
а второй вариант включал в себя несущий ко-
соур для конструкции трибун, возводимых из 
сборно-разборных инвентарных конструкций 
фирмы «layher», ускоряющий процесс возве-
дения объекта.  
Конструктивное решение трибунной части 
при этом сохраняло несущие элементы косо-
ура и тяжей, что позволило использовать в ка-
честве фундаментов обыкновенные железо-
бетонные дорожные плиты размером 1.5х2 
метра, которые одновременно служили и бал-
ластом на действие восходящих ветровых по-
токов и в то же время обеспечивали контакт-
ные давления под подошвой не более 1.5 
кг/см2, что требовалось для сохранения га-
зона.  

 

 
Рисунок 1. Идея конструктивного решения 

навеса над бассейном на стадионе  
«Казань-Арена». 

 
Кажущаяся простота конструктивной формы 
навеса потребовала проведения комплекса 
исследовательских задач.  
С одной стороны, конструкция должна быть 
легкой с низкими показателями стоимости 
металла в деле [1, 2]. 
С другой стороны - обеспечивать сжатые 
сроки строительства и запуска в эксплуата-
цию объекта в установленные сроки, а также 
отвечать противопожарным требованиям [3]. 
Всего было рассмотрено несколько десятков 
схем, относящихся к параметрическому ана-
лизу. В частности, рассматривались схемы 
опирания стрелы на трехпоясные ванты, по 
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результатам которых установлена неэффек-
тивная работа такой системы с позиции одно-
временного включения их в работу (рис. 2). 
Кроме того, подобная система приводила к 
сложности контроля усилий на стадии мон-
тажа и эксплуатации за счет их прогрева, и, 
как следствие - к перенапряжению отдельных 
поясов вант. 

 

 
Рисунок 2. Исследование и расчет  

несущей способности – поиск наилучшего 
конструктивного решения 

 
Исходя из анализа статической работы одно и 
двух поясной системы, где варьируемым па-
раметров была координата раскрепления 
стрелы, установлено фиксированное положе-
ние тяжей, обеспечивающих минимальное 
распределение усилий как в элементах 
фермы, так и в тяжах. 

Отдельно разработана система натяжения 
тента, обеспечивающая оригинальный про-
филь покрытия и одновременно отвод атмо-
сферных осадков за трибунную зону (рис. 6).  
Система натяжения представляет собой шток, 
устанавливаемый на прогоны и имеющий 
свободное перемещение по вертикали. Натя-
жение тента производится регулировкой 
штока, упирающегося в распределительный 
брус, обеспечивающий треугольную складку, 
способную воспринимать ветровую нагрузку, 
а также дает возможность регулировать тем-
пературные воздействия (рис. 5). 
Возвращаясь к несущим конструкциям стоит 
отметить, что стальная конструкция фермы и 
башни разделены на монтажные единицы – 
секции, которые изготавливаются в завод-
ских условиях. Объединение в конструктив-
ные элементы (укрупнение) производится 
непосредственно на площадке строительства 
посредством болтовых соединений. Опорная 
башня-колонна, монтируется методом нара-
щивания секций до отметки 24.1 м, после чего 
монтируется конструкция ферма-косоура 
трибун для обеспечения устойчивости всей 
конструкции. Далее наращивание башни-ко-
лонны производится до проектной отметки 50 
метров после чего начинается монтаж всей 
фермы-стрелы путем закрепления опорного 
узла на отметке 32.7 метра и подъема фермы-
стрелы поворотом вокруг шарниров опор в 
проектные положения с закреплением 
фермы-стрелы «навесу» системой тяжей.  
Подобная схема монтажа потребовала бы ра-
боты одного крана грузоподъёмностью не бо-
лее 20 тонн. Однако, наличие стрелового 
крана, грузоподъёмностью только 14 тонн, и 
второго не более 8 тонн, привело к поэле-
ментному монтажу стрелы секциями. Тем не 
менее монтаж стрел был выполнен за 1 месяц.  
Особенностью монтажа стрел являлось то, 
что натяжение короткого тяжа осуществля-
лось на определенную величину. А именно, 
после установки первого тяжа в месте крепле-
ния короткого тяжа прогиб стрелы составлял 
110 миллиметров, далее натяжкой талрепа ко-
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роткого тяжа прогиб уменьшался до 60 мил-
лиметров, при этом достигалась необходимая 
проектная величина натяжения второго тяжа. 
Стоит отметить, что в период эксплуатации 
навес дважды подвергался экстремальным 
ветровым нагрузкам. 
В период монтажа несущих конструкций, а 
также установки сборных трибунных кон-
струкций и бассейна, осуществлялся автор-
ский надзор за выполнением работ, где в част-
ности при монтаже трибун были выявлены и 
своевременно устранены недостатки стерж-
невых элементов трибун. 

Расход стали на конструкции навеса составил 
75 кг/м2. 
Изготовление стальных конструкций общей 
массой 500 тонн выполнено на заводе Ак-Барс 
Металл г. Набережные Челны за 4 месяца, а 
монтаж произведен в кратчайшие сроки, в ре-
жиме поступления конструкций на объект.  
От начала проектирования до сдачи навеса в 
эксплуатацию потребовалось 9 месяцев.  
Данная работа коллектива авторов была 
отмечена Дипломом РААСН за 2015 год, в об-
ласти строительных наук. 
 
 

 
Рисунок 3. Панорама (вид сверху) перекрытого футбольного поля на стадионе  

«Казань-Арена». 
 

 
Рисунок 4. Общий вид основного и тренировочного бассейна на стадионе «Казань-Арена». 
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Рисунок 5. Монтаж стальных конструкций над стадионом «Казань-Арена»  

– подъем и монтаж тента (вид снизу). 
 

  
Рисунок 6. Монтаж стальных конструкций над стадионом «Казань-Арена» 

– завершение монтажа тента, общий вид. 
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КРИТЕРИИ ОПТИМАЛЬНОГО УСИЛЕНИЯ СТЕНКИ 
СТЕРЖНЕЙ ДВУТАВРОВОГО ПОПЕ-РЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 

ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ ПО УСТОЙЧИВОСТИ  
ИЛИ НА ВЕЛИЧИНУ ПЕРВОЙ СОБСТВЕННОЙ ЧАСТОТЫ 

 
Л.С. Ляхович, А.П. Малиновский, Б.А. Тухфатуллин 

Томский государственный архитектурно-строительный университет, г. Томск, РОССИЯ 
 

Аннотация: Ранее были сформулированы критерии минимальной материалоемкости проектируемых и 
усиливаемых стержней при различных ограничениях и типах поперечных сечений. В частности, были 
сформулированы критерии оптимального проектирования стержней двутаврового поперечного сечения и 
усиления их полок при ограничениях по устойчивости или на величину первой собственной частоты. 
Однако могут возникать ситуации (условия эксплуатации, технологические и другие), при которых уси-
ление полок двутавра либо не удается реализовать, либо оказывается недостаточным. В данной статье 
формулируется критерий оптимального усиления стенок стержней двутаврового поперечного сечения 
при ограничениях по устойчивости или на величину первой собственной частоты. 
 

Ключевые слова: оптимизация, системы минимальной материалоемкости, устойчивость,  
критическая сила, частота собственных колебаний, формы потери устойчивости,  

формы собственных колебаний, напряжения, изгиб, двутавр 
 
 

CRITERIA FOR OPTIMAL STRENGTHENING  
OF BAR FLANGE WITH I-TYPE CROSS-SECTION  

WITH STABILITY CONSTRAINTS  
OR WITH CONSTRAINTS ON THE VALUE  

OF THE FIRST NATURAL FREQUENCY 
 

Leonid S. Lyakhovich , Anatoly P. Malinovsky, Boris A. Tukhfatullin 
Tomsk State University of Architecture and Building, Tomsk, RUSSIA 

 
Abstract: Previously, the minimum criteria for material consumption projected and amplified rods were formu-
lated under various constraints and types of cross-sections. In particular, the criteria of optimal design of bars 
with I-type cross-section and criteria of bar flange strengthening with stability constraints on the value of the first 
natural frequency were formulated. However, there may be various situations (caused by operating, technologi-
cal reasons etc.), in which the bar flange strengthening can’t be implemented, or it is insufficient. The distinctive 
paper is devoted to formulation of criteria for optimal strengthening of bar flange with I-type cross-section with 
stability constraints on the value of the first natural frequency.   
 
Keywords: optimization, system of minimum materials consumption, stability, critical load, natural frequency, 

buckling modes, stress, bending, bars, I-type cross-section 
 

 
В [2] сформулированы критерии минималь-
ной материалоемкости проектируемых 
стержней при различных ограничениях и ти-
пах поперечных сечений.  

На протяжении жизненного цикла сооруже-
ния могут изменяться условия его эксплуа-
тации. В частности может измениться 
нагрузка или характеристика динамических 
воздействий.  
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Рисунок 1. Примеры поперечных сечений стержней. 

 
Эти обстоятельства приводят к необходимо-
сти усиления сооружения. В некоторых слу-
чаях оказывается достаточным выполнить 
усиление лишь некоторых элементов соору-
жения. 
Довольно часто в качестве элементов соору-
жений проектируются стержни, у которых 
поперечное сечение составное в виде дву-
тавра (рисунок 1-а). Если в процессе эксплу-
атации сооружения возникает необходи-
мость в усилении такого стержня, то оно 
может быть реализовано, например усилени-
ем полок двутавра дополнительными поло-
сами (рисунок 1-б). В [3] сформулирован 
критерий минимальной материалоемкости 
при усилении полок стержней двутаврового 
поперечного сечения и ограничениях на ве-
личину критической силы или первой соб-
ственной частоты.  
В реальных ситуациях могут возникать об-
стоятельства (условия эксплуатации, техно-
логические и другие), при которых усиление 
полок двутавра либо не удается реализовать, 
либо оно оказывается недостаточным. В та-
ких случаях иногда усиление может быть 
выполнено усилением стенки двутавра до-
полнительными полосами (рисунок 1-в). На 
рисунке 1-в 2b , p , St  соответственно ши-
рина полки, ее толщина и толщина стенки 
усиливаемого двутавра. Толщина четырех 
дополнительных усиливающих листов 2St . 

Высота каждого из них )(12 xb  может изме-
няться по длине стержня. Высота усиленного 
сечения 1b .  
В данной статье формулируется критерий 
оптимального усиления стенок стержней 
двутаврового поперечного сечения при огра-
ничениях по устойчивости или на величину 
первой собственной частоты. 
Ограничение по устойчивости имеет вид 
 

kpPP                               (1) 
 

В (1) P  действующая сила, а kpP  критиче-
ская усиленного стержня. 
Ограничение на величину первой частоты 
собственных колебаний записывается в виде 
 

10                             (2) 
 

В (2) 0  частота воздействий, а 1  первая 
частота собственных колебаний усиленного 
стержня. 
Критерий оценивает оптимальность проекта 
по определению такого закона изменения 
высоты дополнительных листов )(12 xb , уси-
ливающих стенку двутавра, при котором бу-
дут соблюдаться ограничения на величину 
критической силы или первой собственной 
частоты, а расход материала на усиление бу-
дет минимальным. Не варьируются высота 
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сечения 1b , толщины полки p , стенки St  

и дополнительных полос 2St  ( const1 b , 
constP , constSt  const2 St ). Варьи-

руется высота усиливающих листов )(12 xb . 
Функция цели (объем материала усиливаю-
щих листов) имеет вид 
 

dxxbV St  


0
122 )(4                 (3) 

 
Выведем выражение критерия оптимально-
сти усиления стенки при ограничении на ве-
личину первой частоты собственных колеба-
ний. При выводе критерия учтем, что соб-
ственная частота определяется с учетом вли-
яния продольной силы. Функция цели запи-
сывается в виде (3), а ограничение имеет вид 
(2). 
Как известно (например [4]) при выполнении 
(2) в виде равенства должно иметь место 
условие  
 

   
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22 0)()()()()()()( dxvxFxmvPvxEIЭ  
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

0

22
1

22 0)()()()()()()( dxvxFxmvPvxEIЭ      (4) 

 
В (4) Э  приращение потенциальной энергии, 

)(xv  ординаты первой формы собственных 
колебаний, E  модуль упругости материала, 
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                                  (5) 
 

момент инерции сечения относительно его 
главной горизонтальной оси, )(xm  интен-
сивность внешней массы,   значение удель-
ной массы, )(xF  площадь сечения стержня. 
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Теперь, с учетом (3), (4), (5) и (6) задача сво-
дится к отысканию минимума функционала  
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 (7) 

 
В (7) 1  множитель Лагранжа при решении 

задачи об условном экстремуме. 
Минимум функционала (11) реализуется ре-
шением уравнения 
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или 
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)()(22

22
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С учетом (4) задача об экстремуме функцио-
нала (7) является изопериметрической. Сле-
довательно, 1p  постоянная величина. 

Учитывая, что   постоянная величина, 
можем записать 
 

 
const.)(4                         

)()(22
22

0

22
121













v

vxbbE p     (8) 

 
Как известно нормальные напряжения в 
стержне при изгибе в волокне, отстоящем от 
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нейтрального слоя на расстоянии sy , опре-
деляются зависимостью  
 

I
yM s

 . 

 
Учитывая, что  
 

vEIM  , 
 

запишем  
 

vyE s  . 
 

Выражение  
 

Sp yxbb  2)(22 121   
 
это удвоенное расстояние от нейтрального 
слоя до края усиливающей полосы. Теперь 
(8) перепишется в виде 
 

const)(4)(4 22
0

22    vvyE S  
 
или 
 

const)()( 22
0

222    vEvyE S . 
 

Учитывая, что  
 

 vyEx xS )(  
 
– напряжение в волокне двутавра по краю 
усиливающей полосы, запишем это уравне-
ние в виде. 
 

const)()( 22
0

2    vExS          (9) 
 

или  
 

const)()()( 22
0

2    vExx SS (10) 
 

В (10) )(xS  нормированное приведенное 
напряжение, а )(xS  нормальное напряже-
ние в волокне двутавра по краю усиливаю-
щей полосы. 
Таким образом, при усилении стенок 
стержня двутаврового сечения дополни-
тельными листами постоянной толщины и 
варьированием по длине стержня их высо-
той )(12 xb , при ограничении величины пер-
вой частоты собственных колебаний мини-
мальная материалоемкость достигается, 
когда стержень становится брусом равного 
сопротивления по отношению к нормиро-
ванным приведенным напряжениям )(xS , 
возникающим при колебаниях по соответ-
ствующей собственной форме. 
Критерий (10) может использоваться и при 
решении задачи об оптимальном усилении 
стенок стержней двутаврового сечения при 
ограничениях по устойчивости (1). В этом 
случае в (10) принимается 00   и крите-
рий принимает вид 
 

const)( xSp                    (11) 
 

Таким образом, при усилении стенок стержня 
двутаврового сечения дополнительными ли-
стами постоянной толщины и варьированием 
по длине стержня их высотой )(12 xb , при 
ограничении по устойчивости минимальная 
материалоемкость достигается, когда 
стержень становится брусом равного со-
противления по отношению к нормированным 
напряжениям )(xSP , возникающим при по-
тере устойчивости в волокнах стержня на 
краях усиливающих полос. 
Анализ обоснования критериев (10) и (11) по-
казывает, что они справедливы и при усилении 
стенки двутавра для сечений, у которых ранее 
были усилены полки (рисунок 1-г). 
Оптимизация усиления стенок стержней 
двутаврового сечения может быть реализо-
вана различными методами. Использование 
критериев (10) и (11) для оценки близости 
полученных решений к минимально матери-
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алоёмкому правомерно лишь тогда, когда 
ограничения (1) или (2) выполняются в виде 
равенств, а ограничение на высоту усилива-
ющих листов 
 

)2(5,0 112 pbb                 (12) 
 

в виде неравенства. Ограничение (12) обес-
печивает возможность размещения усилива-
ющих листов на стенке двутавра. 
В большинстве случаев решение, получен-
ное на основе критериев (10) и (11) непо-
средственно применять нецелесообразно. 
Его прямое использование может привести к 
значительным отходам материала. Однако 
полученное решение может служить основой 
для создания более технологичных проектов 
и одновременно выполнять функцию оценки 
близости технологически приемлемого ре-
шения к минимально материалоёмкому. 
Приведем пример, иллюстрирующий сфор-
мулированные критерии. 
Пример. Рассматривается стержень двутав-
рового сечения (рис. 1-а). Размеры сечения 

,м12,01 b  ,м06,02 b  ,м01,0tS  
.м01,0P  Пролет стержня ,м9  модуль 

упругости материала стержня 
.МПа206000E  Удельная масса материала 

стержня 3кг/м7850 . Условия закрепле-
ния стержня приведены на рис. 2-а. Стер-
жень сжимается силой и несет распределен-
ную массу интенсивностью кг/м100m . 
Расчет стержня на устойчивость, собствен-
ные колебания и оптимизацию усиления вы-
полнялся на основе дискретной модели из 

20n  равных участков длиной n/   
каждый. Поэтому функция цели (3) и размеры 
высоты усиливающих полос принимают ко-
нечномерную форму  
 





20

1
122 ][4

i
St ibV  , 

 
а приведенные к узлам массы составят по 

кг45  в каждом узле. 

Критическая нагрузка рассматриваемого 
стержня без учета вибрационных воздей-
ствий Н228832kpP , а первая собственная 
частота без учета влияния продольной силы 

86,161  . Решаются две задачи. 
Задача 1. Требуется усилить стенку стержня 
двутаврового сечения (рисунок 1-в, 

мSt 01.02  ) таким образом, чтобы критиче-
ская сила усиленного стержня без учета виб-
рационных воздействий составила бы 

Н300000kpP , а расход материала был бы 
минимальным. Рассматривались два вариан-
та усиления. В первом варианте варьируют-
ся размеры высоты полос ][12 ib  всех участков 
дискретной схемы. Непосредственное при-
менение такого решения не технологично. 
Это решение может быть использовано и как 
ориентир для создания более технологичных 
проектов и как функция для оценки близости 
технологически приемлемых решений к ми-
нимально материалоемкому. 
Во втором варианте стенка усиливается 
сверху и снизу одинаковыми полосами по-
стоянной высоты с каждой стороны стенки 
(рисунок 1-в). Варьируется величина 

]20[]2[]1[]1[ 12121212 bbbb   . Оптимиза-
ция усиления в обоих вариантах выполнена 
методом случайного поиска. Результаты пер-
вого варианта приведены в столбце 3, а вто-
рого в столбце 2 таблицы 1. Оба эти варианта 
показаны на рисунке 2-б. Объем материала 
стержня второго варианта составляет 

3м027922,0V , а усиливающих полос 
3м0,008122PV . Объем материала стержня в 

первом варианте составляет 3м025908,0V , 
что на 7,21% меньше чем во втором. Объем 
материала усиливающих полос в первом ва-
рианте составляет 3м0,006107PV , что 
меньше чем во втором на 24,80%. Близость 
решения первого варианта к минимально ма-
териалоемкому оценивается по критерию 
(10) близостью приведенного напряжения 

][ipt  к единице. Значения ][1 ipt  приведены 
в столбце 4 таблицы 1.  
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Таблица 1. К решению задачи 1.  Таблица 2. К решению задачи 2. 

№ п/п 
 

Высота  
усиливающей  

полосы  ib12 , м 
][ipt  

 
№ п/п 

 

Высота  
усиливающей  

полосы  ib12 , м 
][it  

1 2 3 4  1 2 3 4 
1 0,0226 0,028284 0,9994  1 0,017489 0,028318 0,9997 
2 0,0226 0,026034 1,0000  2 0,017489 0,024458 1,0000 
3 0,0226 0,021979 0,9992  3 0,017489 0,018378 0,9992 
4 0,0226 0,014815 0,9996  4 0,017489 0,008581 0,9993 
5 0,0226 0,002491 0,9985  5 0,017489 0,000052 0,7423 
6 0,0226 0,000040 0,3778  6 0,017489 0,000023 0,2533 
7 0,0226 0,000041 0,3739  7 0,017489 0,000029 0,3556 
8 0,0226 0,002456 0,9966  8 0,017489 0,000374 0,9789 
9 0,0226 0,014770 0,9994  9 0,017489 0,009077 0,9995 

10 0,0226 0,021944 0,9995  10 0,017489 0,014780 0,9994 
11 0,0226 0,026020 0,9999  11 0,017489 0,018225 0,9994 
12 0,0226 0,028285 0,9989  12 0,017489 0,020169 0,9997 
13 0,0226 0,029273 0,9997  13 0,017489 0,021024 0,9995 
14 0,0226 0,029282 0,9993  14 0,017489 0,020938 0,9992 
15 0,0226 0,028275 0,9996  15 0,017489 0,019850 0,9996 
16 0,0226 0,026034 0,9996  16 0,017489 0,017530 0,9993 
17 0,0226 0,021961 0,9994  17 0,017489 0,013400 0,9994 
18 0,0226 0,014798 0,9993  18 0,017489 0,006526 0,9989 
19 0,0226 0,002479 0,9973  19 0,017489 0,000069 0,8159 
20 0,0226 0,000043 0,3758  20 0,017489 0,000026 0,2772 
V  0,027922 0,025908   V  0,026096 0,024153  
e   7,21%   e   7,45%  

pV  0,008122 0,006107   pV  0,006296 0,004353  

pe   24,80%   
pe   30,87%  

 
Во всех сечениях кроме трех (№№ 6, 7, 20) 
величины ][ipt  отличаются от единицы на 
доли %. В сечениях 6, 7, 20 высота дополни-
тельных полос очень мала, то есть отмечен-
ные сечения не нуждаются в усилении. Та-
ким образом, полученное решение первого 
варианта достаточно близко к минимально 
материалоемкому. 
Задача 2. Рассматривается приведенный в 
начале примера стержень, но находящийся 
под действием продольной силы 

Н150000P . В этом случае первая соб-
ственная частота с учетом влияния продоль-
ной силы будет 9773,91  . Требуется уси-

лить стенку стержня двутаврового сечения 
(рисунок 1-в, мSt 01.02  ) таким образом, 
чтобы первая частота усиленного стержня с 
учетом влияния продольной силы была бы 

131 , а расход материала был бы мини-
мальным. Рассматривались два варианта 
усиления. В первом варианте варьируются 
размеры высоты полос ][12 ib  всех участков 
дискретной схемы. Во втором варианте 
стенка усиливается сверху и снизу одинако-
выми полосами постоянной высоты с каждой 
стороны стенки (рисунок 1-в). Варьируется 
величина ]20[]2[]1[]1[ 12121212 bbbb   . 
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Рисунок 2. К примерам расчета. 

 
Результаты первого варианта приведены в 
столбце 3, а второго в столбце 2 таблицы 2. 
Оба эти варианта показаны на рисунке 2-в. 
Объем материала стержня второго варианта 
составляет 3м026096,0V , а усиливающих 
полос 3м0,006296PV . Объем материала 
стержня в первом варианте составляет 

3м024153,0V , что на 7,45% меньше чем во 
втором. Объем материала усиливающих по-
лос в первом варианте составляет 

3м0,004353PV , что меньше чем во втором 
на 30,87%. Близость решения первого вари-
анта к минимально материалоёмкому оцени-
вается по критерию (11) близостью приве-
денного напряжения ][it  к единице. Зна-
чения ][it  приведены в столбце 4 таблицы 
1. Во всех сечениях кроме пяти (№№ 5, 6, 7, 
19, 20) величины ][it  отличаются от еди-
ницы на доли %. В сечениях 5, 6, 7, 19, 20 
высота дополнительных полос очень мала, 
то есть отмеченные сечения не нуждаются в 
усилении. Таким образом, полученное реше-
ние первого варианта достаточно близко к 
минимально материалоёмкому. Очевидно, 

что в обеих задачах второй вариант более 
технологичен. Однако решение по первому 
варианту может позволить более уверено 
обосновать преимущества второго варианта. 
Проблемы использования оптимальных ре-
шений в реальном проектировании рассмат-
ривались в частности в [2, 4, 6] и других. 
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СПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
И ЕГО ПРИМЕНЕНИЕ ДЛЯ РАСЧЕТА КОНСТРУКЦИЙ: 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ И ПЕРСПЕКТИВЫ РАЗВИТИЯ 
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Аннотация: В настоящей статье рассматриваются теоретические основы спектрального метода гранич-
ных элементов (СМГЭ), затронуты вопросы, связанные с выводом и исследованием граничных инте-
гральных уравнений на основе общих формулировок для систем эллиптических уравнений, обсуждаются 
результаты численных исследований СМГЭ на одномерных и двумерных примерах, излагаются пробле-
мы аппроксимации и численного решения граничных уравнений, перспективы дальнейшего развития 
СМГЭ. 
 

Ключевые слова: спектральный метод граничных элементов, расчеты строительных конструкций, 
краевая задача, ряды Фурье, регуляризация 
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Abstract: The distinctive paper is devoted to theoretical foundations of so-called spectral boundary element 
method (SBEM). Problems dealing with construction of resultant system of boundary integral equations (with 
the use of corresponding basic formulations for system of elliptic equations) and its analysis. Results of numeri-
cal studies of SBEM for one-dimensional and two-dimensional samples, problems of approximation and numeri-
cal solution of boundary equations, future evolution of SBEM are under consideration as well. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 
Спектральный метод граничных элементов 
(СМГЭ) был предложен А.И. Цейтлиным и 
Л.Г. Петросяном в работах [16,17,20,21] для 
решения интегральных уравнений, связан-

ных с решением краевых задач для уравне-
ния Лапласа и уравения установившихся ко-
лебаний. По сути это способ решения крае-
вых задач на основе использования функции 
Грина для прямоугольника (задача Дирихле), 
представленной тригонометрическими ряда-
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ми. Численную реализацию этого способа 
авторы характеризовали как новый эффек-
тивный метод, названный СМГЭ. Метод 
назван спектральным, поскольку функция 
Грина представлена в виде разложения по 
собственным функциям задачи Дирихле для 
уравнения Лапласа. 
Основная идея представления ядра инте-
грального оператора (функции Грина) в виде 
разложения по собственным функциям на 
некоторой окаймляюшей области новой не 
является. Этот результат встречается в пуб-
ликациях, начиная с классической книги Р. 
Куранта и Д. Гильберта [3]. 
В работах [17,20] содержаться некоторые 
противоречия. В частности, для решения за-
дач приводятся граничные интегральные 
уравнения второго рода, а реализуется реше-
ние задачи Дирихле, использующее решение 
в виде потенциала простого слоя, т.е. реша-
ется интегральное уравнения первого рода. 
При малом количестве точек аппроксимации 
такие уравнения решаются достаточно эф-
фективно. 
К характеристике СМГЭ, как эффективного 
метода, следует отнестись с большой осто-
рожностью. Дело в том, что уже в общедо-
ступной литературе по вычислительной ма-
тематике [14,19] отмечено, что во многих 
случаях суммирование ряда Фурье является 
некорректной задачей и требуется какая-то 
регуляризация. Плохая сходимость ряда 
Фурье особенно проявляется при аппрокси-
мации разрывных функций, интегральных 
уравнений второго рода. Таким образом, хо-
рошо обусловленное уравнение является не-
корректным с точки зрения его формирова-
ния, а корректное уравнение с точки зрения 
его формирования приводит к некорректно-
му уравнению. 
Вместе с тем СМГЭ имеет и ряд существен-
ных достоинств. При обычном подходе, где 
используется фундаментальная функция 
дифференциального оператора, в подынте-
гральных выражениях возникают неинтегри-
руемые в обычном смысле особенности, по-
нимаемые либо в виде обобщенных функ-

ций, либо главного значения по Коши, либо 
с использованием формул типа Гаусса или 
какой-то другой регуляризации. При исполь-
зовании СМГЭ сингулярные ядра, во всяком 
случае, в явном виде, отсутствуют, т.е. про-
исходит естественная регуляризация за счет 
конечного числа членов ряда. Преимущество 
СМГЭ заключается также в простоте про-
граммной реализации, поскольку операции 
суммирования легко программируются, и 
при вычислении интегралов можно пользо-
ваться простейшими формулами численного 
интегрирования (формула прямоугольников 
или формула трапеций). Эти достоинства 
позволяют, например, формально реализо-
вать метод, приводящий к самоспоряженным 
граничным уравнениям, что дает ряд выиг-
рышей при численной реализации (симмет-
ричная система уравнений, возможность 
уменьшить ширину ленты системы и т.д.). 
Все это может привести к эффективности 
численных исследований, как конкретных 
задач, так и различных математических по-
становок, связанных с применением гранич-
ных интегральных уравнений. 
Однако СМГЭ имеет ряд недостатков. Во-
первых, это уже отмеченная ранее некор-
ректность суммирования ряда Фурье. Во-
вторых, собственные функции произвольно-
го дифференциального оператора в явном 
виде неизвестны, в то время как фундамен-
тальные функции для большинства операто-
ров с постоянными коэффициентами извест-
ны. Этот недостаток ограничивает область 
применения метода. Например, даже для 
краевых задач теории упругости в прямо-
угольной области явный вид собственных 
функций неизвестен. Третий недостаток свя-
зан опять-таки с некорретностью суммиро-
вания тригонометрических рядов. В [14,19] 
рассматривалось явление Гиббса, показыва-
ющее, что при аппроксимации разрывной 
функции рядом Фурье в точках, близких к 
разрыву, наблюдается неустранимая с уве-
личением количества членов ряда погреш-
ность, величиной 18%. Если учесть, что рас-
сматриваемые в интегральных уравнениях 
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функции имеют скачок на границе, а краевые 
условия понимаются как след, то возникают 
существенные препятствия для численного 
решения и его анализа. 
Разработан ряд методов устранения этих по-
грешностей и ускорения сходимости рядов 
Фурье, приводящих к существенной эконо-
мии вычислительной работы [3,11,12,18,19]. 
В работах А.Б. Золотова, М.Л. Мозгалевой и 
Ж.И. Мсхалая [4,5,7,9,15] предлагается ис-
пользование  -множителей Ланцоша при 
построении ядра интегрального оператора 
для решения задачи теории упругости, осно-
ванного на некоторой суперпозиции, исполь-
зующей функцию Грина оператора Лапласа в 
форме разложения по собственным функци-
ям. 
При определении производных по СМГЭ 
или при использовании интегральных урав-
нений в самосопряженной постановке на 
границе области исследуемая функция мо-
жет представлять собой в точках границы 
сосредоточенную на ней дельта-функцию, 
которая, естественно, не входит в след, но 
зато участвует в общем разложении и вносит 
погрешность вблизи границы. Устранение 
этой погрешности из общего разложения яв-
ляется важной задачей. Поэтому исследова-
ния в области численной реализации СМГЭ 
в большей степени связаны не с исследова-
нием, как разбивать границу на элементы 
или аппроксимировать функцию в углах 
конструкции, а заключаются в определении 
погрешности аппроксимаций функций с осо-
бенностью рядами Фурье. При этом миними-
зация количества членов ряда крайне важна 
для сокращения вычислительной работы при 
формировании дискретного аналога инте-
гральных уравнений. 
 
 
2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ  

СПЕКТРАЛЬНОГО МЕТОДА  
ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ (СМГЭ) 

 
Задача Неймана для оператора Лапласа име-
ет вид 
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2  – оператор Лапласа;  /  – производная 

по нормали к границе области Г ; N  – 
как и прежде, здесь и далее размерность про-
странства. 
Краевыми задачами такого рода описывают-
ся: стационарное температурное поле, 
напряженное состояние при кручении стерж-
ня, прогиб мембраны, электростатическое 
поле, поле давления, поле потенциала скоро-
сти в гидродинамике и т.д. Кроме того, опе-
ратор этой задачи (оператор Лапласа) входит 
составной частью в другие задачи, опреде-
ляющие состояние конструкций при стацио-
нарных и нестационарных воздействиях. С 
математической точки зрения он является 
простейшим качественным аналогом других 
задач и эквивалентным оператором в итера-
ционных процессах. 
Рассмотрим на стандартной области [4] 
вспомогательную задачу:  
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где   } 0  ,0  :) ,( { 221121 lxlxxx  ;      
  (2.3) 

 
   стандартная область с границей  ; 

),( 21 xxx    используемые координаты. 
Решение задачи (2.2) может быть представ-
лено как 
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где ),( 21 yyy  ; ),( yxG   функция Грина для 
задачи Дирихле. 
Суть СМГЭ состоит в том, что функция Гри-
на представляется в виде: 
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где ),( 21 kkk  ; k  и k   соответственно 
собственное значение и собственная функ-
ция задачи на стандартной области, 
 

22
21 kkk   ;   )()()( 21 21

xxx kkk   ;   (2.6) 

qqqk lxk
q

/   ,   )sin(/2)( qkqqk xlx
qq

  , 
   2 ,1q .  (2.7) 

 
Исходная задача в расширенной области 
представима в виде [10]: 
 

wqFuL ГГ 
 ,             (2.8) 

 
где uq   и uw    соответственно скач-
ки нормальной производной и самой функ-
ции u  при переходе через границу Г ; 

Г  и Г    соответственно дельта-функция 
границы Г  и нормальная производная. 
Для решения краевой задачи необходимо 
определять q  или w . В частности, в случае 
второй краевой задачи целесообразно при-
нять 0w . Если, кроме того, 0F  (что яв-
ляется непринципиальным упрощением), по-
лучим: 
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Как известно, функция q  (плотность потен-
циала простого слоя) определяется из чис-
ленного решения уравнения (ниже s   коор-
дината по границе) 
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Эта схема соответствует непрямому методу 
решения граничных уравнений (метод ком-
пенсирующих нагрузок). 
Главным препятствием реализации СМГЭ в 
теории упругости является отсутствие явных 

выражений для вычисления собственных 
функций.  
А.Б. Золотовым был предложен описанный 
ниже способ построения обратного операто-
ра теории упругости с использованием соб-
ственных функций оператора Лапласа.  
На стандартной прямоугольной области (2.3) 
ядро интегрального оператора 4  имеет вид 
(рассматривается двумерный случай): 
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Тогда ядро обратного оператора теории 
упругости 
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Общий вид решения краевой задачи теории 
упругости имеет вид  
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где оператор нормальных напряжений   за-
писывается так: 

 
,  

]     [ 
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21
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1
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





















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
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    (2.19) 
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Рисунок 2.1. Аппроксимация стандартной области. 

 
где                       2211   .            (2.20) 

 
Рассмотрим вторую краевую задачу теории 
упругости с условием на границе 
 

0   ,  Гxfu .           (2.21) 
 

Будем искать решение в виде потенциала 
простого слоя, положив 0w  и для просто-
ты 0F . Тогда 
 

)(1 qLu Г
 .               (2.22) 

 
Подставляя u  в (2.17), получим граничное 
условие: 
 

fdГyqyxGq
Г

y 












  )(),(

2
1

 ,    (2.23) 

 
которое решается численно. 
Ядро интегрального оператора граничного 
уравнения вычисляется следующим образом: 
 

),()( 

)]()()()([

21

212211

21

2121

yy

xxCxxC
G

kk

k
kkkkkk















, 

      (2.24) 
 

где            kkkkk BRARC 211 21
  ;          (2.25)  

kkkkk BRARC 122 12
  ;          (2.26) 








 






12

21
1

)2(
R ;           (2.27)   













)2(21

12
2




R .           (2.28) 

 
Однако, учитывая, что производная потен-
циала простого слоя имеет скачок при пере-
ходе через границу, что, в свою очередь, 
приводит к плохой сходимости рядов, поль-
зоваться формулой (2.24) без соответствую-
щей регуляризации нецелесообразно. Пра-
вильнее при действии оператора   на G  
пользоваться техникой дифференцирования 
со сглаживанием по Ланцошу. 
Исходной краевой задаче для эллиптических 
уравнений на стандартной области (контину-
альный вариант) можно поставить в соответ-
ствие ее сеточную аппроксимацию (дискрет-
ный вариант). В простейшем случае стан-
дартная область разбивается прямоугольной 
сеткой на элементы i  (рис. 2.1). 
Вместо дифференциальных операторов вво-
дятся следующие: 
– разностные операторы 
 

ppp hiiD /))()1((   ;           (2.29)  
)2/())1()1((0

pppp hiiD   ;    (2.30) 

ppp hiiD /))()1((*   ;         (2.31) 
22 /))1()(2)1(( ppppp hiiiD   ; (2.32) 





N

p
pD

1

22 ;                       (2.33) 
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– операторы осреднения 
 

2/))()1(( iiT pp   ;    
2/))()1((* iiT pp   .   (2.34) 

 
Тогда исходный дискретный оператор второй 
краевой задачи теории упругости может быть 
представлен следующим образом: 
 

, ..., 2, ,1 ,                                    
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   (2.35) 

где h
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i
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

 ;   
i

dxh


 .       (2.36) 

Дискретный оператор теории упругости на 
стандартной области имеет следующий вид: 
 






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
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2
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0
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0
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EL hhh  .  (2.37) 

 
Ему соответствует обратный оператор 
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 (2.38) 
где                            





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
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               (2.39) 
 

2~
 , 2

1
~D  и 2

2
~D  – соответствующие «чистые» 

разности (без деления на шаг). 
Действуя оператором 1L  на оператор исход-
ной краевой задачи, получим дискретные гра-
ничные уравнения. Для построения операто-
ра 1L  необходимо иметь оператор 1B . Для 

этого, в свою очередь, требуется разложение 
оператора 2

pD  (например, для задачи Дирих-
ле) по собственным функциям, которое до-
статочно легко строится. Так, например, при 
единичном шаге собственные значения и 
собственные функции имеют вид: 
 





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




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)1(2
sin4 2

M
k

k
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
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


1
 sin

1
2

M
jk

Mkj


 ,  Mjk  ..., 2, ,1 ,  .    

(2.40) 
 

Таким образом, в дискретном случае для по-
строения обратных операторов теории упру-
гости, применяется методика, аналогичная 
соответствующему континуальному случаю.  
СМГЭ можно отнести к классу методов ис-
ключения. В этой связи здесь отпадают вопро-
сы сходимости при суммировании. Кроме то-
го, возможно суммирование по формулам 
быстрого преобразования Фурье, что приводит 
к резкому повышению скорости работы реали-
зующего программного обеспечения. 
 
 
3. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ  

ВОПРОСЫ, СВЯЗАННЫЕ  
С ВЫВОДОМ И ИССЛЕДОВАНИЕМ 
ГРАНИЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ НА ОСНОВЕ ОБЩИХ 
ФОРМУЛИРОВОК ДЛЯ СИСТЕМ  
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

 
Поскольку краевая задача теории упругости 
отличается от более общей краевой задачи 
для эллиптической системы лишь набором 
коэффициентов, то в методическом плане 
было правильнее рассмотреть общий случай. 
В работе [15] приведены фундаментальные 
функции и их производные, построены и ис-
следованы функции Грина. При этом особое 
внимание уделено выводу обратных опера-
торов теории упругости, общих формул вза-
имодействия прямых и обратных операторов 
для различных видов задач теории упруго-
сти, представлены доказательства свойств 
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обратных операторов, необходимые для их 
численной реализации.  
При построении решений предложенные 
формы обратных операторов должны иметь 
свойства левых обратных операторов, что и 
доказывается в [15]. В этих случаях операто-
ры не всегда имеют симметричную структу-
ру. Для двумерной задачи построен обрат-
ный оператор симметричной структуры и 
приведено соответствующее доказательство. 
Этот оператор на стандартной области имеет 
следующий мультипликативный вид: 
 

*141 ~ QQL    ,                  (3.1) 
 
при этом  

 
  EQQQQ  ** ,                  (3.2) 

 
где 4~   – оператор, обратный к оператору 
первой краевой задачи для бигармоническо-
го оператора в прямоугольной области  ; 
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Действие обратного оператора теории упруго-
сти на произвольную функцию связано с раз-
ложением в ряд Фурье и осуществляется по 
формуле: 
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kf  – коэффициент разложения функции 
)(xf  в ряд Фурье. 

При суммировании fL 1  целесообразно 
пользоваться формулой 
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      (3.5) 
 

Таким образом, действие обратного оператора 
теории упругости на произвольную функцию 
сводится к разложению сначала в ряд Фурье, а 
затем к его суммированию с последующим 
дифференцированием (например, численным). 
Заметим, что при таком подходе удобно ис-
пользовать формулы быстрого преобразова-
ния Фурье. 
 
 
4. ЧИСЛЕННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 

СМГЭ НА ОДНОМЕРНЫХ  
И ДВУМЕРНЫХ ПРИМЕРАХ 

 
Проводились численные исследования 
СМГЭ, связанные с изучением сходимости 
рядов Фурье к разрывным и обобщенным 
функциям и с построением различных алго-
ритмических и  программных вариантов реа-
лизации СМГЭ для одномерных и двумерных 
задач [15]. 
В одномерном случае исследовались одномер-
ные аналоги задач Дирихле и Неймана, велось 
как непосредственное суммирование рядов 
Фурье, так и с применением множителей Лан-
цоша. Численные исследования показали: 

 решение задачи Дирихле эффективнее 
по точности и затратам времени ЭВМ 
при использовании потенциала двой-
ного слоя, при  этом производные от 
решения следует вычислять с приме-
нением множителей Ланцоша; 

 решение задачи Неймана эффективнее 
при использовании потенциала про-
стого слоя, при этом применение 
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множителей Ланцоша позволяет су-
щественно уменьшить количество 
суммируемых функций. 

Эти результаты подтверждаются исследова-
ниями погрешности счета (проводилось срав-
нение с точными аналитическими решениями) 
в зависимости от числа членов ряда и приме-
нения множителей Ланцоша. В [15] показыва-
ется также, что множители Ланцоша, форму-
лы дифференцирования по Ланцошу эквива-
лентны осреднением функцией Стеклова [8] с 
шагом, равным полупериоду наиболее высо-
кочастотной собственной функции. 
Двумерная задача исследовалась в треуголь-
ной области, равной половине квадратной, 
для уравнения Пуассона. Полученные реше-
ния также сравнивались с известными анали-
тическими и численными решениями. Изуча-
лись вопросы, связанные не только со сходи-
мостью рядов, но и с выбором формул инте-
грирования на границе.  
Рассмотрены варианты численной реализации 
для задач теории упругости, предусматрива-
ющие точное интегрирование на участках 
границы. Были получены, по сути, такие же 
результаты, как и для уравнения Пуассона. 
Вообще для двумерных задач наблюдалось 
постоянное искажение результатов вблизи 
границы, которое не исчезало и не уменьша-
лось при увеличении количества членов ряда 
Фурье. Множители Ланцоша дают практиче-
ский эффект в случаях, когда можно улучшить 
результат за счет увеличения количества чле-
нов ряда Фурье, так как их использование поз-
воляет получить тот же результат при их 
меньшем количестве. 
Проведенные исследования показали, что ин-
тегрирование вдоль границы по более точным 
формулам усложняет алгоритмическую реали-
зацию, но не приводит к существенному по-
вышению точности. Использование множите-
лей Ланцоша и дифференцирования по Лан-
цошу, напротив, упрощает алгоритмическую 
реализацию и позволяет уменьшить число 
членов ряда в разложении. 
Для получения более точных результатов на 
границе, по-видимому, следует построить 

процедуру экстраполяции внутренних резуль-
татов на границу. 
 
 
5. АППРОКСИМАЦИЯ И ЧИСЛЕННОЕ 

РЕШЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ  
УРАВНЕНИЙ 

 
Наиболее существенной частью аппрокси-
мации решения является дискретизация гра-
ницы, нумерация неизвестных и составление 
общей матрицы для определения искомой 
плотности. Эта часть существенно различа-
ется для двумерной и трехмерной задач. 
Двумерный случай с позиции построения 
алгоритма существенно проще. Поскольку 
основной задачей работы [15] было изучение 
метода, а он, как оказалось, имеет ряд «под-
водных камней», то более эффективной и 
наглядной представлялась его апробация для 
двумерных конструкций, хотя все исходные 
формулы для двумерного и трехмерного 
случаев одинаковые. 
При аппроксимации граница заменялась ло-
маной линией, в виде отрезков прямых, со-
стоящих из M  участков (рис. 5.1).  
Для упрощения полагается, что 0F . Опре-
деляется стандартная область (задается 
начало координат и величины 1l  и 2l ). На 
каждом участке 
 

constq j  ;   2 ,1   },{  pqq p
jj .      (5.1) 

 
Далее интегрируем исходное граничное 
уравнение на каждом участке и получаем 
разрешающую блочную систему: 
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Рисунок 5.1. Аппроксимация границы исходной области. 
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где }{ pq
ijaA  ; }{ pff  ; }{ pqq  , 

 2 ,1 , qp .   (5.4) 
 

Вычисление коэффициентов pq
ija  ведется в 

предположении, что функция (матрица) T  
кусочно-постоянна на отрезке. Тогда элемен-
ты матрицы A  определяются по формуле: 
 

),( ji
pq

i
pq
ij xxTha  ,                 (5.5) 

 
где ix  и jx  – координаты середин отрезков 

),( 1ii ss  и ),( 1jj ss . 
В свою очередь, матрица ),( yxT  вычисляет-
ся с использованием дифференцирования по 
Ланцошу: 
 

GDRGDRyxT 2211),(  ,            (5.6) 
 

где 1D  и 2D  – операции центральных разно-
стей с шагом, равным полупериоду самой 
высокочастотной функции разложения в ряд. 
После решения системы определяется реше-
ние (перемещение) по следующей формуле: 
 





M

i
iii qyxGhxu

1
),()( .              (5.7) 

 
Напряжения и деформации вычисляются с 
использованием разностных формул диффе-

ренцирования )(xu  с тем же шагом, что и 
при вычислении ),( yxT . 
 
 
6. ПЕРСПЕКТИВЫ ДАЛЬНЕЙШЕГО 

РАЗВИТИЯ СМКЭ 
 
Перспективы дальнейшего развития СМКЭ 
связаны, в частности, с реализацией в рамках 
дискретно-континуального метода граничных 
элементов (ДКМГЭ), предложенной в работах 
А.Б. Золотова и П.А. Акимова [1,2,5-7,9, 
22,23]. ДКМГЭ применяется для определения 
напряженно-деформированного состояния 
(НДС) строительных конструкций с постоян-
ством физико-геометричес-ких параметров 
(характеристик) по некоторому координат-
ному направлению, называемому далее ос-
новным направлением. Примерами таких 
объектов являются балки, балки-стенки, тон-
костенные стержни, плиты, оболочки, длин-
ные фундаменты, высотные и протяженные 
здания, плотины, трубопроводы, рельсы и 
т.д. [5,7-9]. ДКМГЭ относится к классу полу-
аналитических методов. Полуаналитические 
постановки являются современными матема-
тическими моделями, реализация которых в 
наши дни стала возможной вследствие суще-
ственного роста производительности компь-
ютерной техники. В основе ДКМГЭ лежат 
граничные псевдодифференциальные урав-
нения. Соответствующие псевдодифферен-
циальные операторы в общем случае аппрок-
симируются дискретно с привлечением ана-
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лиза Фурье или вейвлет-анализа. Преимуще-
ства ДКМГЭ перед другими методами чис-
ленного моделирования заключаются в дву-
кратном понижении размерности задачи 
(дискретизации подвергается не вся расчет-
ная область, а только граница ее поперечного 
сечения, т.е. решается, по сути, одномерная 
задача и задается лишь шаг по контуру), воз-
можности проведения детального анализа 
отдельных напряженных зон, упрощенном 
этапе подготовки данных, алгоритмической 
простоте и высокой степени универсально-
сти. Разработаны два варианта ДКМГЭ – 
непрямой (НДКМГЭ) [1,23] и прямой 
(ПДКМГЭ) [6,22], при этом непрямой, как и в 
стандартном МГЭ, применяется несколько 
шире прямого. В частности, в [5,7-9] рас-
смотрены примеры постановок некоторых  
краевых задач в рамках ДКМГЭ, изложены 
различные способы их численной реализации 
и приведены актуальные примеры практиче-
ских приложений. 
 
 
ЗАМЕЧАНИЕ 
 
Исследование выполнено за счет средств 
Государственной программы Российской 
Федерации «Развитие науки и технологий» 
на 2013-2020 годы в рамках Плана фунда-
ментальных научных исследований Мини-
стерства строительства и жилищно-
коммунального строительства Российской 
Федерации на 2016 год, тема 7.1.1 «Разра-
ботка многоуровневого подхода к исследо-
ванию напряженно-деформированного со-
стояния конструкций в рамках единой 
иерархически выстроенной расчетной моде-
ли на основе совместного применения дис-
кретно-континуального метода конечных 
элементов и метода конечных элементов». 
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ТЕОРЕМЫ О ВЗАИМНОСТИ МОЩНОСТЕЙ  
ВНЕШНЕЙ НАГРУЗКИ И ДИССИПАЦИИ ЭНЕРГИИ  

И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ В ЗАДАЧАХ ПЛАСТИЧЕСКОГО 
ДЕФОРМИРОВАНИЯ КРУГЛЫХ МЕМБРАН  

И БЕЗМОМЕНТНЫХ ОБОЛОЧЕК  
ПРИ КВАЗИСТАТИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИИ 

 
А.В. Старов, С.Ю. Калашников 

Волгоградский государственный архитектурно-строительный университет, г. Волгоград, РОССИЯ 
 
Аннотация: Для круглых мембран и безмоментных оболочек при квазистатическом нагружении сфор-
мулированы теоремы о взаимности мощностей внешней нагрузки и мощностей диссипации энергии, 
аналогичные теореме о взаимности внешних и внутренних работ в упругих системах (теорема Бетти), 
позволяющие выполнять расчет подобных конструкций под действием распределенной по любому зако-
ну осесимметричной нагрузки на действие «приведенной» или эквивалентной равномерно распределен-
ной нагрузки. Получены аналитические решения с учетом упрочнения материала, которые могут исполь-
зоваться для тестирования результатов, полученных в программных комплексах. 
 

Ключевые слова: круглые мембраны и безмоментные оболочки, пластическое деформирование, осе-
симметричные нагрузки, физически и геометрически нелинейные задачи. 

 
 

THEOREMS OF RECIPROCITY OF POWERS  
OF EXTERNAL LOAD AND DISSIPATION  

OF THE ENERGIA AND THEIR APPLICATION  
IN PROBLEMS OF PLASTIC DEFORMATION  

FOR CIRCULAR MEMBRANES AND MEMBRANE SHELLS 
AT QUASISTATIC LOADING 

 
Aleksandr V. Starov, Sergei .JU. Kalashnikov 

Volgograd State University of Architecture and Civil Engineering, Volgograd, RUSSIA  
 
Abstract: The reciprocity theorems of external loading powers and energy dissipation powers for circular mem-
branes and membrane shells at quasistatic loading are formulated, which are similar to the reciprocal theorems 
for elastic systems (Betti’s theorem). The theorems allow calculating similar constructions under the axisymmet-
ric loading distributed by any law on the action of the reduced or uniformly distributed loading. Analytical solu-
tions considering material hardening are made which can be used for testing the results obtained from software 
suites. 
 

Key words: circular membrane and membrane shells, plastic deformation, axisymmetric loadings, physically 
and geometrically non-linear problems. 

  
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 
Алгоритмы расчета пластин, круглых мем-
бран и оболочек на основе метода предель-

ного равновесия и на основе баланса мощно-
стей внешней нагрузки и диссипации энер-
гии разработаны и применяются достаточно 
давно[1-6]. Они позволяют получать при-
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ближенное решение физически и геометри-
чески нелинейных краевых задач, не рас-
сматривая историю нагружения, как это де-
лается в упруго пластической постановке, и, 
соответственно, избежать сложного числен-
ного анализа. 
Целью настоящей статьи является совершен-
ствование методов расчета круглых пластин 
и пологих оболочек вращения при квазиста-
тическом действии нагрузки на основе без-
моментной теории и выявление дополни-
тельных возможностей применения метода 
баланса мощностей внешней нагрузки и дис-
сипации энергии.  
Рассмотрим деформирование круглых мем-
бран и безмоментных оболочек под действи-
ем распределенной по любому закону осе-
симметричной нагрузки  0P P   , где 0P  
- максимальная интенсивность нагрузки. 
Уравнения равновесия безмоментных оболо-
чек в полярной системе координат с учетом 
допущений теории пологих оболочек [7] за-
писываются в виде (1) или (1.1)  
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Граничные условия: 
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Здесь вводятся безразмерные координаты и 
переменные: 
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
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
 

 
– радиус-вектор произвольной точки сре-
динной поверхности; 0  – радиус опорного 
контура; 2h  - толщина; 
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– прогиб и радиальное перемещение; 
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– продольные усилия; 
 

2
0
2

s

PP
h





 

 
– параметр внешней нагрузки; s  – предел 
текучести материала; 1,2i   – индексы ради-
ального и окружного направления; 
 

    0 0, , 2 / , 2 /f f f f f f h f f h        
 
– уравнение срединной поверхности в без-
размерных и размерных координатах; 0f  - 
стрела подъема; 
 

2 2 2 2
0f R R     

 
– уравнение срединной поверхности сфери-
ческой оболочки; 
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1f f
 
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– уравнение срединной поверхности парабо-
лической оболочки; 
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– радиус кривизны сферической оболочки; 
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– радиус кривизны параболической оболочки; 
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– параметр начальной кривизны сфериче-
ской оболочки; 
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– параметр начальной кривизны параболиче-
ской оболочки; 
На размерность соответствующей величины 
указывает горизонтальная черта. 
Выражения для деформаций срединной по-
верхности имеют вид 
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Мощность внешней нагрузки и мощность 
диссипации энергии в безразмерном виде 
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– безразмерные мощность внешней нагрузки, 
скорость диссипации и скорости деформаций 
срединной поверхности. 
Используется поверхность текучести для 
безмоментных оболочек со сплошным одно-
слойным сечением, построенная на основе 
условия пластичности Мизеса [8]:
 

2 2 2
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или поверхности нагружения, аналогичной 
поверхности текучести [8]: 
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где kE  – касательный модуль упрочнения, 
 i   – функция упрочнения, i  интенсив-

ность деформаций. 
Из первого уравнения (1) и (4) или (4.1) сле-
дует единственное решение 
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тогда распределение перемещений можно 
представить в виде (5) или (5.1): 
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Распределение перемещений и скоростей пе-
ремещений согласно (5) 
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Распределение скоростей перемещений со-
гласно (5.1) 
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Рассмотрим два механизма деформирования, 
соответствующие нагрузкам 0, , 1,2i iP i  . 
Мощность внешней нагрузки 0,1P  (3,5,7) на 
скоростях перемещений, соответствующих 
механизму 2  (7) без учета упрочнения 
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Интегрируя (9) по частям, получим 
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(10) 
 

Последнее выражение не зависит от после-
довательности индексов 1 и 2. Таким обра-
зом, можно сформулировать теорему о вза-
имности мощностей внешней нагрузки, ана-
логичной теореме о взаимности работ в 
упругих системах [9]. 
 
Мощность внешней нагрузки, соответ-
ствующая механизму 1 на скоростях пе-
ремещений, соответствующих механизму 
2 равна мощности внешней нагрузки, со-
ответствующая механизму 2 на скоро-
стях перемещений, соответствующих 
механизму 1. 
 
Мощность диссипации энергии согласно (3) 
после интегрирования по частям может 
иметь вид (выражения эквивалентны) 
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Подставляя во вторую формулу (11) пере-
мещения и скорости перемещений согласно 
(6) и (7), найдем, что A D  и, соответствен-
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(12) 
 
Вторая теорема формулируется аналогично.  
 
Мощность диссипации энергии, соответ-
ствующая механизму 1 на скоростях пе-
ремещений, соответствующих механизму 
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2 равна мощности диссипации энергии, со-
ответствующая механизму 2 на скоро-
стях перемещений, соответствующих 
механизму 1. 
Теоремы имеют другой вариант доказатель-
ства. 
Мощность внешней нагрузки 0,1P  (3,5,8) на 
скоростях перемещений, соответствующих 
механизму 2  (7) без учета упрочнения 

1 2i in n n    
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Мощность диссипации энергии согласно 
третьей формулы (11) 
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Таким образом, сразу получаем A D . 
Если 1 2   , то согласно (5), (10) и (12) 
для мощности внешней нагрузки и мощно-
сти диссипации энергии получим эквива-
лентные выражения: 
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n w w d d d
D

d d







 
        

 


 
   

 

  

 

n w w d d d       0 0       0 0n w w d d d       n w w d d d0 0n w w d d d0 0       0 0n w w d d d0 0   
1

  
1n w w d d d  n w w d d d1n w w d d d1

  
1n w w d d d1

                n w w d d d       n w w d d d  n w w d d d       n w w d d dn w w d d d       n w w d d d  n w w d d d       n w w d d d
.(16.1) 

 
На основании вышедоказанных теорем рас-
чет круглых мембран и безмоментных обо-
лочек под действием распределенной по лю-
бому закону осесимметричной нагрузки 

 0P P   можно производить на действие 
«приведенной» (или эквивалентной) равно-
мерно распределенной нагрузки 
 

 
1

2

* 0
0 11

0 0 0 0

1

1 11

d
P P

d d d d


  

   


  
             



   

,

      (17) 
 

что значительно упрощает громоздкие мате-
матические выкладки. 
Среднюю интенсивность деформаций по 
объему можно определить из равенства 
 

1 3

0 02

h t
s

s i
h

hdzd Ddt



      .   (18) 

 
Тогда усредненная интенсивность деформа-
ций согласно (15.1) 
 

 

 

2
1

0 02 2
0 2

2
1

0 0 2 2
2 0

,
4

, ,
4

i

i

Ih w w
I

I hw w
I

    


       


 (19) 

 
где интегралы 1I  и 2I : 

21 1

1 2
0 0 0 0

1, .dI d I d d
   

         
  

     (20) 
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2. АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ  
ДЛЯ КРУГЛЫХ МЕМБРАН И 
БЕЗМОМЕНТНЫХ ОБОЛОЧЕК 

 
Далее приводятся решения для круглых 
мембран и безмоментных оболочек на дей-
ствие распределенной по любому закону 
осесимметричной нагрузки с учетом упроч-
нения, которые также можно получить непо-
средственно из уравнений (1) - (1.1). 
Нагрузка вида 
 

     0 , 0P P            . 

   

 

2 2 2
0

0
0 2

1 ,
2

4 .
2 4 2

w w

Pw
n

 
    


  

 

 (21) 

 
Эквивалентная равномерно распределенная 
нагрузка *P и минимальное значение min

0P : 
 

 

 

*
0 2

2
min *min

0

4 ,
2

2
2 , 2 .

4

P P

P n P n

 
 

 
   

 (22) 

 
Нагрузка вида 
 

       0 , 1 0P P           . 

 

   

 
 

 
 

2
2 2

0 2 2

2 2
2

2
0

0 2

2 41
4 4

4 ,
2 4

4
.

2 4 2

w w

Pw
n





  
      
      
 


  

  

  
  

 

      (23) 
 

Эквивалентная равномерно распределенная 
нагрузка *P и минимальное значение min

0P . 
 

 
 

 

 

2
*

0 2

2
min *min

0 2

4
,

2

2
2 , 2 .

4

P P

P n P n

  
 

 


   

  

 (24) 

 
Нагрузка вида 
 

     

       

, 0 0 ,
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 
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   

 

 

2 2 2 2

0 2 2

2

2 ln ln

4 2 ln

, 1 ,
2

b a b b a aPw w
n b a

b

    
   
   
 


   

 

   2 2 2 2
0 2 ln ln .

2 4
Pw b a b b a a
n


     
   

(25) 
 

Эквивалентная равномерно распределенная 
нагрузка *P и минимальное значение min

0P : 
 

   

   

* 2 2 2 2

1min 2 2 2 2
0

*min

2 ln ln ,

2 2 ln ln ,

2 .

P P b a b b a a

P n b a b b a a

P n


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 

     
 

 

      (26) 
 

Нагрузка вида 
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     

       

, 1 0 ,

0 , 1 1 .

P P a

a b b

        

           
 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 2

0

2 2
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2
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2 2
0

2 2

2

2 2

0 2 2
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, ,
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4
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1
.

2 4 2 ln ln

Pw w a
n
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a b

b a
Pw w b b a a
n

b a

b

b aPw
n b b a a

 
     

 
    

 


   

   
 
      
 
   
 


   

   
  
  
 

 (27) 

 
Эквивалентная равномерно распределенная 
нагрузка *P и минимальное значение min

0P : 
 

   

   

* 2 2 2 2

1min 2 2 2 2
0

*min

1 2 ln ln ,

2 1 2 ln ln ,

2 .

P P b a b b a a

P n b a b b a a

P n



      
 

      
 

 

      (28) 
 

Для учета упрочнения необходимо вычис-
лить соответствующие интегралы согласно 
(19). Нагрузка вида 
 

     0 , 0P P            . 
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1

2 2
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  (29) 

 

Нагрузка вида 
 

       0 , 1 0P P           . 
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 
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 
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Нагрузка вида 
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 

 
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Нагрузка вида 
 

     

       

, 1 0 ,
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 

 
 
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1
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22 24
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1 1 ln ln .
4 4 2

dI d
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I d d

b a
b b a a





  
     

 

 
    
 
 

   
  

     


 
    
  

 

 

 (32) 

 
Следует отметить, что по формулы (21, 23, 
25, 27) могут быть также получены из усло-
вия баланса мощностей внешней нагрузки и 
диссипации энергии согласно (15-15.1) и (16-
16.1). 
В результате получим вторую формулу (5) 
 

1
0 0

0 2
0 0

1
2

P Pw d d I
n n

  
              

  . (33) 

 
Алгоритм расчета по формулам (21, 23, 25, 
27) достаточно простой. Параметры нагрузки 
и геометрические параметры приводятся к 
безразмерному виду. Определяется дефор-
мированное состояние и прогиб в центре. 
При необходимости могут быть построены 
графики зависимости нагрузка – прогиб. По-
скольку все графики линейные, они не при-
водятся. Затем безразмерный прогиб приво-
дится к размерной величине. 
При учете упрочнения определяется интен-
сивность деформаций по формуле (19). Для 
этого необходимо вычислить интегралы (29) 
- (32), определить  in     в соответствии с 
(4.1), построить графики зависимости 
нагрузка – прогиб по формулам (21, 23, 25, 
27), которые уже будут нелинейные. По гра-
фикам для безразмерных параметров нагруз-

ки определяется безразмерный прогиб, кото-
рый приводится к размерному виду. 
Можно не строить графики, организовав 
итерационный процесс. В соответствии с 
(33) (4.1) и (15) 
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0
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s
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I

  
               



    


 

. (34) 

 
Тогда итерационный процесс, который 
быстро сходится ( i  – номер итерации): 
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1
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0
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2
0 1 1

0 0 0 0 1
0 2

2

1

.
2

1
2 2

i

i

i i i ik

s
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w w w w IE

I





 

 
          
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 

  
     
  

 

.

 (35) 
 

Вопрос о том, насколько часто в реальной 
практике встречаются нагрузки, отличные от 
равномерно распределенного внутреннего 
давления, пока остается открытым и требует 
дополнительной дискуссии. Один пример 
можно привести: штамповка без матрицы 
через упругую прокладку. 
При расчете оболочек с учетом моментного 
напряженного состояния на действие распре-
деленной по любому закону осесимметрич-
ной нагрузки (решение для пластин получено 
в [10-13]) при интенсивности нагрузки 
  2P n   , образуются жесткие зоны в цен-

тральной или при опорной части или одно-
временно. Решения данных задач в аналити-
ческом виде для оболочек с шарнирно непо-
движным опиранием и жестким защемлением 
края  в связи с увеличением параметров ока-
залось слишком громоздким. Численное ре-
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шение для оболочек (для пластин получено в 
[14-15]) в связи с необходимостью отслежи-
вать положение подвижных жестких зон так-
же значительно усложняется. На основании 
доказанных теорем, с учетом, что оболочка 
стремится к безмоментному напряженному 
состоянию, можно выполнять расчет, заменяя 
параметр начальной кривизны на «приведен-
ный» или эквивалентный *

0 . 
Для нагрузок      * *
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(39) 
 

Решения статических и динамических задач 
пластических круглых пластин и  оболочек на 
основе баланса мощностей диссипации энер-
гии и внешней нагрузки или непосредствен-
ного интегрирования исходной системы не-
линейных уравнений [16-17] достаточно 
сложны для численного анализа. На основа-
нии доказанных теорем можно выполнять 
статический расчет на действие «приведен-
ной» или эквивалентной равномерно распре-
деленной нагрузки, а в задачах динамики рас-
кладывать нагрузку и параметр начальной 
кривизны по собственным векторам однород-
ной системы дифференциальных уравнений. 
 

ВЫВОДЫ 
 
1. Сформулированы теоремы о взаимности 

мощностей внешней нагрузки и мощно-
стей диссипации энергии, аналогичные 
теореме о взаимности внешних и внут-
ренних работ в упругих системах (теорема 
Бетти [9]), позволяющие выполнять рас-
чет круглых мембран и безмоментных 
оболочек под действием распределенной 
по любому закону осесимметричной 
нагрузки на действие «приведенной» или 
эквивалентной равномерно распределен-
ной нагрузки. 

2. Второе видимое применение доказанных 
теорем - возможность выполнять расчет, 
заменяя параметр начальной кривизны на 
«приведенный» или эквивалентный, что 
значительно упрощает аналитические и 
численные алгоритмы. 
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ПОСТРОЕНИЕ АЛГОРИТМА И РАЗРАБОТКА ПРОГРАММЫ 
ДЛЯ ЭВМ ПО ВАРИАНТНОМУ ПРОЕКТИРОВАНИЮ 

ПЛАСТИНЧАТО-СТЕРЖНЕВЫХ СИЛОВЫХ КОНСТРУКЦИЙ 
ИЗ УСЛОВИЯ ЖЕСТКОСТИ ПЛАСТИН ПУТЕМ 

ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ИХ ФОРМЫ 
 

А.А. Черняев 
Орловский государственный университет имени И.С. Тургенева, г. Орел, РОССИЯ 

 
Аннотация: Рассматривается задача вариантного проектирования пластинчато-стержневых силовых 
конструкций несущих панелей с двумя параллельными опорными направляющими (лонжеронами), когда 
задано ограничение на величину максимального прогиба элементов заполнения такой панели в виде 
упругих пластин. Путем геометрического моделирования формы области пластин с помощью конформ-
ных радиусов и использованием геометрических методов строительной механики строится алгоритм и 
разрабатывается программа для ЭВМ по подбору вариантов заполнения несущей панели пластинами 
различных форм обладающих равной жесткостью. 
 

Ключевые слова: пластинчато-стержневые конструкции, вариантное проектирование,  
геометрическое моделирование, жесткость, максимальный прогиб, конформные радиусы,  

алгоритм, программа для ЭВМ 
 
 

CONSTRUCTION OF ALGORITHMS AND DEVELOPMENT  
OF COMPUTER PROGRAMS IN DESIGN VARIANT 

PLATE-CORE POWER STRUCTURES OF CONDITIONS  
BY REINFORCEMENT PLATE GEOMETRIC MODELING FORM 

 
Andrew A. Chernyev 

Oryol State University of I.S. Turgenev, Oryol, RUSSIA 
 

Abstract: In article consider the problem of the variant design, plate-rod power structures bearing panels with 
two parallel support rails (longerons) when set limit on the maximum deflection elements filling a panel in the 
form of elastic plates. By geometric form field plates simulations using conformal radii and the use of geometric 
methods in structural mechanics is constructed algorithm and developed a program for the selection of variants 
of a computer by filling the carrier panel plates of various forms have equal stiffness. 
 

Keywords: plate-core design, the variant design, geometric modeling, stiffness, maximum deflection,  
conformal radii, algorithm, computer program 

 
ВВЕДЕНИЕ 
 
Вариантное проектирование является 
важным этапом в создании экономичных 
конструкций, в том числе пластинчато-
стержневых, где одним из основных 
критериев является условие жесткости. 
В настоящее время для расчета и 
моделирования силовых конструкций 

используют различные, конечно-элементные, 
программы для ЭВМ, а для решения задач 
вариантного-проектирования и оптимизации 
– математические модели и алгоритмы на их 
основе [1]. Однако в решении задач, 
связанных с выбором формы, варьировании 
геометрических параметров элементов 
конструкции, их применение становится 
затруднительным. Как показали 
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исследования [2], для решения подобных 
задач могут быть успешно использованы 
геометрические методы строительной 
механики [3]. Сущность, которых 
заключается в том, что изменение искомых 
параметров напряженно-деформируемого 
состояния в двумерных задачах оценивается 
по некоторой геометрической 
характеристике плоской области (пластины, 
мембраны, поперечного сечения стержня и 
т.д.), служащей критерием «правильности» 
или «симметричности» ее формы и 
позволяющей сравнивать значения 
параметров напряженно-деформируемого 
состояния среди областей различных классов 
форм. Как показали исследования [4] в 
качестве такого критерия, возможно, 
использовать отношение внутреннего к 
внешнему конформных радиусов областей. 
 
 
1. КОНФОРМНЫЕ РАДИУСЫ 
 
Конформные радиусы – это радиусы, 
получаемые при конформном отображении 
плоской области на внутренность и 
внешность круга [5]. Формулы для 
нахождения внутреннего r  и внешнего r  
конформных радиусов для ряда односвязных 
областей с выпуклым контуром имеют вид 
[6, 7]: 
– для круга радиуса a 
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где n – число сторон; L  – здесь и далее, пе-
риметр; Г(x) – здесь и далее, Г-функция 
(Гамма-функция); 
– для произвольных треугольников с углами 
 , ,   
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  – радиус описанного круга, 

 
rAr  ,  (5) 

 
где A – площадь; 
– для равнобедренных треугольников с   = 
  выражения (4) и (5) примут вид 
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где   – равный угол при основании; h  – вы-
сота; 
– для прямоугольных треугольников с   = 
π/2 выражение (5) примет вид 
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где   – угол при гипотенузе; c  – 
гипотенуза; 
– для ромбов с углом   
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– для эллипсов с полуосями a и b (a ≥ b) 
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– для прямоугольников со сторонами a и b (a 
≥ b) 
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где   – аргумент комплексных чисел (точек 
окружности, образами которых при кон-
формном отображении служат вершины 
прямоугольника); (-1)!! = 1. 
Подсчитанные по формулам (1)…(14) 
значения конформных радиусов и их 
отношения rr  в виде справочных таблиц и 
графики зависимости отношения rr  от 
характерного для каждой фигуры 
геометрического параметра приводятся в 
работе [8]. 
 
 

2. ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКАЯ  
АНАЛОГИЯ МАКСИМАЛЬНОГО  
ПРОГИБА ПЛАСТИНОК  
С ОТНОШЕНИЕМ КОНФОРМНЫХ  
РАДИУСОВ 
 
Рассматриваются упругие изотропные тон-
кие пластины: 

010...8010...8 minmin DtD  , 
где t – толщина пластинки, minD  – мини-
мальный габаритный размер в плане; 

0w  ≤ t /2…5, где 0w  – максимальный прогиб. 
В работе [4] была установлена физико-
математическая аналогия максимального 
прогиба w0 при поперечном изгибе пластинок 
с отношением конформных радиусов rr , 
основанная на вариационном представлении 
собственного значения дифференциального 
уравнения свободных колебаний пластинок, 
конформном представлении внутренности ее 
области при отображении на единичный круг 
и математической аналогии задач свободных 
колебаний и поперечного изгиба пластинок:  

 

D
qA

r
rkw

2
0 


,  (15) 

 
где k – числовая константа, зависящая от 
вида граничных условий и обращающая 
выражение (15) в равенство: для круглой 
пластинки в случае жесткого защемления (k 
= 1,583·10-3) и для правильной n-угольной 
пластинки с n → ∞ в случае шарнирного 
опирания (k = 6,180·10-3); q – интенсивность 
равномерно распределенной по всей площади 
нагрузки; А – площадь пластинки; D – 
цилиндрическая жесткость. 
Из выражения (15) следует, что при заданных 
параметрах q, А, D и граничных условиях 
пластинки отношение rr  выступает в 
качестве единственного аргумента, 
однозначно определяющего верхнюю оценку 
максимального прогиба пластинки. Другими 
словами, отношение конформных радиусов 

rr  является геометрическим аналогом 
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максимального прогиба. Это означает, что, не 
решая известного дифференциального 
уравнения эллиптического типа четвертого 
порядка, описывающего задачу поперечного 
изгиба пластинок 
 

4 4 4

4 2 2 22 ,w w wD q
x x y y

   
   

    

 

 
а, рассматривая лишь геометрическую 
задачу, связанную с анализом изменения 
отношения rr  при изменении 
геометрических параметрах и формы 
пластинок, можно оценивать качественную и 
количественную стороны изменение 
максимального прогиба. 
Как показали исследования [8] неравенство  
(15) позволяет получать приемлемые оценки 
лишь для пластинок по форме близкой к 
правильной, поэтому оно было заменено 
следующим выражением 
 

 
D

qAkw w
2

0  ,  (16) 

 
где  rrfkw   – функциональный 
коэффициент пропорциональности, 
зависящий кроме как от отношения rr , 
определяющего «правильность» или 
«симметричность» пластинки, еще и от вида 
граничных условий; этот коэффициент 
представляет значение максимального 
прогиба в общем виде. 
В работе [8] были построены графические 
зависимости « kw – rr » (рисунок 1). 
На рисунке 1 точкам 3, 4, 6, 16 соответствуют 
правильные 3-х, 4-х, 6-ти, 16-ти-угольные 
пластинки, точке 3' – равнобедренная 
прямоугольная треугольная пластинка, точке 
O – круглая пластинка. Кривая I кроме 
указанных форм пластинок, объединяет 
решения для всех многоугольных пластинок, 
стороны которых касаются вписанной 
окружности. 
 

 
Рисунок 1. Графические зависимости 

«максимальный прогиб kw – отношение 
конформных радиусов rr ». 

 
 
3. ПОСТРОЕНИЕ АЛГОРИТМА 
 
В работе [2] было рассмотрено применение 
приведенных графических зависимостей « kw 
– rr » (рисунок 1) к решению задачи 
вариантного проектирования пластинчато-
стержневых силовых конструкций несущих 
панелей с двумя параллельными опорными 
направляющими (лонжеронами), когда 
задано ограничение на величину 
максимального прогиба элементов 
заполнения такой панели в виде упругих 
пластин (рисунок 2). 
 

 
Рисунок 2. Несущая панель с двумя  

опорными параллельными направляющими 
 1 – стержень (лонжерон); 2 – пластинка; 

3 – стержень (нервюр, стрингер) 
 

Задача ставилась в следующей постановке. 
Задано  ограничение на величину 
максимального прогиба пластин, требуется 
подобрать варианты заполнения несущей 
панели пластинками различных форм 
обладающих одинаковой заданной 
жесткостью. Прогиб задается в общем виде 
kw из (16). 
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Поскольку отношение rr  характеризует 
форму пластинок, то решение поставленной 
задачи было предложено осуществлять в 
следующей последовательности. 
 
3.1. Основной алгоритм 
1. Для заданного значения прогиба kw и 
случая граничных условий определяется 
отношение конформных радиусов rr  для 
пластинок простых форм; 
2. По полученным значениям отношения rr  
определяются геометрические параметры, 
однозначно определяющие форму пластинок;  
3. На основании изопериметрических свойств 
максимального прогиба [4] из пластинок 
простых форм с использованием 
геометрических преобразований строятся 
пластинки сложных форм (в их числе будем 
рассматривать параллелограммные [9] и 
трапециевидные [10]); 
4 Полученные пластинки приводятся к 
равной (единичной) площади A. 
 
Для реализации 1-го пункта в работе [2] 
получены приближенные 
аппроксимирующие функции в виде 
полиномов n-степени: 

       n
wwww kdkckbakfrr   2 , 

где a, b, с, … d, n = const; 
Для реализации 2-го пункта в работе [2] 
получены приближенные 
аппроксимирующие функции в виде 
полиномов n-степени: 
         nrrrrcrrbarrf  

2


где α  - то же что и в (4)-(10); λ = a/b, где a и 
b то же что и в (11)-(14). 
 
3.2. Построение пластин сложных форм 
Параллелограммных. 
На основании изопериметрического свойства 
о двусторонней ограниченности значений 
максимального прогиба для параллело-
граммных пластинок значениями для ромби-
ческих и прямоугольных пластинок [4], рас-
смотрим получение семейства параллело-
граммных пластинок имеющих заданный 

прогиб. Приведем прямоугольную и ромби-
ческую пластинки, получаемые по выраже-
ниям (2), к одному основанию (рисунок 3). 
 

 
Рисунок 3. Получение семейства 

параллелограммных пластин, 
имеющих заданный прогиб kw. 

 

 
Рисунок 4. К определению угла α0. 

 
Семейство параллелограммных пластинок 
имеющих заданный прогиб будет получаться 
путем движения вершин по некоторой кри-
вой I на рисунке 3. Чтобы определить харак-
тер кривой I необходимо знать третью точку 
– параллелограммную пластинку, имеющую 
заданный прогиб. Для наиболее точного опи-
сания кривой I угол α0 параллелограммной 
пластинки следует принять равным или 
близким к получаемому по выражению (ри-
сунок 4): 
 








 







cos
/1sin

0 arctg ,  (17) 

 
где λ = a/b – отношение сторон прямоуголь-
ной пластинки, а высоту h0 следует подо-
брать, обеспечивающей заданный прогиб. 
Это удобно сделать с помощью программы 
«RRMaximalDeflectionPlateGraphic» [11] по 
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определению максимального прогиба пла-
стин различной формы с помощью метода 
интерполяции по отношению конформных 
радиусов [12]. 
Для аналитического описания кривой I на 
рисунке 3 воспользуемся степенной аппрок-
симирующей функцией вида (рисунок 5): 
 

n

yy 









01
01 '

'



, 

 
 012

012

''ln
ln



yyn  ,    (18) 

 
где y – искомая координата вершин паралле-
лограммной пластинки, отсчитываемая от 
вершины прямоугольной пластинки (рису-
нок 4); y01 и y02 – то же, для параллелограмм-
ной пластинки с углом α0 и высотой h0 и для 
ромбической пластинки; α' – задаваемый 
угол параллелограммной пластинки, отсчи-
тываемый от оси y (рисунок 4); α'01 и α'2 – то 
же, для параллелограммной пластинки с уг-
лом α0 и высотой h0 и для ромбической пла-
стинки. 
 

 
Рисунок 5. Аппроксимация кривой I  

на рисунке 3. 
 
На рисунке 5 точке 0 соответствует 
прямоугольная пластинка, точке 1 – 
параллелограммная с углом α0 и высотой h0, 
точке 2 – ромбическая. 
Величины y01, y2, α', α'01 и α'2 в (18) опреде-
ляются из выражений (рисунок 3, 4): 
 

bhy  001 , bay  sin2 , (19) 
  90' , 001 90'   ,  

  90'2 ,  (20) 
 

где α – угол параллелограммной пластинки в 
выражении для α' и угол ромбической в 
выражении для y2 и α'2. 
Высота h параллелограммной пластинки 
имеющей заданный прогиб при заданном 
угле α (рисунок 3) будет определяться из 
выражения: 
 

byh  .  (21) 
 
Трапециевидных. 
На основании изопериметрического свойства 
о двусторонней ограниченности значений 
максимального прогиба для трапециевидных 
пластинок [4], аналогично получим 
выражения по определению семейств 
равнобедренных и прямоугольных 
трапециевидных пластинок имеющих 
заданный прогиб (рисунок 6…9). 

 

 
Рисунок 6. Получение семейства  

равнобедренных трапециевидных пластинок, 
имеющих заданный прогиб kw. 

 

 
Рисунок 7. К определению угла α0. 
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Рисунок 8. Получение семейства  

прямоугольных трапециевидных пластинок, 
имеющих заданный прогиб kw. 

 

 
Рисунок 9. К определению угла α0. 

 
Угол α0 равнобедренной трапециевидной 
пластинки следует принять равным или 
близким к получаемому по выражению (ри-
сунок 7): 
 























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






2
1

1
10







tg

tgtgarctg . (22) 

 
Угол α0 прямоугольной трапециевидной пла-
стинки следует принять равным или близким  
к получаемому по выражению (рисунок 9): 
 


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В выражениях (22) и (23) λ = a/b – отношение 
сторон прямоугольной пластинки. Высоту h0 
следует подобрать из условия обеспечения 
заданного прогиба с помощью программы 
«RRMaximalDeflectionPlateGraphic» [11]. 
Кривые I на рисунках 6 и 8 будем описывать 
функцией (18). При этом y – определяемая 
координата вершин трапециевидных пласти-
нок, отсчитываемая от вершины прямо-
угольной пластинки (рисунок 7, 9); y01 и y02 – 
координаты вершин для трапециевидных 
пластинок с углами α0 и высотой h0, и для 
трапециевидных пластинок, стороны кото-
рых касаются вписанной окружности; α' – 
задаваемый угол трапециевидных пластинок, 
отсчитываемый от оси y (рисунок 7,9); α'01 и 
α'2 – углы для трапециевидных пластинок с 
углами α0 и высотой h0, и для трапециевид-
ных пластинок, стороны которых касаются 
вписанной окружности. 
Величины y01, y2, α', α'01 и α'2 в (18) для рав-
нобедренных трапециевидных пластинок 
определяются из выражений (рисунок 6,7): 
 

001 hby  , 









2
1

2
tgaby ,  (24) 

  90' , 001 90'   , 

12 90'   .  (25) 
 
Величины y01, y2, α', α'01 и α'2 в (18) для пря-
моугольных трапециевидных пластинок 
определяются из выражений (рисунок 8,9): 
 

001 hby  , 

1
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1
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1
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  90' , 001 90'   , 
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12 90'   .  (27) 
 

Высоты h трапециевидных пластинок 
имеющей заданный прогиб при заданных 
углах α (рисунок 6, 8) будут определяться из 
выражения: 
 

  ybh  .  (28) 
 
Для реализации 4-го пункта в работе [2] на 
основе справочных данных по геометрии 
плоских фигур были получены выражения 
 

 Afa  , 
 
где A – площадь пластины. 
 
 
4. РАЗРАБОТКА ПРОГРАММЫ  

ДЛЯ ЭВМ 
 
Для реализации рассмотренного алгоритма 
на ЭВМ на языке Object Pascal в среде 
объектно-ориентированного 
программирования Delphi 7 [13], написан 
программный код и разработана 
компьютерная программа  
«RRGeomModelPlatsDesignRigidCond». 
Программа предназначена для подбора 
вариантов заполнения пластинчато-
стержневых несущих панелей с двумя 
параллельными опорными направляющими 
(лонжеронами), пластинами различных 
геометрических форм обладающих равной 
жесткостью. 
Рассматриваются пластинки следующих 
форм: треугольные, ромбические, 
прямоугольные, параллелограммные и 
трапециевидные. 
Граничные условия пластинок 
рассматривается либо с шарнирным 
опиранием по контуру, либо с жестким 
защемлением по контуру. 
Прогиб задается в виде коэффициента 
пропорциональности kw из (16) 
самостоятельным значением вручную, либо 
принадлежащим конкретной пластинке, 

определяемый программой автоматически. В 
первом случае значение прогиба вводится в 
соответствующую в программе ячейку. Во 
втором случае для выбранной пластинки 
задаются геометрические параметры ее 
формы, и нажатием соответствующей кнопки 
выводится значение прогиба при заданных 
граничных условиях. В результате расчета 
программа выводит значения геометрических 
параметров форм пластинок, имеющих 
одинаковый заданный прогиб. 
Предусмотрена возможность пересчета 
прогиба kw в абсолютное значение w0, для 
чего необходимо задать толщину пластинок t 
(мм), интенсивность равномерно 
распределенной нагрузки q (кН/м2), 
коэффициент Пуассона v и модуль упругости 
материала E (МПа). 
Если в результате расчета значение прогиба 
превысит 1/2…1/5 толщины, то программа 
выведет об этом сообщение, что будет 
означать, что пластины работают как гибкие. 
В программе предусмотрена вкладка «О 
программе», в которой приводятся основные 
сведения об ее работе. 
Общий алгоритм работы программы 
представлен на рисунке 10. Экранное 
представление ее работы показано на 
рисунке 11. 
 
 
ВЫВОДЫ 
 
1. Построен алгоритм и разработка 

программы для ЭВМ для подбора 
вариантов заполнения пластинчато-
стержневых несущих панелей с двумя 
параллельными опорными 
направляющими (лонжеронами), 
пластинами различных геометрических 
форм обладающих равной жесткостью 
путем геометрического моделирования их 
формы. 

2. Разработанное программное обеспечение 
может быть использовано при вариантном 
проектировании пластинчато-стержневых 
силовых конструкций в строительстве и 
машиностроении. 
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Рисунок 10. Общий алгоритм программы«RRGeomModelPlatsDesignRigidCond». 
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Рисунок 11. Экранное представление работы программы  

«RRGeomModelPlatsDesignRigidCond». 
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ УСТОЙЧИВОСТИ 
ПАНЕЛЬНОГО ЗДАНИЯ  

ПРОТИВ ПРОГРЕССИРУЮЩЕГО ОБРУШЕНИЯ 
 

Г.И. Шапиро, А.А. Гасанов 
Московский научно-исследовательский проектный институт типологии, экспериментального проектирования, 

г. Москва, РОССИЯ 
 

Аннотация: Статья посвящена изучению сопротивления прогрессирующему обрушению панельного 
здания при локальном разрушении его несущих конструкций. Предложена модель панельного здания для 
расчета на устойчивость против прогрессирующего обрушения. Приведены результаты расчета панель-
ного здания на устойчивость против прогрессирующего обрушения. Приведено сравнение полученных 
результатов, с результатами, полученными при использовании других существующих методик расчета. 

 
Ключевые слова: панельное здание, локальное разрушение, прогрессирующее обрушение. 

 
 

NUMERICAL SOLUTION OF THE PROBLEM  
OF STABILITY OF THE PREFABRICATED BUILDING  

AGAINST PROGRESSIVE COLLAPSE 
 

Gennady I. Shapiro, Amar A. Gasanov 

Moscow research Institute of topology and experimental design, Moscow, RUSSIA 
 

Abstract: The article is dedicated to the research of a prefabricated building resistance to progressive collapse. 
A model of a prefabricated building was proposed for the calculation of the resistance to progressive collapse. 
The results of calculation against progressive collapse were demonstrated. The obtained results were compared 
to the results of other calculation methods currently in use. 
 

Keywords: panel building, local collapse, progressive collapse 
 
Панельное домостроение в Российской Фе-
дерации имеет широкое распространение, 
что связано с обеспечением граждан доступ-
ным жильем. В нашей стране развитие па-
нельного жилья началось в 50-е годы XX ве-
ка. В настоящее время требования к панель-
ным домам возросли, как к надежности; по-
жаробезопасности; архитектурной вырази-
тельности фасадов; решения первых нежи-
лых этажей и пр. 
Опыт проектирования и строительства па-
нельных домов показал, что при эксплуата-
ции панельных домов возможно возникнове-
ние запроектных аварийных воздействий, вы-
званных различными случайными факторами 
как природными, так и антропогенными, в 
том числе техногенными такими как: дли-

тельный пожар, незаконная перепланировка, 
ошибки в проекте, взрыв бытового газа, кар-
стовый провал и пр. Такого рода, не преду-
смотренные проектом, аварийные воздей-
ствия могут привести к локальному разруше-
нию несущих конструкций с последующим 
прогрессирующим обрушением здания или 
его частей. Существующая нормативная база, 
не входящая в перечень норм обязательных к 
выполнению в соответствии с Федеральным 
законом №384 [1] также не содержит кон-
кретных требований по обеспечению устой-
чивости крупнопанельных жилых зданий 
против прогрессирующего обрушения. 
В 80-90-х годах прошлого века были разра-
ботаны следующие нормативные документы, 
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связанные с проектированием крупнопа-
нельных зданий: 
 Пособие по проектированию жилых зда-

ний. Вып. 3. Часть 1, 2. Конструкции 
жилых зданий (к СНиП 2.08.01-85). М., 
1986 [2]. 

 Рекомендации по предотвращению про-
грессирующих обрушений крупнопа-
нельных зданий. М., 1999 [3]. 

 Рекомендации по защите жилых зданий 
стеновых конструктивных систем при 
чрезвычайных ситуациях. М., 2000 [4]. 

Данные нормативные документы содержат 
методику расчета панельных зданий на 
устойчивость против прогрессирующего об-
рушения и основные конструктивные требо-
вания, предъявляемые к сборным элементам 
и связям между ними. 
В соответствии с [2-4] методика расчета па-
нельных зданий на устойчивость против 
прогрессирующего обрушения базируется на 
нескольких гипотезах (гипотезы Ю.М. Стру-
гацкого [5]). Идеи их базируются на физиче-
ских свойствах растворных швов между 
сборными элементами, которые обязательны 
при расчетах панельных зданий: 
1) Расслоение платформенных стыков, распо-

ложенных над локальным разрушением. 
2) Конструкции этажей, расположенных 

над локальным разрушением, находятся 
в равных условиях: «Каждый этаж несет 
сам себя». 

3) Обеспечение несущей способности и 
устойчивости отдельных конструктив-
ных элементов, расположенных над ло-
кальным разрушением, приводит к за-
щите от прогрессирующего обрушения 
всего здания в целом. 

4) Описание четырех механизмов разруше-
ния ячейки панельного здания (несколь-
ких его модулей) связанных с зоной ло-
кального разрушения (в рамках кинемати-
ческого метода предельного равновесия). 

Конструктивная схема здания должна обес-
печивать его прочность и устойчивость при 
локальном разрушении его конструкций на 
время, требуемое для эвакуации людей. При 

этом деформации и раскрытие трещин в кон-
структивных элементах не ограничиваются. 
Основные средства защиты панельного зда-
ния от прогрессирующего обрушения – это 
применение рационального конструктивно-
планировочного решения; обеспечение пла-
стических деформаций в конструкциях и свя-
зях между ними при предельных нагрузках; 
обеспечение прочности и устойчивости кон-
струкций, расположенных над локальным 
разрушением, а также связей между ними. 
Расчет панельных зданий на устойчивость 
против прогрессирующего обрушения вы-
полняется на особое сочетание нагрузок и 
воздействий, включающее нормативные зна-
чения постоянных и длительных нагрузок, а 
также воздействие гипотетических локаль-
ных разрушений несущих конструкций. Рас-
четные характеристики сопротивления мате-
риалов определяются в соответствии с [2-4]. 
При этом учитываются такие факторы как 
заводское качество изготовления изделий, 
нарастание прочности бетона во времени, 
возможность использования арматуры за 
пределом текучести стали. 
В случае выполнения условия пластичной 
работы конструкций при предельных нагруз-
ках расчет рекомендуется выполнять кинема-
тическим методом теории предельного рав-
новесия. В этом случае алгоритм расчета сво-
дится к решению следующих частных задач: 
 Назначение схем расчетных локальных 

разрушений несущих конструкций здания; 
 Анализ сопротивления прогрессирующе-

му обрушению отдельных конструктив-
ных элементов здания, потерявших опору 
в результате локального разрушения; 

 Анализ возможных механизмов прогрес-
сирующего обрушения при каждом из 
заданных расчетных локальных разру-
шений; 

 Определение количества и мощности 
различного вида связей между конструк-
тивными элементами, необходимых для 
обеспечения устойчивости конструкций 
против прогрессирующего обрушения. 
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 В качестве расчетной модели рекомен-
дуется использовать пространственную 
систему, состоящую из пластин, соеди-
ненных между собой связями. При этом 
связи между пластинами могут отсут-
ствовать по проекту. Собственно, в ре-
зультате расчета необходимо получить 
рациональную систему связей, необхо-
димую для предотвращения прогресси-
рующего обрушения панельного здания. 

Расчетная модель должна включать кон-
структивные элементы, которые на этапе 
эксплуатации здания являются ненесущими, 
а при воздействии локального разрушения 
активно включаются в работу. К таким эле-
ментам относятся: наружные стеновые пане-
ли (в случае применения навесных панелей 
наружных стен), перегородки (из тяжелого 
бетона заводского изготовления), железобе-
тонные ограждения балконов и лоджий, 
монтажные связи и пр. 
Используя в качестве основных допущений 
гипотезы Ю.М. Стругацкого [5] и метод ко-
нечных элементов была построена численная 
модель одной ячейки панельного здания и 
проведены расчеты на устойчивость против 
прогрессирующего обрушения. Проведено 
сравнение результатов расчета с кинематиче-
ским методом предельного равновесия. [6]. 
При расчете кинематическим методом пре-
дельного равновесия были рассмотрены три 
механизма обрушения рассмотренной ячейки 
(рис. 1-3). В результате расчета получено, 
что по механизмам обрушения первого и 
третьего типа условие устойчивости против 
прогрессирующего обрушения выполнено, а 
по второму механизму условие нарушено. 
При увеличении проектного армирования 
плит перекрытия, условие устойчивости про-
тив прогрессирующего обрушения для меха-
низма второго типа выполнено. 
При расчете методом конечных элементов в 
расчетной модели конструктивные элементы 
и связи между ними моделировались с ис-
пользованием физически нелинейных конеч-
ных элементов вида тонкая оболочка и про-
странственный стержень. В качестве основно-

го критерия обрушения при расчете было 
принято достижение относительных дефор-
маций материала сечений предельных вели-
чин [7]. В результате расчета методом конеч-
ных элементов было получено, что при реали-
зации механизмов прогрессирующего обру-
шения первого и третьего типов максималь-
ные относительные деформации материала 
сечений не достигают предельных величин 
(рис. 4, 5). При реализации механизма про-
грессирующего обрушения второго типа, мак-
симальные значения относительных деформа-
ций материала сечений достигают предельных 
величин и, как следствие, требуется дополни-
тельное армирование сечений (рис. 6). 
В результате проведенных расчетов получе-
на сходимость результатов расчетов по двум 
методам. Однако примененные методы рас-
чета панельного здания на устойчивость 
против прогрессирующего обрушения в [6] 
не охватывают всей проблемы расчета па-
нельных зданий на устойчивость прогресси-
рующего обрушения. 
В настоящее время существующие докумен-
ты не охватывают вопрос общей устойчиво-
сти панельного здания при локальном раз-
рушении его конструкций. Методика расче-
та, приведенная в [2-4] не позволяет учесть 
перераспределение усилий между конструк-
циями здания. 
Расчетная модель, описанная в [2-4] не пред-
лагает конкретных механизмов, позволяю-
щих определить характер разрушения самого 
здания в целом при локальном разрушении 
его несущих конструкций. 
Поэтому проведены исследования процесса 
прогрессирующего обрушения крупнопа-
нельного здания на численной модели. Для 
построения модели был выбран жилой дом, в 
настоящее время разрабатываемый ОАО 
МНИИТЭП. Конструктивная система здания 
– перекрестно-стеновая с поперечными и 
продольными внутренними несущими сте-
нами. Внутренние стены – сборные железо-
бетонные стеновые панели вертикального и 
горизонтального формования из бетона 
класса В22,5 толщиной 180 мм и 220 мм. 
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Рисунок 1. Механизм обрушения  
первого типа. 

 

 

 
 

Рисунок 2. Механизм обрушения  
второго типа. 

 

 
Рисунок 3. Механизм обрушения  

третьего типа. 
 

 
Рисунок 4. Механизм обрушения  

первого типа. 
 

 
Рисунок 5. Механизм обрушения 

 второго типа. 
 

 
Рисунок 6. Механизм обрушения  

третьего типа. 
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Высота перемычек над проемами во внут-
ренних стеновых панелях 560 мм. Перекры-
тие – плоские железобетонные плиты из бе-
тона класса В20 толщиной 140 мм горизон-
тального формования. Наружные стены – 
навесные стеновые панели толщиной 350 и 
390 мм из бетона класса В 22,5 с утеплите-
лем из ПСБ толщиной 140 мм. Покрытие 
чердака – плоское с внутренним организо-
ванным водостоком. Перегородки высотой 
2,62 м из тяжелого бетона класса В15. Гори-
зонтальные стыки – платформенные на це-
ментно-песчаном растворе М150, толщиной 
10 и 20 мм. По верху внутренних стеновых 
панелей между собой и с наружными стено-
выми панелями по проекту установлены 
монтажные связи в виде приваренных к за-
кладным деталям стеновых панелей сталь-
ных пластин сечением 6x40 мм, 10x60 мм и 
стальных стержней сечением 12x12 мм. 
Между плитами перекрытия по проекту 
устанавливаются связи в виде приваренных к 
закладным деталям плит перекрытия сталь-
ных пластин сечением 6x40 мм, 6x60 мм и 
стальных стержней сечением 12x12 мм. По-
низу наружных стеновых панелей установ-
лены связи в виде стальных пластин, прива-
ренных к закладным деталям плит перекры-
тия и наружных панелей сечением 6x60 мм и 
6x120 мм. На рис. 7 приведен план типового 
этажа 17-ти этажного жилого здания с тех-
подпольем и чердаком. 
 

 
Рисунок 7. План типового этажа. 

 

Расчетная модель здания была выполнена с 
использованием сертифицированного про-
граммного комплекса ЛИРА-САПР 2015. 
В качестве расчетной схемы несущих кон-
струкций панельного здания была принята 
система из пластин и стержней. Простенки 
внутренних стеновых панелей моделирова-
лись треугольными и четырехугольными 
пластинчатыми конечными элемента вида 
тонкая оболочка. Перемычки между про-
стенками внутренних стеновых панелей мо-
делировались физически нелинейными уни-
версальными пространственными конечны-
ми элементами. При задании жесткостных 
параметров перемычкам учитывалось приня-
тое по проекту армирование их сечений. За-
висимости напряжений от деформаций в за-
висимости от класса бетона и стали армату-
ры перемычек принимались в соответствии с 
[7]. Предельные деформации и расчетные 
сопротивления материалов принимались в 
соответствии с [7]. 
Плиты перекрытия моделировались с ис-
пользованием физически нелинейных тре-
угольных и четырехугольных конечных эле-
ментов вида тонкая оболочка. При задании 
жесткостных параметров плитам перекрытия 
учитывалось принятое по проекту армирова-
ние их сечений. Зависимости напряжений от 
деформаций в зависимости от класса бетона 
и стали арматуры перемычек принимались в 
соответствии с [7]. Предельные деформации 
и расчетные сопротивления материалов при-
нимались в соответствии с [7]. 
В соответствии с проектом наружные стено-
вые панели навесные и являются ненесущи-
ми. Однако, при локальном разрушении кон-
струкций, наружные стеновые панели вклю-
чаются в работу по предотвращению про-
грессирующего обрушения. Простенки 
наружных стеновых панелей моделирова-
лись с использованием треугольных и четы-
рехугольных пластинчатых конечных эле-
ментов вида тонкая оболочка. Перемычки 
между простенками наружных стеновых па-
нелей моделировались физически нелиней-
ными универсальными пространственными 



Численное решение задачи устойчивости панельного здания против прогрессирующего обрушения 

Volume 12, Issue 2, 2016 163 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

конечными элементами. При задании жест-
костных параметров перемычкам учитыва-
лось принятое по проекту армирование их 
сечений. Зависимости напряжений от де-
формаций в зависимости от класса бетона и 
стали арматуры перемычек принимались в 
соответствии с [7]. Предельные деформации 
и расчетные сопротивления материалов при-
нимались в соответствии с [7]. 
Стальные связи между сборными элементами 
моделировались с использованием двухузло-
вых конечных элементов упругих связей с 
учетом предельных усилий. Данный конеч-
ный элемент позволяет моделировать работу 
стальной связи до ее «выключения» - момент 
достижения напряжений в сечении расчетно-
го [2-4] значения сопротивления материала. 
При достижении предельного значения уси-
лия элемент перестает воспринимать даль-
нейшие нагружения и фиксирует предельное 
значение усилия в нем. При этом происходит 
перераспределение усилий на соседние кон-
структивные элементы и связи между ними. 
Для моделирования работы платформенных 
стыков использовались конечные элементы 
упругих связей с учетом предельных усилий. 
Основное отличие данных конечных элемен-
тов от, например, широко применяемых для 
моделирования платформенных стыков зда-
ний [8, 9] упругих связей – это возможность 
ограничивать предельное усилие, восприни-
маемое элементом. В расчетной модели при-
нималось, что предельное усилие, восприни-
маемое элементом в вертикальном направле-
нии при растяжении равно нулю, что позво-
ляет моделировать возможное расслоение 
платформенных стыков при локальном раз-
рушении конструкций Жестокость элементов 
в вертикальном и горизонтальном направле-
ниях определялась с учетом податливости 
платформенного стыка в соответствии с [2]. 
Узлы стыковки наружных стеновых панелей 
с перекрытиями и между собой моделирова-
лись с использованием двухузловых конеч-
ных элементов односторонней связи в узле. 
Данный конечный элемент позволяет моде-
лировать контакт двух узлов при учете 

начального зазора между ними. Зазоры меж-
ду узлами расчетной модели соответствова-
ли проектной толщине стыков. При задании 
жесткости конечного элемента учитывалась 
податливость узла в соответствии с [2]. 
Расчетная модель здания приведена на  
рис. 8. Фрагмент расчетной модели – типо-
вой этаж с указанием узлов приведен на рис. 
9. На рис. 10 приведены фрагменты расчет-
ной модели – узлы 1, 2 и 3. На рис. 11-12 
приведены фрагменты расчетной схемы: 
стены и перекрытие типового этажа. 
 

 
Рисунок 8. Расчетная модель здания. 

 

 
Рисунок 9. Фрагмент расчетной модели.  

Типовой этаж здания. 
 
В виду особенностей реализации метода ко-
нечных элементов в ПК ЛИРА-САПР 2015 в 
узлах оболочечных конечных элементов пять 
степеней свободы. Для восприятия угла по-
ворота в своей плоскости от стержневых ко-
нечных элементов, вводятся дополнительные 
стержневые элементы, которые заводятся на 
один узел в сетку оболочечных конечных 
элементов. 
Расчет выполняется в две монтажные стадии. 
На первой монтажной стадии производится 
возведение всех конструкций здания, загру-
жение нагрузками, действующими на стадии 
эксплуатации здания. 
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а) 

 
б) 

 
в) 

Рисунок 10. Фрагмент расчетной схемы.  
Узлы 1 – 3. 

 

 
Рисунок 11. Фрагмент расчетной схемы. 

 Стены типового этажа. 
 

 
Рисунок 12. Фрагмент расчетной схемы. 

Перекрытие типового этажа. 
 

На второй монтажной стадии производится де-
монтаж конечных элементов, фактически яв-
ляющихся локальным разрушением в здании. 
Локальное разрушение конструкций принято в 
виде удаления простенка одной из стен до двер-
ного проема с примыкающими простенками 
наружных стеновых панелей на первом этаже. 
Расчетная модель жилого дома состоит из 
275949 элементов. Расчет производился на 
вычислительной машине с четырехядерным 
процессором частотой 3,31 ГГц, оперативной 
памятью 4,0 Гб. Время проведения расчета 
составило 10987 минут. 
В результате расчета получено напряженно-
деформированное состояние конструкций, 
соответствующее стадии локального разру-
шения конструкций. 
На рис. 13 показан фрагмент деформирован-
ной схемы здания (1-3 этажи) при локальном 
разрушении стены с примыкающими про-
стенками наружных стеновых панелей на 
первом этаже. На рис. 14 показан фрагмент 
деформированной схемы здания – разрез по 
столбу, внизу которого произошло локаль-
ное разрушение. На рис. 15 на фрагменте 
расчетной схемы здания показаны усилия в 
стальных связях на втором этаже. На рис. 16 
на фрагменте расчетной схемы здания пока-
заны изгибающие моменты в перемычках 
второго этажа здания. 
Полученная деформированная схема здания 
не соответствует ни одному из приведенных 
механизмов прогрессирующего обрушения, 
описанных в методике [2-4]. 
 

 
Рисунок 13. Фрагмент расчетной схемы. 

Этажи 1-3. Деформированная схема  
при локальном разрушении. 
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Рисунок 14. Фрагмент расчетной схемы. 

Этажи 1-8. Деформированная схема.  
Изополя вертикальных напряжении  

при локальном разрушении. 
 

Рисунок 15. Фрагмент расчетной схемы. 
Этаж 2. Усилия в стальных связях. 

 

 
Рисунок 16. Фрагмент расчетной схемы. 

Этаж 2. Изгибающие моменты  
в перемычках. 

 
Это связано, прежде всего, с тем, что пред-
ложенная модель позволяет получить ре-
зультаты расчета в более общем случае без 
каких-либо допущений, как это делалось при 
использовании гипотез Ю.М. Стругацкого 
[5], конечно-элементных локальных модуль-
ных моделей. Кроме того, в модели изна-
чально учтена работа стальных связей, уста-
новленных между сборными конструкциями 
по проекту, расчет выполняется в простран-

ственной постановке с учетом стадий экс-
плуатации здания. 
В результате расчета получено, что расслое-
ние платформенных стыков по высоте зда-
ния происходит неравномерно. Усилия в 
связях, расположенных над локальных раз-
рушением, уменьшаются по высоте здания. 
Усилия в связях, расположенных в соседних 
ячейках с той, под которой произошло ло-
кальное разрушение конструкций, увеличи-
лись по сравнению со стадией, соответству-
ющей нормальной эксплуатации здания. 
Усилия в перемычках стеновых панелей, 
расположенных над локальным разрушени-
ем, уменьшаются по высоте здания. 
Итак, можно сделать вывод о том, что гипо-
теза Ю.М. Стругацкого [5] о расслоении 
платформенных стыков, расположенных над 
локальным разрушением, верна лишь ча-
стично. На этажах, начиная с 8-го, расслое-
ния платформенных стыков не происходит. 
Гипотеза о том, что «каждый этаж несет сам 
себя» частично верна. Поскольку получено, 
что усилия в конструктивных элементах и 
связях между ними изменяются (уменьша-
ются) по высоте здания. Однако эта гипотеза 
дает оценку сверху по достаточности приня-
тых мероприятий по защите здания от про-
грессирующего обрушения при локальном 
разрушении его конструкций. 
В результате расчетов получено, что при ло-
кальном разрушении одной стены на первом 
этаже происходит изменение напряженного 
состояния всего здания в целом. При этом по-
лучено нарастание горизонтальных переме-
щений всего здания в сторону локального 
разрушения в три раза. Получено, что верти-
кальные напряжения в стеновых панелях пе-
рераспределились в сторону их увеличения на 
фасад в направлении локального разрушения. 
Вертикальные напряжения в стеновых пане-
лях первого этажа, расположенных вокруг 
локального разрушения выросли. Соответ-
ственно выросли напряжения и в платфор-
менных стыках. Вертикальные напряжения в 
сохранившемся простенке стены (локальное 
разрушение) первого этажа увеличились с 391 
т/м2 до 634 т/м2. Очевидно, что гипотеза о до-
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статочности обеспечения несущей способно-
сти отдельных конструктивных элементов, 
расположенных над локальным разрушением, 
для обеспечения устойчивости всего здания в 
целом верна отчасти. Эта гипотеза дает оцен-
ку снизу по достаточности принятых меро-
приятий по защите здания от прогрессирую-
щего обрушения при локальном разрушении 
его конструкций. В методике, приведенной в 
[2-4] не предлагается проверка достаточности 
несущей способности вертикальных элемен-
тов, расположенных вокруг локального раз-
рушения, не предлагается проверка прочно-
сти платформенных стыков. Очевидно, что 
столь значительное изменение напряженно-
деформированного состояния здания: нарас-
тание напряжений и горизонтальных дефор-
маций здания, влияет на общую устойчивость 
здания. В результате локального разрушения 
расчетная схема изменяется и краевые усло-
вия подлежат корректировке. 
Нельзя не отметить, что в целом, применяемая 
в [2-4] методика расчета на устойчивость про-
тив прогрессирующего обрушения панельного 
здания дает оценки достаточности принятых 
мероприятий как снизу, так и сверху. 
Предложенная модель для расчета сборного 
здания стеновой конструктивной схемы (па-
нельного) близка к действительным кон-
структивным решениям и при расчете на 
прогрессирующее обрушение позволяет по-
лучить более точную оценку достаточности 
принятых в проекте мероприятий по защите 
зданий от прогрессирующего обрушения. 
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