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AIMS AND SCOPE 

 
The aim of the Journal is to advance the research and practice in structural engineering 

through the application of computational methods. The Journal will publish original papers and 
educational articles of general value to the field that will bridge the gap between high-performance 
construction materials, large-scale engineering systems and advanced methods of analysis. 

The scope of the Journal includes papers on computer methods in the areas of structural 
engineering, civil engineering materials and problems concerned with multiple physical processes 
interacting at multiple spatial and temporal scales. The Journal is intended to be of interest and use 
to researches and practitioners in academic, governmental and industrial communities. 
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ОБЩАЯ ИНФОРМАЦИЯ О ЖУРНАЛЕ 

International Journal  
for Computational Civil and Structural Engineering 

(Международный журнал по расчету гражданских и строительных конструкций) 
 

Международный научный журнал “International Journal for Computational Civil 
and Structural Engineering (Международный журнал по расчету гражданских и строи-
тельных конструкций)” (IJCCSE) является ведущим научным периодическим изданием по 
направлению «Инженерные и технические науки», издаваемым, начиная с 1999 года. В жур-
нале на высоком научно-техническом уровне рассматриваются проблемы численного и ком-
пьютерного моделирования в строительстве, актуальные вопросы разработки, исследования, 
развития, верификации, апробации и приложений численных, численно-аналитических ме-
тодов, программно-алгоритмического обеспечения и выполнения автоматизированного про-
ектирования, мониторинга и комплексного наукоемкого расчетно-теоретического и экспери-
ментального обоснования напряженно-деформированного (и иного) состояния, прочности, 
устойчивости, надежности и безопасности ответственных объектов гражданского и промыш-
ленного строительства, энергетики, машиностроения, транспорта, биотехнологий и других 
высокотехнологичных отраслей. 

В редакционный совет журнала входят известные российские и зарубежные деятели 
науки и техники. Основной критерий отбора статей для публикации в журнале − их высокий 
научный уровень, соответствие которому определяется в ходе высококвалифицированного 
рецензирования и объективной экспертизы, поступающих в редакцию материалов. 

Журнал входит в Перечень ВАК РФ ведущих рецензируемых научных изданий, в ко-
торых должны быть опубликованы основные научные результаты диссертаций на соиска-
ние ученой степени кандидата наук, на соискание ученой степени доктора наук. В Россий-
ской Федерации журнал индексируется Российским индексом научного цитирования 
(РИНЦ). Журнал входит в базу данных Russian Science Citation Index (RSCI), полностью ин-
тегрированную с платформой Web of Science. Журнал имеет международный статус и высы-
лается в ведущие библиотеки и научные организации мира.  

Издатели журнала – Издательство Ассоциации строительных высших учебных за-
ведений /АСВ/ (Россия, г. Москва) и Издательский дом Begell House Inc. (США, г. Нью-
Йорк). Партнерами издания является Российская академия архитектуры и строительных 
наук (РААСН) и Научно-исследовательский центр СтаДиО (ЗАО НИЦ СтаДиО). 

Цели журнала – демонстрировать в публикациях российскому и международному 
профессиональному сообществу новейшие достижения науки в области вычислительных ме-
тодов решения фундаментальных и прикладных технических задач, прежде всего в области 
строительства.  

Задачи журнала: 
– предоставление российским и зарубежным ученым и специалистам возможности 

публиковать результаты своих исследований; 
– привлечение внимания к наиболее актуальным, перспективным, прорывным и ин-

тересным направлениям развития и приложений численных и численно-аналитических ме-
тодов решения фундаментальных и прикладных технических задач, совершенствования тех-
нологий математического, компьютерного моделирования, разработки и верификации реали-
зующего программно-алгоритмического обеспечения; 

– обеспечение обмена мнениями между исследователями из разных регионов и госу-
дарств. 
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Тематика журнала. К рассмотрению и публикации в журнале принимаются анали-
тические материалы, научные статьи, обзоры, рецензии и отзывы на научные публикации по 
фундаментальным и прикладным вопросам технических наук, прежде всего в области строи-
тельства. В журнале также публикуются информационные материалы, освещающие научные 
мероприятия и передовые достижения Российской академии архитектуры и строительных 
наук, научно-образовательных и проектно-конструкторских организаций. 

Тематика статей, принимаемых к публикации в журнале, соответствует его названию 
и охватывает направления научных исследований в области разработки, исследования и при-
ложений численных и численно-аналитических методов, программного обеспечения, техно-
логий компьютерного моделирования в решении прикладных задач в области строительства, 
а также соответствующие профильные специальности, представленные в диссертационных 
советах профильных образовательных организациях высшего образования.  

Редакционная политика. Политика редакционной коллегии журнала базируется на 
современных юридических требованиях в отношении авторского права, законности, плагиа-
та и клеветы, изложенных в законодательстве Российской Федерации, и этических принци-
пах, поддерживаемых сообществом ведущих издателей научной периодики. 

За публикацию статей плата с авторов не взымается. Публикация статей в жур-
нале бесплатная. На платной основе в журнале могут быть опубликованы материалы ре-
кламного характера, имеющие прямое отношение к тематике журнала. 

Авторам. Прежде чем направить статью в редакцию журнала, авторам следует озна-
комиться со всеми материалами, размещенными в разделах сайта журнала (интернет-сайт 
Российской академии архитектуры и строительных наук (http://raasn.ru); подраздел «Издания 
РААСН» или интернет-сайт Издательства АСВ (http://iasv.ru); подраздел «Журнал IJCCSE»): 
с основной информацией о журнале, его целями и задачами, редакционной политикой, по-
рядком рецензирования направляемых в журнал статей и пр. 

Подписка. Журнал зарегистрирован в Федеральном агентстве по средствам массо-
вой информации и охраны культурного наследия Российской Федерации. Индекс в общерос-
сийском каталоге РОСПЕЧАТЬ − 18076. 

По вопросам подписки на международный научный журнал “International Journal for 
Computational Civil and Structural Engineering (Международный журнал по расчету граждан-
ских и строительных конструкций)” обращайтесь в Агентство «Роспечать» (Официальный 
сайт в сети Интернет: http://www.rosp.ru/) или в издательство Ассоциации строительных ву-
зов (АСВ) в соответствии со следующими контактными данными: 

ООО «Издательство АСВ» 
Юридический адрес: 129337, Россия, г. Москва, Ярославское ш., д. 26, офис 705; 
Фактический адрес: 129337, Россия, г. Москва, Ярославское ш., д. 19, корп. 1, 5 этаж, 

офис 12 (ТЦ Мебель России); 
Телефоны: +7 (925) 084-74-24, +7 (926) 010-91-33 
Интернет-сайт: www.iasv.ru. Адрес электронной почты: iasv@iasv.ru. 
Контактная информация. 
По всем вопросам работы редакции, рецензирования, согласования правки текстов и 

публикации статей следует обращаться к главному редактору журнала Сидорову Владимиру 
Николаевичу (e-mail: sidorov.vladimir@gmail.com, iasv@iasv.ru, sidorov@raasn.ru) или техни-
ческому редактору журнала Кайтукову Таймуразу Батразовичу (адреса электронной почты: 
kaytukov@raasn.ru; tkaytukov@gmail.com). Кроме того, по указанным вопросам, а также по 
вопросам размещения в журнале рекламных материалов можно обращаться к генеральному 
директору ООО «Издательство АСВ» Никитиной Надежде Сергеевне (адреса электронной 
почты: iasv@iasv.ru, nsnikitina@mail.ru, ijccse@iasv.ru). 
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Аннотация: Настоящая статья посвящена 25-летнему юбилею Научно-исследовательского центра Ста-
ДиО (НИЦ СтаДиО). Приведена общая информация об организации, формирующая портрет центра. 
Представлены программные комплексы, разработкой, исследованием, развитием и сопровождением ко-
торых занимается НИЦ СтаДиО. Дается представление о выполняемых расчетно-теоретических и рас-
четно-экспериментальных исследованиях, возможных направлениях сотрудничества, заказчиках и вы-
полненных работах. 
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1. ОБЩАЯ ИНФОРМАЦИЯ. 

ПОРТРЕТ ЦЕНТРА 
 
«Научно-исследовательский центр СтаДиО»  
(далее – ЗАО НИЦ СтаДиО, НИЦ СтаДиО, г. 
Москва) основан в 1991 году с целью разра-
ботки и развития численных методов, про-
граммно-алгоритмического обеспечения и 

выполнения автоматизированного проектиро-
вания, мониторинга и комплексного наукоем-
кого расчетно-теоретического и эксперимен-
тального обоснования напряженно-
деформированного (и иного) состояния, 
прочности, устойчивости, надежности и без-
опасности ответственных объектов энергети-
ки, гражданского и промышленного строи-
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тельства [2], машиностроения, биотехнологии 
и других высокотехнологичных отраслей.  
Среди организаторов фирмы – группа веду-
щих ученых и специалистов России, тради-
ционно сотрудничавших в исследованиях и 
разработках по указанным направлениям. В 
настоящее время в НИЦ СтаДиО работают 3 
доктора наук (в том числе 2 члена-
корреспондента Российской академии архи-
тектуры и строительных наук) и 5 кандида-
тов наук. 
Актуальные направления деятельности при-
емствуют исторические [1], взаимосвязаны и 
дают синергетический эффект: 
 разработка, исследование и развитие ма-

тематических моделей, численных, чис-
ленно-аналитических и расчетно-
экспериментальных методов и реализую-
щего программно-алгоритмического 
обеспечения для адекватного определения 
нагрузок и воздействий, напряженно-
деформированного (и иного) состояния, 
прочности, устойчивости, надежности и 
безопасности ответственных объектов на 
значимых этапах их жизненного цикла 
(энергетика, гражданское и промышлен-
ное строительство, машиностроение, био-
технология и другие высокотехнологич-
ные отрасли) [14,15,17]; 

 развитие, верификация/аттестация и тех-
ническое сопровождение собственных ко-
нечноэлементных и суперэлементных про-
граммных комплексов (СТАДИО, АСТРА-
НОВА), освоение и верификация мировых 
брендов численного моделирования (AN-
SYS, SIMULIA Abaqus, DIANA и др.) и 
отечественных специализированных про-
грамм расчета строительных конструкций, 
зданий и сооружений (SCAD, Лира и др.); 

 выполнение расчетных и расчетно-
экспериментальных исследований, экспер-
тиз и мониторинга наиболее сложных, от-
ветственных и уникальных систем, кон-
струкций, зданий, сооружений и комплек-
сов (АЭС, ТЭС и ГЭС, «недоскребы», зна-
ковые объекты Зимних Олимпийских игр 
2014 года (XXII Олимпийские зимние иг-

ры) и стадионы Чемпионата мира по фут-
болу 2018 года (XXI чемпионата мира по 
футболу ФИФА), многие другие) с выра-
боткой заключений и рекомендаций по оп-
тимизации [16]; 

 научно-образовательная деятельность, 
включающая организацию и насыщение 
смысловым содержанием профильных 
научно-образовательных центров и лабора-
торий в ведущих российских университетах, 
работу в Российской академии архитектуры 
и строительных наук (РААСН), публикации 
статей, издание журналов, учебников, учеб-
ных пособий и монографий, организацию и 
участие в международных и российских 
симпозиумах и конференциях, подготовку 
научных кадров высшей квалификации 
(кандидатов и докторов наук). 

Заказчики и потребители наукоемкой про-
дукции и услуг НИЦ СтаДиО – Российская 
академия архитектуры и строительных наук 
(РААСН), Федеральная служба по экологиче-
скому, технологическому и атомному надзору 
(Ростехнадзор), дирекции атомных электро-
станций (АЭС), тепловых электростанций 
(ТЭС), гидроэлектростанций (ГЭС) и гидро-
аккумулирующих электростанций (ГАЭС), 
нефтеперерабатывающих заводов (НПЗ) и га-
зокомпрессорных станций (ГКС), инжинирин-
говые компании, опытно-конструкторские 
бюро (ОКБ), научно-исследовательские и 
проектно-конструторские и изыскательские 
институты, центры и объединения («Атом-
энергопроект», «Гидропроект», «Теплоэлек-
тропроект», «Моспроект-1», «Моспроект-2», 
«Моспроект-4», Московский научно-
исследовательский и проектный институт ти-
пологии, экспериментального проектирова-
ния» (МНИИТЭП), Мосинжпроект, Научно-
исследовательский центр «Строительство» 
(Центральный научно-исследовательский ин-
ститут строительных конструкций имени В.А. 
Кучеренко (ЦНИИСК им. В.А. Кучеренко), 
Научно-исследовательский, проектно-
конструкторский и технологический институт 
бетона и железобетона имени А.А. Гвоздева 
(НИИЖБ им. А.А. Гвоздева), Научно-
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исследовательский, проектно-изыскательский 
и конструкторско-технологический институт 
оснований и подземных сооружений имени 
Н.М. Герсеванова (НИИОСП им. Н.М. Герсе-
ванова)), Центральный ордена Трудового 
Красного Знамени научно-исследовательский 
и проектный институт строительных металло-
конструкций им. Н.П. Мельникова (ЦНИИ-
ПСК им. Мельникова), Научно-исследова-
тельский институт энергетических сооруже-
ний (НИИЭС), «Мосэнергопроект», «Энерго-
сетьпроект», ВНИПИЭнергопром, ВНИИ 
Атоммаш, ОКБ «Гидропресс», Подольский 
машиностроительный завод, Ордена Ленина 
Научно-исследовательский и конструктор-
ский институт энерготехники имени Н.А. 
Доллежаля (НИКИЭТ), Научно-производст-
венная корпорация «Космические системы 
мониторинга, информационно-управляющие 
и электромеханические комплексы» имени 
А.Г. Иосифьяна (ВНИИЭМ), Научно-исследо-
вательский и проектный институт нефтепере-
рабатывающей и нефтехимической промыш-
ленности (ВНИПИнефть), Тюменский про-
ектный и научно-исследовательский институт 
нефтяной и газовой промышленности им. В.И. 
Муравленко (Гипротюменнефтегаз), «Газпром 
добыча Надым» (до 2008 года – «Надымгаз-
пром»), Гипрогазцентр, Сахалинморнефтегаз, 
Институт прикладной математики им. М.В. 
Келдыша Российской академии наук (ИПМ 
им. М.В. Келдыша РАН), Институт машино-
ведения им. А.А. Благонравова Российской 
академии наук (ИМАШ РАН), «Энергопро-
ект» (Украина), Национальный исследова-
тельский Московский государственный стро-
ительный университет (НИУ МГСУ), Нацио-
нальный исследовательский университет 
«МЭИ» (Московский энергетический инсти-
тут) (НИУ МЭИ (ТУ)), Нижегородский госу-
дарственный архитектурно-строительный 
университет (ННГАСУ), Томский государ-
ственный архитектурно-строительный уни-
верситет (ТГАСУ), Пермский национальный 
исследовательский политехнический универ-
ситет (ПНИПУ, ранее – Пермский государ-
ственный технический университет), Ю́жно-

Уральский государственный университет 
(национальный исследовательский универси-
тет; ЮУрГУ), Дальневсточный федеральный 
университет (ДВФУ), «Енергопроект» (Болга-
рия), Сименс АГ (Германия), Самсунг (Юж-
ная Корея) и LG (Южная Корея) и многие 
другие). 
Генеральный директор НИЦ СтаДиО с мо-
мента основания – Александр Михайлович 
Белостоцкий (сейчас – член-корреспондент 
Российской академии архитектуры и строи-
тельных наук, профессор, доктор техниче-
ских наук), заместитель директора по науке 
– Павел Алексеевич Акимов (член-
корреспондент Российской академии архи-
тектуры и строительных наук, профессор, 
доктор технических наук), заместитель ди-
ректора по финансам (главный бухгалтер) – 
Галина Борисовна Тимакова. 
 
 
2. ПРОГРАММНЫЕ КОМПЛЕКСЫ: 

РАЗРАБОТКА, ИССЛЕДОВАНИЕ 
РАЗВИТИЕ И СОПРОВОЖДЕНИЕ 

 
Разработаны на протяжении последних 40 
лет, успешно прошли верифика-
цию/экспертизу / аттестацию в Федеральной 
службе по экологическому, технологическо-
му и атомному надзору (Ростехнадзоре; Гос-
атомнадзоре / Госстрое РФ), внедрены в ве-
дущих проектно-конструкторских, образова-
тельных и научно-исследовательских орга-
низациях ряда отраслей и интенсивно разви-
ваются следующие программные комплексы: 
СТАДИО – расчеты температурных, филь-
трационных и иных полей, напряженно-
деформированного состояния (НДС) и проч-
ности произвольных комбинированных 
(массивно-оболочечно-мембранно-
стержневых с «жесткими» телами и с жидко-
стью) изо- и ортотропных систем в плоской, 
осесимметричной и трехмерной постановках 
с использованием представительного набора 
стержневых (прямо- и криволинейных), из-
гибно-мембранных, криволинейных супер- и 
изопараметрических конечных элементов, 
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современных оптимизированных численных 
схем (включая агрегирование, многоуровне-
вый суперэлементный подход и «интеллек-
туальные» предобусловленные схемы метода 
сопряженных градиентов для супербольших 
задач [7]) и развитого сервисного обеспече-
ния [13,36-39]: 
 СТАДИО-СТАЦ – стационарные задачи 

теплопроводности, фильтрации, течения 
идеальной жидкости и т.п.; 

 СТАДИО-НСТАЦ – нестационарные зада-
чи теплопроводности, фильтрации, тече-
ния идеальной жидкости и т.п.; 

 СТАДИО-СТАТ – линейно-упругий расчет 
на статические нагрузки (объемные, по-
верхностные, температурные, сосредото-
ченные и т.п.); 

 СТАДИО-ФОРМ – определение значимой 
части спектра собственных частот и форм 
колебаний, критических нагрузок и форм 
потери устойчивости; 

 СТАДИО-СЕЙСМ – квазистатический 
спектральный расчет на сейсмические 
воздействия, заданные спектрами ускоре-
ний («нормативная» линейно-
спектральная методика с учетом специфи-
ки объектов исследования); 

 СТАДИО-ВИБР – оценка параметров вы-
нужденных установившихся колебаний для 
систем с ортогональным и неортогональ-
ным демпфированием; 

 СТАДИО-СПЕКТР – динамический расчет 
на силовые и кинематические (типа аксе-
лерограмм) воздействия линейно-упругих 
систем (и систем с локальными нелиней-
ностями) с разложением по формам соб-
ственных колебаний; 

 СТАДИО-ДИН – прямое интегрирование 
по времени линейных и нелинейных 
(большие перемещения, эффекты пла-
стичности, вязкопластичности и наслед-
ственности в металлах, бетоне и грунтах, 
поэтапное возведение, швы и макротре-
щины) уравнений движения при заданных 
статических и динамических термосило-
вых и сейсмических (акселерограммы) 
воздействиях; 

 СТАДИО-РАЗР – решение линейных задач 
механики разрушения (определение коэф-
фициентов интенсивности напряжения и J-
интегралов для тел с трещинами); 

 СТАДИО-ОПТИМ – решение задач мате-
матической оптимизации параметров 
нагружения и геометрических форм си-
стемы; 

 СТАДИО-СНиП – расчетная оценка проч-
ности и армирования железобетонных 
конструкций по 1-му и 2-му предельным 
состояниям с учетом образования трещин 
в соответствии с положениями действую-
щих российских строительных норм и 
правил (СНиП); 

 СТАДИО-Объект – объектно-ориентиро-
ванные системы автоматизированного 
расчета типовых конструкций и узлов 
(ветроэнергетических установок, деталей 
трубопроводов и нелинейной системы 
«трубопровод с изоляцией и компенсиру-
ющими подушками – грунт в траншее», 
шкафов управления АЭС, вибрации по-
гружных электродвигателей и др.). 

АСТРА-НОВА – автоматизированное проек-
тирование и комплексный прочностной рас-
чет произвольных разветвленных и протя-
женных низко- и высокотемпературных тру-
бопроводных систем атомных (АСТРА-АЭС, 
ПНАЭ Г-7-002–86) и тепловых (АСТРА-
ТЭС, РД 10-249–98) энергетических устано-
вок, нефтехимических и нефтеперерабаты-
вающих производств (АСТРА-НЕФТЕХИМ, 
РТМ 38.001–94), тепловых сетей (АСТРА-
ТЕПЛОСЕТЬ, РД 10-400–01), магистральных 
газо- и нефтепроводов (АСТРА-МАГИСТР, 
СНиП 2.05.06–85), трубопроводов высокого 
и сверхвысокого давления (АСТРА-СВД, 
ГОСТ Р 55600-2013) в соответствии с дей-
ствующими российскими нормативными 
требованиями, с эффективной программной 
реализацией мощных численных методов и с 
использованием всех преимуществ САПР- и 
Windows-технологий [13,18,39-41]: 
 АСТРА-ДЕТАЛЬ – расчет по выбору ос-

новных размеров деталей трубопрово-
дов; 
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 АСТРА-СТАЦ – расчет на статическую и 
циклическую прочность с учетом (или ав-
томатическим подбором) характеристик 
пружинных подвесок сортамента ОСТ, 
МВН, LISEGA, «спецпружин» ВНИПИЭТ 
и постоянного усилия, трения / отрыва в 
опорах скольжения и качения, подземных 
трубопроводов (со специальной изоляцией 
и без оной) бесканальной прокладки; 

 АСТРА-ФОРМ – расчет энергетически 
(например, сейсмически и вибрационно) 
значимой части спектра собственных ча-
стот и форм колебаний, в том числе, для 
фактического статического состояния 
опор (трение / отрыв); 

 АСТРА-СЕЙСМ – расчет на сейсмические 
воздействия, заданные трехкомпонентны-
ми спектрами ускорения или акселеро-
граммами, с учетом опор с нелинейными 
динамическими характеристиками и вкла-
да высших форм колебаний; 

 АСТРА-ВИБР – расчет на вибропрочность 
для установившихся режимов колебаний 
(«отстройка» от резонансов, определение 
допускаемых амплитуд виброперемеще-
ний по каждой учитываемой собственной 
форме и оценка амплитуд вибропереме-
щений, напряжений и нагрузок, вибро-
прочности и долговечности при заданных 
полигармонических нагрузках); 

 АСТРА-ДИН – расчет на переходные ди-
намические процессы для различных пере-
ходных и аварийных режимов эксплуата-
ции (открытие-закрытие клапанов и т.п.); 

 АСТРА-РАЗР – расчет последствий «мгно-
венных» разрывов трубопроводов, в том 
числе-пространственно-временное рас-
пределение гидродинамических нагрузок, 
движение трубопроводов с учетом боль-
ших перемещений и пластических дефор-
маций, оценка ударных нагрузок на опо-
ры-ограничители и близлежащие системы; 

 АСТРА-СТАДИО – уточненный расчет 
температурного и напряженно-
деформированного состояния, статиче-
ской, циклической и сейсмической проч-
ности типовых деталей трубопроводов 

(сварных, с накладками и штампованных 
тройников, гнутых и секторных отводов, 
косых стыков, конических переходов, 
линзовых/сильфонных компенсаторов и 
сварных соединений, элементов трубо-
провода с изоляцией в грунте) по про-
странственно-оболочечным и трехмерным 
схемам метода конечных элементов; 

 АСТРА-СУПЕР – востребованный прак-
тикой и впервые реализованный в специа-
лизированном «софте» уточненный учет 
статических и динамических характери-
стик сложных подсистем (трубопровод-
ные системы, детали, опорные конструк-
ции и оборудование) в составе общей су-
перэлементной модели трубопроводной 
системы – формирование и использование 
т.н. редуцированных матриц влияния су-
перэлементов (Крейга-Бемптона, жестко-
сти, масс, нагрузок); 

 ПРЕ-АСТРА и ПОСТ-АСТРА – развитое 
пре- и постпроцессорная обработка дан-
ных, мощная интерактивная графика (ви-
зуализация расчетных моделей, деформи-
рованного и напряженного состояний, 
анимация собственных форм колебаний и 
динамики), поиск коллизий в исходном и 
деформированных состояниях, встроенные 
и пополняемые отраслевые базы данных 
по физико-механическим свойствам мате-
риалов и деталям трубопроводов, интер-
фейс с популярными САПР и программа-
ми расчетов трубопроводов. 

Программный комплекс АСТРА-АЭС атте-
стован в Госатомнадзоре РФ (паспорт № 40 
от 21.12.1995, рег. № 9 от 05.06.1995), версия 
‘2009 в полном объеме аттестована в Ростех-
надзоре (паспорт №292 от 14.04.2011, рег. 
№614 от 16.09.2009), ПК АСТРА-ТЭС, АСТ-
РА-НЕФТЕХИМ, АСТРА-ТЕПЛОСЕТЬ и 
АСТРА-МАГИСТР сертифицированы в ЦПС 
Госстроя РФ («последний» сертификат соот-
ветствия № РОСС RU.СП15.Н00415 от 
13.07.2015, срок действия до 13.07.2017). 
Общее число интенсивно эксплуатируемых 
рабочих мест АСТРА-НОВА на предприяти-
ях профильных отраслей и в образовательных 
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организациях России, стран СНГ, Балтии и 
Восточной Европы превышает 300. 
В расчетной практике, научных исследовани-
ях и образовательной деятельности активно 
используется мощный «сторонний» мировой 
и отечественный брендовый лицензионный 
софт численного моделирования и прочност-
ных расчетов, в освоении, верификации и 
популяризации которого НИЦ СтаДиО и 
Научно-образовательный центр компьютер-
ного моделирования уникальных зданий, со-
оружений и комплексов (НОЦ КМ) НИУ 
МГСУ принимали и принимают активное 
участие: ANSYS Mechanical, ANSYS CFD, 
SIMULIA Abaqus (Standard & Explicit), SCAD, 
ЛИРА-САПР, ОМ «СНиП Железобетон» и 
др. 
СиМонЭкс (совместная разработка с НИИ-
ЭС) – информационно-диагностическая си-
стема мониторинга и экспертной оценки без-
опасности эксплуатируемых сооружений. 
Реализует требования нормативных право-
вых документов по декларированию без-
опасности и лицензированию деятельности 
по эксплуатации. Комплекс СиМонЭкс обес-
печивает: 
 формализацию процедуры оценки риска 

аварии; 
 хранение и обработка в диалоговом ре-

жиме факторов безопасности; 
 совместное использование в процедуре 

оценки уровня безопасности исходной ко-
личественной и качественной информа-
ции на основе ее ранжирования по единой 
шкале; 

 выявление «слабых» мест эксплуатируе-
мого сооружения; 

 удобный табличный и графический диа-
логовый доступ к показаниям контрольно-
измерительной аппаратуры (КИА); 

 построение регрессионных статистических 
моделей для анализа данных КИА; 

 интеграцию «калибровочных» математи-
ческих моделей фильтрационного, темпе-
ратурного и напряженно-
деформированного состояния сооружений 
(в т.ч. на основе СТАДИО). 

В кооперации с НОЦ КМ НИУ МГСУ и 
CADFEM CIS (Россия) на «базе» универ-
сального программного комплекса ANSYS 
(Mechanical, CFD) разработаны специализи-
рованные исследовательские программы 
(СИПК): 
 ANSYS Ветровые нагрузки – определение 

средней и пульсационной составляющих 
ветровых нагрузок, пиковых ветровых 
давлений на фасадные/ограждающие кон-
струкции, параметров пешеходная ком-
фортность (на основе решения трехмер-
ных стационарных и нестационарных за-
дач строительной аэродинамики) [3]; 

 ANSYS Снеговые нагрузки – определение 
снеговых нагрузок, в том числе, на боль-
шепролетные покрытия сложных форм 
(на основе решения трехмерных задач 
строительной аэродинамики, снегопере-
носа и снегоотложения); 

 ANSYS Узлы конструкций – уточненный 
расчет НДС, прочности и устойчивости 
конструктивных узлов (с библиотекой 
ГОСТов, ОСТов и ТУ, на базе трехмер-
ных и оболочечных физически, геометри-
чески и конструктивно нелинейных ко-
нечноэлементных моделей (КЭ-моделей)); 

 ANSYS Мониторинг – построение и отра-
ботка адаптивных пространственных ста-
тических и динамических КЭ-моделей (с 
решением обратных задач идентификации 
по данным измерений перемещений и де-
формаций, собственных частот/форм) для 
стендовых макетов системы «основание – 
фундаментная плита» и каркасных зданий 
с внесенными дефектами. 

 
 
3. РАСЧЕТНО-ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ  

ИССЛЕДОВАНИЯ. НАПРАВЛЕНИЯ 
СОТРУДНИЧЕСТВА, ЗАКАЗЧИКИ, 
ВЫПОЛНЕННЫЕ РАБОТЫ 

 
Специалисты НИЦ СтаДиО обладают более 
чем 39-летним опытом расчетно-
теоретических исследований пространствен-
ного температурного и напряженно-
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деформированного состояния, устойчивости, 
прочности и надежности трубопроводов, 
технологического, электротехнического и 
подъемно-транспортного оборудования, ма-
шин и механизмов, систем «оборудование – 
трубопроводы», строительных конструкций, 
систем «основание – наземное сооружение» 
и «основание – подземное сооружение» осо-
бо ответственных объектов при учете норма-
тивно регламентированных и фактических 
сочетаний температурных, статических, вет-
ровых, эксплуатационных (вибрации) и осо-
бых динамических (сейсмических, ударно-
волновых, аварийных и других) воздействий. 
Среди объектов, для которых проводились 
эти исследования, можно выделить [9,23]: 
 реакторные отделения, машинные залы, 

резервные дизель-электро-станции и испа-
рительные градирни атомных электро-
станций и хранилищ отходов (Армянская 
(Фотография 3.1а), Курская (Фотография 
3.1б), Смоленская (Фотография 3.1в), Чер-
нобыльская (Фотография 3.1г), Ленинград-
ская (Фотография 3.1д), Игналинская (Фо-
тография 3.1е), Билибинская (Фотография 
3.2а), Нововоронежская (Фотография 3.2б), 
Кольская (Фотография 3.2в), Балаковская 
(Фотография 3.2г), Волгодонская (Фото-
графия 3.2д), Калининская (Фотография 
3.2е), Запорожская (Фотография 3.3а), Бе-
лоярская (Фотография 3.3б), Ловиза (Фо-
тография 3.3в), Козлодуй (Фотография 
3.3г), Белене (Фотография 3.3д), Пакш 
(Фотография 3.3е), Темелин (Фотография 
3.4а), Стендаль (Фотография 3.4б), Кудан-
кулам (Фотография 3.4в), Тяньвань (Фото-
графия 3.4г), Бушер (Фотография 3.4д), 
Аккую (Фотография 3.4е), проекты АЭС 
нового поколения АС-НП 500, АС-НП 
1000, АС 2006, АЭС с ВВЭР-ТОИ  (типо-
вой оптимизированный  и  информатизи-
рованный проект двухблочной АЭС с ре-
актором ВВЭР-1300 (водо-водяной энерге-
тический реактор (ВВЭР)), выполняемый в 
современной информационной среде и в 
соответствии с требованиями ядерной и 
радиационной безопасности) и др.) [24,25]; 

 арочные, гравитационные и земляные пло-
тины, подземные сооружения  и  здания  
ГЭС (Саяно-Шушенская  (Фотография 
3.5а),  Красноярская (Фотография 3.5б), 
Братская (Фотография 3.5в), Богучанская  
(Фотография 3.5г), Зейская  (Фотография 
3.5д), Бурейская (Фотография 3.5е), Ви-
люйская (Фотография 3.6а), Катунь (Фо-
тография 3.6б), Чиркейская (Фотография 
3.6в), Волжская (Фотография 3.6г), Кам-
ская (Фотография 3.6д), Ингури (Фото-
графия 3.6е), Худони (Фотография 3.7а), 
Намахвани (Фотография 3.7б), Курпсай 
(Фотография 3.7в), Нурек (Фотография 
3.7г), Рогун (Фотография 3.7д), Плявинь-
ская (Фотография 3.7е), Гехи  (Фотогра-
фия 3.8а),  Хоабинь  (Фотография 3.8б),  
Капанда (Фотография 3.8в), Тери (Фото-
графия 3.8г), Танг-Е-Дук (Фотография 
3.8д), каскад Кубанских ГЭС (Фотография 
3.8е) и др.), ГАЭС (Загорская (Фотогра-
фия 3.9а)), приливных ЭС, берегозащит-
ных и иных гидросооружений; 

 уникальные и типовые здания и сооруже-
ния гражданского и спортивного строи-
тельства (покрытие большой спортивной 
арены Лужников (Фотография 3.9б); мо-
нумент 300-летия Российского флота (Фо-
тография 3.9в); подземная автостоянка 
торгово-развлекательного комплекса 
(ТРК) «Манежная площадь» (Фотография 
3.9г); спортивно-оздоровительный ком-
плекс (СОК) «Аквадром» (Фотография 
3.9д); ледовый  дворец  «Мегаспорт»  на  
Ходынке (Фотография 3.9е); спортивный 
комплекс «Москвич» (Фотография 3.10а); 
крытый бассейн санатория «Искра» (Фо-
тография 3.10б); Ледовый дворец для хок-
кея с  шайбой  «Большой»  (Фотография  
3.10в), санно-бобслейная трасса «Санки» 
и трамплинный комплекс «Горки» в г. 
Сочи (объекты Зимних Олимпийских игр 
2014 года);  

 футбольные стадионы Чемпионата мира 
по футболу 2018 года (стадион «Зенит» в 
г. Санкт-Петербурге (Фотография 3.10г); 
стадион «Спартак» в г. Москве; стадионы  
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а)                                                                       б) 

 

  
в)                                                                    г) 

 

  
д)                                                                е) 

 
Фотография 3.1. а) Армянская АЭС; б) Курская АЭС; в) Смоленская АЭС; 

г) Чернобыльская АЭС; д) Ленинградская АЭС; е) Игналинская АЭС. 
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а)                                                                       б) 

 

  
в)                                                                    г) 

 

  
д)                                                                е) 

 
Фотография 3.2. а) Билибинская АЭС; б) Нововоронежская АЭС; в) Кольская АЭС;  

г) Балаковская АЭС; д) Волгодонская АЭС; е) Калининская АЭС. 
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а)                                                                       б) 

 

  
в)                                                                    г) 

 

  
д)                                                                е) 

 
Фотография 3.3. а) Запорожская АЭС; б) Белоярская АЭС; в) Ловиза АЭС; г) Козлодуй АЭС; 

д) Белене АЭС; е) Пакш АЭС. 
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а)                                                                       б) 

 

  
в)                                                                    г) 

 

  
д)                                                                е) 

 
Фотография 3.4. а) Темелин АЭС; б) Стендаль АЭС; в) Куданкулам АЭС; г) Тяньвань АЭС; 

д) Бушер АЭС; е) Аккую АЭС. 
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а)                                                                       б) 

 

  
в)                                                                    г) 

 

  
д)                                                                е) 

 
Фотография 3.5. а) Саяно-Шушенская ГЭС; б) Красноярская ГЭС; в) Братская ГЭС;  

г) Богучанская ГЭС; д) Зейская ГЭС; е) Бурейская ГЭС. 
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а)                                                                       б) 

 

  
в)                                                                    г) 

 

  
д)                                                                е) 

 
Фотография 3.6. а) Вилюйская ГЭС; б) Катунь ГЭС; в) Чиркейская ГЭС; г) Волжская ГЭС; 

д) Камская ГЭС; е) Ингури ГЭС. 
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а)                                                                       б) 

 

  
в)                                                                    г) 

 

  
д)                                                                е) 

 
Фотография 3.7. а) Худони ГЭС; б) Намахвани ГЭС; в) Курпсай ГЭС; г) Нурек ГЭС;  

д) Рогун ГЭС; е) Плявиньская ГЭС. 
 
 



А.М. Белостоцкий, П.А. Акимов 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 22 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

  
а)                                                                       б) 

 

  
в)                                                                    г) 

 

  
д)                                                                е) 

 
Фотография 3.8. а) Гехи ГЭС; б) Хоабинь ГЭС; в) Капанда ГЭС; г) Тери ГЭС;  

д) Танг-Е-Дук ГЭС; е) каскад Кубанских ГЭС. 
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а)                                                                       б) 

 

  
в)                                                                    г) 

 

  
д)                                                                е) 

 
Фотография 3.9. а) Загорская ГАЭС; б) Покрытие Большой спортивной арены Лужников;  

в) Монумент 300-летия Российского флота;  
г) Подземная автостоянка ТРК  «Манежная площадь»;  
д) Спортивно-оздоровительный комплекс «Аквадром»;  

е) Ледовый дворец «Мегаспорт» на Ходынке. 
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а)                                                                       б) 

 

  
в)                                                                    г) 

 

  
д)                                                                е) 

 
Фотография 3.10. а) Спортивный комплекс «Москвич»;  

б) Крытый бассейн санатория «Искра» (Сочи); в) Большая ледовая арена;  
г) Футбольный стадион «Зенит» в г. Санкт-Петербурге к Чемпионату мира по футболу 

2018 года; д) Футбольный стадион в г. Самара к Чемпионату мира по футболу 2018 года; 
е) Футбольный стадион г. Волгограде к Чемпионату мира по футболу 2018 года. 
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а)                                                                б) 

 
Фотография 3.11. а) Футбольный стадион г. Ростов-на-Дону к Чемпионату мира  

по футболу 2018 года; б) Футбольный стадион г. Екатеринбург к Чемпионату мира  
по футболу 2018 года. 

 
в городах: Волгоград (Фотография 3.10д), 
Самара (Фотография 3.10е), Нижний Нов-
город, Ростове-на-Дону (Фотография 
3.11а), Екатеринбург (Фотография 3.11б) 
и Сочи (рисунки 3.1, 3.2); 

 многофункциональные высотные ком-
плексы, в том числе Московский между-
народный деловой центр «Москва-Сити» 
(ММДЦ  «Москва-Сити»), «Поклонная», 
«Профсоюзная», «Ленинградская», «Се-
тунь», «Обручева», «Нахимовский» и 
прочие объекты, расположенные в горо-
дах Москва, Волгоград, Омск, Владиво-
сток, Краснодар, Киев, Астана; 

 многоблочные торгово-развлекательные 
центры; многоэтажные панельные блок-
секции и монолитные здания, школы и 
поликлиники;  

 транспаранты-перетяжки с учетом 
начального  натяжения канатов и дей-
ствия ветровых нагрузок и многие др.; 

 надземные  и  подземные  трубопроводы  
теплосетей,  магистральные 

 нефтепроводы и газопроводы, нефтехи-
мические и газовые трубопроводы и обо-
рудование (среди последних комплексных 
и «прорывных» – трубопроводная система 
ГКС газопровода «Сахалин – Хабаровск – 
Владивосток»); 

 ветроэнергетические установки различ-
ных типов и мощностей; 

 наплавные конструкции и платформы по 
добыче нефти и газа на шельфе; 

 сложные машиностроительные конструк-
ции,  машины  и  механизмы (аэрокосми-
ческие   системы,   транспортное,  судо-
строение,  энергомашиноостроение, чер-
ная и цветная металлургия, бытовая тех-
ника и др.); 

 среди решенных пионерных задач – НДС, 
динамика и прочность системы «НЭП – 
блок приводов – солнечные батареи» 
(НЭП – научно-энергетическая платфор-
ма) и подсистем международной космиче-
ской станции (МКС) «Альфа» на стадиях 
выведения и орбитальной деятельности; 

 различные био- и наноструктур (напри-
мер, двойные линейные и замкнутые спи-
рали ДНК). 

Решены сложные, в том числе рекордные по 
размерности (до 200 миллионов неизвест-
ных) трехмерные стационарные и нестацио-
нарные задачи строительной аэродинамики 
для определения средних и пульсационных 
составляющих ветровых нагрузок, ветровых 
нагрузок на фасадные / ограждающие кон-
струкции, пешеходной комфортности ряда 
уникальных объектов [34,35]: 
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Рисунок 3.1. Общие виды полных КЭ-моделей (ANSYS) футбольных стадионов  

к ЧМ-2018 в гг. Санкт-Петербург («Зенит»), Самара, Волгоград, Нижний Новгород,  
Ростов-на-Дону, Екатеринбург. 

 
 высотные здания, сооружения и комплексы 

(ММДЦ «Москва-Сити», «Газойл-Сити» 
(Фотография 3.12а), «Зодиак» (Фотография 
3.12б), «Скай-форт» (Фотография 3.12в), 

«Дирижабль» (Фотография 3.12г), «Рублев-
ские огни» (Фотография 3.12д), «Обручева» 
(Фотография 3.12е), «Нахимовский», «Пуш-
кино», НИУ МГСУ и Останкинская теле- 
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Рисунок 3.2. Результаты расчета олимпийского ледового дворца «Большой» в Сочи  

в ПК ANSYS. 
 

башня в г. Москве, «Аквамарин» во г. Вла-
дивостоке (Фотография 3.13а), объекты в го-
родах Санкт-Петербург, Киев, Астана и др.); 

 большепролетные здания и сооружения 
(стадион «Москвич» в г. Москве, стадион 
«Зенит» в г. Санкт-Петербурге (Фотогра-
фия 3.13б), железнодорожный вокзал в г. 
Адлере (Фотография 3.13в), трамплинный 
комплекс для Зимних Олимпийских игр 
2014 года в г. Сочи-2014 и др.) [33]; 

 монументы и памятники (на Поклонной 
горе (Фотография 3.13г), «Покорителям 
космоса» (Фотография 3.13д) и «Рабочий и 
Колхозница» на ВДНХ (Фотография 3.13е) 
и др.); 

 комплекс основных сооружений АЭС с 
ВВЭР (реакторные отделения, машинные 
залы, испарительные градирни и пр.) при 
ураганном ветре и смерче (торнадо). 

Для основных сооружений АЭС различного 
типа (ВВЭР, РБМК (реактор большой мощ-
ности канальный – серия энергетических 
ядерных реакторов, разработанных в СССР) 
и БН (энергетический реактор на быстрых 
нейтронах) решены задачи уточненного чис-
ленного моделирования взрывных ударных 
волн и падения самолета. 
 
 
4. ОБСЛЕДОВАНИЕ, МОНИТОРИНГ, 

ЭКСПЕРТИЗА. НАПРАВЛЕНИЯ  
СОТРУДНИЧЕСТВА, ЗАКАЗЧИКИ, 
ВЫПОЛНЕННЫЕ РАБОТЫ 

 
Силами сотрудников НИЦ СтаДиО и при-
влеченных специалистов выполнены работы 
по обследованию технического состояния и 
расчетной оценке фактической несущей спо-
собности  ряда   зданий,  сооружений  и  ком- 
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а)                                            б) 

 

  
в)                                            г) 

 

  
д)                                            е) 

 
Фотография 3.12. а) ЖК «Газойл-Сити»; б) ЖК «Зодиак»; в) ЖК «Скай-форт»;  

г) ЖК «Дирижабль»; д) ЖК «Рублевские огни»; е) ЖК «Обручева». 
 
плексов.  На  современном  научно-техничес- 
ком уровне исследованы состояние грунтов, 
фундаментов и несущих конструкций, разра-
ботаны проектные решения.  

Работы велись на сооружениях Курской и 
Смоленской АЭС, Камской ГЭС, Зейской 
ГЭС и Загорской ГАЭС, в павильоне №75 
ВДНХ (Фотография 4.1а), в  питьевой  гале- 
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а)                                            б) 

 

  
в)                                            г) 

 

  
д)                                            е) 

 

Фотография 3.13. а) ЖК «Аквамарин» во г. Владивостоке; б) Стадион «Зенит» 
 в г. Санкт-Петербурге; в) Железнодорожный вокзал в г. Адлере; г) Монумент на Поклонной 

горе; д) Памятник «Покорителям космоса»; е) Памятник «Рабочий и колхозница». 
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рее г. Ессентуки, на центральном рынке г. 
Ангарска (Фотография 4.1б), в гипермаркете 
г. Волжский, на берегозащитных сооружени-
ях г. Сочи, на многочисленных вновь возве-
денных и эксплуатируемых зданиях г. Моск-
вы (в том числе, Башня «Эволюция» ММДЦ 
«Москва-Сити» (Фотография 4.1в; рисунок 
4.1)) и др. объектах [5].  
Также проводились комплексные исследования 
состояния технологического оборудования и 
трубопроводов, машин и механизмов. Давался 
расчетный прогноз реального остаточного ре-
сурса исследованного оборудования. 
Благодаря своей научной репутации НИЦ  
СтаДиО активно привлекается для работ по 
верификации и аттестации программных 
продуктов Федеральной службой по экологи-
ческому, технологическому и атомному 
надзору (в настоящее время НТЦ ЯРБ Росте-
хнадзора; ранее – Госатомнадзором РФ, Гос-
гортехнадзором РФ, Госэнергонадзором РФ), 
Госстроем РФ, Министерством Российской 
Федерации по делам гражданской обороны, 
чрезвычайным ситуациям и ликвидации по-
следствий стихийных бедствий, РААСН и 
другими организациями. Мы также участву-
ем в экспертизе научно-исследовательских 
работ, обеспечивающих проектирование, 
мониторинг [11,19-21,26,28-31] и расчеты 
объектов повышенной опасности.  
Наша организация участвовала в разработке 
нормативно-методических материалов (при-
нятые в Нормах ПНАЭ Г-7-002–86 методики 
уточненного расчета элементов трубопрово-
дов, «Руководство по обоснованию прочно-
сти трубопроводов АЭС», РТМ 38.001–94 
«Указания по расчету на прочность и вибра-
цию технологических стальных трубопрово-
дов», «Рекомендации по предотвращению 
прогрессирующих обрушений крупнопа-
нельных зданий» и др.).   
Совместно с НОЦ КМ НИУ МГСУ выполне-
на и успешно прошла экспертизу в системе 
РААСН наукоемкая верификация программ-
ных комплексов (ПК) ANSYS Mechanical и 
SIMULIA ABAQUS для задач строительного 
профиля. НИЦ СтаДиО принял также актив-
ное участие в верификации MIDAS Civil, 

MIDAS GTS и ЛИРА-САПР. Проводится ве-
рификация программных комплексов 
DIANA и SCAD. В рамках судебных строи-
тельно-технических экспертиз НИЦ СтаДиО 
выступала как головная организация при 
анализе причин и механизмов обрушения 
покрытий СОК «Трансвааль-парк» (Фото-
графия 4.1г; рисунок 4.2)) и здания Басманно-
го рынка (Фотография 4.1д; рисунок 4.3)), 
при  исследовании причин локального раз-
рушения оси оттяжки ККЦ «Крылатское» 
(Фотография 4.1е; рисунок 4.4) [4,5,6,32]. 
Эти работы ведись с использованием раз-
личных программных комплексов – СТА-
ДИО, а также ANSYS, CFX, ABAQUS, ЛИ-
РА, SCAD, Robot Millennium. 
 
 
5. ИНФОРМАЦИОННО- 

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ УСЛУГИ, 
ПРОЕКТИРОВАНИЕ, ПОСТАВКА  
И СОПРОВОЖДЕНИЕ КОМПЛЕКСОВ 
САПР И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ  
ТЕХНИКИ 

 
Постоянно наращиваемые собственные вы-
числительные ресурсы НИЦ СтаДиО (совре-
менный парк компьютеров с развитой пери-
ферией, объединенных в мощную сеть) и 
возможности дистанционного доступа к ним 
позволяет выполнять сложные расчетные 
исследования, пре- и постпроцессорную об-
работку данных и оказывать информацион-
но-вычислительные услуги заинтересован-
ным организациям, исследователям-
диссертантам и студентам. 
НИЦ СтаДиО имеет успешный опыт и осу-
ществляет проектирование, монтаж, наладку 
и сопровождение программно-технического 
комплекса САПР и вычислительной механи-
ки на базе вычислительных сетей (различной 
степени сложности) для проектно-
конструкторских, исследовательских и обра-
зовательных организаций («Моспроект-2», 
«Моспроект-4», МО «Атомэнергопроект», 
«Мосэнергопроект», Загорская ГАЭС, ИПМ 
им. Келдыша РАН и др., для НИУ МГСУ – 
весь  мировой  «бренд»  вычислительной  ме-
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а)                                                                       б) 

 

  
в)                                                                    г) 

 

  
д)                                                                е) 

 
Фотография 4.1. а) Павильон №75 ВДНХ; б) Центральный рынок г. Ангарска;  

в) Башня «Эволюция»; г) Обрушение покрытия СОК «Трансвааль-парк»;  
д) Обрушение здания Басманного рынка;  

е) Крытый конькобежный центр (ККЦ) «Крылатское». 
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Рисунок 4.1. Фрагменты конечноэлементных моделей Башни «Эволюция»  
ММДЦ "Москва-Сити". 
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Рисунок 4.2. СОК «Трансвааль-парк». Экспертные конечноэлементные модели системы  

«основание-каркас-покрытие», НДС критических узлов/фрагментов  
(ПК СТАДИО, Robot, ANSYS, ABAQUS). 
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Рисунок 4.3. Здание Басманного рынка. КЭ-модели для стадий возведения (ПК СТАДИО)  
и трехмерный нелинейный анализ НДС в критических фрагментах (ПК ANSYS). 
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Рисунок 4.4. ККЦ «Крылатское». Общая конечноэлементная модель здания  

и трехмерный анализ напряжений в «пальце» оттяжки (ПК ANSYS, СТАДИО). 
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ханики на кластере и упакованный по по-
следнему слову учебный класс – в рамках 
Научно-образовательного центра компью-
терного моделирования уникальных зданий, 
сооружений и комплексов (НОЦ КМ НИУ 
МГСУ)). 
 
 
6. КУРСЫ ОБУЧЕНИЯ  

И ПОВЫШЕНИЯ КВАЛИФИКАЦИИ  
 
По запросам заинтересованных организаций 
и лиц проводятся тематические курсы лек-
ций и практических занятий по основным 
направлениям деятельности и компетенции 
фирмы. Среди тем, пользующихся наиболь-
шим успехом:  
 Программные системы, реализующие 

численные методы расчета инженерных 
конструкций. Обоснованный выбор под 
конкретные задачи и объекты;  

 Автоматизированные расчеты на статиче-
скую и циклическую прочность, на сей-
смические, вибрационные и динамические 
воздействия трубопроводных систем раз-
личных отраслей в соответствии с россий-
скими нормативными требованиями. Реа-
лизация в программном комплексе АСТ-
РА-НОВА;  

 Верификация-экспертиза-аттестация про-
граммных средств численного моделиро-
вания задач механики. Опыт атомной (Го-
статомнадзор – Ростехнадзор) и обще-
строительной (РААСН) отраслей;  

 Опыт расчетного обоснования напряжен-
но-деформированного состояния, прочно-
сти и устойчивости уникальных зданий, 
сооружений и комплексов (проектирова-
ние, мониторинг и экспертиза);  

 Численное моделирование ветровых воз-
действий в зонах высотной и плотной за-
стройки как реальная альтернатива-
дополнение нормативно регламентиро-
ванным испытаниям в аэродинамической 
трубе. Опыт и перспективы;  

 Расчеты зданий и сооружений на устой-
чивость против прогрессирующего обру-

шения [22]. Возможные подходы, методи-
ки и программные средства.  

Возможны «территориальные» варианты 
проведения курсов: у Заказчика (выездные), 
в НИЦ СтаДиО (до 5 человек) и в НОЦ КМ 
НИУ МГСУ (до 25 человек). Внедрена и хо-
рошо зарекомендовала себя дистанционная 
интерактивная форма обучения. 
 
 
7. НАУЧНАЯ ЖИЗНЬ, КОНФЕРЕНЦИИ, 

ДИССЕРТАЦИИ И ПУБЛИКАЦИИ 
 
Совместно с НИУ МГСУ (НОЦ КМ) регуляр-
но проводится пользующийся популярностью 
в профессиональных кругах семинар «Акту-
альные проблемы компьютерного моделиро-
вания конструкций, зданий и сооружений», 
совместно с CADFEM CIS – ежегодные кон-
ференции по САПР ПГС, раз в год под эгидой 
РААСН и НИУ МГСУ – международная кон-
ференция «Золотовские чтения», раз в два года 
под эгидой РААСН – международный симпо-
зиум «Актуальные проблемы компьютерного 
моделирования зданий и сооружений» (Ниж-
ний Новгород, Пермь, Новочеркасск, Челя-
бинск, Иркутск, Владивосток – в 2016 г.). Со-
трудники НИЦ СтаДиО – активные участники 
«культовой» международной конференции 
“Математическое моделирование в механике 
деформируемых тел и конструкций. Методы 
граничных и конечных элементов. 
BEM&FEM» (Санкт-Петербург, раз в два года, 
XXVI-я – в 2015 г.), постоянно действующих 
семинаров по расчетам зданий и сооружений 
(Москва, Центральный дом архитектора) и 
прочностному анализу оборудования и трубо-
проводов (Москва, НИКИЭТ, ВНИИАМ, 
ЦНИИТМАШ). Наши сотрудники являются 
членами диссертационных советов (НИУ 
МГСУ – по специальности «Математическое 
моделирование, численные методы и про-
граммные комплексы», и НИУ МЭИ – «Дина-
мика и прочность машин, приборов и аппара-
туры»), секций Совета НТЦ ЯРБ Ростехнадзо-
ра по аттестации ПС в атомной энергетике, 
научных советов РААСН «Программные ком-
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плексы в строительстве и архитектуре» и 
«Сейсмостойкое строительство» и редколле-
гий ряда журналов (в частности, «ВАКовских» 
International Journal. for Computational Civil and 
Structural Engineering, ACADEMIA. Архитек-
тура и строительство). Основные результаты 
научно-исследовательских работ (НИР) и раз-
работок регулярно публикуются в научных и 
практических изданиях, на международных и 
российских конференциях и семинарах. На 
базе НИЦ СтаДиО организованы преддиплом-
ная практика и дипломные работы выпускни-
ков, факультативные курсы лекций и подго-
товка диссертаций для аспирантов и докторан-
тов НИУ МГСУ, НИУ МЭИ, Российского 
университета дружбы народов (РУДН) и мно-
гих других университетов. Под руководством 
сотрудников НИЦ СтаДиО успешно защище-
но 8 кандидатских и 1 докторская диссертация, 
проведено оппонирование 28-и кандидатских 
и 7-и докторских работ. Опубликовано более 
550 статей в российских и зарубежных науч-
ных изданиях с высоким уровнем цитируемо-
сти. По запросам заинтересованных организа-
ций и лиц проводятся тематические курсы 
лекций и практических занятий по основным 
направлениям деятельности фирмы. На сайте 
фирмы (www.stadyo.ru) организован форум 
пользователей ПК и заказчиков исследований, 
оперативно анонсируются и освещаются ново-
сти, публикуются статьи, ведется раздел «Во-
просы-ответы». 
 
 
8. РОССИЙСКАЯ АКАДЕМИЯ 

АРХИТЕКТУРЫ И СТРОИТЕЛЬНЫХ 
НАУК 

 
Российская академия архитектуры и строи-
тельных наук (РААСН) – федеральный науч-
ный центр, осуществляющий координацию 
фундаментальных исследований в сфере ар-
хитектуры, градостроительства и строитель-
ных наук. Среди членов РААСН – два со-
трудника НИЦ СтаДиО и НОЦ КМ МГСУ – 
член-корреспондент РААСН П.А. Акимов (с 
2014 г. – Главный ученый секретарь РААСН) 

и член-корреспондент А.М. Белостоцкий 
(член Ученого совета РААСН). 
В составе РААСН организованы и функцио-
нируют Научные советы по ряду актуальных 
направлений. Среди наиболее деятельных и 
продуктивных – «Программные средства в 
строительстве и архитектуре» (председатель – 
советник РААСН В.Н. Сидоров (Московский 
архитектурный институт (государственная 
академия) – МАРХИ), ученые секретари – 
П.А. Акимов, советник РААСН Т.Б. Кайту-
ков). На первом заседании Научного совета в 
2006 году с генеральным докладом об основ-
ных направлениях деятельности и научных 
проблемах выступил А.М. Белостоцкий.  
В задачи этого Научного совета традиционно 
входит обсуждение и решение задач, а также 
выработка рекомендаций по актуальным во-
просам научно-исследовательской, проектно-
конструкторской, образовательной деятель-
ности в области компьютерного моделирова-
ния зданий и сооружений. Научным советом 
рассматриваются также вопросы экспертизы 
расчетов зданий и сооружений с использова-
нием программных комплексов (квалифика-
ционная проверка и аттестация специалистов; 
экспертиза и верификация программных 
средств; экспертиза расчетов ответственных 
зданий и сооружений). 
Одной из основных задач почти сразу после 
его основания в 2005 году стало проведение 
верификации программных комплексов, ис-
пользуемых российскими проектными, кон-
структорскими и научно-исследователь-
скими организациями для выполнения расче-
тов с целью оценки напряженно-деформи-
рованного состояния, прочности и живучести 
строительных конструкций и сооружений. К 
2016 году наукоемкую процедуру верифика-
ции, в которой активную роль играло НИЦ 
СтаДиО, успешно прошли (с выдачей Свиде-
тельства и Приложения) шесть программных 
комплексов: MicroFe, ANSYS Mechanical, 
MIDAS Civil, MIDAS GTS, ABAQUS, Лира-
САПР. В процессе верификации – еще не-
сколько программных комплексов. 
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8. НАУЧНО-ОБРАЗОВАТЕЛЬНЫЙ  
ЦЕНТР КОМПЬЮТЕРНОГО  
МОДЕЛИРОВАНИЯ УНИКАЛЬНЫХ 
ЗДАНИЙ, СООРУЖЕНИЙ  
И КОМПЛЕКСОВ  
ИМ. А.Б. ЗОЛОТОВА (НИУ МГСУ) 

 
В НИУ МГСУ при деятельном участии НИЦ 
СтаДиО сформирован и успешно функцио-
нирует общеуниверситетский научно-обра-
зовательный центр компьютерного модели-
рования уникальных зданий, сооружений и 
комплексов (НОЦ КМ) им. проф. А.Б. Золо-
това – официальное открытие центра было 
приурочено к проведению международной 
научно-практической конференции 12 ок-
тября 2008 года. Научный руководитель 
НОЦ КМ – А.М. Белостоцкий. НОЦ КМ 
оснащен уникальным и «со вкусом» подо-
бранным передовым лицензионным про-
граммным обеспечением численного моде-
лирования температурного и напряженно-
деформированного состояния, прочности и 
устойчивости объектов строительства (по-
ставщик-интегратор – НИЦ СтаДиО) [10]: 
 «тяжелый» универсальный коммерческий 

конечноэлементный «софт» для решения 
наукоемких большеразмерных задач 
(тройка мировых лидеров – ANSYS 
Mechanical, MSC NASTRAN, ABAQUS); 

 Программные средства, «заточенные» под 
строительные задачи и широко использу-
емые в отечественной и мировой практике 
расчетного обоснования при проектиро-
вании – ЛИРА, SCAD, MicroFE и STARK, 
Robot Structure и ANSYS/CivilFEM; 

 «открытая» для магистрантов, аспирантов 
и докторантов НИУ МГСУ исследова-
тельская конечно-суперэлементная систе-
ма моделирования статики и динамики 
комбинированных пространственных си-
стем (СТАДИО); 

 моделирование нелинейных грунтовых 
задач в статической и динамической по-
становке (PLAXIS); 

 анализ быстропротекающих высоконели-
нейных динамических процессов (LS-

DYNA, ANSYS AutoDYN, ABAQUS 
Explicit – например, при экспертизе обру-
шения зданий и сооружений, для расчетов 
на прогрессирующее обрушение) [12,27]; 

 комплексный прочностной анализ трубо-
проводных систем атомной и тепловой 
энергетики, нефтехимии и нефтеперера-
ботки, теплосетей и магистральных неф-
те- и газопроводов (АСТРА-НОВА). 

Также поставлена о освоена мощная система 
численного моделирования трехмерных за-
дач гидро-газодинамики (CFD), весьма акту-
альная для расчетного анализа ветровых по-
токов и нагрузок на высотные и большепро-
летные здания, снегопереноса и снегоотло-
жения, взрывных и экологических задач – 
ANSYS/CFD (CFX + Fluent). 
Перечисленные программные средства заяв-
лены в комплектации, отвечающей задачам 
НОЦ КМ НИУ МГСУ: «ограниченной» 
учебной (academic teaching) – классы на 25–
50 мест; неограниченной исследовательской 
(academic research); полной «коммерческой». 
Передовой «софт» эксплуатируется на пере-
довом «харде» с кластерной организацией 
масштабируемой (наращиваемой) мощности. 
Освоение возможностей, обеспечиваемых 
кластерной организацией доступа и вычис-
лений (в том числе, с оптимизацией распа-
раллеливания на ядрах-процессорах и на 
графических устройствах GPU [8]), позволя-
ет эффективно решать задачи высокой раз-
мерности, особенно актуальные при числен-
ном моделировании статических и динами-
ческих, линейных и нелинейных, несвязан-
ных и связанных задач механики деформи-
руемых конструкций и сооружений, жидко-
сти и газа. 
Предусмотрен также «дистанционный» до-
ступ к кластеру всем ведущими кафедрами и 
научным подразделениям НИУ МГСУ. 
НОЦ КМ совместно с НИЦ СтаДиО способ-
ствует решению взаимосвязанных задач, да-
ющих синергетический эффект: 
 формирование новых курсов и обучение 

студентов профильных специальностей на 
программных средствах – мировых лиде-
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рах – и своевременное вовлечение их в 
исследовательскую работу; 

 диссертационные исследования аспиран-
тов и докторантов, участие профессорско-
преподавательского состава в НИР; 

 квалифицированное и оперативное вы-
полнение наиболее сложных «коммерче-
ских» наукоемких заказов по профилю 
центра (совместно с НИЦ СтаДиО). 

НОЦ КМ в кооперации с НИЦ СтаДиО 
обоснованно является экспертным и кон-
сультативным центром при выполнении аль-
тернативных расчетов, строительно-
технических экспертиз и верификации про-
граммных средств, проводит курсы обучения 
и повышения квалификации по программ-
ным средствам и тематическим направлени-
ям (численные методы расчета, моделирова-
ние высотных и большепролетных зданий, 
сооружений гидротехники и атомной энерге-
тики, оборудования и трубопроводов раз-
личных отраслей), адресную подготовку вы-
пускников по заявкам ведущих российских 
фирм-работодателей. 
Сотрудники НОЦ КМ прошли стажировку в 
университетах, научно-производственных и 
проектно-конструкторских фирмах России 
(НИУ МЭИ, НИУ МГСУ, НИЦ СтаДиО, ГК 
Техстрой), Польши (Варшавский, Краков-
ский и Вроцлавский политехнические уни-
верситеты, RoboBat), Германии (Техниче-
ский университеты Берлина, Бохума и др.), 
Франции (Высшая инженерная школа, Па-
риж) и США (ABAQUS), имеющих опыт ор-
ганизации информационно-вычислительных 
лабораторий и центров математического мо-
делирования, а также решения актуальных 
вопросов компьютерного моделирования в 
строительстве и других высокотехнологич-
ных отраслях. 
 
 
 
9. КАФЕДРЫ, ЛАБОРАТОРИИ  

И ЦЕНТРЫ КОМПЬЮТЕРНОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ В РОССИЙСКИХ 
УНИВЕРСИТЕТАХ 

 
НИЦ СтаДиО имеет также опыт содействия 
в организации и наполнении содержатель-
ным смыслом востребованных практикой 
кафедр, лабораторий и центров компьютер-
ного моделирования в ведущих российских 
технических университетах.  
Пермь, Пермский национальный исследова-
тельский политехнический университет 
(ПНИПУ), известный центр российского ин-
женерного образования и науки. Многолет-
няя совместная с кафедрой строительных 
конструкций и вычислительной механики 
(заведующий кафедрой – советник РААСН, 
профессор, доктор технических наук Г.Г. 
Кашеварова; А.М. Белостоцкий – профессор 
кафедры) образовательная программа для 
магистров («Безопасность зданий и соору-
жений»), стажировки, научное руководство и 
оппонирование аспирантов. Оснащение 
включает современные программные ком-
плексы (ANSYS, SCAD, ЛИРА-САПР, АСТ-
РА-НОВА, Flow Vision и др.), в освоении и 
верификации которых кафедра принимала 
активное участие.  
Томск, Томский архитектурно-
строительный университет (ТГАСУ), один 
из признанных центров российской строи-
тельной науки. После проведенных мастер-
классов и большой подготовительной работы 
сформирован и успешно стартовал 02 октяб-
ря 2015 года Научно-образовательный центр 
компьютерного моделирования строитель-
ных конструкций и систем ТГАСУ. Научный 
руководитель НОЦ КМСКиС – член-
корреспондент РААСН А.М. Белостоцкий, 
среди партнеров – НИЦ СтаДиО и НОЦ КМ 
НИУ МГСУ.  
Владивосток, Дальневосточный федераль-
ный университет, Инженерная Школа 
(остров Русский). Новый «с иголочки» и по 
последнему слову техники университет 
(кампус открыт после проведения сессии 
АТЭС в 2012 году), с большими перспекти-
вами и еще свободный от многих характер-
ных и саднящих болячек российских вузов. 
После проведенных мастер-классов и лекций 
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члена-корреспондента РААСН А.М. Бело-
стоцкого для студентов, аспирантов и докто-
рантов, профессоров и практикующих инже-
неров Владивостока, вызвавших неподдель-
ный интерес, достигнуто соглашение об опе-
ративной организации лаборатории модели-
рования сложных инженерных систем в со-
ставе МНОЦ «Дальневосточный Арктиче-
ский инжиниринговый центр» в рамках реа-
лизации масштабного проекта «Арктика» в 
ДВФУ. Лаборатория, в частности, станет од-
ной из базовых в научно-методическом и 
расчетно-теоретическом сопровождении су-
ществующих и перспективных проектов на 
шельфе арктических и субарктических мо-
рей. 
 
 
10. ЛИЦЕНЗИИ  

И ГАРАНТИИ КАЧЕСТВА 
 
В настоящее время НИЦ СтаДиО является 
аккредитованной научной организацией 
(Свидетельство Минпромнауки РФ № 4920 
от 30.07.2002), членом саморегулируемой 
организации НП МО «Спецпроект» и имеет 
допуск к работам, которые оказывают влия-
ние на безопасность объектов капитального 
строительства (Свидетельство СРО НП МО 
«Спецпроект» №П-76-7712089876-21042010-
113 от 21 апреля 2010 года), имеет государ-
ственную лицензию Госстроя РФ на осу-
ществление строительной деятельности по 
всем перечисленным направлениям (ГС-1-
50-02-27-0-7712089876-019619-1 от 26 июня 
2003 года), разрешение МинЧС РФ на вы-
полнение экспертизы деклараций безопасно-
сти энергетических сооружений. Качество и 
конкурентоспособность наших программных 
продуктов и результатов исследований обес-
печивается:  
 детальной верификацией методик, алго-

ритмов и программ (СТАДИО, АСТРА-
НОВА) на широком спектре тестовых и 
практических задач, их экспертизой и ат-
тестацией в Госатомнадзоре РФ, Госстрое 
РФ и РААСН (для объектов повышенной 

опасности), «отслеживанием» текущих 
изменений в нормативно-методической 
базе;  

 развитым сервисным обеспечением поль-
зователя, включая глубокую многоэтап-
ную диагностику ошибок в исходных 
данных и информационную диагностику, 
пре- и постпроцессорную табличную и 
графическую обработку данных, исполь-
зование и пополнение встроенных отрас-
левых баз данных и т.п.;  

 использованием лицензионно «чистого» 
базового программного обеспечения; 

 опытом разработки, модификации и внед-
рения упомянутых программ расчета, 
проектирования, мониторинга и эксперти-
зы сложных объектов в ведущих органи-
зациях; 

 многогранным собственным опытом рас-
четно-теоретических исследований про-
странственного температурного и напря-
женно-деформированного состояний и 
прочности трубопроводных систем и их 
элементов, оборудования, машин и меха-
низмов, строительных конструкций и си-
стем «основание-сооружение» при ком-
плексном воздействии статических, тем-
пературных и динамических (ветровых, 
вибрационных, сейсмических, ударно-
волновых, аварийных и др.) нагрузок;  

 постоянно проводимым обучением и атте-
стацией специалистов НИЦ СтаДиО;  

 многоуровневым действенным контролем 
качества продукции на этапах постановки 
задач, их решения и интерпретации ре-
зультатов;  

 возможностью распространения и квали-
фицированной технической поддержки 
программного обеспечения через разви-
тую региональную сеть авторизированных 
дистрибьюторов НИЦ СтаДиО (Софтин-
жиниринг Менеджмент – CADFEM CIS – 
ЕМТ R и НЕОЛАНТ – ведущие постав-
щики профессиональных систем 
CAD/CAE на постсоветском рынке, по-
дробнее на сайтах www.cadfem-cis.ru и 
www.neolant.ru); 
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 возможностью распространения про-
граммного обеспечения также и через ре-
гиональные сети ряда дилеров – извест-
ных российских поставщиков профессио-
нальных систем CAD/CAE. 

 
 
11. ВЗГЛЯД НА ПЕРСПЕКТИВУ 
 
История НИЦ СтаДиО продолжается, 
и новые ее страницы пишутся уже сегодня… 
Чего бы хотелось из реализуемого в НИЦ 
СтаДиО и вокруг: 
 свободного конкурентного развития раз-

работок и исследований 
по «традиционным» направлениям 
и роста спроса на них без всяких искус-
ственных гальванизирующих приемов 
(“импортозамещение»,…)   

 новых интересных наукоемких задач 
с горизонтом планирования в несколько 
лет, хотя бы, и без давления изживших 
себя монопольных неогосударственных 
образований; 

 укрепления и обоснованного роста кол-
лектива, выдвижения из его рядов (варя-
ги тут не живут) лидеров, готовых взять 
на себя ответственность за НИЦ Ста-
ДиО в новом 25-летии; 

 обретения и затверждения в обществе 
понимания, что сила его не в лозунгах, 
сиюминутных псевдодостижизмах 
и подачках от государства, а в самораз-
витии, требующем каждодневного труда 
в условиях свободной конкуренции идей 
и товаров, в том числе и прежде всего, 
наукоемких; 

 то же, применительно к системе высше-
го образования – уход от крепнущей  
сейчас неофеодальной системы глобаль-
ной и локальных «вертикалей власти», 
узурпировавших право на  «истину 
в последней инстанции» и выбивающих 
все более маразматические показатели с 
бесправных профессоров, к единственно 
возможной эффективной, принятой 
во всем цивилизованном академическом 

мире; во главе всего должен быть 
тот самый признанный профессор 
с его коллективом, замыслами и интере-
сами, все остальные – должны способ-
ствовать их выполнению или уйти; 

На нашем сайте www.stadyo.ru Вы найдете 
ответы на многие вопросы (как учит гносео-
логия, еще больше вопросов возникнет) и, 
вполне вероятно, решите обратиться к нам за 
советом, заказать сложную НИР/разработку, 
приобрести наши непревзойденные про-
граммные продукты, пройти курс повышения 
квалификации и/или выполнить диссертаци-
онную работу. Мы готовы стать Вашими 
проводниками в сложном и опасном, но 
увлекательном и красивом мире численного 
моделирования инженерных и наукоемких 
задач.  
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ОБ ОДНОМ ПРИМЕРЕ РАСЧЕТА ТРЕХМЕРНОГО БРУСА 
НА ОСНОВЕ СОВМЕСТНОГО ПРИМЕНЕНИЯ 

МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ И ДИСКРЕТНО-
КОНТИНУАЛЬНОГО МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

 
П.А. Акимов1,2,3,4, О.А. Негрозов1,2,4 

1 Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет,  
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2 Российская академия архитектуры и строительных наук, г. Москва, РОССИЯ 
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4 Научно-исследовательский институт строительной физики Российской академии архитектуры  
и строительных наук, г. Москва, РОССИЯ 

 
Аннотация: В настоящей статье рассматривается решение тестовой задачи статического расчета трех-
мерного бруса (расчетная модель – трехмерная (пространственная) задача теории упругости) на основе 
совместного применения метода конечных элементов (МКЭ) и дискретно-континуального метода конеч-
ных элементов (ДКМКЭ), предложенного и развитого в работах П.А. Акимова, А.Б. Золотова и М.Л. 
Мозгалевой. 
 

Ключевые слова: дискретно-континуальный метод конечных элементов, метод конечных элементов, 
расчеты строительных конструкций, краевая задача, трехмерная конструкция,  

трехмерная задача теории упругости 
 
 

ABOUT ONE SAMPLE OF THREE-DIMENSIONAL 
STRUCTURAL ANALYSIS BASED ON COMBINED  

APPLICATION OF FINITE ELEMENT METHOD AND 
DISCRETE-CONTINUAL FINITE ELEMENT METHOD 

 
Pavel A. Akimov1,2,3,4, Oleg A. Negrozov1,2,4 
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2 Russian Academy of Architecture and Construction Sciences, Moscow, RUSSIA 
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Abstract: The distinctive paper is devoted to one sample of three-dimensional structural analysis based on com-
bined application of finite element method (FEM) and discrete-continual finite element method (DCFEM), pro-
posed by Alexander B. Zolotov, Pavel A. Akimov and Marina L. Mozgaleva. Three-dimensional theory of elas-
ticity is used as corresponding design model. 
 

Keywords: discrete-continual finite element method, finite element method, structural analysis,  
boundary problem, three-dimensional structure, two-dimensional theory of elasticity 

 
 
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 
Пусть требуется выполнить статический рас-
чет (определить напряжения и перемещения) 

трехмерного бруса, нагруженной сосредото-
ченной силой, при этом боковые (торцевые) 
вертикальные грани конструкции шарнирно 
закреплены (рис. 1.1, 1.2).  
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Рисунок 1.1. К постановке задачи: проекция трехмерного бруса  

в осях 2x  и 3x  (ось 1x  направлена перпендикулярно к плоскости чертежа  
и ориентирована на наблюдателя). 

 
Основные обозначения, в том числе в части 
характерных геометрических размеров и 
нагрузок, показаны на рисунках 1.1 и 1.2. 
 

 
2. НЕКОТОРЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

И СОГЛАШЕНИЯ. 
 
Пусть   – область, занимаемая конструкци-
ей (рисунки 1.1, 1.2), 

}, 0   ,0                        
 ,0   :),( {
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lxlx
lxxx
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причем можно записать, что  
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Рисунок 1.2. К постановке задачи: поперечные по отношению к основному направлению 
сечения трехмерного бруса с соответствующими сеточными аппроксимациями сечения 

в осях 1x  и 2x . 
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01,3 bx ;  1,32,3 lxb  ;   32,31,33,3 lllxb   – коор-
динаты соответствующих граничных точек; 

1  и 2  – подобласти области  . 
Рассматривая задачу в рамках метода рас-
ширенной (стандартной) области А.Б. Золо-
това [1-3,5-12,14-17], можем окаймить обла-
сти 1  и 2  соответствующими расширен-
ными 1  и 2  и перейти к расширенной об-
ласти  , 
 

21   ,                         (2.4) 
где                11  ,   22  .                 (2.5) 
 
Пусть в пределах области 1  физико-
геометрические параметры (характеристики) 
конструкции не зависят от переменной 3x , 
отвечающей так называемому основному 
направлению [1-3,5-12,14-17], тогда как в 
пределах области 2  физико-геометрические 
параметры конструкции могут изменяться 
произвольно. Для расчета такого рода кон-
струкций целесообразно совместное приме-
нение МКЭ и ДКМКЭ, причем в  пределах  

1  следует использовать дискретно-
континуальную аппроксимирующую модель, 
а в пределах 2  – дискретную (конечноэле-
ментную) модель. 
Пусть dcdcdc

ji
dc

ji NjNixx 21,,2,,1  ..., 2, ,1  , ..., 2, ,1  ,  ,   
– координаты (соответственно по перемен-
ным 1x  и 2x ) узлов (узловых линий) дискрет-
но-континуальных конечных элементов 
(ДККЭ) в области 1 ;  
 

dcdcdc
i

dc
ji NjNixx 21,1,,1  ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1   ,  ; 

                        (2.6) 
dcdcdc

j
dc

ji NjNixx 21,2,,2  ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1   ,  . 
                        (2.7) 

 
Следует подчеркнуть, что в данном случае 
для простоты рассматривается прямоугольная 
аппроксимирующая сетка (рисунок 1.2а), 
причем )1( 1 dcN  и )1( 2 dcN  – количество 

ДККЭ, на которые «разбивается» конструк-
ция по направлениям, соответствующим пе-
ременным 1x  и 2x ; )1()1( 21  dcdc NN  – об-
щее количество используемых ДККЭ в обла-
сти 1 . 
Пусть  
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– координаты (соответственно по перемен-
ным 1x , 2x  и 3x ) узлов конечных элементов в 
области 2 ;  
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Следует подчеркнуть, что в данном случае 
для простоты также рассматривается прямо-
угольная аппроксимирующая сетка (рисунок  
1.2б), причем )1( 1 feN , )1( 2 feN  и )1( 3 feN  
– количество конечных элементов, на кото-
рые «разбивается» конструкция по направле-
ниям, соответствующим переменным 1x , 2x  и 

3x ; )1()1()1( 321  fefefe NNN  – общее ко-
личество используемых конечных элементов 
в области 2 . 
Для удобства алгоритмических построений 
будем применять трехиндексную систему 
нумерации узлов дискретно-континуальных 
конечных элементов, используемых при дис-
кретизации области 1 : имеем номер типа 

) , ,( jik , где k  – номер подобласти, i  – номер 
элемента по при дискретизации вдоль 
направления, соответствующего переменной 

1x , j  – номер элемента по при дискретизации 
вдоль направления, соответствующего пере-
менной 2x ).  
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Для узлов конечных элементов, используе-
мых при дискретизации области 2  будем 
применять четырехиндексную систему нуме-
рации: имеем номер типа ) , , ,( rjik , где k  – 
номер подобласти, i , j  и r  – соответственно 
номера элемента по при дискретизации вдоль 
направлений, соответствующих 1x , 2x  и 3x ). 
Кроме того, будем полагать, для простоты, 
что схема дискретизации конструкции по 
направлениям, отвечающим переменным 1x  и 

2x , неизменна по всей области, т.е. неизменна 
схема сеточной аппроксимации сечения кон-
струкции поперечного по отношению к ос-
новному направлению, 
 

111 NNN dcfe  ;  222 NNN dcfe  ;     (2.11) 

3. 2, ,1   , ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1 
 , ..., 2, ,1   ,

32

1,,,,,





qNrNj
Nixx

fe

fe
rjiq

dc
jiq (2.12) 

 
Для удобства последующих построений вве-
дем обозначения: 
 

feNN 33  ;                       (2.13) 

3; 2, ,1   , ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1  
  , ..., 2, ,1   ,

32
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qNrNj
Nixxx

fe

fe
rjiq

dc
jiqjiq  (2.14) 

21,,1,1  ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1   , NjNixx jii  ; (2.15) 

21,,2,2  ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1   , NjNixx jij  . (2.16) 
 
Заметим, что при изложении аппроксимаций 
в рамках ДККЭ будем следовать системе обо-
значений, принятой в [1]. 
 
 
3. ПОСТРОЕНИЕ ДИСКРЕТНО-

КОНТИНУАЛЬНОЙ  
АППРОКСИМИРУЮЩЕЙ МОДЕЛИ 
НА ПОДОБЛАСТИ 

 
Принимается следующая дискретно-
континуальная аппроксимирующая модель: 
по основному направлению (вдоль оси 30x ) 
решается континуальная задача, а по другим 
направлениям (вдоль осей 10x  и 20x ) произ-

водится конечноэлементная аппроксимация. 
Таким образом, область 1  разбивается на 
дискретно-континуальные конечные элемен-
ты, 
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определяя характеристическую функцию 
ДККЭ ji,,1  по формуле 
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              (3.3) 

 
Поэлементные функции, характеризующие 
свойства материала конструкции (параметры 
Ламе), очевидно, определяются по форму-
лам: 
 

 jijijiji ,,1,,1,,1,,1      ;  .         (3.4) 
 
Основными неизвестными в узлах дискретно-
континуальных конечных элементов являют-
ся составляющие перемещений )1(

3
)1(

2
)1(

1  , , uuu  и 
их производные )1(

3
)1(

2
)1(

1  , , vvv  по переменной 

3x  (верхний индекс «(1)», следуя [1], здесь и 
далее соответствует номеру рассматриваемой 
подобласти, т.е. 1 ), т.е. для ) , ,1( ji -го узла 
это ),,1(

3
),,1(

2
),,1(

1  , , jijiji uuu  и ),,1(
3

),,1(
2

),,1(
1  , , jijiji vvv . 

В пределах каждого дискретно-
континуального конечного элемента исполь-
зуется полилинейная аппроксимация полей 

)1(
3

)1(
2

)1(
1  , , uuu  и )1(

3
)1(

2
)1(

1  , , vvv  по неосновным 
направлениям (т.е. относительно 1x  и 2x ). 
Можно показать [1], что в рамках рассмотре-
ния подобласти 1 , разрешающая система 

216 NN  обыкновенных дифференциальных 
уравнений первого порядка имеет следующий 
вид: 
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)(~)()( 3131131 xRxUAxU  ,             (3.5) 
где       TTT vuxUU ] )(   )( [)( 11311          (3.6) 
 
– 216 NN -мерная глобальная вектор-функция 
неизвестных (нижний индекс «1», следуя [1], 
соответствует номеру рассматриваемой по-
добласти, т.е. 1 ); 
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(3.8) 
 

1A  – матрица коэффициентов 216 NN -го по-

рядка; )(~
31 xR  – 216 NN -мерная вектор-

функция правых частей; 
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Решение системы (3.5) может быть представ-
лено в виде [1]:  
 

)()()( 3113131 xSCxExU  ,        (3.11) 
где    )()()( 2,3311,33131

bb xxxxxE   ; 

   )(~)()( 313131 xRxxS   ;   (3.12) 
 

)( 31 x  – фундаментальная матрица-функция 
системы (3.5), определяемая согласно [1]; 
символ «» обозначает операцию свертки 
функций; 1C  – 216 NN -мерный вектор посто-
янных, определяемый из граничных условий. 

4. ПОСТРОЕНИЕ ДИСКРЕТНОЙ  
(КОНЕЧНОЭЛЕМЕНТНОЙ)  
АППРОКСИМИРУЮЩЕЙ МОДЕЛИ 
НА ПОДОБЛАСТИ 

 
Принимается следующая дискретная аппрок-
симирующая модель: по обоим координат-
ным направлениям (вдоль осей 10x , 20x  и 

30x ) производится конечноэлементная ап-
проксимация. Таким образом, область 2  
разбивается на конечные элементы (КЭ), 
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определяя характеристическую функцию 
ДККЭ rji ,,,2  по формуле 
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            (4.3) 

 
Поэлементные функции, характеризующие 
свойства материала конструкции (параметры 
Ламе), очевидно, определяются по форму-
лам: 
 

 rjirjirjirji ,,,2,,,2,,,2,,,2      ;  .    (4.4) 
 

Основными неизвестными в узлах конечных 
элементов являются составляющие переме-
щений )2(

3
)2(

2
)2(

1  , , uuu  (верхний индекс «(2)», 
следуя [1], здесь и далее соответствует номе-
ру рассматриваемой подобласти, т.е. 2 ), т.е. 
для ) , , ,2( rji -го узла ),,,2(

3
),,,2(

2
),,,2(

1  , , rjirjirji uuu . 
Поля )2(

3
)2(

2
)2(

1  , , uuu  по обоим координатным 
направлениям (вдоль осей 10x , 20x  и 30x ) в 
пределах конечного элемента аппроксимиру-
ются линейно (т.е. используются стандартные 
прямоугольные четырехузловые конечные 
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элементы трехмерной задачи теории упруго-
сти (в перемещениях) [4,13]). 
Можно показать [4,13], что при рассмотрении 
подобласти 2 , разрешающая система 

3213 NNN  линейных алгебраических уравне-
ний имеет вид: 
 

222 RUK  ,                       (4.5) 
где                   ),,,(

2}{ rjik
qi uU

g
 ;                 (4.6) 

 
gi  – глобальный индекс глобального 

3213 NNN -мерного вектора неизвестных 2U  
(нижний индекс «2», следуя [1], здесь и далее 
соответствует номеру рассматриваемой по-
добласти, т.е. 2 ); qrjik  , , , ,  – соответ-
ствующие локальные индексы, определяе-
мые по формулам: 
 

2k ;                         (4.7) 

1
3 21











NN
i

r g ;                 (4.8) 

1
3

)1(3

1

21








 


N
NNri

j g ;        (4.9) 

1
3

)1(3)1(3 121








 


NjNNri
i g ; (4.10) 

iNjNNriq g 3)1(3)1(3 121  . (4.11) 
 

2K  – глобальная матрица жесткости 

3213 NNN -го порядка; 2R  – 3213 NNN - мерный 
глобальный вектор правых частей (глобаль-
ный вектор нагрузок). 
 
 
5. ПЕРЕХОД К ЕДИНОЙ (СВЯЗАННОЙ) 

МНОГОУРОВНЕВОЙ  
АППРОКСИМИРУЮЩЕЙ МОДЕЛИ 
НА ВСЕЙ ОБЛАСТИ 

 
Для всех узлов конечноэлементной сетки, ап-
проксимирующей область 2 , с индексами 

31 Nr   (т.е. bb xxx 3,332,3  ) можем перепи-

сать систему уравнений (4.5), без учета соот-
ветствующих уравнения для узлов с индекса-
ми 1r  и 2Nr  . Имеем )2(3 321 NNN  
уравнений: 
 

222
~~ RUK  ,                         (5.1) 

 
где 2

~K  – «редуцированная» таким образом 
глобальная матрица жесткости размером 

]3[)]2(3[ 321321 NNNNNN  ; 2
~R  – 

)2(3 321 NNN -мерный «редуцированный» 
глобальный вектор правых частей. 
Очевидно, можно записать следующие усло-
вия для всей области  : 
– в сечении bxx 1,33   следует задать условия 
( 213 NN  уравнений) шарнирного опирания 
вида: 
 

; ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1         
 ,0)0(

21

1,3
),,1(

1

NjNi
xu bji



     (5.2)    

; ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1          
  ,0)0(

21

1,3
),,1(

2

NjNi
xu bji



    (5.3)    

; ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1         
 ,0)0(

21

1,3
),,1(

3

NjNi
xu bji



     (5.4)    

 
– в сечении bxx 2,33   (т.е. при 1r ; здесь и 
ниже r  – четвертый индекс в нумерации уз-
лов конечноэлементной сетки, аппроксими-
рующей область 2 ) следует задать условия 
( 216 NN  уравнений) идеального контакта ви-
да: 
 

;1   , ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1         
 ),0()0(
21

2,3
),,,2(

12,3
),,1(

1





jNjNi
xuxu brjibji

(5.5)    

;1   , ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1         
  ),0()0(
21

2,3
),,,2(

22,3
),,1(

2





jNjNi
xuxu brjibji

(5.6)    

;1   , ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1         
  ),0()0(
21

2,3
),,,2(

32,3
),,1(

3





jNjNi
xuxu brjibji

(5.7)    

;1   , ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1         
  ),0()0(
21

2,3
),,,2(

3,12,3
),,1(

3,1





jNjNi
xx brjibji  (5.8)    
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;1   , ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1         
  ),0()0(
21

2,3
),,,2(

3,22,3
),,1(

3,2





jNjNi
xx brjibji  (5.9)    

;1   , ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1       
 ),0()0(

21

2,3
),,,2(

3,32,3
),,1(

3,3





jNjNi
xx brjibji  (5.10)    

 
где )( 3

),,1(
3,1 xji , ),,,2(

3,1
rji  и )( 3

),,1(
3,3 xji  – соответ-

ственно приведенные к узлу ) , ,1( ji  функции 
компонент напряжений )( 33,1 x , )( 33,1 x  и 

)( 33,3 x  в пределах рассматриваемого дис-
кретно-континуального конечного элемента 

i,1 ; ),,,2(
3,1

rji , ),,,2(
3,2

rji  и ),,,2(
3,3

rji  – соответствен-
но приведенные к узлу ) , , ,2( rji  значения 
компонент напряжений 3,1 , 3,2  и 3,3 ; 

– в сечении bxx 3,33   (т.е. при 3Nr  ) следует 
задать условия ( 12N  уравнений) шарнирного 
опирания вида: 
 

;   , ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1         
  ,0)0(

321

3,3
),,,2(

1

NrNjNi
xu brji



  

(5.11)    

;   , ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1         
,0)0(

321

3,3
),,,2(

2

NrNjNi
xu brji



  

           (5.12)    

.   , ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1         
  ,0)0(

321

3,3
),,,2(

3

NrNjNi
xu brji



  

         (5.13)    
 
В общей сложности, обобщая (5.1)-(5.13) 
имеем  
 

213212121

21321

6336     
3)2(3

NNNNNNNNN
NNNNN



  

 
уравнений, причем в качестве неизвестных в 
данном случае выступают 216 NN  компонент 
вектора 1C  (см. формулу (3.11)), а также 

3212 NNN  значений компонент перемещений 
в узлах конечноэлементной сетки, аппрокси-
мирующей подобласть 2 , т.е. 

, ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1   , ..., 2, ,1 
  , , ,

321

),,,2(
3

),,,2(
2

),,,2(
1

NrNjNi
uuu rjirjirji


 

 
причем общее количество неизвестных также 
составляет 21321 63 NNNNN  . 
Перепишем последовательно уравнения 
(5.2)-(5.13) в матрично-векторном виде, в 
том числе с учетом (3.11). 
1. Рассмотрим уравнения (5.2)-(5.4). Очевид-
но, их можно записать следующим образом: 
 

  11,211 )0( gxUB b ,              (5.14) 
 

где 

1B  – матрица граничных условий разме-
ра 2121 63 NNNN  , формула для определения 
элементов которой имеет вид: 
 

;6 ..., 2, ,1   ,3 ..., 2, ,1  
   ,}{

2121

,,1

NNqNNp
B qpqp



   (5.15) 

 

qp ,  – символ Кронекера, 
 








 ;   ,0 

   ,1 
, qp

qp
qp                 (5.16) 

 


1g  – 213 NN -мерный нулевой вектор, 
 

01 g .                        (5.17) 
 

Подставляя (3.11) в (5.14) будем иметь: 
 

)0()0( 1,311111,311   bb xSBgCxEB   (5.18) 

или                       111 GCQ  ,                     (5.19) 
где   )0( 1,3111   bxEBQ ;    

)0( 1,31111   bxSBgG ;   (5.20) 
 

1Q  – матрица размера 2121 63 NNNN  ; 1G  – 
вектор размера 213 NN . 
2. Рассмотрим уравнения (5.5)-(5.10). Очевид-
но, их можно записать следующим образом: 
 

)0()0( 2,3222,312   bb xUBxUB ,       (5.21) 
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где 

2B  – матрица граничных условий разме-
ра 2121 66 NNNN  , алгоритм формирования 
которой описан в Приложении 1 к настоящей 
статье; 

2B  – матрица граничных условий 
размера 32121 36 NNNNN  , формируемая на 
основе метода базисных вариаций в соответ-
ствии с алгоритмом, описанным в Приложе-
нии 2 к настоящей статье. 
Подставляя (3.11) в (5.21), получим: 
 

)0(                                   
)0()0(

2,312

2,32212,312








b

bb

xSB
xUBCxEB

 (5.22) 

или              222,211,2 GUQCQ  ,             (5.23) 

где   )0( 2,3121,2   bxEBQ ;    22,2 BQ ;   
)0( 2,3122   bxSBG ;   (5.24) 

 
1,2Q  – матрица размера 2121 66 NNNN  ; 2,2Q  

– матрица размера 32121 36 NNNNN  ; 2G  – 
вектор размера 216 NN . 
3. Рассмотрим уравнения (5.11)-(5.13). Очевид-
но, их можно записать следующим образом: 

  323 gUB ,                    (5.25) 
 

где 

3B  – матрица граничных условий разме-
ра 32121 33 NNNNN  , формула для определе-
ния элементов которой имеет вид (см. также 
(5.16)): 
 

;3 ..., 2, ,1                             
 ,3 ..., 2, ,1   ,}{

321

21,,3

NNNq
NNpB qpqp



    (5.26) 

 


3g  – 213 NN -мерный нулевой вектор, 
 

03 g .                        (5.27) 
 

Объединяя уравнения (5.19), (5.23), (5.1) и 
(5.25), будем иметь систему из 

21321 63 NNNNN   линейных алгебраических 
уравнений с 21321 63 NNNNN   неизвестны-
ми:  
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Заметим, что в при составлении глобальной 
матрицы жесткости и глобального вектора 
правых частей для подобласти 2  можно 
сразу учесть граничные условия (5.19). Тогда 
систему (5.21) можно переписать в виде 
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где 2

~~K  – соответствующая «редуцированная» 
глобальная матрица жесткости размером 

]3[)]1(3[ 321321 NNNNNN  ; 2
~R  – соответ-

ствующий )1(3 321 NNN -мерный «редуци-
рованный» глобальный вектор правых частей. 
После решения данной системы на основа-
нии известных формул дискретно-
континуального метода конечных элементов 
[4,13] и метода конечных элементов [1-3,5-
12,14-17] могут быть найдены искомые пе-
ремещения, деформации и напряжения. 
 
 
ПРИЛОЖЕНИЕ 1.  
ФОРМИРОВАНИЕ МАТРИЦЫ  
ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ ТИПА  
«ИДЕАЛЬНЫЙ КОНТАКТ» В РАМКАХ 
ДИСКРЕТНО-КОНТИНУАЛЬНОЙ  
МОДЕЛИ НА ОСНОВЕ МЕТОДА  
БАЗИСНЫХ ВАРИАЦИЙ. 
 
П.1.1. Локальная система координат дис-
кретно-континуального конечного элемен-
та. Восполнение неизвестных на элементе. 
Рассмотрим произвольный ),,1( ji -й дис-
кретно-континуальный конечный элемент 
(рисунок П.1.1).  
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Рисунок П.1.1. Переход к локальной системе координат в сечении дискретно-
континуального конечного элемента. 

 
В пределах дискретно-континуального ко-
нечного элемента вводится локальная систе-
ма координат (координаты 1t  и 2t ), при этом 

]1 ,0[   1]; ,0[ 21  tt .  
Имеет место следующее соответствие гло-
бальных и локальных координат узлов эле-
мента: 

)0 ,0(      ) ,( ,2,1 dc
j

dc
i xx ;   )0 ,1(      ) ,( ,21,1 

dc
j

dc
i xx ; 

)1 ,0(      ) ,( 1,2,1 

dc
j

dc
i xx ;   )1 ,1(      ) ,( 1,21,1 

dc
j

dc
i xx .   

(П.1.1) 
 
Пусть Tttt ]     [ 21  и Txxx ]     [ 21  – векторы 
координат произвольной точки дискретно-
континуального конечного элемента в ло-
кальной и исходной глобальной системах 
координат.  
Формула преобразования координат на эле-
менте (рис. П.1.1): 
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Поясним, что 
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Здесь ),,1( ji

nx , ),,1( ji
nt  – векторы координат 

),,1( ji -го узла элемента в глобальной и ло-
кальной системах координат соответственно. 
Формула восполнения перемещений на эле-
менте: 
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  (П.1.5) 

где                             
)()()( 3

),,1(
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),1,1(
3

),,1(
1 xuxuxu ji

n
ji

n
ji   ; (П.1.6) 

)()()( 3
),,1(

3
)1,,1(

3
),,1(

2 xuxuxu ji
n
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ji   ; (П.1.7) 
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  (П.1.8) 

 
(верхний индекс «1», следуя [1], здесь и далее 
соответствует номеру рассматриваемой по-
добласти, т.е. 1 ). 
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Функциональная матрица ),( 21 tt  имеет вид: 
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где   2 ,1   2; ,1   ,),( ),(
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,   qpxtxtt ji
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Формула вычисления определителя матрицы 

),( 21 tt : 
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1,121,21, ttttttttttttJ jijijiji
jiji     

),(),(),(),()],(det[),( 21
),(

1,221
),(

2,121
),(

2,221
),(

1,121,21, ttttttttttttJ jijijiji
jiji    

(П.1.14) 
 
Матрица Якоби ),( 21 tt , определяемая фор-
мулой 
 

),(),( 21
1
,21, tttt jiji
 ,         (П.1.15) 

 
имеет вид 
 











),(),(
),(),(

),(
21

),(
2,221

),(
1,2

21
),(

2,121
),(

1,1
21, tttt

tttt
tt jiji

jiji

ji


 ,(П.1.16) 
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П.1.2. Вычисление частных производных от 
перемещений, деформаций и напряжений на 
элементе.  
Частные производные от перемещений по 
переменным 1t  и 2t  определяются по следу-
ющим формулам: 
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Формула определения частных производных 
от перемещений по переменным 1x  и 2x  
имеет вид: 
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 (П.1.20) 
 
Формула для компонентов тензора деформа-
ций на элементе: 
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 (П.1.21) 

 
Формула для объемной деформации: 
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Формула для компонентов тензора напряже-
ний на элементе: 
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где qp,  – символ Кронекера (см. формулу 
(5.16)). 
П.1.3. Определение приведенных к узлам зна-
чений напряжений и деформаций с учетом 
осреднения. 
Введем обозначения: 
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1,1,21,1,2   ;                (П.1.38) 

1,1,21,,2 11  NN  ;             (П.1.39) 

1,1,2,1,2 22  NN  ;             (П.1.40) 

1,1,2,,2 2121  NNNN  .         (П.1.41) 
 
Уточним, что в каждой из рассмотренных 
выше формул при 0,,1 ji  будем иметь 

0,,1 ji . 
Приведем ниже формулы для определения 
напряжений и деформаций в узлах дискрет-
но-континуальной модели (ниже всюду 

2 ,1p  и 2 ,1q ). 
– внутренние узлы ( 1 ..., 3, ,2 1  Ni ; 

1 ..., 3, ,2 2  Nj ) 
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(П.1.43) 
 
– «левая вертикальная граница» 
( 1 ..., 3, ,2   ;1 2  Nji ) 
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– «правая вертикальная граница» 
( 1 ..., 3, ,2   ; 21  NjNi ) 
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– «нижняя горизонтальная граница» 
( 1 ..., 3, ,2 1  Ni ; 1j ) 
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– «верхняя горизонтальная граница» 
( 1 ..., 3, ,2 1  Ni ; 2Nj  ) 
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– «угловые узлы  границы» 
в случае 1i ; 1j  имеем: 
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в случае 1i ; 2Nj   имеем: 
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в случае 1Ni  ; 1j  имеем: 
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в случае 1Ni  ; 2Nj   имеем: 
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П.1.4. Алгоритм формирования матрицы 
граничных условий типа «идеальный кон-
такт». 
Ниже рассмотрен алгоритм формирования 
матрицы 

2B  при задании условий (5.21) 
описан ниже. 
1. Элементы матрицы 

2B  определяются по 
формуле 
 

.3 ..., 2, 1,=                            
 ,3 ..., 2, 1,=   ,)(
21

21,,2

NNq
NNpB qpqp 

 (П.1.60) 

 
Заметим, что вычисление элементов матри-
цы 

2B  по формуле (П.1.60) соответствует 
заданию граничных условий (5.5)-(5.7). 
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2. Последовательно задаются 
21 ..., 2, ,1 NNig  . Для каждого фиксирован-

ного значения gi  выполняются действия, пе-
речисленные ниже. 
2.1. Последовательно задаются 2 ,1s . Для 
каждого фиксированного значения s  выпол-
няются действия, перечисленные ниже. 
2.1.1. Последовательно перебираются 

1 ..., 2, ,1 Ni  . Для каждого фиксированного 
значения i  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
2.1.1.1. Последовательно перебираются 

2 ..., 2, ,1 Nj  . Для каждого фиксированного 
значения j  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
2.1.1.1.1. Последовательно перебираются 

3 ,2 ,1q . Для каждого фиксированного зна-
чения q  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
2.1.1.1.1.1. Вычисляется глобальный индекс gj  
 

)1(3)1(3)1(3 211  sNNjNiqjg ; 
                   (П.1.61) 

 
2.1.1.1.1.2. В качестве вектора неизвестных 

2U  (см. (4.5)) задается  
 

gj
eU 2 .                   (П.1.62) 

 
2.1.1.1.1.3. В соответствии со структурой 
(4.6) вектора неизвестных по соответствую-
щим формулам из числа представленных 
выше (П.1.42), (П.1.44), (П.1.46), (П.1.48), 
(П.1.50), (П.1.52), (П.1.54), (П.1.56) и (П.1.58) 
определяются приведенные к узлу компо-
ненты )0(][ 2,3

),()1(
3,1 bji x , )0(][ 2,3

),()1(
3,2 bji x  и  

)0(][ 2,3
),()1(

3,3 bji x  тензора напряжений. 
2.1.1.1.1.4. Соответствующие элементы мат-
рицы 

2B  определяются по формулам 
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 bji
jiNN xB
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 .   (П.1.65) 
 
Заметим, что вычисление элементов матри-
цы 

2B  по формулам (П.1.63)-(П.1.65) соот-
ветствует заданию граничных условий (5.8)-
(5.10). 
 
 
ПРИЛОЖЕНИЕ 2.  
ФОРМИРОВАНИЕ МАТРИЦЫ  
ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ ТИПА  
«ИДЕАЛЬНЫЙ КОНТАКТ» В РАМКАХ 
КОНЕЧНОЭЛЕМЕНТНОЙ МОДЕЛИ  
НА ОСНОВЕ МЕТОДА БАЗИСНЫХ  
ВАРИАЦИЙ 
 
П.2.1. Локальная система координат конеч-
ного элемента. Восполнение неизвестных на 
элементе. 
Рассмотрим произвольный ),,,2( rji -й ко-
нечный элемент (рис. П.2.1). На элементе 
вводится локальная система координат (ко-
ординаты 1t , 2t  и 3t ), при этом 

1] ,0[  1]; ,0[  1]; ,0[ 321  ttt .  
Имеет место следующее соответствие гло-
бальных и локальных координат узлов эле-
мента (рис. П.2.1): 
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Пусть Ttttt ]        [ 321  и Txxxx ]        [ 321  – 
векторы координат произвольной точки дис-
кретно-континуального конечного элемента 
в локальной и исходной глобальной систе-
мах координат.  
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Рисунок П.2.1. Переход к локальной системе координат в сечении дискретно-

континуального конечного элемента rji ,,,2 . 
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Формула преобразования координат на эле-
менте (рис. П.2.1): 
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Поясним, что 
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Здесь ),,,2( rji

nx , ),,,2( rji
nt  – векторы координат 

),,,2( rji -го узла элемента в глобальной и ло-
кальной системах координат соответственно. 
Формула восполнения перемещений на эле-
менте: 
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(верхний индекс «2», следуя [1], здесь и далее 
соответствует номеру рассматриваемой по-
добласти, т.е. 2 ). 
Функциональная матрица ),,( 321 ttt  имеет 
вид: 
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(П.2.32) 
Формула вычисления определителя матрицы 

),,( 321 ttt : 
 

)],,(det[),,( 321,,321,, ttttttJ rjirji  ,  (П.3.33) 
 

где ),,( 321,, tttrji  – матрица Якоби, имею-
щая вид: 
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П.2.2. Вычисление частных производных от 
перемещений, деформаций и напряжений на 
элементе.  
Частные производные от перемещений по 
переменным 1t , 2t  и 3t  определяются по сле-
дующим формулам: 
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Формула определения частных производных 
от перемещений по переменным 1x , 2x  и 3x  
имеет вид: 
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Формула для компонентов тензора деформа-
ций на элементе: 
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  (П.2.39) 
 
Формула для объемной деформации: 
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Формула для компонентов тензора напряже-
ний на элементе: 
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где qp,  – символ Кронекера (см. формулу 
(5.16)). 
П.2.3. Определение приведенных к узлам зна-
чений напряжений и деформаций с учетом 
осреднения. 
Введем обозначение 
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причем уточним, что при 0,,,2 rji  будем 
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– при 1 ..., 3, ,2   ;1 ..., 3, ,2 21  NjNi ;  

1r  имеем: 
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                  (П.2.45) 
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– при 1 ..., 3, ,2   ;1 ..., 3, ,2 21  NjNi ; 

3Nr   имеем: 
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      (П.2.48) 
 

– при 1 ..., 3, ,2   ;1 2  Nji ; 
1 ..., 3, ,2 3  Nr  имеем: 

 
rjirjirjirjirji ,,,2,1,,21,,,21,1,,2,,,2    ;                     

(П.2.49) 
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– при 1   ;1 ..., 3, ,2   ;1 2  rNji  имеем: 
 

rjirjirji ,,,2,1,,2,,,2    ;       (П.2.51) 
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– при 32    ;1 ..., 3, ,2   ;1 NrNji   имеем: 
 

1,,,21,1,,2,,,2   rjirjirji  ;       (П.2.53) 
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– при 1 ..., 3, ,2   ;1 ..., 3, ,2   ; 321  NrNjNi  
имеем: 
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(П.2.55) 
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      (П.2.56) 
 
– при 1   ;1 ..., 3, ,2   ; 21  rNjNi  имеем: 
 

rjirjirji ,,1,2,1,1,2,,,2    ;      (П.2.57) 














;0   если   0, 
1   если   1, 

,,1,2,1,1,2

,,1,2,1,1,2
,,,2

rjirji

rjirji
rji 


   

(П.2.58) 
 
– при 321    ;1 ..., 3, ,2   ; NrNjNi   име-
ем: 
 

1,,1,21,1,1,2,,,2   rjirjirji  ;    (П.2.59) 
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– при 1 ..., 3, ,2   ;1   ;1 ..., 3, ,2 31  NrjNi  
имеем: 
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              (П.2.61) 
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– при 1   ;1   ;1 ..., 3, ,2 1  rjNi  имеем: 
 

rjirjirji ,,,2,,1,2,,,2    ;        (П.2.63) 
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– при 31    ;1   ;1 ..., 3, ,2 NrjNi   имеем: 
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– при 1 ..., 3, ,2   ;   ;1 ..., 3, ,2 321  NrNjNi  
имеем: 
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(П.2.67) 
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  (П.2.68) 
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– при 1   ;   ;1 ..., 3, ,2 21  rNjNi  имеем: 
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(П.2.70) 
 
– при 1 ..., 3, ,2   ;1   ;1 3  Nrji  имеем: 
 

rjirjirji ,,,21,,,2,,,2    ;        (П.2.71) 
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– при 1   ;1   ;1  rji  имеем: 
 

rjirji ,,,2,,,2   ;               (П.2.73) 

rjirji ,,,2,,,2   ;               (П.2.74) 
– при 3   ;1   ;1 Nrji   имеем: 
 

1,,,2,,,2  rjirji  ;             (П.2.75) 

1,,,2,,,2  rjirji  ;             (П.2.76) 
 
– при 1 ..., 3, ,2   ;1   ; 31  NrjNi  имеем: 
 

rjirjirji ,,1,21,,1,2,,,2    ;      (П.2.77) 
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                (П.2.78) 
 

– при 1   ;1   ;1  rjNi  имеем: 
 

rjirji ,,1,2,,,2  ;            (П.2.79) 
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– при 31    ;1   ; NrjNi   имеем: 
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1,,1,2,,,2  rjirji  ;             (П.2.82) 
 

– при 1 ..., 3, ,2   ;   ;1 32  NrNji  имеем: 
 

rjirjirji ,1,,21,1,,2,,,2    ;     (П.2.83) 
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– при 1   ;   ;1 2  rNji  имеем: 
 

rjirji ,1,,2,,,2  ;              (П.2.85) 

rjirji ,1,,2,,,2  ;              (П.2.86) 
 
– при 32    ;   ;1 NrNji   имеем: 
 

1,1,,2,,,2  rjirji  ;             (П.2.87) 

1,1,,2,,,2  rjirji  ;             (П.2.88) 
– при 1 ..., 3, ,2   ;   ; 321  NrNjNi  име-
ем: 
 

rjirjirji ,1,1,21,1,1,2,,,2    ;      (П.2.89) 
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                 (П.2.90) 
 
– при 1   ;   ; 21  rNjNi  имеем: 
 

rjirji ,1,1,2,,,2  ;             (П.2.91) 

rjirji ,1,1,2,,,2  ;            (П.2.92) 
 

– при 321    ;   ; NrNjNi   имеем: 
 

1,1,1,2,,,2  rjirji  ;           (П.2.93) 

1,1,1,2,,,2  rjirji  .          (П.2.94) 
 

Приведем ниже формулы для определения 
напряжений и деформаций в узлах дискрет-
но-континуальной модели (ниже всюду 

3 ,2 ,1p  и 3 ,2 ,1q ). 
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– при 1 ..., 3, ,2 1  Ni ; 1 ..., 3, ,2 2  Nj ; 
1 ..., 3, ,2 3  Nr  имеем: 
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   (П.2.96) 
– при 1 ..., 3, ,2 1  Ni ; 1 ..., 3, ,2 2  Nj ; 

1r  имеем: 
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– при 1 ..., 3, ,2 1  Ni ; 1 ..., 3, ,2 2  Nj ; 

3Nr   имеем: 
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  (П.2.100) 
– при 1 ..., 3, ,2   ;1 ..., 3, ,2   ;1 32  NrNji  
имеем: 
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  (П.2.102) 
– при 1   ;1 ..., 3, ,2   ;1 2  rNji  имеем: 
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– при 32    ;1 ..., 3, ,2   ;1 NrNji   имеем: 
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  (П.2.106) 
 
– при 1 ..., 3, ,2   ;1 ..., 3, ,2   ; 321  NrNjNi  
имеем: 
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(П.2.108) 
– при 1   ;1 ..., 3, ,2   ; 21  rNjNi  имеем: 
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 (П.2.109) 
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 (П.2.110) 
 
– при 321    ;1 ..., 3, ,2   ; NrNjNi   име-
ем: 
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(П.2.111) 
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(П.2.112) 
 
– при 1 ..., 3, ,2   ;1   ;1 ..., 3, ,2 31  NrjNi  
имеем: 
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(П.2.114) 
 
– при 1   ;1   ;1 ..., 3, ,2 1  rjNi  имеем: 
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  (П.2.116) 

 
– при 31    ;1   ;1 ..., 3, ,2 NrjNi   имеем: 
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 (П.2.118) 
 
– при 1 ..., 3, ,2   ;   ;1 ..., 3, ,2 321  NrNjNi  
имеем: 
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  (П.2.119) 

);)0 ,1 ,0(     
)0 ,1 ,1(     
)1 ,1 ,0(     

)1 ,1 ,1((     
][

,1,,2
),1,,2(

,

,1,1,2
),1,1,2(

,

1,1,,2
)1,1,,2(

,

1,1,1,2
)1,1,1,2(

,,,,2

),,()2(
,

rji
rji

qp

rji
rji

qp

rji
rji

qp

rji
rji

qprji

rji
qp





































   

(П.2.120) 
 
– при 1   ;   ;1 ..., 3, ,2 21  rNjNi  имеем: 
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  (П.2.121) 
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  (П.2.122) 
 

– при 321    ;   ;1 ..., 3, ,2 NrNjNi   име-
ем: 
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(П.2.124) 
 
– при 1 ..., 3, ,2   ;1   ;1 3  Nrji  имеем: 
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  (П.2.126) 

 
– при 1   ;1   ;1  rji  имеем: 
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– при 3   ;1   ;1 Nrji   имеем: 
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– при 1 ..., 3, ,2   ;1   ; 31  NrjNi  имеем: 
 

);)0 ,0 ,1(     
)1 ,0 ,1((     

][

,,1,2
),,1,2(

,

1,,1,2
)1,,1,2(

,,,,2

),,()2(
,

rji
rji

qp

rji
rji

qprji

rji
qp





















   

(П.2.131) 
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(П.2.132) 
 
– при 1   ;1   ;1  rjNi  имеем: 
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– при 31    ;1   ; NrjNi   имеем: 
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– при 1 ..., 3, ,2   ;   ;1 32  NrNji  имеем: 
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(П.2.138) 
 
– при 1   ;   ;1 2  rNji  имеем: 
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– при 32    ;   ;1 NrNji   имеем: 
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– при 1 ..., 3, ,2   ;   ; 321  NrNjNi  имеем: 
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(П.2.143) 

);)0 ,1 ,1(     
)1 ,1 ,1((     

][

,1,1,2
),1,1,2(

,

1,1,1,2
)1,1,1,2(

,,,,2

),,()2(
,

rji
rji

qp

rji
rji

qprji

rji
qp





















   

(П.2.144) 
 
– при 1   ;   ; 21  rNjNi  имеем: 
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(П.2.146) 
 

– при 321    ;   ; NrNjNi   имеем: 
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П.2.4. Алгоритм формирования матрицы 
граничных условий типа «идеальный кон-
такт». 
Ниже рассмотрен алгоритм формирования 
матрицы 

2B  при задании условий (5.21) 
описан ниже. 



П.А. Акимов, О.А. Негрозов 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 70 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

1. Элементы матрицы 
2B  определяются по 

формуле 
 

.3 ..., 2, 1,=                           
 ,3 ..., 2, 1,=   ,)(

21

21,,2

NNq
NNpB qpqp 

 (П.2.149) 

 
Заметим, что вычисление элементов матри-
цы 

2B  по формуле (П.2.149) соответствует 
заданию граничных условий (5.5)-(5.7). 
2. Последовательно задаются 1 ..., 2, ,1

1
Nig  . 

Для каждого фиксированного значения 
1gi  

выполняются действия, перечисленные ни-
же. 
2.1. Последовательно задаются 

21 ..., 2, ,1
2

NNig  . Для каждого фиксирован-
ного значения 

2gi  выполняются действия, 
перечисленные ниже. 
2.1.1. Вычисляется глобальный индекс 
 

1)1(
211

Niii ggg  .        (П.2.150) 
 

2.1.2. Последовательно перебираются 
1 ..., 2, ,1 Ni  . Для каждого фиксированного 

значения i  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
2.1.2.1. Последовательно перебираются 

2 ..., 2, ,1 Nj  . Для каждого фиксированного 
значения j  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
2.1.2.1.1. Последовательно перебираются 

3 ..., 2, ,1 Nr  . Для каждого фиксированного 
значения r  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
2.1.2.1.1.1. Последовательно перебираются 

3 ,2 ,1q . Для каждого фиксированного зна-
чения q  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
2.1.2.1.1.1.1. Вычисляется глобальный ин-
декс gj  
 

)1(3)1(3)1(3 211  rNNjNiqjg ; 
                  (П.2.151) 

2.1.2.1.1.1.2. В качестве вектора неизвестных 
2U  (см. (4.5)) задается  

 

gj
eU 2 .               (П.2.152) 

 
2.1.2.1.1.1.3. В соответствии со структурой 
(4.6) вектора неизвестных по соответствую-
щим формулам из числа представленных 
выше (П.2.95), (П.2.97), (П.2.99), (П.2.101), 
(П.2.103), (П.2.105), (П.2.107), (П.2.109), 
(П.2.111), (П.2.113), (П.2.115), (П.2.117), 
(П.2.119), (П.2.121), (П.2.123), (П.2.125), 
(П.2.127), (П.2.129), (П.2.131), (П.2.133), 
(П.2.135), (П.2.137), (П.2.139), (П.2.141), 
(П.2.143), (П.2.145) и (П.2.147) определяются 
приведенные к узлу компоненты 

)1,,()2(
3,1

21][ gg ii
 , )1,,()2(

3,2
21][ gg ii

  и )1,,()2(
3,3

21][ gg ii
  тен-

зора напряжений. 
2.1.2.1.1.4. Соответствующие элементы мат-
рицы 

2B  определяются по формулам 
 

)1,,,1()2(
3,1,32
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][)( gg

gg

ii
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 ;    (П.2.153) 
)1,,,1()2(

3,2,32
21
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][)( gg

gg

ii
jiNNB 

 ;   (П.2.154) 
)1,,,1()2(

3,3,32
21

21
][)( gg

gg

ii
jiNNB 

 .   (П.2.155) 
 
Заметим, что вычисление элементов матри-
цы 

2B  по формулам (П.2.153)-(П.2.154) со-
ответствует заданию граничных условий 
(5.8)-(5.10). 
 
 
ЗАМЕЧАНИЯ 
 
Исследования проводились в рамках сле-
дующих работ: 
1. Проект 7.1.7 «Разработка, исследование и 

верификация корректных численных ме-
тодов решения геометрически, физически 
и конструктивно нелинейных задач де-
формирования, устойчивости и закритиче-
ского поведения тонкостенных оболочеч-
но-стержневых конструкций» в рамках 
Плана фундаментальных научных иссле-
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дований Министерства строительства и 
жилищно-коммунального хозяйства Рос-
сийской Федерации и Российской акаде-
мии архитектуры и строительных наук на 
2015 год (2013-2015 гг.). 

2. Проект 7.1.8 «Разработка, исследование и 
верификация корректных многоуровневых 
численных и численно-аналитических ме-
тодов локального расчета строительных 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ  

КИРПИЧНОГО ЖИЛОГО ЗДАНИЯ  
ПРИ ВЗРЫВЕ БЫТОВОГО ГАЗА ВНУТРИ ПОМЕЩЕНИЯ 

М.С. Барабаш, П.Н. Кирьязев, М.А. Ромашкина 

Национальный авиационный университет, г. Киев, УКРАИНА 
 

Аннотация. Предложена методика определения величины нагрузки от дефлаграционного взрыва. Опи-
саны конечно-элементные модели для оценки взрывоустойчивости и оценки степени поврежденности 
жилого кирпичного здания, которые использованы для ретроспективного нелинейного анализа реального 
кирпичного здания, в котором произошел взрыв бытового газа. 
 

Ключевые слова: конечно-элементная модель, взрыв бытового газа, прогрессирующее обрушение,  
запроектные воздействия, дефлаграционный взрыв, компьютерное моделирование, нелинейный анализ 

 
 
NUMERICAL MODELLING OF STRESS STRAIN STATE FOR 

THE BRICK RESIDENTIAL BUILDING IN CASE OF EXPLOSION 
OF DOMESTIC GAS INSIDE THE PREMISES 

Мaria S. Barabash, Petr N. Kiryazev, Мarina A. Romashkyna 
National Aviation University, Kiev, UKRAINE.   

 
Abstract: The author suggests method for determining the load from deflagration wave. The author describes FE 
models for evaluation of explosion stability and evaluation of the damage rate for brick residential building. 
These models are used for retrospective nonlinear analysis of real brick building where domestic gas was ex-
ploded. 
 

Keуwords: finite element model, explosing of domestic gas, progressive collapse, load beyond design value, 
deflagration wave, computer modelling, nonlinear analysis 

 

ВВЕДЕНИЕ 
 
При проектировании жилых зданий и непро-
изводственных помещений часто не преду-
сматриваются дополнительные меры по 
обеспечению прочности от динамического 
воздействия внутри помещения. Обычно при 
проектировании здания расчет на специаль-
ную динамическую нагрузку сводится к 
определению безопасного ударного давле-
ния, превышение которого приводит к раз-
рушению сооружения. 
Следует отметить, что в последнее время в 
жилых зданиях, не относящихся к взрыво-

опасным, участились случаи обрушения не-
сущих конструкций с последующим разру-
шением части или целого здания в результате 
взрыва природного газа внутри помещения. 
Кирпичная кладка подвержена значитель-
ным разрушениям по сравнению с бетонны-
ми или железобетонными несущими элемен-
тами, так как практически не сопротивляется 
действию горизонтальных нагрузок. При 
сравнительно небольшом прогибе при дей-
ствии эксплуатационных вертикальных 
нагрузок, приложенных с эксцентриситетом, 
происходит потеря устойчивости верхних 
этажей и конструкций крыши. Крепления 
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стеновых панелей, как правило, не рассчита-
ны на действие внутренних динамических 
нагрузок [1]. 
Нормативная документация многих стран [2-
10] обязывает выполнять проектирование 
зданий и сооружений с учетом возникнове-
ния возможных запроектных воздействий, 
которые могут повлечь за собой прогресси-
рующее обрушение. 
Анализ публикаций. Исследованию про-
блемы прогрессирующего обрушения по-
священы работы Алмазова В. О., Барабаш М. 
С., Городецкого А. С., Мутока Кяло, Растор-
гуева Б.С. Плотникова А. И., Хуснутдинов Д. 
З., Шапиро Г. И., Гурьева В. В., Эйсмана Ю. 
А., Powell G., Gilmour J.R. и Virdi K. S., 
Leyendecker E. V. и Ellingwood B. R., 
McGuire, W. и др. Следует заметить, что в 
нормативных документах разных стран 
неоднозначно трактуется «прогрессирующее 
обрушение». Отличаются не только опреде-
ления, но и допустимые его размеры. 
Разные подходы к моделированию процессов 
взрыва газа, к определению интенсивности 
нагрузки при взрыве в замкнутом помеще-
нии представлены в работах К. К. Андреева, 
А. Ф. Беляева, Ф. А. Вильямса, В. В. Воевод-
ского, М. Г. Годжелло, Н. А. Гусева, Я. Б. 
Зельдовича, В. В. Казеннова, А. А. Коваль-
ского, В.Н. Кондратьева, Г.Г. Орлова, Н.Н. 
Семенова, Д.А. Франк-Каменецкого, Ю.Б. 
Харитонова и др. 
Из анализа этих работ можно сделать вывод, 
что в настоящее время нет единства во 
взглядах и методах расчета конструкций на 
взрывные воздействия. Различны не только 
оценки воздействия поражающих факторов 
на здания, но и расчётные показатели избы-
точного давления. 
В решение проблем обеспечения взрывобез-
опасности и взрывоустойчивости зданий и 
сооружений, в том числе и при помощи ис-
пользования предохранительных конструк-
ций, внесли существенный вклад отече-
ственные ученые: Андрианов Р.А., Бабкин 
B.C., Баратов А.Н., Белишев И.Р., Бобков 
С.А., Болодьян И.А., Водяник В.И., Васильев 

А.А., Гвоздева Л.Г., Гельфанд Б.Е., Горев 
В.А., Григорян А.А., Гостинцев Ю.А., Доро-
феев С.Б., Зельдович Я.Б, Казеннов В.В., 
Карпов В.П., Комаров А.А., Корольченко 
А.Я., Макеев В.И., Махвиладзе А.Д., Ми-
шуев А.В., Молчадский И.С., Мольков В.В., 
Некрасова В.П., Одишария Г.Э., Орлов Г.Г., 
Пилюгин Л.П., Попов В.А., Румянцев B.C., 
Сафонов B.C., Стрельчук Н.А., Франк-
Каменецкий Д.А., Хуснутдинов Д.З., Шебеко 
Ю.Н., Шмелев Ю.Н., Щелкин К.И. и др. 
Из зарубежных ученых, успешно занимаю-
щихся подобными проблемами, следует вы-
делить Bradley D., Canu P., Crescitelli S., 
Fairweather M., Hirano Т., Mitcheson A., Moen 
I.O., Pasman H.I., Rota R., Solberg D.M., 
Vasey M.W., Yao C., Zalosh R.G. и др. 
Целью данной работы является разработка 
конечно-элементных моделей для оценки 
взрывоустойчивости и оценки степени по-
врежденности жилого кирпичного здания. 
 
 
ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 

Решить все задачи, связанные с прогресси-
рующим обрушением строительных кон-
струкций, экспериментальными методами не 
представляется возможным. Развитие ком-
пьютерных технологий и численных методов 
расчета позволяет решать многие задачи с 
помощью методов математического и ком-
пьютерного моделирования. В данной работе 
предложены конечно-элементные модели и 
подходы, которые можно использовать в 
дальнейшем для прогнозирования поведения 
конструкций при аналогичных запроектных 
воздействиях. 
Рассмотрен случай взрыва бытового газа, 
произошедшего в одной из секций здания 
жилого кирпичного дома. Обрушение, кото-
рое произошло в результате взрыва (в соот-
ветствии с критериями многих норм) можно 
отнести к прогрессирующему обрушению. 
Проведенные после взрыва здания обследо-
вания позволили сделать выводы об ошибках 
в проектных решениях, которые и привели к 
прогрессирующему обрушению.  
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Рисунок 1. Деформирована и разрушена кладка наружной несущей стены блок секции 

жилого дома с образованием трещин с четвертого по второй этаж. 
 

Для проверки результатов обследования бы-
ли составлены конечно-элементные модели и 
выполнены расчеты здания на взрывное воз-
действие, которые подтвердили правиль-
ность сделанных предположений, позволили 
смоделировать характер разрушения, и сде-
лать предложения по реконструкции разру-
шенного здания.  
До происшедшей аварии здание находилось 
в удовлетворительном состоянии. Конструк-
тивная схема здания выполнена с продоль-
ными несущими стенами и поэтажными мо-
нолитными поясами. Следует особо отме-
тить, что газификация здания была выполне-
на после ввода здания в эксплуатацию и, по-
видимому, этим можно объяснить, что моно-
литный пояс был рассчитан на неравномер-
ное проседание основания, а вероятность 
взрыва газа в проекте не рассматривалась. 
Вследствие этого не было предусмотрено 
надежное соединение плиты перекрытия и 
монолитного пояса. 
Взрыв внутри здания (без дальнейшего горе-
ния) привел к обрушению строительных 
конструкций, изменению расчетной схемы и 
нарушению пространственной жесткости 
одной из секций жилого дома. Повреждены 
наружные и внутренние стены здания, обру-
шены междуэтажные перекрытия, а также 

железобетонные плиты лоджии. В результате 
взрыва образовались выпуклости стен.  
От динамического воздействия взрыва обра-
зовались трещины во внутренней стене здания 
с первого по пятый этаж, трещины в между-
этажных перекрытиях, что свидетельствует о 
деформировании и снижении пространствен-
ной жесткости здания (Рисунки  1, 2). 
Для оценки НДС здания в стадии эксплуата-
ции до взрыва и после взрыва было разрабо-
тано несколько конечно-элементных моде-
лей в программном комплексе (ПК) ЛИРА-
САПР (рисунки 3а, 3б). Данные о прочност-
ных и геометрических характеристиках эле-
ментов сооружения взяты из результатов об-
следований. Результаты расчета модели ри-
сунок 3а) показали, что здание жилого дома 
запроектировано со значительным запасом 
прочности. Так, например, процент исполь-
зования несущей способности наиболее 
нагруженного простенка — 33%. Наличие 
монолитных поясов значительно повысило 
пространственную жесткость здания.  
Результаты расчета на модели, показанной на 
рис. 3, б), показали, что снижена несущая спо-
собность стен и плит перекрытия в месте об-
рушения строительных конструкций до 80%, а 
напряжения в кладке стен 2-го – 4-го этажей 
значительно превышают нормативные. 
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Рисунок 2. Обрушены перекрытия над вторым и третьим этажом. 

Трещины в углах здания шириной раскрытия до 150 мм. Разрушен защитный слой бетона  
и оголена арматура в междуэтажных монолитных поясах.  

 

          
 

а)                                                                 б)
Рисунок 3. Конечно-элементная модель здания жилого дома: 

а) до взрыва , б) после взрыва. 
 

Анализ характера повреждений сооружения 
после взрыва позволил установить, что были 
допущены ошибки в конструктивном реше-
нии соединения плит перекрытия с монолит-
ным поясом и несущими стенами. Для про-
верки гипотезы о том, что именно отсутствие 
надежного соединения плит перекрытия с 
монолитным поясом стало причиной харак-
тера разрушения (взрывной волной были 
отодвинуты стены, а плиты перекрытия, ли-

шенные опор, упали на нижние этажи), была 
составлена конечно-элементная модель, 
фрагмент которой показан на рисунке 4. 
По всей ширине обрушения плит перекрытия 
характер разрушения практически одинаков. 
Это позволило составить плоскую модель 
фрагмента кирпичной стены в месте взрыва. 
Кладка моделировалась пластинчатыми ко-
нечными элементами (КЭ) с учетом горизон-
тальных швов. 
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Рисунок. 4. Фрагмент конечно-элементной модели кирпичной стены. 

 
Плиты перекрытия моделировалась стержне-
выми КЭ. В узле опирания многопустотной 
плиты на кирпичную наружную стену моде-
лировалась ниша (глубина опирания плиты 
110 мм, зазор - 20 мм). Между плитой и мо-
нолитным поясом – растворный слой толщи-
ной 12 мм. Связь между ними осуществляет-
ся только за счет сил трения. Для моделиро-
вания односторонней связи между плитой 
перекрытия и монолитным поясом использо-
ваны специальные конечные элементы КЭ 
264 – двухузловые односторонние элементы 
трения, которые введены на участках кон-
такта плиты перекрытия и монолитного поя-
са, тем самым дискретизируя растворный 
слой между поверхностями контакта. В мо-
дели зона контакта плиты перекрытия с мо-
нолитным поясом при различных сочетаниях 
нагрузки может раскрываться и закрываться. 
Двухузловые односторонние элементы тре-
ния КЭ 264 работают либо на сжатие, либо 
на растяжение, пока нагрузка не достигнет 
предельного уровня. Чтобы обеспечить по-
стоянную работу элементов при любых 
условиях нагружения на участках контакта 
плиты перекрытия и монолитного пояса бы-
ли введены парные КЭ трения, одни из кото-
рых работали на сжатие, а другие на растя-
жение. Если возникающие в растворе напря-
жения превышают расчетное сопротивление, 
то нарушается совместная работа стены и 
плиты перекрытия. В данном случае именно 
состояние контактной зоны определило ха-

рактер разрушения. Контактное трение зави-
сит от нормальных сил взаимодействия, по-
этому в данной задаче учитывался характер 
и история загружения, а решение строилось 
на основе метода пошагового анализа. Такой 
подход позволяет задачу с односторонними 
связями и трением между взаимодействую-
щими телами свести к рассмотрению самого 
нелинейного дискретного контактного слоя. 
В случае кратковременных нагрузок при 
сильных взрывах конструкции работают в 
упругопластической стадии, поэтому задача 
решалась в физически нелинейной постанов-
ке (с учетом реальных диаграмм работы ма-
териалов). При формировании такой модели 
возникают сложности, связанные с недостат-
ком информации о физических свойствах 
материалов каменной кладки и кладочных 
растворов. Определение модуля упругости и 
коэффициента Пуассона строительными 
нормами и ГОСТами для растворов не 
предусмотрено. Поэтому при задании жест-
костных характеристик раствора кладки ис-
пользовались данные, приведенные в статье 
[11]. В этой модели многопустотная плита 
перекрытия представлена стержнем эквива-
лентной жесткости. 
О величине нагрузки на простенок во 
время взрыва. Импульсные нагрузки харак-
теризуются непродолжительным главным 
импульсом, вследствие чего затухание про-
является в меньшей степени, чем при перио-
дических нагрузках. При действии динами-
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ческих импульсных сил сооружения, не 
имеющие достаточной прочности, теряют 
устойчивость. За короткий промежуток вре-
мени действия импульса силы затухания не 
успевают поглотить значительную долю 
энергии, выделяемой при взрыве [12-14]. 
Давление на фронте дефлаграционного 
взрыва Δpmax рассчитывается по формуле (1)     
[15]: 
 








1
1.2

2

0max pp          (1) 

 
где  0p  =105 Па, атмосферное давление; 
  - безразмерная скорость распространения 
пламени: 

 

0а                            (2) 
 
где 0а  = 340 м/c, скорость звука в воздухе;   

– скорость фронта пламени (м/c) определена 
по методике, изложенной в [15]. 
В соответствии с табл. 1 [16] природный газ 
по взрывоопасности относится к чувстви-
тельным веществам (класс 3). По классифи-
кации окружающей территории (пункт 2.2, 
[16]), помещение кухни отнесено к третьему 
виду – среднезагроможденное пространство. 
По экспертной табл. 2 [16] установлено, что 
реализуется 4-й режим взрывного превраще-
ния облака ( =150÷200 м/с). Тогда согласно 
формулам (1) и (2) Δpmax = 47.9кПа. Радиус 
полусферы, образуемой газо-паро-
воздушной смесью (ГПВС), определен по 
формуле (3) для следующих значений вхо-
дящих в формулу величин: Cнпв = 1.2; μ = 166 
(табл. 9.7 [15]); T = 390 K (17°C); T0 = 373 K. 
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где к-доля массы горючего вещества, пере-
шедшего в облако (газы при атмосферном 
давлении к=1) (таб.9.8 [15]); T - температура 
окружающей среды 
(Т=200С+T0=200С+273=293К), 200

 – опти-
мальная температура воздуха кухни [17]; T0 
=273К; Cнпв =5, нижний объемный концен-
трационный процент воспламенения (таб.9.7 
[22]); μ=16, молярная масса горючего 
(таб.9.7 [22]); MT  – масса горючего вещества, 
кг:  

 

)(34.3712.0
100

45.97.49
100
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Vком – объем помещения, в котором произо-
шел взрыв [18]; Сстх = 9.45% , концентрация 
горючего в стехиометрической смеси Сстх,%; 
γ=0.712 кг/м3, коэффициент перевода при-
родного газа из кг в м3.  
Радиус облака в конце взрыва найден по 
формуле (4) [15]:   
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Для более детального количественного и ка-
чественного описания процесса дефлагра-
ции, построена волновая диаграмма (рис.5,6) 
с использованием методики, предложенной в 
работе [15]: 
Об особенностях расчета в системе ДИ-
НАМИКА-плюс ПК ЛИРА-САПР. В си-
стеме ДИНАМИКА-плюс задается информа-
ция о профиле воздушной ударной волны, 
необходимая для расчета динамики во вре-
мени (рисунок 7). 
Для решения проблемы динамического рас-
чета конструкций используют два основных 
метода: прямое интегрирование уравнений 
движения и разложение по собственным 
формам. 
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Рисунок 5. Профиль воздушной ударной волны при дефлаграционном взрыве бытового газа. 
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                                    а)                                                                                   б) 
Рисунок 6. Профили воздушной ударной волны при дефлаграционном взрыве бытового газа: 

а) R0=0.5, б) R0=2.5 
 

 



М.С. Барабаш, П.Н. Кирьязев, М.А. Ромашкина 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 80 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 7. Задание динамических воздействий для расчета динамики во времени 

 
Метод разложения по собственным формам 
можно применять только в рамках линейно-
го расчета, так как принцип суперпозиций 
недействителен в рамках нелинейной тео-
рии. Методы же прямого интегрирования 
носят общий характер и могут применяться 
для решения всех задач динамического рас-
чета конструкций. 
В динамике во времени используется прямое 
интегрирование уравнений движения. Тер-
мин «прямое» обозначает, что перед инте-
грированием не выполняется никаких преоб-
разований уравнений. 
Расчет на динамические воздействия осно-
ван, как известно, на решении системы диф-
ференциальных уравнений 
 

)()()()( tqtuKtuCtuM        (5) 

где M, C, K – соответственно матрицы масс, 
демпфирования и жесткости системы; 

)(),(),( tututu 
 – векторы узловых перемеще-

ний, скоростей и ускорений в момент време-
ни t; )(tq  - нагрузка, соответствующая мо-
менту времени t. 
Считается, что начальные скорости нулевые 

0)0( u , а начальные перемещения получе-
ны из решения первого загружения 1)0( uu 

  
Из рассмотрения (5), как системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений с по-
стоянными коэффициентами следует, что 
аппроксимировать скорости, ускорения и 
перемещения можно любыми конечно-

разностными выражениями в перемещениях. 
Для ускорений в момент времени t, исполь-
зуя метод центральных разностей, можно 
записать 
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Ошибка вычислений по формуле (6) имеет 
порядок Δt2 и для вычисления скоростей и 
перемещений с ошибками того же порядка 
необходимо использовать выражения 
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Подставляя выражения (6), (7) и (8) в выра-
жение (5) и определяя вектор 
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 путем решения системы уравнений (9).  
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Рисунок 8. График максимального перемещения по оси Х, мм фрагмента кирпичной стены  

(с учетом перемещений от первого статического загружения). 
 

Подобные схемы интегрирования называют-
ся схемами неявного интегрирования. Дан-
ная схема интегрирования получила назва-
ние модифицированного метода централь-
ных разностей. Выражение (9) является ис-
ходным при решении, как линейных, так и 
нелинейных задач прямым динамическим 
расчетом в ПК ЛИРА-САПР. 
При решении задачи (5) используется согла-
сованная матрица масс, построенная по тем 
же аппроксимирующим функциям, что и 
строилась матрица жесткости. При таком 
подходе учитывается и инерция вращения – 
появляются “крутильные” элементы матри-
цы масс. 
При шаговом интегрировании уравнения ко-
лебаний реакция сооружения вычислялась 
для ряда последовательных интервалов вре-
мени Δτ, которые выбирались из сходимости 
процесса. Неупругий характер работы учи-
тывается определением в начале каждого ин-
тервала времени новых динамических харак-
теристик, соответствующих изменяемому 
деформированному состоянию. Процесс вы-
числения является шаговым и продолжается 
от начала приложения нагрузки до любого 
момента времени с аппроксимацией неупру-
гой работы конструкций. Полная реакция 
сооружения определялась интегрированием 
уравнений состояния. 
Расчет на этой модели дал отклонение стены 
от вертикали 164мм, а в результате обследо-

вания установлено, что в результате взрыва 
стены здания сдвинулись с монолитных по-
этажных поясов на величину до 150 мм, т. е. 
плиты перекрытия лишились опор (площад-
ка опирания - 110 мм).  
В месте взрыва возникло повреждение камен-
ной кладки - трещины отрыва кирпичей по 
растворным швам (рисунок 9). Таким образом, 
в результате расчета была получена картина 
разрушения, ставшая причиной возникновения 
прогрессирующего обрушения. Это подтвер-
ждает и правильность предположения о при-
чине такого характера разрушения. 
Некоторые плиты после взрыва остались ча-
стично опертыми по длинной стороне. 
Сменился характер их работы (сжатый в 
проектном положении слой плиты оказался 
растянутым). Это повлекло к частичному 
разрушению плит, характер разрушения плит 
виден на рисунке 10. 
Для исследования НДС таких плит была со-
ставлена конечно-элементная модель, пока-
занная на рисунке 11. Многопустотная плита 
перекрытия моделировалась оболочечными 
КЭ. Арматурные каркасы, верхняя и нижняя 
сетка в плите моделировались стержневыми 
КЭ. 
Задача решалась в физически нелинейной 
постановке. Изменения характера работы 
плиты от нормального эксплуатационного к 
аварийному смоделирован с использованием 
постпроцессора МОНТАЖ ПК ЛИРА-САПР. 
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Рисунок 9. Некоторые результаты расчета конечноэлементной модели  

кирпичного простенка. 
 

  
Рисунок 10. Обрушены перекрытия над вторым и третьим этажом. 

 
На первой стадии монтажа монтировалась 
вся КЭ модель, приложена постоянная, дли-
тельная и кратковременная нагрузки. На 
второй стадии монтажа частично демонти-
ровались элементы опоры плиты перекры-
тия, приложена взрывная нагрузка. На треть-
ей стадии монтажа – приложена нагрузка от 
веса обрушившейся плиты перекрытия. 
Характер деформирования и разрушения ко-
нечно-элементной модели плиты перекры-
тия, полученный в результате расчета, похож 

на реальную картину разрушения многопу-
стотной плиты. 
 
 
ВЫВОДЫ 
 
Сравнение картины трещин, полученных в 
результате численного моделирования, с 
фактическим расположением повреждений, 
позволяет говорить о достоверности матема-
тических моделей и предложенной техноло-
гии моделирования,  которую  в  дальнейшем  
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Рисунок 11. Конечно-элементная модель многопустотной плиты перекрытия.
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можно использовать для численных экспе-
риментов с различными параметрами, вли-
яющими на силу и место взрыва.                                           
Установлено, что не предусмотренное в 
проекте крепление плит перекрытия с моно-
литным поясом повлекло за собой прогрес-
сирующее обрушение. Полное разрушение 
здания не произошло лишь благодаря по-
этажным монолитным поясам. Монолитные 
пояса, из-за отсутствия надежных горизон-
тальных связей с плитами и стенами, вос-
приняли появившуюся дополнительную 
нагрузку в вертикальной плоскости, и удер-
жали зависшую разрушенную часть здания 
от дальнейшего обрушения.  
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ОБОСНОВАНИЕ КРИТЕРИЕВ ПРЕДЕЛЬНЫХ СОСТОЯНИЙ 
КАМЕННЫХ КОНСТРУКЦИЙ СЕЙСМОСТОЙКИХ ЗДАНИЙ 

НА ОСНОВЕ ЧИСЛЕННЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ 
 

О.В. Кабанцев 
ООО «МонолитСтройПроект», г. Москва, РОССИЯ 

Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет,  
г. Москва, РОССИЯ 

 
Аннотация: В статье представлены результаты численных исследований структурных моделей камен-
ной кладки в условиях двухосного напряженного состояния. Предложен и обоснован метод определения 
границ упругой и пластической фаз деформирования на основе анализа приращений относительных де-
формаций моделей под возрастающей нагрузкой. На основании результатов численных исследований 
определены параметры пластичности каменной кладки при различных механических характеристиках 
материалов и прочности их взаимодействия. Представлены и обоснованы критерии предельных состоя-
ний каменных конструкций сейсмостойких зданий, определенные на основе характеристик пластичности 
каменной кладки. 
 

Ключевые слова: моделирование, численные методы, расчетная модель,  
напряженно-деформированное состояние, каменная кладка, кирпич, раствор 
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Abstract: The paper presents the results of numerical research structural models of masonry under biaxial 
stresses. Proposed and justified method of determining the borders the elastic and plastic deformation on the ba-
sis of the analysis of the phase increments relative deformation models under increasing load. Determine the pa-
rameters plasticity masonry with different mechanical characteristics of the material and the strength of their in-
teraction. Presented and justified criteria limit states of masonry structures earthquake-resistant buildings, de-
fined on the basis of the masonry characteristics of plasticity. 
 

Keywords: masonry, brick, mortar, modelling, numerical methods, calculation model, strain-stress state 
 

1. ВВЕДЕНИЕ 
 
Проблема определения параметров предель-
ных состояний конструкций сейсмостойких 
зданий, выполненных из материалов с выра-
женными хрупкими свойствами, а также 
композитов, включающих хрупкие базовые 
материалы, либо имеющих малопластичные 
связи между базовыми материалами, пред-
ставляет собой весьма сложную научную за-
дачу. Физические эксперименты с указанны-

ми материалами демонстрируют быстроте-
кущие процессы лавинообразного разруше-
ния экспериментальных образцов, что не 
всегда позволяет произвести детальные ис-
следования в зонах формирования началь-
ных локальных разрушений, выявить важные 
составляющие, определяющие процесс 
накопление и развитие разрушений. 
Для кусочно-однородных композитов, к кото-
рым относятся отдельные строительные ма-
териалы, например, каменная кладка, опреде-
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ление пластических характеристик является 
весьма актуальной задачей. Это определяется 
все большим применением деформационных 
критериев в оценке предельных состояний 
(см., например, нормы проектирования желе-
зобетонных конструкций, использующих 
предельные величины относительных дефор-
маций). При этом действующие нормы по 
проектированию ряда важнейших конструк-
ций, включая каменные конструкции, постро-
ены исключительно на силовых критериях, 
которые позволяют получить приемлемые 
результаты прогноза НДС для отдельных ре-
жимов эксплуатации сооружений. 
Однако работа несущих конструкций в осо-
бых эксплуатационных режимах, например, 
при сейсмических воздействиях, оценивается 
с учетом допустимости развития пластиче-
ских деформаций в некотором объеме, опре-
деленном действующими нормами. Дей-
ствующие нормативные документы учиты-
вают пластическую работу конструкций пу-
тем введения коэффициента допускаемых 
повреждений – К1 (в Еврокоде-8 – коэффи-
циент поведения). Таким образом, для до-
стоверного прогноза НДС конструкций в ре-
жиме сейсмических воздействий необходимо 
знание пластических характеристик кон-
струкционного материала. 
Современное состояние исследований по сей-
смостойкости конструкций из каменной клад-
ки базируется, в основном, на эксперимен-
тальных работах, выполненных лишь для не-
которых видов материалов каменной кладки и 
отдельных конструкций. Получение надежно 
обоснованных характеристик, определяющих 
сейсмостойкость каменных конструкций, 
возможно лишь на основе теоретических ис-
следований процессов упруго-пластического 
деформирования и разрушения каменной 
кладки в условиях напряженного состояний, 
соответствующего работе каменных кон-
струкций при сейсмических воздействиях, т.е. 
в условиях двухосного напряженного состоя-
ния. Таким образом, теоретические исследо-
вания поведения каменной кладки в фазе пла-
стического деформирования позволят устано-

вить научно обоснованные характеристики 
предельного состояния для более широкого 
круга материалов и внутренних свойств ка-
менной кладки, применяемой для сейсмо-
стойких конструкций. 
 
 
2. РЕЗУЛЬТАТЫ ТЕОРЕТИЧЕСКИХ 

ИССЛЕДОВАНИЙ УПРУГО-
ПЛАСТИЧЕСКОГО  
ДЕФОРМИРОВАНИЯ КАМЕННОЙ 
КЛАДКИ В УСЛОВИЯХ  
ДВУХОСНОГО НАПРЯЖЕННОГО 
СОСТОЯНИЯ 

 
Для исследований каменной кладки в усло-
виях двухосного напряженного состояния 
широко применяются модели на основе фе-
номенологической концепции материала с 
обобщенными эмпирическими зависимостя-
ми о поведении материала под нагрузкой, 
что не позволяет исследовать важнейшие де-
тали процесса пластической фазы деформи-
рования, включая существенно различные 
механизмы разрушения кирпича, раствора и 
узлов их соединения. Таким образом, для де-
тальных теоретических исследований пла-
стической фазы деформирования каменной 
кладки в условиях двухосного напряженного 
состояния необходимо использовать концеп-
цию моделирования, отражающую структуру 
кусочно-однородного композита и свойства 
связей базовых материалов, обеспечивающие 
их совместную работу. Указанные требова-
ния могут быть реализованы в рамках кон-
цепции дискретного моделирования, позво-
ляющей разработать модель с учетом внут-
ренней структуры композита. 
Структурная модель каменной кладки для 
условий двухосного напряженного состоя-
ний, включая систему критериев прочности, 
разработана, обоснована и верифицирована в 
работах [1-6]. В рамках модели учитываются 
все ключевые условия, обеспечивающие 
корректное моделирование кладки как 
структурно-однородного разномодульного 
композита: 
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 исследуемый объект из композита ап-
проксимируется системой структурных 
элементов; 

 границы структурных элементы соответ-
ствуют границам материалов, составляю-
щих композит; 

 механические характеристики и критерии 
прочности структурных элементов, ап-
проксимирующие материалы композита, а 
также характеристики их взаимодействия 
принимаются едиными для каждого 
структурного элемента модели и опреде-
ляются экспериментально; 

 геометрия и взаимное положение струк-
турных элементов определены на началь-
ном этапе до приложения нагрузки. 

Для проведения численных исследований в 
[7-11] представлена, обоснована и верифи-
цирована расчетная технология конечноэле-
ментного расчетного анализа, обеспечиваю-
щая выполнение многоэтапного расчета 
структурной модели с возрастающей нагруз-
кой с учетом изменений структуры модели 
при наследовании НДС от этапа к этапу. 
Численные исследования процесса упруго-
пластического деформирования и разруше-
ния моделей из каменной кладки в условиях 
двухосного напряженного состояний выпол-
нены в рамках работ [12, 13]. По результатам 
численных исследований установлено: 
 несущая способность каменной кладки 

при двухосном напряженном состоянии 
определяется исключительно величиной 
адгезионной прочности взаимодействия 
кирпича и раствора; 

 пластическое деформирование каменной 
кладки (вплоть до последних уровней 
нагружения) происходит при упругом де-
формировании базовых материалов – кир-
пича и раствора; 

 границы упругой и пластической фаз де-
формирования при различных механиче-
ских характеристиках базовых материалов 
кладки, а также при разных уровнях адге-
зионного взаимодействия кирпича и рас-
твора; 

  определены механизмы локальных раз-
рушений, оказывающих наибольшее вли-
яние на формирование пластической фазы 
деформирования с переходом к разруше-
нию модели. 

Обобщенные результаты численных исследо-
ваний процессов упруго-пластического де-
формирования каменной кладки в условиях 
двухосного напряженного состояния в графи-
ческом виде представлены на рисунке 1. 
 
 
3. УПРУГАЯ И ПЛАСТИЧЕСКАЯ ФАЗЫ 

ДЕФОРМИРОВАНИЯ КАМЕННОЙ 
КЛАДКИ В УСЛОВИЯХ  
ДВУХОСНОГО НАПРЯЖЕННОГО 
СОСТОЯНИЯ 

 
Определение границ упругой фазы деформи-
рования является важной задачей экспери-
ментальных исследований, решение которой 
позволит достоверно определить параметры 
всех фаз работы образца под нагрузкой – 
собственно упругую фазу, фазу пластиче-
ских деформаций, включая этапы формиро-
вания и накопления локальных повреждений, 
этап образования магистральных трещин с 
переходом к разрушения образца. 
В физических экспериментах существуют 
некоторые особенности измерения деформа-
ций, формирующихся под возрастающей 
нагрузкой. Анализ экспериментальных дан-
ных, полученных в результате физического 
эксперимента, представляет основания для 
некоторой «авторской» трактовки описывае-
мых результатов. Так, в результатах работы 
[14] в качестве границы линейной работы 
образца можно принять как результаты, со-
ответствующие уровню нагрузки зоны A, так 
и результаты, соответствующие уровню 
нагрузки зоны B (рисунок 2). С учетом того, 
что деформации, соответствующие уровню 
нагрузки зоны A, формируют некоторый из-
лом линии, аппроксимирующей график пе-
ремещений, то с формальных позиций зону A 
можно принять в качестве границы упругой 
фазы деформирования.  
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Рисунок 1. Графики «нагрузка – деформации» моделей каменной кладки при различных  

заданных величинах адгезионной прочности, прочности кирпича и раствора  
(по вертикальной оси – нагрузка в тоннах, по горизонтальной оси –  

относительные деформации ε). 
 
Однако, следование формальным признакам 
представляется не вполне обоснованным, так 
как эти деформации являются первыми зна-
чащими величинами, зафиксированными в 
физическом эксперименте. 
С учетом того, что деформации, соответ-
ствующие уровню нагрузки зоны A, форми-
руют некоторый излом линии, аппроксими-

рующей график перемещений, то с формаль-
ных позиций зону A можно принять в каче-
стве границы упругой фазы деформирова-
ния. Однако, следование формальным при-
знакам представляется не вполне обоснован-
ным, так как эти деформации являются пер-
выми значащими величинами, зафиксиро-
ванными в физическом эксперименте. 
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Рисунок 2. Результаты контроля деформаций образцов под нагрузкой в исследованиях [15] 

(по вертикальной оси – нагрузка в тоннах, по горизонтальной оси  
– относительные деформации ε·10-3). 

 
Результаты фиксации перемещений свиде-
тельствуют о формировании выраженного 
изменения характера деформирования об-
разца при увеличении нагрузки после 
нагрузки, соответствующей зоне В, – наблю-
дается более существенный прирост дефор-
маций (как сжатия, так и растяжения) при 
увеличении нагрузки. Таким образом, дан-
ные физических экспериментов на позволя-
ют сделать однозначный вывод о границе 
упругой фазы деформирования. 
В физическом эксперименте, выполненном в 
рамках работы [15], фиксация перемещений 
осуществлена с высоким уровнем точности 

измерений, что позволило установить суще-
ственно более сложный характер деформи-
рования образцов под возрастающей нагруз-
кой.  При этом получен естественный раз-
брос значений относительно некоторой ли-
нии, которой можно аппроксимировать гра-
фик деформирования образца (рисунок 3). 
Изучение графиков деформирования образ-
цов из работы [15] позволяет выделить три 
зоны, в которых может рассматриваться воз-
можность завершения упругой фазы дефор-
мирования – зоны A, B и C. 
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Рисунок 3. Результаты контроля деформаций образцов под нагрузкой в исследованиях [15] 

(по вертикальной оси – нагрузка в тоннах, по горизонтальной оси  
– относительные деформации ε·10-3). 

 
В зоне A наблюдается первое изменение ве-
личины прироста деформаций по отношению 
к предыдущему этапу, что формально может 
служить признаком завершения упругой фа-
зы деформирования. Вместе с тем, деформа-
ции растяжения в этой зоне являются пер-
выми значащими зафиксированными вели-
чинами и при этом график деформаций сжа-
тия близок к линейной функции. 
В зоне В может рассматриваться некоторый 
излом графика деформаций растяжения, при 
этом график деформаций сжатия – практиче-
ски линейный. 
Таким образом, зоны A и B не могут рас-
сматриваться как границы линейной фазы 
деформирования образцов. С учетом указан-
ного представляется возможным принять в 
качестве границы линейного деформирова-
ния образцов показатели зоны С, что под-
тверждается наличием значимых изменений 
в величины прироста деформаций по отно-
шению к предыдущему этапу как в деформа-
циях сжатия, так и в деформациях растяже-
ния. 
Следует отметить важные особенности ре-
зультатов измерения деформаций в работе 
[15]. Так, в результирующих материалах (ри-

сунок 3) финальные точки деформаций сжа-
тия не имеют соответствующих точек де-
формаций растяжения. Это объясняется тем, 
что нагружение образца последним уровнем 
нагрузки привело к формированию столь 
существенного объема повреждений (по су-
ществу разрушение образца), что вызвало 
разрушение механизмов фиксации деформа-
ций растяжения (как наиболее чувствитель-
ных). Деформации сжатия, зафиксированные 
на последней стадии, соответствуют состоя-
нию разрушенного образца и не могут рас-
сматриваться (при разрушенных механизмах 
фиксации деформаций растяжения) в каче-
стве объективной величины, характеризую-
щей пластическую фазу деформирования. 
Измерение деформаций растяжения (особен-
но в фазе пластических деформаций) имеет 
ряд особенностей, причиной которых явля-
ются наличие как локальных пустот в клад-
ке, так и неравномерность плотностей рас-
твора в горизонтальных и вертикальных 
швах. В наибольшей степени неравномер-
ность плотности раствора в швах проявляет-
ся в кладке со средним и низким качеством 
выполнения работ (что является характер-
ным условиях массовой застройки). Указан-
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ные особенности кладки приводят к увели-
ченным (по отношению к теоретическим 
значениям) величинам деформаций растяже-
ния. Величина отклонения от теоретических 
значений тем больше, чем ниже качество 
кладки. Хаотично сформировавшиеся ло-
кальные пустоты и неравномерности плотно-
стей раствора крайне сложно учесть в чис-
ленных исследованиях. 
Вместе с тем, в [15] экспериментально дока-
зано, что на самом первом этапе нагружения 
происходит уплотнение материала кладки 
вдоль сжатой диагонали, что приводит к об-
мятию всех точечных контактов раствора и 
кирпича и закрытию локальных полостей в 
кладке. Факт уплотнения материала под 
нагрузкой подтверждается существенным 
увеличением частоты собственных колеба-
ний образца после первого этапа нагружения 
(см. [15]). Это позволяет принять в качестве 
оценочного критерия деформационных 
свойств каменной кладки в условиях двухос-
ного напряженного состояния, включая фазу 
пластических деформаций, параметр дефор-
маций сжатия. 
Метод численного исследования упруго-
пластического деформирования и разруше-
ния каменной кладки при двухосном напря-
женном состоянии позволяет выполнить де-
тальный анализ всех процессов, происходя-
щих в расчетной модели образца при любом 
уровне нагрузки и соответствующем напря-
женно-деформированном состоянии модели. 
При этом расчетный анализ, основанный на 
принятой системе критериев прочности, 
представляет возможность установить факт 
наличия локального разрушения конечных 
элементов любой структурной группы по со-
ответствующему критерию прочности. 
По результатам численных исследований в 
части, касающейся, деформационных пока-
зателей, могут быть построены графики де-
формирования модели образца кладки при 
любом варианте механических и прочност-
ных показателей как базовых материалов, 
так и прочности их адгезионного взаимодей-

ствия. При этом следует учитывать следую-
щие особенности: 
 В упругой стадии деформирования модель 

ведет себя как монолитный материал, со-
стоящий их кусочно-однородных струк-
турных элементов, что определяет линей-
ную зависимость «нагрузка-деформация». 

 Превышение показателя прочности в лю-
бом конечном элементе любой структур-
ной группы (т.е. «разрушение» такого 
элемента модели) не может рассматри-
ваться в качестве формального признака 
завершения упругой фазы деформирова-
ния. Это определяется схемой работы лю-
бого из элементов модели, включая эле-
менты, аппроксимирующие связи базовых 
материалов, – при исчерпании прочности 
по одному критерию  из принятых в рам-
ках системы критериев прочности, эле-
мент модели может участвовать в работе 
расчетной схемы по механизмам, для ко-
торых критерии прочности не превыше-
ны. Таким образом, принятая методика 
оценки прочности, основанная на приме-
нении системы критериев, соответствую-
щих установленным механизмам разру-
шения, позволяет обнаружить факт отсут-
ствия влияния локального разрушения по 
одному из критериев на формирование 
перехода к пластическому деформирова-
нию модели в целом – см. [1-4]. 

 Состояние конечных элементов структур-
ных групп, аппроксимирующих взаимо-
действие кирпича и раствора, не является 
постоянной величиной. Изменения как 
уровня нагрузки, так и структуры модели 
приводят к изменению схемы распределе-
ния напряжений в ансамбле элементов 
расчетной схемы, что (в свою очередь) 
может изменить состояние таких конеч-
ных элементов. Например, адгезионный 
элемент горизонтального шва при изме-
нении напряжений от растяжения к сжа-
тию включается в работу по критерию 
воспринятия сжимающих напряжений и 
по критерию сдвига в степени, определя-
емой удерживающими усилиями. Таким 
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образом, объем «разрушенных» элементов 
может быть компенсирован объемом эле-
ментов, включившихся в работу вслед-
ствие изменения их состояния. Очевидно, 
что факт наличия «разрушенных» элемен-
тов не является определяющим в форми-
ровании увеличения деформаций, т.е. из-
лома графика деформаций. 

Факт перехода модели в фазу пластики мо-
жет быть установлен по результатам анализа 
прироста деформаций образца с учетом воз-
можных незначительных отклонений от не-
которой «средней» линии. Для этого предла-
гается использовать параметр приращения 
величины относительной деформации смеж-
ных этапов. Этот показатель обладает необ-
ходимой чувствительностью для оценки из-
менения характера прироста деформаций от 
этапа к этапу. 
Для иллюстрации предложенного подхода 
выполнен анализ результатов численного 
исследования упруго-пластического дефор-
мирования образца из каменной кладки под 
возрастающей нагрузкой, модель которого, 
критерии прочности и методика их анализа 
соответствуют принципам, изложенным в 
настоящем разделе. Конкретные механиче-
ские характеристики элементов модели не 
являются значимыми, результаты численно-
го исследования рассматриваются лишь в 
аспекте определения границ фазы упругого 
деформирования. На рисунке 4 представлен 
график деформирования расчетной модели 
каменной кладки (кирпич М100, раствор 
М50, адгезионная прочность Radh=0,08 МПа) 
под возрастающей нагрузкой. Численными 
исследованиями установлено, что при 
нагрузке 35 кН (3,5 т) в модели формируют-
ся первые «разрушенные» элементы, что от-
мечено на графике маркером увеличенного 
размера. 
Рассмотрение графика деформирования мо-
дели в целом (рисунок 4) может привести к 
заключению о том, что линейная фаза де-
формирования завершается при нагрузке 
около 54 кН (5,5 т), после которой графики 
деформирования демонстрируют выражен-

ный излом. Увеличение масштаба позволит 
зафиксировать излом графиков после 
нагрузки около 50 кН (5,0 т). При этом дан-
ные контроля прочности всех типов струк-
турных элементов модели показывают, что 
первые «разрушения» элементов фиксиру-
ются при нагрузке около 35 кН (3,5 т), что с 
формальной точки зрения можно также трак-
товать как переход к пластической фазе де-
формирования. Такой подход, имеющий вы-
раженный «авторский» характер, неизбежно 
приведет к существенному различию в ито-
говых результатах анализа упруго-
пластического деформирования модели в це-
лом. 
На рисунке 5 приведен график величины 
приращения относительных деформаций 
смежных этапов модели, деформации кото-
рой представлены на рисунке 4. Величина 
приращений определяется по формуле: 
 

1n n n        (1) 
 

График приращения относительных дефор-
маций смежных этапов (рис. 5) позволяет на 
иной методической основе установить точку 
завершения линейного деформирования об-
разца под возрастающей нагрузкой. На гра-
фиках приращений относительных деформа-
ций можно выделить три зоны. Зона А соот-
ветствует процессу раскрытия растянутых 
вертикальных швов, который формируется 
на самых первых этапах нагружения. Зона В 
соответствует этапу линейной работы ка-
менной кладки, в рамках которого можно 
зафиксировать некоторые отклонения (в 
пределах нескольких единиц 510  ) вели-
чины поэтапных приращений от «средней» 
линии. Анализ приращений свидетельствует, 
что начало процесса «разрушения» конечных 
элементов одной из структурных групп мо-
дели (уровень нагрузки около 35 кН) не при-
водит к более существенным отклонениям от 
«средней» линии графика. При величине 
нагрузки около 42 кН (4,3 т), что соответ-
ствует точке С на графике приращений отно-
сительных деформаций,  происходит  «разру- 
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Рисунок 4. График деформирования расчетной модели каменной кладки под возрастающей 

нагрузкой (по вертикальной оси – нагрузка в тоннах, по горизонтальной оси  
– относительные деформации ε). 

 

 
Рисунок 5. График величины поэтапных приращения относительных деформаций  

(по вертикальной оси – приращения относительных деформаций Δε·10-5,  
по горизонтальной оси – нагрузка, т). 
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шение» большего числа КЭ разных струк-
турных групп по различным критериям 
прочности, что приводит к приращению от-
носительных деформаций образца на вели-
чину в десятки единиц ε10-5. Таким образом, 
формируется излом графика деформаций, 
что свидетельствует о завершении фазы 
упругого деформирования, а точка C на гра-
фике является границей раздела фаз упруго-
го и пластического деформирования. 
Использование графика приращений относи-
тельных деформаций смежных этапов (рис. 
5) в качестве инструмента для оценки линей-
ности деформаций позволяет с высокой точ-
ностью определить уровень нагрузки, после 
которого деформации модели получают 
большие величины приращения, т.е. линей-
ная часть зависимости «нагрузки-
деформации» завершена. 
 
 
4. ХАРАКТЕРИСТИКИ  

ПЛАСТИЧНОСТИ КАМЕННОЙ 
КЛАДКИ В УСЛОВИЯХ  
ДВУХОСНОГО НАПРЯЖЕННОГО 
СОСТОЯНИЯ 

 
В качестве параметра, характеризующего 
способность кладки реализовать некоторую 
величину пластической фазы деформирова-
ния, предлагается (на основе работ Н.Н. По-
пова и Б.С. Расторгуева [16, 17] и с учетом 
работы A.S. Veletsos [18]) использовать ко-
эффициент пластичности: 
 

 /tot el             (2)  
 
где: εel - величина упругих деформаций; εtot - 
величина полных деформаций образца на 
стадии, предшествующей разрушению. 
В графическом виде результаты определения 
коэффициентов пластичности каменной 
кладки при двухосном напряженном состоя-
нии, выполненные в рамках численных ис-
следований, представлены на рисунке 6. 
Анализ полученных результатов показывает, 
что выявлена выраженная обратная зависи-

мость величины коэффициента пластичности 
(µ) от уровня адгезионной прочности (Radh): 
максимальный уровень коэффициента пла-
стичности зафиксирован при наименьшем 
уровне адгезионной прочности (Radh=0,04 
МПа), минимальный уровень – при наиболее 
высоком уровне адгезионной прочности 
(Radh=0,18 МПа). 
Столь существенные изменения величины 
характеристики пластичности определяются 
различными механизмами пластического 
деформирования, т.е. процессом формирова-
ния и накопления повреждений в структур-
ных элементах каменной кладки исследуе-
мых моделей. 
Повышение пластичности при низком 
уровне адгезионной прочности определяется 
особенностями формирования микроразру-
шений (см. [12, 13]), которые в этом случае 
локализованы в узле контакта базовых мате-
риалов кладки, как в элементе композита с 
минимальной прочностью, и приводит к 
формированию локальных разрушений в 
кирпиче и растворе после накопления доста-
точно большого объема повреждений в зоне 
их контакта. 
Снижение пластичности при высоком уровне 
адгезионной прочности определяется тем, 
что вследствие более прочного узла контакта 
базовых материалов локальные разрушения 
начинают формироваться в материале рас-
твора и материале кирпича, который (в слу-
чае использования керамики) обладает вы-
раженными хрупкими свойствами. 
Очевидно, что важнейшим фактором, опре-
деляющим весь процесс пластической фазы 
деформирования каменной кладки в услови-
ях двухосного напряженного состояния, яв-
ляется механизм локальных разрушений в 
зоне взаимодействия кирпича и раствора в 
горизонтальном шве по схемам «отрыв и 
срез при действии растягивающих напряже-
ний» (условный тип 3) и «срез при действии 
сжимающих напряжений» (условный тип 4). 
А с учетом многократной разницы в объемах 
разрушений по указанным типам (объем раз-
рушений   по   критерию  тип  4  превосходит  
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Рисунок 6. Графики коэффициентов пластичности (µ - по вертикальной оси)  

каменной кладки в условиях двухосного напряженного состояния (по горизонтальной оси  
– величина адгезионной прочности Radh, МПа). 

 
аналогичный объем по критерию тип 3 более 
чем в 4 раза - см. [12]), можно сделать вывод 
о ключевой роли процесса локальных раз-
рушений по схеме «срез при действии сжи-
мающих напряжений», который определяет 
величину характеристики пластических 
свойств каменной кладки. 
 
 
 
5. ХАРАКТЕРИСТИКИ ПРЕДЕЛЬНЫХ 

СОСТОЯНИЙ КАМЕННЫХ  
КОНСТРУКЦИЙ СЕЙСМОСТОЙКИХ 
ЗДАНИЙ 

 
Оценка сейсмостойкости зданий (прогноз 
уровня сейсмостойкости при проектирова-
нии новых зданий и сооружений) базируется 
на принципах допущения пластических де-
формаций конструкций при сейсмических 
воздействиях. Работа конструкций за преде-
лами упругости (т.е. с реализацией пластиче-
ской фазы деформирования) учитывается пу-
тем введения в методику определения сей-
смической нагрузки специального коэффи-

циента, который в отечественных нормах 
[19] имеет наименование «коэффициента до-
пускаемых повреждений» конструкций зда-
ний и сооружений (К1), а его величина зави-
сит от уровня допускаемых повреждений, 
реализуемых несущими конструкциями раз-
личного вида. Eurocode 8 [20] содержит «ко-
эффициент поведения» конструкции, имею-
щий аналогичный физический смысл. Вели-
чина «коэффициента допускаемых повре-
ждений/поведения» изменяется от нуля до 
единицы. По существу, величина величины 
«коэффициента допускаемых поврежде-
ний/поведения» является характеристикой 
предельного состояния конструкции, а опре-
деление научно обоснованного значения ука-
занного параметра является важнейшей за-
дачей, успешное решение которой обеспечи-
вает достоверность оценки сейсмостойкости 
зданий и сооружений. 
Одним из методов получения величины «ко-
эффициента допускаемых поврежде-
ний/поведения» является анализ состояния 
несущих конструкций зданий, получивших 
повреждения при землетрясениях (см., 
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например, [21, 22, 23]). Основной целью та-
ких исследований является определение не-
которого «допустимого» уровня поврежде-
ний конструкций, при котором возможна 
дальнейшая эксплуатация здания после соот-
ветствующего ремонта. 
Теоретические исследования по определе-
нию «коэффициента допускаемых повре-
ждений/поведения» базируются, как прави-
ло, на характеристике пластичности кон-
струкции (коэффициент пластичности µ), 
либо на параметре повреждаемости кон-
струкции («индекс повреждаемости кон-
струкции» D) - см., например, работы [24, 25, 
26, 27, 28], в которых предложены различные 
подходы к определению указанных парамет-
ров, например: 
a) по кривизне (для железобетонных 
элементов): 

 
max

y

k
k

 

       (3) 
 
где: kmax – максимальная кривизна сечения, 
соответствующая разрушающей нагрузке; 
ky – кривизна сечения, соответствующая 
началу текучести арматуры; 
b) по углу пластического поворота (для 
железобетонных элементов): 

 
max

y







         (4) 
 
где: θmax – максимальный угол поворота, со-
ответствующий разрушающей нагрузке; 
θy – угол поворота, соответствующий началу 
текучести арматуры; 
c) по прогибу: 

 
max

y

y
y

 

         (5) 
 
где: ymax – максимальный прогиб конструк-
ции, соответствующий разрушающей 
нагрузке; yy – прогиб, соответствующий 

началу текучести арматуры (для железобе-
тонного сечения), для иных материалов - 
прогиб, соответствующий максимальному 
уровню упругих деформаций материала кон-
струкции; 
d) для железобетонных конструкций (на 
основе кривизны сечения): 

 

max y
e

u y y u

dEk k
D

k k M k



 





          (6) 
 
где: kmax, ky, ku – величины кривизны сечения – 
максимальная, соответствующая началу теку-
чести арматуры, предельно допустимая, соот-
ветственно; dE – необратимо поглощаемая 
конструкцией гистерезисная энергия; βe – по-
стоянное значение индекса повреждения; My – 
изгибающий момент в сечении, соответству-
ющий пределу текучести арматуры. 
Необходимо отметить, что в рамках оценки 
повреждаемости по изменению жесткости в 
ряде работ (например, в [27]) предложено 
использовать не максимальное значение де-
формационного фактора, соответствующего 
разрушающей нагрузке, а некоторое мень-
шее значение, соответствующее нагрузке, 
вызывающей «допустимую» величину де-
формаций (повреждения) конструкции – Km, 
ku и т.п. Таким образом, оценка повреждае-
мости конструкций требует знания дополни-
тельных параметров, характеризующих спо-
собность конструкции реализовывать пла-
стическую фазу деформирования в той сте-
пени, которая обеспечивает возможность 
эксплуатации поврежденной конструкции 
после сейсмического воздействия. 
Очевидно, что для каменной кладки, как ма-
териала с выраженными анизотропными 
свойствами с существенно различающимися 
характеристиками пластичности при исполь-
зовании разных мтаериалов, установление 
предельно допустимых величин уровня пла-
стического деформирования является весьма 
важной задачей. 
Для условий осевого сжатия в работах Л.И. 
Онищика [29] показано, что существует не-
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которая предельная величина пластических 
деформаций и соответствующих локальных 
повреждений конструкции, после которой 
неизбежно последует ее разрушение. Под-
тверждение данных Л.И. Онищика получено 
в работах Б.С. Соколова [30]. Для каменных 
конструкций в условиях двухосного напря-
женного состояния исследований по опреде-
лению уровня коэффициента пластичности 
µ, соответствующего допустимому уровню 
повреждения, ранее не выполнялось. 
Однако, для обширного круга анизотропных 
материалов проведены исследования по 
определению характерных особенностей 
пластической фазы деформирования таких 
материалов при двухосном напряженном со-
стоянии. Так, в работах В.Е. Панина [32], 
В.Н. Никифоровского [31] и других авторов 
обоснован предел пластического деформи-
рования анизотропных материалов µlim=0,85 
µmax, после превышения которого развивают-
ся процессы полного разрушения материала. 
Анализ выполненных с участием автора фи-
зических экспериментов (например, [14, 15, 
33, 34])  показывает, что предельная величи-
на относительных полных перемещений, по-
сле которых наступает необратимое разру-
шение, равна: εlim=0,75÷0,85εmax. Необходимо 
подчеркнуть, что объем экспериментальных 
исследований на образцах из каменной клад-
ки незначителен и для определения стати-
стически обоснованного среднего значения 
предельных относительных деформаций фи-
зические эксперименты необходимо про-
должить. Представляется целесообразным 
для дальнейших работ принять предельное 
значение перемещений   
 

0,75lim max  . 
 
С учетом принятия ограничений на предель-
ную величину относительных деформаций, 
обеспечивающих сохранность поврежденно-
го материала (конструкции) предельная ве-
личина коэффициента пластичности µlim для 
каменной кладки в условиях двухосного 
напряженного состояния равна: 

0,75 0,75tot
l im max

el


 




             (7) 

 
где: εtot; εel – величины относительных де-
формаций – максимальная и упругой фазы, 
соответственно. 
Таким образом, на основе установленных 
предельных величин коэффициента пластич-
ности µlim представляется возможным опре-
делить значения коэффициента допускаемых 
повреждений (К1). Методика определения 
коэффициента К1 может быть принята на ос-
нове гипотезы Н. Ньюмарка [35]. С учетом 
некоторых уточнений, касающихся жест-
костных параметров конструкций, работаю-
щих в упругом и упруго-пластическом ре-
жимах, для сооружений с величиной основ-
ного тона собственных колебаний 0,1≥ t ≤0,5 
сек. значение К1 определяется по формуле: 
 

1
1

2 1l im

K



    (8) 

 
На основе (2) и (8) для каменной кладки в 
условиях двухосного напряженного состоя-
ния при различных величинах адгезионной 
прочности взаимодействия базовых материа-
лов Radh рассчитаны значения величин коэф-
фициентов допускаемых повреждений К1 , 
как характеристики предельных состояний 
конструкций сейсмостойких зданий, графи-
ческое представление которого приведено на 
рисунке 7. 
 
 
6. ВЫВОДЫ 
 
Анализ полученных по результатам числен-
ных исследований характеристик предель-
ных состояний каменных конструкций сей-
смостойких зданий, определяемых величи-
ной коэффициента допускаемых поврежде-
ний (К1), позволяет сделать следующие вы-
воды: 
 



Обоснование критериев предельных состояний каменных конструкций сейсмостойких зданий на основе 
численных исследований 

Volume 12, Issue 1, 2016 99 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 7. Графики коэффициента допускаемых повреждений К1.  

Среднее значение рассчитано для моделей из кирпича М100, М150 и раствора М50, М100. 
 

 Для установленного действующими нор-
мами [19] минимально допустимого уров-
ня адгезионной прочности (Radh=0,12 
МПа) коэффициент К1=0,4 подтверждает-
ся выполненными исследованиями, что 
позволяет сделать вывод о корректности и 
обоснованности принятой в нормах вели-
чины. 

 Для уровня адгезионной прочности 
0,04≤Radh≤0,08 МПа, при которой реализу-
ется выраженная пластическая фаза де-
формирования каменной кладки в услови-
ях двухосного напряженного состояния, 
что соответствует концепции действую-
щих норм, целесообразно ввести в нормы 
величину коэффициента К1=0,35. Такое 
значение К1 (с некоторым запасом) обес-
печит реализацию требований норм по 
обеспечению непревышения приемлемого 
уровня повреждений конструкций при 
расчетном землетрясении. 

 Для уровня адгезионной прочности 
Radh=0,18 МПа, что соответствует уровню 
I-й категории каменной кладки по сей-
смическим свойствам, необходимо уста-

новить повышенное значение коэффици-
ента К1=0,55. Такое значение К1 (с неко-
торым запасом) соответствует реализуе-
мой величине пластической фазы дефор-
мирования каменной кладки с повышен-
ным нормальным сцеплением, что обес-
печит реализацию требований норм по 
обеспечению непревышения приемлемого 
уровня повреждений конструкций при 
расчетном землетрясении. 

Таким образом, повышение адгезионной 
прочности сверх некоторого обоснованного 
уровня (по результатам выполненных иссле-
дований может быть принята величина 
Radh=0,12 МПа) приведет к снижению вели-
чины пластической фазы деформирования, 
что (при повышении уровня несущей спо-
собности) определяет требования по увели-
чению значения коэффициента допускаемых 
повреждений (К1). 
Применение при выполнении каменной 
кладки клеевых составов, обеспечивающих 
повышенный уровень адгезии (Radh>0,18 
МПа), может быть рекомендовано после до-
полнительных исследований, которыми 
необходимо подтвердить обеспечение сей-
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смостойкости каменных конструкций в 
условиях низкого уровня пластичности. 
Для подтверждения сейсмостойкости камен-
ных конструкций с уровнем адгезионной 
прочности Radh<0,04 МПа необходимо про-
должить экспериментальные исследования с 
использованием образцов с контролируемой 
величиной адгезионной прочности. По ре-
зультатам таких исследований необходимо 
выполнить дополнительную процедуру ве-
рификации структурной модели, что обеспе-
чит корректное научное обоснование воз-
можности (или недопустимости) использо-
вание таких уровней адгезионной прочности 
для создания сейсмостойких конструкций. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 
СОСТОЯНИЯ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ БАЛОК С ТРЕЩИНАМИ 

В ВК SCAD OFFICE V.21 
 

И.С. Кукушкин, М.А. Орлова 
Ивановский государственный политехнический университет, г. Иваново, РОССИЯ 

 
Аннотация: Представляются результаты натурного исследования напряженно-деформированного 
состояния железобетонных балок с образованными трещинами. Приводятся выведенные формулы 
для расчета несущей способности изгибаемых железобетонных элементов с дефектами, а также тео-
ретические и экспериментальные значения разрушающего изгибающего момента. Рассматривается 
модель работы железобетонных балок с трещинами в ВК SCAD Office v.21. Дается анализ влияния 
различных типов трещин на несущую способность и напряжено-деформированное состояние железо-
бетонных балок. 
 

Ключевые слова: железобетонные балки, трещины, напряженно-деформированное состояние
 

 
INVESTIGATIONS OF THE STRESS STRAIN STATE  

OF REINFORCED CONCRETE BEAMS WITH CRACKS  
IN SCAD OFFICE V.21 

 
Igor S. Kukushkin, Marina A. Orlova 

Ivanovo State Polytechnic University, Ivanovo, RUSSIA 
 

Abstract: In the course of reinforced concrete bending elements production, transportation, installation and 
operation emergence of various defects, such as normal cracks in the stretched zone and local horizontal 
cracks in concrete of the squeezed zone is possible. Cracks are formed as a result of violation of manufacturing 
techniques or normal service conditions of designs, and also because of joint action of loadings and adverse 
external factors.  For the purpose of establishment of influence of various defects on the bearing capacity and a 
deformations of the reinforced concrete bending elements experimental investigations of beams with normal 
and horizontal cracks were conducted. At the same time, beams free of defects with similar geometrical sizes, 
reinforcing and concrete were made and tested. These experiments allowed to develop an engineering method 
of calculation of the damaged beams, with use of the empirical coefficients considering change of height of the 
squeezed zone. This article presents results of the investigations of the stress strain state of reinforced concrete 
beams with different cracks. The sequence of modeling of reinforced concrete beams with cracks in the pro-
gram complex "SCAD Office" is presented. The loadings scheme represents the beam on two hinged support 
simulated by volume final elements of 36 type (a 8-nodal final element). Rod elements of the corresponding 
class and diameter act as reinforcement. In knots of the appendix of external loading special elements are add-
ed, load beams by a body weight and the experimental ultimate loading. Cracks are created by cutting of vol-
ume elements, reinforcing cores aren't cut. On completion of all necessary calculations the analysis of the 
stress strain state is made. The maximum values of tension in the compressed concrete of the beams with 
cracks are defined. Connection of coinciding knots is made, and the beam without cracks having a similar 
loading, reinforcement and concrete is calculate, and the maximum tension in the compressed concrete for 
beams free of defects is defined. Formulas for calculation of the bearing capacity of the bending reinforced 
concrete elements with defects are given. Series of beams, schemes of defects and loadings, characteristics of 
concrete and reinforcement, as well as ratio of ultimate bending moments of reinforced concrete beams with 
cracks and analogous beams without cracks, Ratios of tension calculated in the program complex «SCAD Of-
fice», and also average values of the theoretical and experimental bearing capacity in each series are given in 
table. The maximum tension in concrete of the squeezed zone is calculated by c use of empirical coefficients 
and by means of SCAD are given in table also. In conclusion there is the analysis of different cracks influence 
on the bearing capacity and the stress strain state of reinforced concrete beams.  

 
Keywords: reinforced concrete beams, cracks, stress strain state. 
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Опыт обследований железобетонных кон-
струкций показывает, что в процессе их из-
готовления, транспортирования, монтажа и 
эксплуатации возможно возникновение раз-
личных дефектов, таких как нормальные 
трещины в растянутой зоне и локальные го-
ризонтальные трещины в бетоне сжатой зо-
ны, которые вызваны нарушением техноло-
гии изготовления или нормальных условий 
эксплуатации конструкций, а также влияни-
ем нагрузок и неблагоприятных внешних 
факторов. 
С целью установления влияния различных 
дефектов на несущую способность и дефор-
мативность железобетонных изгибаемых эле-
ментов были проведены экспериментальные 
исследования балок (рисунок 1), разделенных 
на 8 серий в зависимости от типа и парамет-
ров нормальных и горизонтальных трещин, 
армирования сечений и прочности бетона.  
 

 
Рисунок 1. Схема испытания балок. 

 
Одновременно с балками, имеющими тре-
щины, были изготовлены и испытаны 4 се-
рии балок без дефектов, имеющих аналогич-
ные армирование, прочность бетона и гео-
метрические размеры (серии 7, 8, 11, 12). 
Балки изготовлены из тяжелого бетона раз-
личной прочности на сжатие В25, В50, и 
имеют прямоугольное сечение с конструк-
тивными размерами 120х235 мм, длину 1500 
мм и расчетный пролет 1200 мм [3]. Схемы 
нагружения и параметры трещин, соответ-
ствующие различным сериям балок, а также 

характеристики материалов указаны в таб-
лице 1. Поврежденный участок расположен в 
середине пролета в зоне чистого изгиба. 
Нормальные трещины расположены в растя-
нутой зоне элемента, горизонтальные тре-
щины – в сжатой зоне. Балки серии 1 имеют 
3 нормальные трещины высотой 0,21h, рас-
положенные с шагом lcrc = 100 мм. Балки се-
рий 2, 3 и 9 имеют 3 нормальные трещины 
высотой 0,42h, расположенные с шагом lcrc = 
100 мм, и отличаются между собой прочно-
стью бетона на сжатие (серии 2 и 9) или про-
центом армирования сечения (серии 2 и 3). 
Балки серии 4 имеют 5 нормальных трещин 
высотой 0,42h, расположенных с шагом lcrc = 
50 мм, (где h – высота поперечного сечения 
балки). Балки серии 5 имеют 3 локальные 
горизонтальные трещины длиной по 50 мм, 
расположенные с шагом 75 мм. Балки серий 
6 и 9 имеют 5 нормальных трещин высотой 
0,42h, расположенных с шагом lcrc = 50 мм и 
3 локальные горизонтальные трещины дли-
ной по 50 мм, и отличаются между собой 
прочностью бетона на сжатие. 
Армирование балок выполнено сварными 
каркасами, состоящими из двух стержней 
продольной рабочей арматуры из горячека-
таной стали периодического профиля диа-
метром 14 или 20 мм; двух стержней про-
дольной сжатой арматуры из горячекатаной 
стали периодического профиля диаметром 
10 мм, расположенной в приопорных зонах 
балки; поперечной арматуры из горячеката-
ной стали периодического профиля диамет-
ром 10 мм установленной с шагом 70 мм; 
монтажной арматуры, выполненной из хо-
лоднодеформированной проволоки периоди-
ческого профиля диаметром 5 мм. Опытные 
образцы испытывались на изгиб, как одно-
пролетные шарнирно опертые балки, нагру-
женные двумя сосредоточенными силами, 
прикладываемыми в третях пролета. Общий 
вид каркаса и схема испытаний балок пред-
ставлены на рисунке 2. 
При проведении сравнительного анализа ре-
зультатов эксперимента определялись сте-
пень влияния  различных  дефектов  на  несу- 
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Таблица 1. Варианты рассматриваемых балок. 
Серия Схема дефектов Диаметр арматуры Класс бетона 

1 

 

14 50 

2 

 

14 50 

9 14 25 

3 20 50 

4 

 

14 50 

5 

 

20 50 

6 

 

20 50 

10 20 25 

7 

 

14 50 
8 20 50 
11 14 25 

12 20 25 

 
щую способность и момент трещинообразо-
вания, устанавливались характер разрушения 
балок, закономерности развития трещин, 
прогибов, деформаций бетона и арматуры, в 
зависимости от параметров трещин, процен-
та армирования сечения и прочности бетона 

на сжатие [4]. В результате испытаний уста-
новлено, что несущая способность железобе-
тонных балок, имеющих трещины, снижает-
ся, в различной степени, в зависимости от 
параметров трещин. 
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Рисунок 2. Расчетная схема и армирование балки. 

 
Наличие горизонтальных трещин также 
уменьшает несущую способность изгибаемо-
го элемента. При увеличении прочности бе-
тона и степени армирования сечения влияние 
трещин на несущую способность балок 
уменьшается. Прочность балок, имеющих 
трещины, снижается по сравнению с балка-
ми без дефектов в среднем на 8% для балок 
серии 10 и менее чем на 5% для балок серий 
3, 5, 6 [6]. 
Проведенные эксперименты позволили раз-
работать инженерный метод расчета повре-
жденных балок, с использованием эмпири-
ческих коэффициентов kν и kh, учитываю-
щих изменение высоты сжатой зоны [5]. Не-
сущая способность элементов с трещинами 
определяется в зависимости от максимально-
го напряжения в сжатом бетоне для железо-
бетонных балок с трещинами σbν,h [7], 
начальной относительной высоты сжатой 
зоны бетона ξ и размеров поперечного сече-
ния балки b и h0: 
 

2
0

,, )5,01( hbM h
b

h
b    (1) 

 
С целью определения максимальных напря-
жений в бетоне сжатой зоны изгибаемых 
элементов, при разрушающей нагрузке, был 

проведен численный эксперимент, путем 
моделирования железобетонных балок с 
трещинами в среде программного комплекса 
SCAD Office v.21 [1, 2]. 
Расчетная схема представляет собой балку, 
смоделированную объемными конечными 
элементами типа 36 (8-узловой изопарамет-
рический конечный элемент), шарнирно-
опертую по двум сторонам (рисунок 3). 
 

 
Рисунок 3. Общая схема балки. 

 
В качестве арматуры выступают стержневые 
элементы соответствующего класса и диа-
метра (рисунок 4). 
В узлах приложения внешней нагрузки до-
бавляются специальные элементы, произво-
дится загружение балки собственным весом 
и нагрузкой равной экспериментальной раз-
рушающей. 
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Жесткости   
 10  E = 3.00186e+010 Н/м^2  14  X, Y, Z, Ux, Uy, Uz

 
Рисунок 4. Армирование балки. 

 
Трещины создаются путем разрезания объ-
емных элементов (рисунки 5, 6) – арматур-
ные стержни не разрезаются. 
 

 
Рисунок 5. «Создание» трещин. 

 
Рисунок 6. «Создание» трещин. 

 
По завершению всех необходимых расчетов 
производится анализ напряженно-
деформированного состояния (НДС), исходя 
из карт изополей – изолиний (рисунки 7, 8). 
Определяются максимальные значения 
напряжений в сжатом бетоне в зоне чистого 
изгиба для балки с трещинами σult. Произво-
дится объединение совпадающих узлов и 
рассчитывается балка без трещин, имеющая 
аналогичные загружение, армирование и 
прочность бетона, и определяется макси-
мальное напряжение в сжатом бетоне для 
балок без дефектов σtest. 
В таблице 2 приведены соотношения напря-
жений, вычисленных в программном ком-
плексе SCAD Office v.21 σtest/σult; соотноше-
ния экспериментальных значений разруша-
ющих моментов балок с трещинами и анало-
гичных балок без дефектов Mult/Mtest; средние 

по серии значения экспериментального раз-
рушающего момента , несущая способность, 
вычисленная по результатам численного 
эксперимента Mb

SСAD и теоретических расче-
тов Mb

v; максимальные напряжения в бетоне 
сжатой зоны вычислены  c использованием 
эмпирических коэффициентов σb

v и с помо-
щью SCAD Office v.21 σult. 
Анализ результатов экспериментальных ис-
следований и теоретических расчетов пока-
зал, что трещины в железобетонных изгиба-
емых элементах оказывают влияние на их 
напряженно-деформированное состояние.  
Несущая способность балок с трещинами 
ниже, чем у аналогичных балок без дефектов 
на 2 - 18%, в зависимости от прочности бе-
тона, степени армирования сечения, типа и 
параметров трещин.  
Проведенные экспериментальные исследо-
вания позволили разработать метод расчета 
несущей способности с учетом влияния тре-
щин, основанный на теории механики раз-
рушения и использовании эмпирических ко-
эффициентов kv и kh. Зная параметры тре-
щин, характеристики материалов, размеры 
поперечного сечения и используя критиче-
ские коэффициенты интенсивности напря-
жений, можно определить максимальные 
напряжения в бетоне сжатой зоны и несу-
щую способность железобетонных балок с 
трещинами. 
Верность теоретических расчетов подтвер-
ждают проведенные физический и числен-
ный экспериментальные исследования балок 
с начальными дефектами. 
Предложенная методика занижает фактиче-
скую несущую способность, что обеспечива-
ет небольшой запас прочности. Таким обра-
зом, инженерный метод расчета, основанный 
на использовании эмпирических коэффици-
ентов, позволяет вычислить несущую спо-
собность балок с трещинами с точностью до 
4,8% и с точностью в среднем до 5,9% при 
расчете с использованием программного 
комплекса SCAD Office v.21. 
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Рисунок 7. Изополя напряжений Nz. 

 

 
Рисунок 8. Изополя напряжений Nx. 
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Таблица 2. Результаты проведенных экcпериментов. 
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1 18,70 28,30 5,8 0,885 30,04 0,900 17,50 27,00 10 
2 18,57 28,10 5,9 0,880 29,88 0,900 18,03 27,73 7,2 
9 16,02 26,03 2,1 0,820 26,60 0,860 15,96 25,93 2,5 
3 27,18 47,02 2,0 0,984 48,00 0,920 26,10 45,20 5,8 
4 18,15 27,46 5,7 0,860 29,12 0,890 17,82 27,00 7,3 
5 26,90 46,48 2,1 0,973 47,50 0,997 26,59 46,00 3,1 
6 26.23 45,38 1,6 0,950 46,13 0,950 26,02 45,02 2,4 
10 19,10 35,10 11,6 0,92 39,70 0,980 18,99 34,94 11,9 
7 21,10 32,00 5,7 1,00 33,95 1,00 18,77 28,41 8,9 
8 27,61 47,80 2,0 1,00 48,80 1,00 27,33 47,30 3 
11 19,54 31,75 1,7 1,00 32,29 1,00 18,204 29,60 8,3 
12 20,76 38,20 11,5 1,00 43,20 1,00 23,40 43,00 0,5 
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К МЕТОДИКЕ ИНЖЕНЕРНОГО РАСЧЕТА  
СВАЙНО-ПЛИТНОГО ФУНДАМЕНТА 

 
Р.А. Мангушев, Л.Н. Кондратьева 

Санкт-Петербургский государственный архитектурно-строительный университет, г. Санкт-Петербург,  
РОССИЯ 

 
Аннотация. Описан механизм работы свайно-плитного фундамента, на основании которого предложена 
методика расчета осадки СПФ и основных его параметров, позволяющая оптимально  распределить 
нагрузки между плитой и сваями, обеспечить надежность и эксплуатационную пригодность зданий, 
уменьшить осадки и сократить количество свай. Получена формула для расчета осадки свайно-плитного 
фундамента и построен график распределения относительных осадок, приведено сравнение с графиком 
реальных осадок СПФ. Разработан алгоритм расчета ПРФ. 

 
Ключевые слова: свайный фундамент, плитный фундамент, свайно-плитный фундамент,  

допустимая осадка, расчетная осадка, количество свай 
 
 

ABOUT METHOD OF ENGINEERING ANALYSIS  
OF PILE-SLAB FOUNDATION 

 
Rashid A. Mangushev, Lidiya N. Kondratieva 

Saint-Petersburg State University of Architecture and Civil Engineering, Saint-Petersburg, RUSSIA 
 

Abstract. The mechanism of the work pile-slab foundation (PSF) is under consideration. Corresponding ap-
proach to PSF analysis is presented. This approach allows optimal distribution of load between the plate and the 
piles in order to ensure the reliability and serviceability of buildings and provides decrease of settlements and re-
duced number of piles. Formula for calculation of PSF settlements, corresponding plot for relative settlements 
distribution with comparisons are given. Algorithm for analysis of PSF is considered as well. 

 
Keywords: pile foundation, slab foundation, pile-slab foundation, 

permissible draft, estimated the sediment, the number of piles 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 
С увеличением нагрузки от высотных зданий 
появилась необходимость обеспечить экс-
плуатационную пригодность зданий, исполь-
зуя более экономичные технологии, чем те, 
которые применялись для плитных или 
свайных фундаментов высотных зданий пер-
вого поколения. Свайно-плитный фундамент 
(СПФ) имеет перспективы  широкого приме-
нения при строительстве высотных зданий, 
больших резервуаров и других сооружений 
на слабых, насыпных грунтах,  при плотной 
городской застройке и отсутствии данных о 
главных особенностях грунта. Строитель-

ство свайно-плитных фундаментов происхо-
дит гораздо быстрее, а стоимость работ ни-
же, чем строительство традиционных плит-
ных или свайных фундаментов. 
СПФ стали популярны после успешного воз-
ведения на них нескольких высотных зданий 
во Франкфурте-на-Майне [1] (рисунок 1а).  
В Санкт-Петербурге строится Лахта-центр 
на СПФ [2] (рисунок 1б). 
Механизм взаимодействия СПФ с грунтом 
изучается путем натурных наблюдений за 
реальными объектами [1, 3], методами физи-
ческого [4, 5] и численного [6, 7] моделиро-
вания. В  [8, 9, 10, 11, 12] даны рекоменда-
ции по расчету СПФ. 
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а)                                                                    б) 

Рисунок 1. Схема высотного здания на СПФ: а – башня Мессетурм  
во Франкфурте-на-Майне h=256 м; б - Лахта-центр  в Санкт-Петербурге h=462 м. 

 
Однако, как в теории СПФ, так и в практике 
проектирования имеется немало неопреде-
ленностей. Одним из важнейших параметров  
СПФ, определяющим возможность его прак-
тического использования, является осадка 
сооружения под расчетной нагрузкой. 
Проектирование группы свай для СПФ – со-
вершенно новая процедура, подразумеваю-
щая применение более сложной модели вза-
имодействия между основаниями и соору-
жениями. В работе предложена методика 
инженерного расчета СПФ, позволяющая 
оптимально  распределить нагрузки между 
плитой и сваями и обеспечить надежность и 
эксплуатационную пригодность зданий, 
уменьшить осадки и сократить количество 
свай, что приведет к снижению стоимости и 
материалоемкости фундамента. 

 

МЕТОДИКА ИНЖЕНЕРНОГО  
РАСЧЕТА СВАЙНО-ПЛИТНОГО  
ФУНДАМЕНТА 
 
Согласно [10] комбинированный свайно-
плитный фундамент (СПФ) (piled raft 
foundation) - это фундамент, состоящий из 
железобетонной плиты (свайного ростверка) 
и свай, совместно передающих нагрузку на 
основание. 
Механизм взаимодействия СПФ с массивом 
грунта довольно сложен. Он зависит не 
только от свойств грунтов и параметров 
фундамента, но и должен учитывать измене-
ние напряженно-деформированного состоя-
ния грунтового массива по мере увеличения 
нагрузки.   
Для построения расчетной схемы СПФ при-
нимаем следующие допущения: 



Р.А. Мангушев, Л.Н. Кондратьева 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 112 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1. Изгибающими, крутящими и поперечны-
ми воздействиями пренебрегаем, учиты-
вая значительную  жесткость плиты в го-
ризонтальной плоскости;  

2. График «нагрузка – осадка» одиночной 
сваи в составе СПФ имеет билинейную 
форму (рисунок 2). 

 
Рисунок 2. График нагружения сваи; 

Ф – несущая способность сваи, Р – нагрузка, 
S – осадка. 

  
3. При нагрузке Р<Фсум., меньшей суммар-

ной несущей способности свай, вся 
нагрузка передается на грунт через сваи. 
Плитный ростверк в работе не участвует; 

4. При нагрузке Р=Фсум., равной суммарной 
несущей способности свай, происходит 
проскальзывание свай относительно 
грунта по стволу и погружение их в в 
грунтовый массив ниже острия свай, ро-
стверк вступает в работу и при Р ≥ Фсум. 
передает на грунт все дальнейшее увели-
чение нагрузки. 

5. Деформацией железобетонных свай и 
плиты пренебрегаем, поскольку модуль 
упругости свай и плиты близок к 20000 
МПа, что примерно на три порядка выше 
модуля деформации межсвайного грун-
та.  

Рассмотрим три варианта фундамента для 
тяжелого сооружения башенного типа, пере-
дающего на плиту фундамента вертикаль-
ную нагрузку N. Простым и наиболее деше-
вым вариантом для такого сооружения явля-
ется плитный фундамент  (рисунок 3а). 
Однако при этом наиболее сжимаемые верх-
ние слои грунтовой толщи оказываются и 
наиболее нагруженными. Осадка плитного 
фундамента Sп на средне-сжимаемых грунтах 
(до Ео ˂ 20 МПа, где Ео –средний модуль де-
формации грунтового массива)  обычно, до-

статочно велика и часто превосходит пре-
дельно допустимые значения. Расчет осадки 
Sп  методом послойного суммирования под 
нагрузкой  N приведенной к равномерно  
распределенной по площади плиты, доста-
точно прост и общепризнан в мировой прак-
тике. Величина Sп  представляет собой 
наибольшую возможную осадку данного со-
оружения в данных грунтовых условиях.  
Жесткость плитного фундамента принимаем 
равной отношению нагрузки к осадке:   

 
kп = R /Sп,       (1) 

 
где kп - жесткость плитного фундамента,  N – 
вес сооружения,  Sп - осадка плитного фун-
дамента. 
Большой осадке соответствует и ее большая 
неравномерность, чреватая появлением кре-
на сооружения,  что проявилось при строи-
тельстве на плитном фундаменте 17-
этажного дома по Шипкинскому переулку в 
Санкт-Петербурге [11].  Ожидаемая большая 
осадка и опасность появления крена плитно-
го фундамента  вынуждают рассматривать в 
подобных условиях свайный вариант.  
Действующие нормативные документы [8] 
предусматривают передачу на сваи всей 
нагрузки от сооружения (рисунок 3б). Счи-
тается, что при этом ростверк не передает 
нагрузки на грунт, и высота столба межсвай-
ного грунта при нагружении и оседании 
свайного фундамента остается неизменной. 
По этой схеме сваи и межсвайный грунт ра-
ботают как единый свайно-грунтовый мас-
сив, передающий всю нагрузку на более глу-
бокие и менее сжимаемые слои грунта ниже 
острия свай. Соответственно и осадка свай-
ного фундамента Sс  под той же нагрузкой   N 
значительно меньше, чем Sп. Жесткость 
свайного фундамента аналогично (1) прини-
маем:   

 
kс = N /Sс ,                   (2) 

 
где kс - жесткость свайного фундамента,  Sс - 
осадка свайного фундамента. 
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Рисунок 3. Варианты фундаментов:  а – плитный; б – свайный;  в – плитно-свайный. 

Слева – осадки, справа – эпюры дополнительных вертикальных напряжений. 
  

Межсвайный грунт, реально, практического 
вклада в осадку свайного фундамента не 
вносит и вместе со сваями и ростверком по-
гружается на величину Sс. Осадка свайного 
фундамента Sс  обычно вычисляется методом 
послойного суммирования как осадка услов-
ного фундамента с глубиной заложения рав-
ной глубине погружения свай [8, 10].  
Если вычисленная осадка свайного фунда-
мента Sс  значительно меньше допустимой 
осадки возводимого сооружения Su, то от-
крывается возможность сократить количе-
ство свай и реализовать идею СПФ.  
В случае, если свайное поле устроено, а ре-
зультаты контрольных испытаний свай ока-
зались ниже заложенной в расчет несущей 
способности, то тогда  так же есть необхо-
димость и возможность  использовать СПФ.   
В [1] предложено распределение общей 
нагрузки от сооружения между различными 
несущими конструкциями СПФ описать с 
помощью коэффициента α, который уста-
навливает зависимость между суммарной 
нагрузкой на сваи Nс и общей нагрузкой от 
здания N: 

 
α = Rс / R, 

 
где α – безразмерный коэффициент, показы-
вающий долю общей нагрузки сооружения, 
передаваемой на сваи; Nс – нагрузка соору-
жения, передаваемая на сваи. 

Соответственно нагрузка, передаваемая на 
сваи, будет определяться по формуле:  

 
 Nс = α N.          (3) 

 
Нагрузка, передаваемая на плитный ростверк:   

 
N п = (1- α)  N,                      (4) 

 
где Nп – нагрузка сооружения, передаваемая 
на грунтовое основание плитным ростверком. 
Введем обозначение S1 для компонента осад-
ки СПФ (рис.3, в). Это осадки, определяемые 
преимущественно  сжимаемостью верхних 
слоев грунта, передаются плитным роствер-
ком и определяются аналогично (1):  

 
S1 = Nп / kп ,                     (5) 

 
где S1 – доля осадки плитного фундамента в 
СПФ. 
Подставив  (1) и (4) в выражение (5) и вы-
полнив элементарные математические пре-
образования, получим компонент осадки 
плитного фундамента СПФ:  

 
S1= (1- α) Sп.                       (6) 

 
При передаче плитным фундаментом части 
нагрузки на межсвайный грунт произойдет 
уменьшение его высоты на величину S1 
(рис.3, в).  
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Рисунок 4. Графики зависимостей относительных осадок от коэффициента α: 

 а - по данным наблюдений [1]; б - по формуле (8) 
 
В то же время длина свай в силу их жестко-
сти останется прежней. Следовательно, сваи 
погрузятся в грунт ниже острия свай на ве-
личину S1. 
Второй компонент осадки СПФ - S2 (рисунок 
3в), определяемый сжимаемостью толщи 
ниже острия свай, получим аналогично (6): 

 
 S2= α Sс ,      (7) 

 
где S2 – доля осадки свайного фундамента в 
СПФ. 
Полная осадка свайно-плитного фундамента 
представляет собой сумму этих двух компо-
нентов 

 
Sсп= S1 + S2= (1- α) Sп + α Sс.      (8) 

 
Формула (8) определяет линейное возраста-
ние осадки СПФ Sсп от минимальной величи-
ны  Sс до максимальной величины  Sп  при 
уменьшении коэффициента α от 1,0 (свайный 
фундамент) до 0,0 (плитный фундамент). 
Р. Катценбах и др. [1], обобщив данные 
наблюдений за высотными зданиями,  при-
водят график (рисунок 4а), на котором пока-
заны относительные осадки в зависимости от 
величины коэффициента α. Наблюдавшиеся 
осадки  СПФ располагались в заштрихован-
ной области АВС. Для плитного фундамента 
без учета свай коэффициент  α=0. Коэффи-
циент α=1 характеризует группу изолиро-
ванных свай без учета плиты. При этом ре-

альные относительные осадки свайных фун-
даментов СПФ имели величину от 0,18 (точ-
ка В) до 0,47 (точка С). Это объясняется тем, 
что были учтены взаимодействия между ос-
нованиями и сооружениями, грунтовые 
условия и другие факторы. 
На рисунке 4б показан график зависимости  
осадок от коэффициента α, вычисленных по 
формуле (8), полученной аналитическим пу-
тем по разработанной методике. Точки В и С 
характеризуют два варианта  грунтовых 
условий, нагрузок и размеров  фундаментов, 
в первом из которых соотношение Sс/Sп = 
0,18,  а во втором Sс/Sп = 0,47.  Линия АВ 
представляет собой график зависимости 
осадки СПФ от коэффициента α для первого 
варианта, линия АС - для второго варианта.  
Линейные графики для промежуточных ва-
риантов, у которых 0,18< Sс/Sп < 0.47, будут 
располагаться в пределах заштрихованной 
треугольной зоны АВС. 
Зона теоретических осадок ПСФ  (рисунок 
4б) более узкая, чем зона фактических оса-
док (рисунок 4а). Это вполне объяснимо, ес-
ли принять во внимание, что все точки на 
линии АВ на рисунке 4б (как, впрочем, и на 
любом другом луче в пределах угла ВАС) 
различаются только величиной коэффициен-
та α  при прочих постоянных условиях, в то 
время как любая точка в зоне АВС на рисун-
ке 4, а характеризуется не только определен-
ной величиной α, но и уникальным набором 
геологических и иных параметров. 
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Рисунок 4. Графики зависимостей относительных осадок от коэффициента α: 

 а - по данным наблюдений [1]; б - по формуле (8). 
 

АЛГОРИТМ РАСЧЕТА СПФ 
 
1. Определяется осадка Sп заданного соору-
жения весом N при опирании его на выбран-
ный или заданный плитный фундамент. Если 
осадка превышает допустимую осадку Sп > 
Su, то выполняется  п.2.                                 
2. Определяется осадка Sс заданного соору-
жения весом N при его опирании на выбран-
ный свайный фундамент (задается тип свай, 
диаметр и глубина их погружения, определя-
ется их несущую способность Ф). Если осад-
ка меньше допустимой осадки сооружения  
Sс ≤ 2Su, то выполняется  п.4. 
3. Из условия 
 

S u ≤ Sсп = (1- α) Sп + α Sс         (9) 
 
определяется коэффициент  α:   
 

α = (Sп – Su)/(Sп - Sс).     (10) 
 
4. Определяется  количество свай из условия; 
 

nпс ≥ α N/Ф                        (11) 
 
Таким образом, определены все основные 
параметры СПФ под заданный объект с за-
данной предельно допустимой осадкой. 

 
 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Основным критическим параметром СПФ, 
определяющим возможность и целесообраз-
ность его использования, является его осад-
ка. Предложенный  упрощенный механизм 
взаимодействия  СПФ с грунтовым массивом 
позволяет приближенно определять ее в за-
висимости от доли нагрузки, передаваемой 
на сваи. При этом максимальная и мини-
мальная границы оценки  (соответственно 
осадки чисто плитного и чисто свайного  ва-
риантов  СПФ) определяются  общепризнан-
ным методом, то есть могут рассматриваться 
как достаточно надежные. Это позволяет из-
бежать больших ошибок в прогнозе осадки 
СПФ, несмотря на определенную прибли-
женность расчетной схемы. 
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ЗДАНИЙ ПРИ СЕЙСМИЧЕСКИХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ УРОВНЯ 
МРЗ 
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Аннотация: В статье изложена разработаннаяметодика численного моделирования динамической реак-
ции физически нелинейной пространственной системы «основание - высотное здание»на особое сочета-
ние нагрузок, включающее интенсивное сейсмическое воздействие уровня МРЗ, заданное акселерограм-
мой землетрясения. Методика, реализованная с помощью верифицированного программного 
комплексаAbaqus, применена для конечноэлементного анализа проектного варианта 400-метрового небо-
скреба с несущими железобетонными конструкциями при 9,5 балльном сейсмическом воздействии. При 
этом основной акцент сделан на моделировании железобетонных конструкций в условиях локальных 
разрушений – образования трещин и крошения. 
 

Ключевые слова: максимальное расчетное землетрясение, физическая нелинейность, железобетон,  
математическое моделирование, численные методы, метод конечных элементов,  

напряженно-деформированное состояние, собственные частоты и формы, динамическая реакция 
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Abstract: Numerical simulation of three-dimensional system “foundation – high-rise building” physically non-
linear response to special loading case including maximum design earthquake excitation defined with the corre-
sponding accelerogram is presented. The developed simulation technique is employed for finite element analysis 
of exposed to 9.5 magnitude earthquake 400 meters skyscraper with reinforced concrete framework design alter-
native using Abaqus software. The focus is on simulation of reinforced concrete structure localized damage – 
tensile cracking and compressive crushing. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
 
С июля 2015 года, после официального ввода 
в действие актуализированного СП 
14.13330.2014 [1], стало обязательным и тре-
бование выполнения расчета уникальных (в 
том числе, высотных) и ответственных зда-
ний и сооружений в сейсмоактивных районах 
на максимальное расчетное землетрясение 
(МРЗ), заданное акселерограммами, прямым 
динамическим методом и с учетом возмож-
ных проявлений эффектов физической, гео-
метрической и конструктивной нелинейно-
стей (неупругих деформаций и локальных 
разрушений). Основной критерий и сверхза-
дача таких расчетов – недопущение обруше-
ния всего или значимой части сооружения. 
Сказать легко, а как это сделать? Четкого от-
вета нет в нормах, не знают его и авторы 
этого изделия. 
Накоплен значительный мировой и отече-
ственный опыт прямого динамического рас-
чета сооружений атомной и гидроэнергетики 
при сейсмических воздействиях [9-12], но, в 
основном, эти исследования выполнялись в 
линейно-упругой постановке или с учетом 
«простой» физической нелинейности 
(например, пластичность для хорошо изу-
ченных конструкционных металлов). 
Проблема нелинейного динамического расче-
та для высотных зданий и комплексов скла-
дывается из нескольких составляющих. В 
этой статье основной упор будет сделан на 
едва ли не самой сложной в реализации – 
адекватном моделировании поведения желе-
зобетонных конструкций в условиях их силь-
ного деформирования и возможного разру-
шения на примере одного из проектных вари-
антов 400-метрового небоскреба («башни»). 
 
 
2. ИСХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ 
 
2.1. Описание конструкции. 
В конструктивном отношении здание состо-
ит из подземной и надземнойчасти (рисунки 
1 и 2). 

В состав подземной конструкции входят 
квадратныйв плане коробчатый фундамент и 
два подземных этажа. Высота подземной 
конструкции 11 м (без учета заглубления 
нижней плиты фундамента). 
Все конструкции выполняются из монолит-
ного железобетона марки бетона В60. Плита 
фундамента в поперечном сечении имеет 
форму квадрата размером 130×130 м. Тол-
щина фундаментной плиты 4 м. 
В состав надземной конструкции входит 78 
этажей высотой 4,2 м, и 79 этаж в виде купо-
ла высотой 38 м. Над куполом установлен 
флагшток высотой 34 м с флюгером. 
Типовые этажи квадратные в плане. На 
уровне 69 этажа расположены 4 вертолетных 
площадки (по одной с каждой стороны) с 
опорами на перекрытие 66 и 65 этажей. Эта-
жи12, 25, 37, 49,64 являются техническими. 
На уровне с 69 по 74 этаж около централь-
ных осей расположены сквозные отверстия. 
Внешние колонны наклонные «внутрь», угол 
наклона 3,178°. Все внутренние колонны – 
вертикальные. В центре башни проходит 
лестнично-лифтовой блок, образующий ядро 
жесткости. По периметру колонны перевяза-
ны балками. 
Перекрытие подземного этажа 70×70 м, пе-
рекрытие на отм. 327,6 м в осях колонн, рас-
положенных по периметру, 33×33 м. 
Основная конструкция – монолитный желе-
зобетон марки В60. Каркас купола, флагшток 
и вертолетные площадки – стальные. 
Геометрические размеры вертикальных и 
горизонтальных несущих конструкций зда-
ния приведены в таблице 1. 
 
2.2. Материалы несущих конструкций. 
Используемые материалы и их характери-
стики приведены в таблицах 2 и 3. 
 
2.3. Расчетные нагрузки и воздействия и 
их сочетания 
Заданные в расчётах постоянные и времен-
ные нагрузки приведены в таблицах 4 и 5, 
соответственно. 
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Рисунок1. Геометрия высотной башни.  

Поперечный разрез. 
 

 
Рисунок 2. Геометрия высотной башни.  

Поперечный разрез, этажи 65-74. 
 
 
Ветровое воздействие задавалось в соответ-
ствие с СП 20.13330.2011 [3]. Площадка 
строительства относится к III ветровому 

району, соответственно нормативное ветро-
вое давление 38 кг/м2. Аэродинамический 
коэффициент 𝐶𝑥 = 1.4, коэффициент надеж-
ности по нагрузке𝛾𝑓 = 1,4, коэффициент 
надежности по ответственности 𝛾𝑛 = 1,2. 
Расчет на проектное землетрясение (ПЗ) 
проводится по линейно-спектральной теории 
(ЛСТ) в соответствие с СП 14.13330.2014 [1]. 
Исходный нормативный коэффициент дина-
мичности умножается на коэффициенты, 
приведенные в таблице 6.  
Расчет на максимальное расчетное землетря-
сение (МРЗ) выполняется методом прямого 
интегрирование уравнений движения при 
задании акселерограммы уровня 9,5 баллов, 
показанной на рисунке 3. 
Расчетные сочетания нагрузок приведены в 
таблице 7. 
 
 
3. МЕТОДИКА И ПРОГРАММНОЕ 

ОБЕСПЕЧЕНИЕ РАСЧЕТОВ 
 

3.1. Общие положения. 
Для дискретизации по пространству и реше-
ния соответствующих краевых задач приме-
няется универсальный и мощный современ-
ный численный метод механики – метод ко-
нечных элементов (МКЭ). Матричное 
уравнение движения геометрически линей-
ной системы (малые перемещения и дефор-
мации) в форме метода перемещений [6,7] 

         
             ,G
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учитывает кинематические граничные усло-
вия и доопределяется начальными условия-
ми (из решения статической задачи при t=t0). 
Здесь [M], [C], [K] и [KG] – симметричные 
блочно-редкозаполненные матрицы масс, 
демпфирования, линейной (начальной) и 
геометрической жесткости конечноэлемент-
ной модели (КЭМ) системы,t – время, “точ-
ка” означает дифференцирование по време-
ни, {F(t)} – вектор заданных статических и 
динамических нагрузок,  – вектор 
псевдонагрузок, моделирующий физически  

  u,uR 
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Таблица 1. Основные характеристики вертикальных и горизонтальных  
несущих конструкций. 

Характеристика Значение 
Толщины плит коробчатого фундамента 4 м; 0,4 м; 2 м 
Толщина перекрытий этажей 0,2 м 
Толщина перекрытий технических этажей (верх и низ) 0,4 м 
Толщина внешних стенок лестнично-лифтового блока 0,51 м 

Сечение балок по фасаду 

0,4×2(высота) м.  
Относительно плоскости  симмет-
рии перекрытия сечение балки по 
высоте разнесено 0,75 м вверх, и 
1,25 м вниз  

Горизонтальные балки вертолетных площадок 

Двутавр: высота 1,2 м,  
ширина полки 0,4 м,  
толщина полки 0,05 м,  
толщина стенки 0,02 м 

Ферма, поддерживающая вертолетные площадки Двутавр 20 
Наклонные по низу фермы Двутавр 100ш4 
Ребра жесткости вертолетной площадки Пластины 1,2×0,01 м 

Жесткостные характеристики для подземных этажей 
Толщина стенок 2 м 
Сечение внутренних колонн 1,4×1,4 м 
Сечение колонн, расположенных по периметру 1,4×1 м 

Жесткостные характеристики для 1-25 этажей 
Толщина стенок 1 м 
Сечение внутренних колонн 1×1 м 
Сечение колонн, расположенных по периметру 1×1 м 

Жесткостные характеристики для 26-65 этажей 
Толщина стенок 0,8 м 
Сечение внутренних колонн 0,8×0,8 м 
Сечение колонн, расположенных по периметру 0,6×1 м 

Жесткостные характеристики для 66-79 этажей 
Толщина стенок 0,6 м 
Сечение внутренних колонн 0,6×0,6 м 
Сечение колонн, расположенных по периметру 0,4×1 м 

 
Таблица 2. Материалы конструктивных элементов. 

Конструктивный элемент Материал 
Фундамент B 60 
Перекрытия B 60 
Колонны  B 60 
Балки B 60 
Стенки B 60 
Вертолетные площадки Сталь  
Купол Сталь  
Флагшток Сталь  
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Таблица 3. Свойства материалов в линейно-упругих расчетах. 
Материал Модульупругости, МПа Плотность, кг/м3 Коэффициент Пуассона 

Сталь 210 000 7800 0,3 
Бетон B60 39500 2500 0,2 

 
Таблица 4. Постоянные нагрузки. 

Вид нагрузки Нормативные, т/м2 𝜸𝒏 𝜸𝒇 Расчетные, т/м2 

Собственный вес  1,2 1,1  
Полы 0,15 1,2 1,3 0,234 
Перегородки 0,15 1,2 1,3 0,234 
Инженерные системы, 
подвесные потолки 0,05 1,2 1,2 0,072 

Неучтенная нагрузка 0,1 1,2 1 0,12 
Фасады 0,15 1,2 1,3 0,234 

 
Таблица 5. Временная нагрузка. 

Вид нагрузки Нормативные т/м2 𝜸𝒇 Расчетные т/м2 

Кратковременная 0,2 1,2 0,24 
Длительная 0,07 1,3 0,09 
На тех. этаже 1,0 1,1 1,1 
 

Таблица 6. Сейсмические коэффициенты. 
Коэффициент сейсмичности для 8,5 баллов А 0,3 
Коэффициент, учитывающий назначение сооружения и его ответственность К0 2 
Коэффициент, учитывающий допускаемые повреждения зданий и сооружений К1 0,25 
Коэффициент, учитывающий способность зданий и сооружений  
к рассеиванию энергии Kψ 1,3 

 
Таблица 7. Расчетные сочетания нагрузок. 

Основное сочетание 
При основном сочетании нагрузок (расчетных) учитываются все 
нагрузки с учетом 𝛾𝑓 

Особое сочетание Постоянная ×0,9+кратковременная×0,5+сейсмическая 

  

нелинейные эффекты,  – искомый век-
тор обобщенных динамических перемеще-
ний КЭМ. Приведенная общая динамическая 
постановка естественным образом сводится 
к важным частным задачам – статической, на 
собственные значения (собственные частоты 
и формы колебаний и критические числа и 
формы потери начальной устойчивости) и 
спектральным формулировки динамических 
задач – при соответствующем виде нагрузок и 
решений путем обнуления незначимых мат-
риц. 

Матрицы [K], [KG], [M] и [C], {F} и {R} 
строятся на основе матриц сосредоточенных 
факторов [M]L, [C]L, [K]L, {F}L и {R}L и мат-
риц конечных элементов [m]e , [c]e, [k]e, [kG]e, 
{f}e и {r}e , вычисляемых, в общем случае, с 
применением квадратур оптимальной точно-
сти. Для адекватной и гибкой аппроксима-
ции геометрико-жесткостных, инерционных 
и диссипативных свойств, статических и ди-
намических нагрузок и результирующего 
НДС разнообразных пространственных ком-
бинированных систем разработан представи-

  tu
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Рисунок3. Расчетная горизонтальная акселерограмма уровня МРЗ (ускорение – в м/c2) 

 
тельный набор стержневых, мембранных, 
плитно-оболочечных, двумерных и трехмер-
ных (объемных) КЭ, совместимых в единой 
расчетной модели и допускающих альтерна-
тивные процедуры сборки. 
Для решения системы линейных алгебраиче-
ских уравнений статического равновесия 

 
         1 1

... ...
l l

K u u F F        
 

с l вариантами нагрузок, к последовательно-
сти которых сводятся также нелинейные, не-
стационарные и (или) динамические задачи 
([K][K*], [H][H*]), применяется эффек-
тивный вариант прямого метода Гаусса для 
положительно определенных симметричных 
блочно-редкозаполненных матриц (SPARSE-
схема) – модифицированная схема квадрат-
ного корня (Холецкого) – или итерационная 
схема сопряженных градиентов с предобу-
славливанием (PCG). 
В рамках спектральных динамических рас-
четов (в частности, и для анализа пульсаци-
онной составляющей ветровой нагрузки) или 
самостоятельно решается частная проблема 
собственных значений 

     2K M      , 

     1
...

NITER
      , 

 2 2 2
1 ,..., NITERdiag      . 

 
В качестве «базового» выбран наиболее про-
двинутый метод решения обобщенной част-
ной проблемы собственных значений – 
блочный метод Ланцоша [8]. Многочислен-
ные вычислительные эксперименты, прове-
денные авторами, в том числе для плохо 
обусловленных систем и систем с кратными 
частотами, позволяют судить о надежности и 
эффективности предлагаемых реализаций 
методов. Как показала расчетная практика, 
для больших задач блочный метод Ланцоша 
имеет неоспоримые преимущества в скоро-
сти определения заданного количества соб-
ственных частот и форм. 
Разрабатываемые расчетные модели должны 
адекватно отражать геометрико-жесткостные 
и инерционные свойства и нагрузочные ха-
рактеристики строительных конструкций и 
основания сиcтемы«основание – ж/б кон-
струкции – металлоконструкции купола». 
Для определения перемещений и усилий в 
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строительных конструкциях от действия по-
стоянной и временной, снеговой и ветровой 
нагрузок строятся и анализируются квази-
статические расчетные конечноэлементные 
модели. 
3.2.Особенности неупругой работы и по-
вреждаемости хрупких материалов. 
При малых значениях всестороннего давле-
ния (менее одной пятой от предела прочно-
сти материала при одноосном сжатии) бетон 
и другие хрупкие материалы обладают сле-
дующими характерными свойствами, обу-
славливающими специфические механизмы 
разрушения таких материалов: 
– различные пределы упругости при растя-
жении и сжатии (напряжение «текучести» 
при сжатии может превышать напряжение 
«текучести» при растяжении в 10 и более 
раз); 
–почти мгновенная потеря несущей способ-
ности при достижении предела упругости 
при растяжении и некоторое упрочнение с 
последующим снижением несущей способ-
ности при сжатии; 
–«восстановление» жесткости при цикличе-
ских нагрузках; 
– зависимость прочностных свойств от ско-
рости деформаций. 
 
3.3. Расчётные модели. 
Расчетная пространственная оболочечно-
стержневая КЭ-модель, построенная в ПК 
ANSYS [13,14], включает в себя 156 тыс. уз-
лов, 184 тыс. элементов. Размер базового ко-
нечного элемента назначен 2,1 метра. Мо-
дель представлена на рисунке 4. 
Расчет на акселерограмму уровня МРЗ мето-
дом прямого интегрирования уравнений 
движения с учетом эффектов физической не-
линейности (растрескивание бетона при рас-
тяжении, крошение при сжатии) несущих 
элементов явным методом выполнялся по 
более подробной оболочечно-стержневой 
КЭ-модели в ПК Abaqus(размерность: 
250 288 КЭ/ 245 568 узлов).Модель показана 
на рисунке5. 
 

 
Рисунок 4. КЭ-модель башни. ПК ANSYS. 

 
 
4. РАСЧЕТ НА ОСНОВНОЕ СОЧЕТА-

НИЕ НАГРУЗОК (СТАТИЧЕСКИЙ 
РАСЧЕТ) 

 
Принималось упругое основание с коэффи-
циентом постели 1000 т/м3. Результаты рас-
чета в табличном и графическом виде пред-
ставлены ниже на рисунках 6, 7 и в таблицах 
8, 9. 



В.И. Травуш, А.М. Белостоцкий, В.В. Вершинин, К.И. Островский, Н.О. Петряшев, С.О. Петряшев 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 124 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

 
Рисунок5. КЭ-модель башни. ПК Abaqus. 

 
 
5. РАСЧЕТЫ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ 

И ФОРМ КОЛЕБАНИЙ, НА ОСОБОЕ 
СОЧЕТАНИЕ НАГРУЗОК (СЕЙСМИ-
КА УРОВНЯ ПЗ) 

 
Итерационным методом Ланцоша было вы-
числено 20 низших собственных частот и 

форм колебаний. Результаты частично пред-
ставлены ниже в Табл. 10 и на Рис. 8-10. 
Интенсивность сейсмовоздествия для ПЗ 
принималась равной 8,5 баллам. Расчет про-
водился по ЛСТ согласно СП 14.13330.2014 
(актуализированнаяредакция СНиП II-7-81*). 
Учитывалось 10 низших форм собственных 
колебаний конструкции в диапазоне 0 - 0,762 
Гц. В данный диапазон попадают 4 формы 
изгибных колебаний, вносящие наибольшие 
вклад в напряженно-деформированное со-
стояние конструкции при сейсмическом воз-
действии. 
Принимался динамический коэффициент по-
стели, увеличенный в 8 раз по сравнению со 
статическим (8000т/м3). Направление подхо-
да сейсмоволны было принято по оси Xгло-
бальной системы координат (по 2-й форме 
собственных колебаний). 
Результаты расчета представлены в таблице 
11, на рисунках 11 и 12. 
 
 
6. НЕЛИНЕЙНЫЙ ДИНАМИЧЕСКИЙ 

РАСЧЕТ НА ОСОБОЕ СОЧЕТАНИЕ 
НАГРУЗОК ПРИ СЕЙСМИКЕ,  
ЗАДАННОЙ АКСЕЛЕРОГРАММОЙ 
УРОВНЯ МРЗ 

 
6.1. Свойства материалов. 
Все несущие конструкции здания, кроме ку-
пола, выполнены из бетона В60 со следую-
щими физико-механическими характеристи-
ками: ρ = 2500 кг/м3, Е = 39500 МПа, ν = 0,2, 
Rb = 33 МПа, 3 0,9b  , Rbt = 1,8 МПа. 
Предполагаемое армирование вертикальных 
несущих конструкций: 
1) 25Ø32 А500С (Rs = 435 МПа, Rsc = 400 
МПа) с As,tot = 201 см2 на 1 м2 поперечного 
сечения. Эквивалентное (с учётом армирова-
ния) Rbt = 8,75 МПа. 
2) 50Ø32 А500С (Rs = 435 МПа, Rsc = 400 
МПа) с As,tot = 402 см2 на 1 м2 поперечного 
сечения. Эквивалентное (с учётом армирова-
ния) Rbt = 17,4 МПа. 
Физически нелинейная модель материала 
ConcreteDamagedPlasticity, реализованная в 
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Рисунок6.Вертикальные перемещения фундаментной плиты 

 от действия основного сочетания нагрузок, м(максимум – 0,117 м). 
 

 
Рисунок 7. Продольные усилия в угловых колоннах, кН. Расчет на основное сочетание  

(диапазон [-90159; 5429] кН). 
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Таблица 8. Суммарная реакция. 
Силы, кН Моменты, кН∙м 

Rx Ry Rz Mx My Mz 

-2658 0 1,138∙107 110 -2034 -638 

 
Таблица 9. Максимальные продольные силы и напряжения от продольных сил. 

 Максимальные продольные силы, т Максимальные напря-
жения, МПа. Сжа-
тие/растяжение 

Сжатие Растяжение  
Угловые колонны -9016 543 -31,7/1,5 
Фасадные колонны -3580 - -35,8 
Внутренние колонны -3418 50 -32,2/1,4 
  

Таблица 10. Расчетные собственные частоты с учетом постоянных нагрузок. 
№ Частота, Гц Описание 
1 0,2673 Изгиб всей башни в диагональном  

направлении 
2 0,2703 Изгиб всей башни в плоскости XZ 
3 0,3976 Крутильная форма колебаний 
4 0,6249 Изгибные колебания шпиля 
5 0,6249 Изгибные колебания шпиля 
6 0,7400 Вторая форма изгибных колебаний башни 
7 0,7562 Вторая форма изгибных колебаний башни 
8 0,7615 Колебания металлоконструкций купола 
9 0,7615 Колебания металлоконструкций купола 
10 0,7615 Колебания металлоконструкций купола 

 
Таблица 11. Максимальные продольные силы (т) и напряжения (МПа). 

 Максимальные продольные  
силы, т 

Максимальные напряжения, 
МПа (сжатие/растяжение) 

Сжатие Растяжение  
Угловые колонны -12870 1495 -42,9/4,6 
Фасадные колонны -4564 294 -45,6/2,9 
Внутренние колонны -2501 183 -25,0/5(в верхней части) 
Контрфорсы, т  
(суммарные усилия),  
среднее/макс. 

-20832/-51380 3612/3612 -51,3/3,6 

Крестообразные стены, т/м, 
среднее/макс. 

-2474/-3183 223 -32,0/2,2 

Примечание. Для контрфорсов и крестообразных стен вертикальные усилия приводятся как 
среднее/максимальное. 
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Рисунок8. 1-я собственная форма (f1 = 0,267 Гц). Изгиб в в плоскости YZ. 

 

 
Рисунок9. 2-я собственная форма (f2 = 0,270 Гц). Изгиб в плоскости XZ. 

 

 
Рисунок10. 3-я собственная форма (f3 = 0,398 Гц). Кручение. 
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Статика+сейсмика    Статика−сейсмика 

 
Рисунок11. Суммарные перемещения, м. Расчет на особое сочетание.  

Сейсмика ПЗ (8,5 баллов) по ЛСТ. 
 
ПК Abaqus[15-18], использовалась для всех 
вертикальных конструкций, моделируемых с 
помощью оболочечных элементов, кроме 
фасадных балок (см. Рисунок13). (Угловые и 
фасадные колонны – для всего здания в пре-
делах высоты обвязочных балок, внутренние 
колонны – все с 69 этажа и выше, а с 1 по 48 
этаж – только те, что располагаются рядом с 
лестничными проемами). Горизонтальные 
конструкции и фасадные балки задавались 
линейно-упругими. 
Для нелинейной модели принимались сле-
дующие параметры: угол дилатации 38  , 
эксцентриситет потенциала пластического 
течения 0,1т , отношение напряжения те-
кучести при двухосном напряженном состо-
янии к напряжению текучести при одноос-
ном напряженном состоянии 0 0 1,12b c   , 
инвариант напряженного состояния 

0,667cK  , параметр вязкости 0,0  . 
Диаграммы деформирования бетона, а также 
деградация материала с ростом неупругих 
деформаций при сжатии и растяжении при-
ведены на Рис. 14, 15.Предельно допустимое 
состояние бетона при сжатии соответствует 
параметру поврежденности материала 
DAMAGEC=0,5, а при растяжении – пара-
метру поврежденности материала 

DAMAGET=0,85. 
При задании диаграмм деформирования бе-
тона при растяжении учитывалось, что после 
образования магистральных трещин нагруз-
ка будет восприниматься арматурой, так что 
напряжениям ставились в соответствие ха-
рактерные для стали деформации с учётом 
процента армирования (т.е. при 100-
процентном армировании должна быть диа-
грамма деформирования стали). 
Для учёта инерционности полезной нагрузки 
при расчёте на МРЗ масса вводится в модель 
в виде добавки к плотности материала гори-
зонтальных несущих конструкций и фасад-
ных балок. 
 
6.2. Нагрузки. 
В рамках расчёта на особое сочетание нагру-
зок здание сначала нагружалось статически 
собственным весом и постоянными и вре-
менными нагрузками, после чего проводился 
расчёт по платформенной схеме на акселле-
рограмму по оси Х, соответствующую МРЗ 
9,5 баллов без каких-либо дополнительных 
коэффициентов (см. рисунок3). 
Постоянные нагрузки для учёта их инерци-
онности были приложены в виде «присоеди-
ненной массы» (см. выше). Ускорение сво-
бодного падения было задано с учётом ко-
эффициентасочетания для постоянных 
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Статика+сейсмика (диапазон [-40231; 14949]кН) 

 
 

Статика−сейсмика (диапазон [-128696; 7781]кН) 

 
Рисунок12. Продольные усилия в угловых колоннах, кН. Расчет на особое сочетание. 

Сейсмика ПЗ (8,5 баллов) по ЛСТ.
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Рисунок 13. Конструктивные элементы,  
для которых использовалась нелинейная  

модель бетона. 
 
нагрузок при расчёте на особое сочетание, 
равного 0,9, и коэффициентов надежности по 
нагрузке и по ответственности здания: 
 

211,65 м секred n f cg g n      . 
 
Временные нагрузки прикладывались с учё-
том коэффициента сочетания при особом 
воздействии, равного 0,5. 
 
6.3.Результаты расчётов. 
Размерность КЭ-модели составила 1 369 788 
степеней свободы (250 288 КЭ/ 245 568 уз-
лов). 
Статический расчёт в Abaqus/Standard про-
водился в геометрически линейной поста-

новке. Для решения системы уравнений 
применялся прямой решатель с использова-
нием метода Ньютона-Рафсона и автомати-
ческим выбором шага приращения нагрузки. 
Преобразование матрицы коэффициентов 
выполнялось с помощью метода исключения 
Гаусса для систем с разреженными матрица-
ми. 
Динамический расчёт в Abaqus/Explicit осу-
ществлялся в геометрически линейной по-
становке по явной схеме интегрирования по 
времени с автоматическим выбором шага по 
времени без ограничений на его минималь-
ное значение. Параметр схемной линейной 
вязкости принимался равным 0,06, а квадра-
тичной вязкости – 1,2. 
Результаты расчёта на особое сочетание 
нагрузок представлены ниже в виде графи-
ков горизонтальных перемещений отдель-
ных этажей здания (рисунки 16, 17), а также 
изополями параметров поврежденности ма-
териала при растяжении ( td , или 

DAMAGET) и сжатии ( cd , или DAMAGEC) 
(рисунки 18-25). 
Результаты представлены для 2-х характер-
ных уровней относительного армирования μs, 
2% и 4%. 
Наиболее опасными с точки зрения прогрес-
сирующего обрушения при МРЗ являются 
зоны резкой смены сечений вертикальных 
несущих конструкций: уровень верха фун-
даментной плиты (1-й этаж), окончание сти-
лобатной части (9 и 10 этажи), 31-й, 61-й и 
69-й этажи. Наибольшие повреждения воз-
никают в вертикальных несущих конструк-
циях в уровне 69-го этажа. 
По результатам расчётов выявлено, что ми-
нимальный процент армирования вертикаль-
ных несущих конструкций для обеспечения 
устойчивости здания к прогрессирующему 
обрушению при МРЗ составляет 4%. В этом 
случае в зоне наибольших разрушений (69-й 
этаж) часть ядра жесткости сохраняет свою 
несущую способность как на растяжение, так 
и на сжатие (рисунки23, 25). 
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Рисунок 14. Диаграмма деформирования бетона при сжатии. 

 

 
Рисунок 15. Диаграмма деформирования бетона при растяжении (с учётом армирования). 

 
6.4. Выводы и рекомендации по расчету. 
В расчётную схему здания были заложены 
следующие «резервы несущей способности»: 
– Не было в полной мере учтено демпфиро-
вание в материале несущих конструкциях; 
при наличии достаточно развитых зон раз-
рушения его учёт даст положительный эф-
фект в уменьшении колебаний здания; 
– При задании диаграммы деформирования 
материала вертикальных несущих конструк-
ций при сжатии учитывалась только работа 
бетона. Учёт работы арматуры в количестве 
4% повысит несущую способность здания; 
– При задании диаграммы деформирования 
материала вертикальных несущих конструк-
ций при растяжении, помимо значений 
напряжения, пропорционально проценту ар-

мирования также были уменьшены и дефор-
мации. В действительности же при восприя-
тии растягивающих усилий только армату-
рой пропорционально проценту армирования 
могут быть уменьшены только значения 
напряжений на диаграмме деформирования; 
– Не учитывалась диссипация энергии в 
грунтовом основании. 
В рамках проведенных расчётов не рассмат-
ривалась и волновая природа сейсмического 
воздействия, которая может сказываться на 
динамической реакции здания, принимая во 
внимание его размеры в плане (130×130 м) и 
небольшие длины поверхностных волн на 
слабых грунтах и грунтах средней прочно-
сти. 
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Рисунок 16. Перемещения различных этажей по оси Х при МРЗ (при 2 %s  ). 

 

 
Рисунок 17. Перемещения различных этажей по оси Х при МРЗ (при 4 %s  ). 



Численное моделирование физически нелинейной динамической реакции высотных зданий при сейсмических 
воздействиях уровня МРЗ 

Volume 12, Issue 1, 2016 133 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 18. Повреждения после МРЗ в конструкциях, для которых была задана физически 

нелинейная модель, вследствие растяжения (при 2 %s  ). 
 
По результатам нелинейных динамических 
расчетов можно дать следующие рекоменда-
ции для дальнейшего проектирования здания: 
– сделать смену сечений вертикальных не-
сущих конструкций не такой контрастной, 
«размазанной», высотой в несколько этажей; 
– усилить вертикальные несущие конструк-
ции в уровне 69-го этажа, являющимся 
наиболее слабым местом с точки зрения 
устойчивости здания к прогрессирующему 
обрушению при МРЗ. 
 
 
7. ВЫВОДЫ И РЕКОМЕНДАЦИИ 
 
Подытожим и обобщим изложенное в настоя-
щей статье. На примере реального проекта вы-
сотного железобетонного здания в сейсмоак-
тивном районе, исследованного по разрабо-
танной численной методике, показано, что: 

1) прямой динамический расчет простран-
ственных КЭ-моделей «основание-здание» 
(пошаговое интегрирование уравнений движе-
ния) на сейсмическое воздействие, заданное 
акселерограммами, возможен в верифициро-
ванных «тяжелых» универсальных программ-
ных комплексах в линейно-упругой и некото-
рых физически нелинейных постановках; 
2) физически нелинейные модели поведения 
железобетона при динамических воздействи-
ях, которые можно было бы использовать в 
составе этих или альтернативных программ-
ных комплексов, требуют дальнейших раз-
работок и верификации для широкого спек-
тра конструкций и воздействий; 
3) до выработки и признания профессио-
нальным сообществом таких верифициро-
ванных моделей, численных методик и про-
граммных
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Рисунок19. Зона «обрушения» после МРЗ в верхней части ядра жесткости  

вследствие растяжения (при 2 %s  ). 
 

 
Рисунок 20. Повреждения после МРЗ в конструкциях, для которых была задана физически 

нелинейная модель, вследствие сжатия (при 2 %s  ). 
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Рисунок 21. Зона «обрушения» после МРЗ в верхней части ядра жесткости вследствие  

сжатия (при 2 %s  ). 
 

 
Рисунок 22. Повреждения после МРЗ в конструкциях, для которых была задана физически 

нелинейная модель, вследствие растяжения (при 4 %s  ). 
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Рисунок 23. Повреждения после МРЗ в верхней части ядра жесткости вследствие  

растяжения (при 4 %s  ). 
 

 
Рисунок 24. Повреждения после МРЗ в конструкциях, для которых была задана физически 

нелинейная модель, вследствие сжатия (при 4 %s  ). 
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Рисунок 25. Повреждения после МРЗ в верхней части ядра жесткости вследствие сжатия 

(при 4 %s  ). 
 

реализаций следовало бы объявить морато-
рий на выполнение нормативного требова-
ния выполнения динамических расчетов 
уникальных зданий и ответственных соору-
жений с учетом неупругих деформаций и ло-
кальных разрушений. 
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ИЗУЧЕНИЕ ПРОЦЕССА РАЗРУШЕНИЯ  
СВЯЗЕЙ СЦЕПЛЕНИЯ ПРИ ВДАВЛИВАНИИ СТЕРЖНЯ 

ЖЕСТКОЙ АРМАТУРЫ В БЕТОН 
ЧАСТЬ 1: ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 

 
В.И. Травуш1,2,3, Г.Г. Кашеварова4, А.С. Мартиросян4, В.С. Кузьминых4 
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Аннотация: В данной работе, состоящей из двух частей, рассматриваются экспериментально-
теоретические аспекты процесса разрушения связей сцепления в сталежелезобетонной конструкции при 
вдавливании стержня жесткой арматуры в бетон.  В первой части представлены результаты эксперимен-
тальных испытаний двух партий образцов из бетонов разных классов. В первой партии   испытывались 
пять серий образцов с целью изучения возможности повысить силу сцепления двух разнородных матери-
алов за счет введения дополнительных элементов и адгезивов. Цель проведения испытаний второй пар-
тии - сравнение прочности сцепления жесткой арматуры с бетонной матрицей при сдвиге, при усилении 
элементов жесткой арматуры продольными стержнями гибкой арматуры и стад-болтами. 
 

Ключевые слова: экспериментальные испытания, сталежелезобетонная конструкция,  
жесткая арматура, разрушение связей сцепления при сдвиге 

 
 

STUDY OF DEBONDING PROCESS WHEN RIGID REIN-
FORCEMENT ROD IS PRESSED IN CONCRETE 

PART 1: EXPERIMENTAL STUDIES  
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Abstract: In this paper consisting of two parts experimental and theoretical aspects of the adhesion bonds de-
struction process in steel-concrete composite construction when rigid reinforcement rod is pressed in concrete 
are considered. The first part shows the results of experimental tests of samples of two batches of different con-
crete classes. The first batch of five series of samples were tested to explore the possibility to increase two dis-
similar materials adhesion by introducing additional elements and adhesives. The purpose of the second batch 
tests - comparing rigid reinforcement bond strength with concrete shear matrix, amplifying rigid reinforcement 
elements with longitudinal bars and stud bolts. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
 
В настоящее время в современных высотных 
зданиях получили распространение кон-
струкции железобетонных колонн с жесткой 
арматурой – сталежелезобетонные конструк-
ции. Известно, что один из ключевых факто-
ров, обеспечивающих совместную работу 
арматуры и бетона в конструкции и позво-
ляющих работать двухкомпонентному желе-
зобетону как единому материалу, является 
сцепление арматуры с бетоном. Традицион-
но это обеспечивается за счет рифления на 
поверхности арматуры, что обеспечивает со-
противление бетона смятию и срезу [1, 2]. На 
жесткой арматуре такое рифление отсут-
ствует, поэтому требуется исследование, 
насколько конкретное внешнее воздействие 
не нарушит совместной работы композита. 
 
 
2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ  

ИССЛЕДОВАНИЯ 
 

Прочность сцепления арматуры с бетонной 
матрицей зависит от силы трения на 
поверхности арматуры вследствие обжатия 
при усадке бетона, адгезионного сцепления 
арматуры с бетоном вследствие клеящей 
способности цементного геля, а также вида 
наряженного состояния в области контакта. 
Процесс разрушения связей сопровождается 
появлением и развитием трещин, а также 
изменением зон контакта.  
Проблеме сцепления арматуры с бетоном 
уделяется большое внимание. В нашей 
стране и за рубежом для решения этой зада-
чи проведены обширные экспериментально-
теоретические исследования [1 – 8].  
Но анализ исследований в этой области [3] 
свидетельствует о неоднозначности подхо-
дов к решению этой задачи и об отсутствии 
теоретически обоснованной методики расче-
та. 
Проведенные нами экспериментальные 
исследования при вдавливании стержня 
жесткой арматуры в бетон, включали  

испытания двух партий образцов, 
изготовленных из бетона разных классов: 
В35 и В20. 
Предварительно были проведены испытания 
для определения кубиковой прочности бето-
на. Графики испытаний кубиков размером 10 
см показаны на рисунке 1.  
 

 
Рисунок 1. Графики испытаний бетонных 

кубиков на сжатие. 
 
Для проведения испытаний  использовался 
измерительный гидравлический 500т пресс  
Toni Norm серия 2041 (рис. 2), 
предназначенный для определения 
прочностных и деформационных параметров 
разрушения при одноосном сжатии. 
Точность  по нагрузке – 16 кг, по 
деформациям – 0,0036 мм. Вся информация, 
поступающая с датчиков, регистрируется и 
обрабатывается в специальной программе 
testXpert  в режиме реального времени. 
В процессе испытаний образцов 
регистрировались значения внешней 
нагрузки Р, действующей на стержень 
жесткой арматуры и его перемещения u в 
направлении действия нагрузки. 
В первой партии испытывались пять серий 
образцов (по 3 образца в каждой серии) из 
бетона В35:  
1. Базовые образцы с жесткой арматурой в 

виде двутавра и включением в бетон 
гибкой арматуры в виде вертикальных 
стержней и хомутов (рисунок 3).  
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Рисунок 2. Измерительный гидравлический 

500т пресс Toni Norm. 
 

 
Рисунок 3. Образцы с жесткой арматурой. 

 

  
Рисунок 4. Образцы с жесткой арматурой 

усиленной продольными стержнями 
 
2. Те же образцы, но жесткая арматура 

дополнительно усилена продольными 
стержнями гибкой арматуры (рисунок 4); 

3. Те же образцы  с нанесением на жесткую 
арматуру полимерного слоя – 
эпоксидной смолы для повышения 
сцепления. 

4. Те же образцы, но из фибробетона (с 
добавлением в бетон волокон 
хризотила); 

5. Образцы из фибробетона с добавлением 
в бетон и волокон хризотила и с 
нанесением на жесткую арматуру 
полимерного слоя. 

 
 

3. ИСПЫТАНИЯ ПЕРВОЙ ПАРТИИ  
ОБРАЗЦОВ 

Результаты испытаний первой партии 
образцов пяти серий представлены в виде 
диаграмм на рисунках 5-7.  
 

 
Рисунок 5. Диаграммы «перемещение –

нагрузка» 1-й серии образцов. 
 

 
Рисунок 6. Диаграммы «перемещение –

нагрузка» 2-й серии образцов. 
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При проведении испытаний 2-й серии 
образцов скорость нагружения    1-го и 2-го 
образцов составляла 0,01 мм/с, а 3-го 
образца – на порядок выше.  
На диаграмме 7 приведены графики 
«перемещение-нагрузка» для 3, 4 и 5 серий 
первой пертии образцов, осредненных по 
трем опытам значений в каждой серии, а на 
рис. 8 – общая диаграмма с осредненными 
значениями максимальной разрушающей 
сдвиговой нагрузки по всем сериям.  
 

 
 

 
 

Образцы с характерными трещинами и 
дефектами показаны на рисунках 9-13. 

 
 

 
 

 

Рисунок 11. Характерные трещины  
в образцах 3-й серии. 

Рисунок 10. Характерные трещины 
в образцах 2-й серии. 

Рисунок 9. Смещение  жесткой арма-
туры, и характерные трещины в об-

разцах   1-й (базовой) серии. 
 

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

0 2 4 6

Р, кН

U, мм

Серии 3, 4, 5

Р(эп), кН Р(хр), кН Р(эп+хр), кН

Рисунок 7. Диаграммы «перемещение-
нагрузка» для 3, 4, 5 серий образцов 

 

Рисунок 8. Максимальные значения 
сдвиговой нагрузки по сериям образцов 
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4. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ПЕРВОЙ 

ПАРТИИ ЭКСПЕРИМЕНТОВ  
 
1. При усилении двутавра продольными 

стержнями гибкой арматуры прочность 
сцепления на границе контакта «сталь-
бетон» увеличилась более чем в 3 раза. 
При сдвиге двутавра появились глубокие 
трещины (рисунок 10). 

2. Нанесение на жесткую арматуру 
полимерного слоя эпоксидной смолы 
повысило прочность сцепления ~на 10-
15% по сравнению с базовой серией 
образцов. Ширина раскрытия трещин на 

поверхности при сдвиге жесткой 
арматуры уменьшилась. 

3. Добавление в бетон волокон хризотила 
(фибробетон) снизило прочность 
сцепления в зоне контакта «сталь-бетон» 
~на 15-18% по сравнению с 1-й базовой 
серией образцов, но при этом на 
поверхности бетона существенно 
уменьшилось количество поверхностных 
трещин, что свидетельствует о 
повышении пластических свойств бетона 
(фибробетона). 

4. При нанесении на жесткую арматуру 
полимерного слоя и добавлении в бетон 
волокон хризотила прочность сцепления 
по сравнению с базовыми образцами 
уменьшилась ~на 10%.  Но по сравнению 
с образцами 4-й серии (только с 
хризотилом) увеличилась ~на 8%. При 
этом также значительно уменьшилось 
количество трещин на поверхности 
образцов 

 
 
5. ИСПЫТАНИЯ ВТОРОЙ ПАРТИИ  

ОБРАЗЦОВ 
 
Вторая партия включала две серии образцов 
(по 3 образца в каждой серии) из бетона 
класса В20: 

1. Образцы с жесткой арматурой, усиленной 
продольными стержнями гибкой арматуры 
(рис.3). 

2. Образцы с жесткой арматурой, усиленной 
стад-болтами (рис.14). 

 

Рисунок 14. Образцы с жесткой армату-
рой усиленной стад-болтами. 

Рисунок 12. Характерные дефекты  
в образцах 4-й серии. 

Рисунок 13. Характерные дефекты и 
трещины в образцах 5-й серии 
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Цель проведения этих испытаний - сравне-
ние прочности сцепления жесткой арматуры 
с бетонной матрицей при сдвиге, при усиле-
нии элементов жесткой арматуры продоль-
ными стержнями гибкой арматуры прива-
ренными к жесткой арматуре с шагом гори-
зонтальные отрезки арматуры, 
имитирующие стад-болты.  
На рисунке 15 приведены графики зависимо-
сти «нагрузка – перемещение» для этих двух 
серий.  
 

 
 
На рис. 16, 17 показаны характерные трещи-
ны и дефекты образцы в образцах этих се-
рий. 
 

 

 

 
 
 
6. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ВТОРОЙ 

ПАРТИИ ЭКСПЕРИМЕНТОВ  
 
1. При усилении двутавра продольными 

стержнями гибкой арматуры прочность 
сцепления на границе контакта «сталь-
бетон» по сравнению с усилением стад-
болтами  во всех опытах получилась ~ на 
3,5% ниже. Но в процессе нагружения 
первые трещины на образцах 2-й серии 
появились значительно раньше, и при 
максимальной нагрузке наклонные тре-
щины занимали практически всю поверх-
ность образца, а образец  имел бочкооб-
разную форму, что свидетельствовало о 
появлении растягивающих напряжений в 
горизонтальном направлении. 

2. На образцах, усиленных продольными 
стержнями, трещины, в основном, распо-
лагались вертикально, и форма образцов 
не менялась, что свидетельствует о  пре-
обладании сдвиговых усилий. 

 
 
4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
На основании проведенных экспериментов 
можно констатировать:  
1. Наиболее рациональным способом повы-

шения силы сцепления двух разнородных 

Рисунок 16. Характерные трещины  
в образцах, усиленных продольными 

стержнями гибкой арматуры. 

Рис. 15. Диаграммы «перемещение –
нагрузка» образцов 2-й партии, усиленных 

продольными стержнями гибкой  
арматуры (п/а) и стад-болтами (с/б). 

Рисунок 17. Характерные трещины  
в образцах, усиленных стад-болтами. 
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материалов является усиление элементов 
жесткой арматуры продольными стерж-
нями гибкой арматуры. Это существенно 
повышает (~ в 3 раза) прочность сцепле-
ния на границе контакта гладкой армату-
ры и бетонной матрицы при сдвиге. 

2. Нанесение на жесткую арматуру эпоксид-
ной смолы несколько повышает проч-
ность сцепления ~на 10-15%. 

3. Введение хризотиловых волокон способ-
ствует повышению пластических свойств 
бетона. 
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THE ACCOUNT OF NON-UNIFORMITY OF THE TENSION  
IN PROBLEMS OF THE STATICS AND DYNAMICS  

OF IDEALLY PLASTIC SHALLOW SHELLS 
 

Aleksandr V. Starov, Sergei Yu. Kalashnikov 
Volgograd State University of Architecture and Civil Engineering, Volgograd, RUSSIA  

 
Abstract: This paper shows problems of deformation of ideally plastic shallow shells of rotation under high-
power load taking into account geometrical nonlinearity, hardening of a material, a relation of yield strength to 
speed of deformation, rotary inertia and non-uniformity of a tension. In the given article, main attention is given 
to a survey of non-uniformity of a tension. 
 

Keywords: rotational shallow shells, plastic deformation, high-power loads,  
physically and geometrically nonlinear problems, non-uniformity of a state of tension 

 
 

УЧЕТ НЕОДНОРОДНОСТИ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 
В ЗАДАЧАХ СТАТИКИ И ДИНАМИКИ ИДЕАЛЬНО 

ПЛАСТИЧЕСКИХ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК 
 

А.В. Старов, С.Ю. Калашников 
Волгоградский государственный архитектурно-строительный университет, г. Волгоград, РОССИЯ 

 
Аннотация: Рассмотрена постановка задач деформирования идеально пластических пологих оболочек 
вращения под действием нагрузок большой интенсивности с учетом геометрической нелинейности, 
упрочнения материала, зависимости предела текучести от скорости деформирования, инерции вращения 
и неоднородности напряженного состояния. В данной статье основное внимание направлено на учет не-
однородности напряженного состояния. 
 

Ключевые слова: пологие оболочки вращения, пластическое деформирование, нагрузки большой  
интенсивности, физически и геометрически нелинейные задачи, неоднородность напряженного состояния 
 

 
1. PROBLEM SPECIFICATION FOR  

THE STATIC AND DYNAMIC DESIGN 
OF PLASTIC SHELLS 

 
The research into the behavior of circular plates 
and shallow shells of rotation under high-power 
loads including short-term ones exceeding the 
bearing capacity of the structure has always 
been an urgent and complicated task.  
Whereby, there appears a necessity to take into 
account a physical and geometrical nonlinearity, 
due to great plastic deformations.  
The numerical algorithms of such problems 

based on discreet models in the elastic-visco 
plastic setting are rather difficult taking into ac-
count the rotator inertia, wave effects, harden-
ing, dependence of yielding point of the materi-
al on the deformation velocity and other factors.  
The need to monitor the boundaries of elastic 
and plastic zones throughout the depth of cross-
section, account of load alleviation make the 
design more complicated. 
When integrating the time step should be con-
siderably less than the period of natural peri-
od of vibration corresponding to the supreme 
frequency. 

http://www.multitran.ru/c/m.exe?t=483187_1_2&s1=%F7%E8%F1%EB%E5%ED%ED%FB%E9%20%E0%EB%E3%EE%F0%E8%F2%EC
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The account of the tangential acceleration and the 
presence of spatial derivatives of the deflection 
velocity in the right hand side of the system based 
on the Courant condition imposes strict re-
strictions on the relation between time integration 
steps and the space integration coordinate, which 
may happen inadequate in terms of computing 
time, neither does it guarantee a solution stability.  
Whereby, there appears a need of evaluating the 
precision of the results. Due to weak discontinu-
ities, one should introduce artificial viscosity to 
stabilize the difference scheme, to use other 
techniques that distorts the results and does not 
guarantee a convergence. 
It is necessary to use such algorithms in a re-
search when studying the propagation process 
for elastic and plastic waves, that is unlikely 
possible for design purposes because of the 
above-mentioned problems.  
The goal of the research is to develop reasona-
bly simplified methods for quasi-static and dy-
namic problems taking into account physical 
and geometrical nonlinearities, hardening and 
sensitivity of the material to deformation veloci-
ty, rotation inertia, non-uniformity of the stress 
state, and the possibility of their practical appli-
cation.  
This paper [1] presents a setting of the problem 
for dynamic impact by high-power loads upon 
shallow shells of rotation based on a non-linear 
condition of plasticity with regard to hardening 
and sensitivity of the material to the defor-
mation velocity. 
This article studies also the influence of non-
uniformity of the stress state with the regard to 
the above factors. 
Equations of motion for a shallow shell with 
regard to the rotational inertia [1]: 
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Dimensionless coordinates and variables are 
used: 
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– deflection and movement of the middle sur-
face radially; 
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– radius of the projection for anbitrary point; 

0  - radius of the projection for a point on the 
support contour of the shell; 
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– componentry of membrane and bending 
stresses; 
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– virtual inner pressure; 2h  - shell thickness; 
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 f f   - equation of the middle surface in 
the dimensionless coordinates; 1,2i   - indices 
of radial and peripheral directions; 
 

2
0

2 sht t 



 

 
– non-dimensional time;  - mass of the shell 
volume per unit area of the middle surface; 

0
s sand   -- the material’s static and dynamic 

yield point correspondingly. 
Boundary conditions for a hinged-fixed edge: 
 

       

     

1 2

1

0, 0, , 0, 0, 0, 0,

1, 0, 1, 0, 1, 0.

wm t m t Q t t

m t w t u t


  



  

 

 
Boundary conditions for a rigid jamming of an edge: 
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Initial data: 
 

       ,0 ,0 0, ,0 ,0 0w w u u            ,0 ,0 0, ,0 ,0 0,0 ,0 0, ,0 ,0 0 ,0 ,0 0, ,0 ,0 0 ,0 ,0 0, ,0 ,0 0 ,0 ,0 0, ,0 ,0 0 ,0 ,0 0, ,0 ,0 0 ,0 ,0 0, ,0 ,0 0,0 ,0 0, ,0 ,0 0       ,0 ,0 0, ,0 ,0 0,0 ,0 0, ,0 ,0 0       ,0 ,0 0, ,0 ,0 0 ,0 ,0 0, ,0 ,0 0       ,0 ,0 0, ,0 ,0 0 ,0 ,0 0, ,0 ,0 0       ,0 ,0 0, ,0 ,0 0 ,0 ,0 0, ,0 ,0 0       ,0 ,0 0, ,0 ,0 0 ,0 ,0 0, ,0 ,0 0       ,0 ,0 0, ,0 ,0 0 ,0 ,0 0, ,0 ,0 0       ,0 ,0 0, ,0 ,0 0,0 ,0 0, ,0 ,0 0w w u u,0 ,0 0, ,0 ,0 0       ,0 ,0 0, ,0 ,0 0w w u u,0 ,0 0, ,0 ,0 0,0 ,0 0, ,0 ,0 0w w u u,0 ,0 0, ,0 ,0 0       ,0 ,0 0, ,0 ,0 0w w u u,0 ,0 0, ,0 ,0 0 ,0 ,0 0, ,0 ,0 0w w u u,0 ,0 0, ,0 ,0 0       ,0 ,0 0, ,0 ,0 0w w u u,0 ,0 0, ,0 ,0 0 ,0 ,0 0, ,0 ,0 0w w u u,0 ,0 0, ,0 ,0 0       ,0 ,0 0, ,0 ,0 0w w u u,0 ,0 0, ,0 ,0 0 ,0 ,0 0, ,0 ,0 0w w u u,0 ,0 0, ,0 ,0 0       ,0 ,0 0, ,0 ,0 0w w u u,0 ,0 0, ,0 ,0 0 . 
 
Assuming that the material’s dynamic yield 
point depends on the deformation intensity, the 
plastic deformation velocity and a gradient 
modulus of the deformation intensity 
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where kE  - tangential hardening modulus, 
0, n0, n  - invariables determined on the basis of 

experimental trials with high-speed defor-
mations at the uni-axial stress state [2,3], 

,m
s  - invariables determined in experimental 

trials at the non-homogenous stress [4,5]. 
Expressions for the deformations and the 
change of curvature for the middle surface are 
as follows, further the bar goes down: 
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Introduction of the interaction for the membrane 
and bending force factors is made with the help 
of the loading surface analogical to the yield 
surface [6] 
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The loading surface (4), as suggested in [7], is 
replaced by the three equivalent relations 
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In disregard for the tangential acceleration 
(without the wave processes) and assuming the 
shell is shallow, and the deflections do not ex-
ceed 2-3 of the shell thickness, we obtain the 
equation system уравнений 
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The expressions for deformations and change of 
curvature of the middle surface are as follows 
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The power of the energy dissipation in a dimen-
sionless form 
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– dimensionless velocity of dissipation, devia-
tional velocity and speed of gaging the curva-
ture of the middle surface, square brackets – 
discontinuity in the pitch rate of the middle sur-
face at 1  . 
Assuming as a plastic potential, loading surface 
(5) and making a maximum condition of capaci-
ty weight ratio for energy dissipation, basing on 
the associated flow rule, we obtain  
 

   1 2 2 1
1 2

2 2
1 1 2 2

2 2
, ,

3 3

,

m m
m m

P P

P

 



    
 

    

  1 2 2 12 22 2 2 2    1 2 2 1   1 2 2 11 2 2 1    1 2 2 1 1 2 2 1    1 2 2 12 2   2 22 2    2 2 2 2    2 21 2 2 12 21 2 2 1   1 2 2 12 21 2 2 11 2 2 12 21 2 2 1    1 2 2 12 21 2 2 1m m   m m1 2 2 1m m1 2 2 1   1 2 2 1m m1 2 2 11 2 2 1m m1 2 2 1    1 2 2 1m m1 2 2 12 2m m2 2   2 2m m2 22 2m m2 2    2 2m m2 21 2 2 12 21 2 2 1m m1 2 2 12 21 2 2 1   1 2 2 12 21 2 2 1m m1 2 2 12 21 2 2 11 2 2 12 21 2 2 1m m1 2 2 12 21 2 2 1    1 2 2 12 21 2 2 1m m1 2 2 12 21 2 2 1
1 2, ,, ,, ,, ,, ,1 2, ,1 2

3 33 33 33 3
1 2m m1 21 2m m1 21 2m m1 21 2, ,1 2m m1 2, ,1 2

P P3 3P P3 33 3P P3 33 3P P3 33 3P P3 33 3P P3 3
2 2P     2 2
1 1 2 2 ,    2 2    2 2
1 1 2 2    1 1 2 2
2 2    2 2    2 2
1 1 2 2    1 1 2 2

 (9) 

   1 2 2 1
1 2

2 2
1 1 2 2

2 2
, ,

3 3

.

n n
n n

P P

P
 



     
 

      

  1 2 2 11 2 2 1 1 2 2 12 22 2 2 2     1 2 2 1     1 2 2 11 2 2 1     1 2 2 1 1 2 2 1     1 2 2 12 2     2 22 2     2 2 2 2     2 21 2 2 12 21 2 2 1     1 2 2 12 21 2 2 11 2 2 12 21 2 2 1     1 2 2 12 21 2 2 1n n     n n1 2 2 1n n1 2 2 1     1 2 2 1n n1 2 2 11 2 2 1n n1 2 2 1     1 2 2 1n n1 2 2 12 2n n2 2     2 2n n2 22 2n n2 2     2 2n n2 21 2 2 12 21 2 2 1n n1 2 2 12 21 2 2 1     1 2 2 12 21 2 2 1n n1 2 2 12 21 2 2 11 2 2 12 21 2 2 1n n1 2 2 12 21 2 2 1     1 2 2 12 21 2 2 1n n1 2 2 12 21 2 2 1
1 2, ,, ,, ,, ,, ,1 2, ,1 2

3 33 33 33 3
1 2n n1 21 2n n1 21 2n n1 21 2, ,1 2n n1 2, ,1 2

P P3 3P P3 33 3P P3 33 3P P3 33 3P P3 33 3P P3 3
2 2P       2 2
1 1 2 2.      2 2      2 2
1 1 2 2      1 1 2 2
2 2      2 2      2 2
1 1 2 2      1 1 2 2

  (10) 

 
Substituting in (8) the expressions for bending 
torques (9) and deformation velocities of the 
middle surface (7), we can find  
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On integrating (11) by parts one can obtain an-
other equivalent expression for energy dissipa-
tion power without discontinuities in pitch rates 
and preferable in the problems of dynamics 
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where a differential operator 
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The n  and m  functions in accordance with (5) 
and (12-12а), where m nD и D  according to 
(11) or (11а): 
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The below algorithm enables to take into ac-
count the material’s hardening, the dependence 
of the yield point on the deformation velocity 
and the non-uniformity of the stress state based 
on the method of the step-by-step approach by 
the average deformation intensity [2,3] in terms 
of the shell volume. 
For that purpose geometrical and loading pa-
rameters are put into a dimensionless form. The 
design is made, residual deflections and the de-
formation time are determined. 
Further, they are put into a dimensional form, 
the average values of the deformation intensity 
and its velocity are determined based on which 
the function  , ,i i igrad   i i ii i i,i i i, gradi i igradi i i      i i i   i i ii i i   i i i,i i i,   ,i i i, grad   gradi i igradi i i   i i igradi i i  is defined and 
correspondingly the dynamic yield point of the 
material. 
Hereafter, a loading parameter is defined in a 
dimensionless form. The design is made, new 
values of the residual deflections and the defor-
mation time are determined. The iteration pro-
cess rapidly converges, 3-4 iterations are 
enough.  
 
 
2. A SYSTEM OF RESOLVING 

EQUATIONS FOR TAKE INTO 
ACCOUNT NON-UNIFORMITY OF 
THE STRESS STATE 

 
The deformation intensity by the shell’s thick-
ness [8,9]: 
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Performing the integration by the shell’s thick-
ness based on the inequality Cauchy-
Bunyakovsky, we obtain the average values of 
the deformation intensity in the z coordinate  
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On performing then the integration by the 
shell’s area, we obtain the average value of the 
deformation intensity by the volume which will 
be used to determine the function 
 , ,i igrad   : 
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The mean velocity of the deformation intensity 
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deformation. The average values of deformation 
intensity velocity and the intensity of defor-
mations can be determined also through the 
power of the energy dissipation 
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The gradient module of the deformation intensi-
ty by analogy with [5] 
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The average value in the z  coordinate for a 
gradient module of the deformation intensity 
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On integrating by the shell’s thickness based on 
the inequality Cauchy-Bunyakovsky, we obtain 
the average values of the gradient module for 
the deformation intensity in the z  coordinate 
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The average value by the volume of the gradient 
module of the deformation intensity 
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The corresponding integrals in (20) are ex-
pressed in elementary functions but are exceed-
ingly lengthy in practice. Integrating by the 
shell’s thickness, we obtain based on the Simp-
son formula: 
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The integral of deformation intensity in the 
middle surface at whatever cinematically -
admissible field of radial displacements up to 
15% follows the inaquation 
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If the field of radial displacements is not trivial, 
the error is less than 5%, that is, it does not de-
pend on the field of the radial displacements vir-
tually. 
In the last formula, the integrand expression of 
the second integral is an Ilyushin strain ellipse 
(rotated through a full 90˚ relative to a stress 
ellipse von Mises), and the integrand expression 
of the third integral is its approximation by line-
arization.  
Among the solution sets for an integral equa-
tion, we can single out two: the equation of in-
tegrand functions and the integrand functions do 
not depend on a radius, that is 
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It follows from the latter equation 
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Then  
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Subject to performing the first equilibrium 
equation (6), the integral of the sum of the nor-
mal forces in the middle surface 
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The integral of the sum of the normal forces in 
the middle surface according to (10) at whatever 
cinematically - admissible field of radial dis-
placements up to 5% obeys the inequality 
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where under conditions of simple loading 

 i i f t    i i f tf t   i i   i i . Comparing the two latter formu-
las, we conclude that one can assume in n  
when calculating, and the deformations accord-
ing to (24). 
If we approximate the deflection by a quadratic 
parabola, according to (15) and (20), we can ob- 
tain simple formulas to assess the necessary ac-
count of non-uniformity of the stress state: 
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At 0   relative gradient  
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thereafter, with the increasing   , relative gra-
dient of the deformation intensity decreases lin-
early in fact. 
To take into account elastic deformations, one 
should assume that the deflection consists of the 
two components: elastic and plastic ones  
 

0 0 0 .e pw w w   
 
The elastic component can be determined equat-
ing the medium intensity of deformations (28) 

to the one corresponding to the start of the plas-
tic deformation consistent with the actual dia-
gram or corresponding to the conventional yield 
point. 
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At 8  , the solution of the nonlinear equation 
(29) can be adequately presented as 
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At 0  , the adequate solution of the nonlinear 
equation (29) 
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Dependency graphs for a yield limit (the func-
tion  , ,i igrad    - account of the non-
uniformity of the stress state ) for a shell with 
the radius 0 50cm   and the thickness 

02 5, 10,20,40h mm  with the parameter of the 
initial curvature 0, 8, 16, 24, 32  , which cor-
responds to the shell depth 0 – 4 of the shell’s 
thickness, of the plastic deflection 0 0 8pw   , 
which corresponds to the twice thickness and 
are shown in Fig. 1 - Fig. 4. 
Fig. 5 – Fig. 8 show the dependence graphs of 
the yield point upon the plastic deformation in-
tensity 0 0.04p

i    for a shell with a radius 

0 50cm   , thickness 02 5, 10,20,40h mm  
with a parameter of the initial curvature 

0, 8, 16, 24, 32  .
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Figure 1. Dependency graphs of the function 
 , ,i igrad    upon the plastic deflectiоn 0

pw  

for a shell with a radius 0 50cm  , thickness 
2 5h mm , the parameter of the initial curva-

ture 0 32    (the upper curve 0  ) 
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Figure 2. Dependency graphs of the function 
 , ,i igrad    upon the plastic deflectiоn 0

pw  

for a shell with a radius 0 50cm  , thickness 
2 10h mm , the parameter of the initial curva-

ture 0 32    (the upper curve 0  ) 

 , ,i igrad    

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

1.35

1.4

1.45

1.5

0 1 2 3 4 5 6 7 8

     0
pw  

Figure 3. Dependency graphs of the function 
 , ,i igrad    upon the plastic deflectiоn 0

pw  

for a shell with a radius 0 50cm  , thickness 
2 20h mm , the parameter of the initial curva-

ture 0 32    (the upper curve 0  ) 
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Figure 4. Dependency graphs of the function 
 , ,i igrad    upon the plastic deflectiоn 0

pw  

for a shell with a radius 0 50cm  , thickness 
2 40h mm , the parameter of the initial curva-

ture 0 32    (the upper curve 0  ) 
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Figure 5. Dependency graphs of the function 
 , ,i igrad    upon the intensity deformations 
p
i  for a shell with a radius 0 50cm   , thick-
ness 2 5h mm , the parameter of the initial 
curvature 0 32    (the upper curve 0  ) 

 

 , ,i igrad    

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

1.35

1.4

1.45

1.5

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

     p
i  

Figure 6. Dependency graphs of the function 
 , ,i igrad    upon the intensity deformations 
p
i  for a shell with a radius 0 50cm   , thick-

ness 2 10h mm , the parameter of the initial 
curvature 0 32    (the upper curve 0  ) 
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Figure 7. Dependency graphs of the function 
 , ,i igrad    upon the intensity deformations 
p
i  for a shell with a radius 0 50cm   , thick-

ness 2 20h mm , the parameter of the initial 
curvature 0 32    (the upper curve 0  ) 
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Figure 8. Dependency graphs of the function 
 , ,i igrad    upon the intensity deformations 
p
i  for a shell with a radius 0 50cm   , thick-

ness 2 40h mm , the parameter of the initial 
curvature 0 32    (the upper curve 0  ) 
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The invariables 158.32 m   and 01.5m
s s    

in formula (2) have been determines based on 
the experimental trials [10], by analogy, as it 
was done in the paper [5]. 
 
 
CONCLUSIONS 
 
1. The account of non-uniformity of the stress 
state affects considerably the yield point at the ini-
tial stage of the plastic deformation of plates and 
is needed in assessment of their bearing capacity. 
2. As plastic deformations develop, the gradi-
ents of the deformation intensity decrease con-
siderably, the deformation intensity in the shells 
is more uniform. 
3. At the shell depth exceeding 3-4 thickness and 
deflections exceeding 2-3 thickness (transition to 
the state of pure membrane stress), the impact of 
non-uniformity of the stress state on the residual 
plastic deflections becomes less dramatic. 
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ASYMPTOTIC MODEL OF FILTRATION  
IN ALMOST STATIONARY MODE 
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Abstract: Asymptotic model of suspension filtration in a porous media is considered. Asymptotic solution of the 
filtration problem is constructed for large values of time. To determine the asymptotics an integral form of solu-
tion is used. The asymptotics is compared with numerical solution. 
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ФИЛЬТРАЦИИ  
В ПОЧТИ СТАЦИОНАРНОМ РЕЖИМЕ 
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Аннотация: Для задачи фильтрации суспензии в пористой среде строится асимптотическое решение при 
больших значениях времени. При нахождении асимптотики используется решение задачи в интеграль-
ной форме. Построенная асимптотика сравнивается с численным решением. 
 

Ключевые слова: задача фильтрации, суспензия, взвешенные и осажденные частицы,  
коэффициент фильтрации, асимптотика. 

 
 
1. THE FILTRATION PROBLEM 

FOR SUSPENSION IN A POROUS 
MEDIA 

 
Filtration and retention of suspended particles in 
porous media play an important role in They 
play an important role in many chemical and 
environmental technologies. Filtering the sus-
pension occurs in the production of construction 
materials, the purification of industrial and mu-
nicipal waste and while pumping water from 
artesian wells. Measures to increase the strength 
of the soil are also based on the filtration theory 
[1-11]. 
Planning and design of the above described 
chemical and industrial technology is based on 
mathematical modeling. Long-term filtration of 

fluid with suspended particles in porous media 
is described by the mass balance equation for 
suspended and retained particles and capture 
kinetics equation [12-14]. 
Concentrations of suspended ),( txC  and re-
tained ),( txS  particles of the same size in a uni-
form filter with reduced length 1L  satisfy the 
hyperbolic system of first order differential 
equations 
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For the linear filtration coefficient 
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the exact solution of the problem (1)-(5) is [15] 
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In general case the problem (1) - (5) has no ana-
lytic solution. [12] provides the asymptotic ex-
pansion in the neighborhood of the concentra-
tion front; [16] shows the asymptotic solution at 
the filter inlet. Below the asymptotics is con-
structed for almost stationary mode when 

t . 
 
 

2. PROPERTIES  
OF THE ASYM-PTOTIC SOLU-
TION FOR t  

 
The problem (1) - (5) corresponds to the size-
exclusion model of 1-size particle transport and 
capture excluding the effect of fluid viscosity 
and electrostatic forces: suspended particles 
pass freely through the pores of large diameter 
and are stuck at the entrance of small pores, 
forming a deposit. It is assumed that each pore 
of a diameter smaller than the particle size can 
be clogged only by one particle. This retained 

particle cannot leave the pore and remains at its 
entrance. With the increase of filtration period 
the number of free small pores decreases, the 
growth of deposit reduces and more suspended 
particles pass freely through large pores. 
For large values of the time t the filtration pro-
cess is approaching a stationary mode: almost 
all small pores are clogged, the flow of sus-
pended particles in the filter moves, almost 
without losing retained particles. The maximum 
limit of retained particle concentration is pro-
portional to the concentration of small pores in 
the filter; as all small pores are clogged with 
retained particles the suspended particles move 
freely through the pores of large diameter, and 
their concentration is constant: 

 
constStxS

t
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),(lim , 10  x . (8) 

 
Let the filtration coefficient )(S  has the 
smallest positive simple root maxS  and can be 
represented in a form 
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Then the asymptotic solution of problem (1) - 
(5) can be found in a form of a series in powers 
of small parameter )(1 xtpe  : 
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3. MAIN ASYMPTOTIC TERM 
 

From (2), (3) at the characteristic line 0x  the 
function ),0()0( tSS   is defined implicitly 
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The exact solution of the problem (1) - (5) is 
provided in [17] 
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According to (9) the function 
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is regular on the segment ],0[ maxS . Denote 
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and 
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Similarly, from (12) 
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and 
 

)()1( 2)(
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max1 
 OeSS xSA  (18) 

(18) defines the main asymptotic term of the 
problem (1) - (5). 

4. ASYMPTOTICS AT t  
 

Differentiating (10) and substitute in (1) 
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Substituting (10) into the right side of (2) 
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Equating in (19), (20) the coefficients of the 
same powers of  we get a recurrence system of 
differential and algebraic equations 
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2
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The boundary condition (3) gives rise to condi-
tions for the unknown asymptotic terms )(xci  at 

0x : 
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The first term of the asymptotics )(1 xs  is cho-
sen equal to the principal term of the expansion 
(18): 
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Solution of (21) - (23) with the conditions (24): 
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Substitution of (25) - (28) into (10) gives the asymptotic solution of (1) - (5) at t  
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5. NUMERICAL MODELING 
 

The rate of convergence of the asymptotics to 
the solution of (1)-(5) was determined by nu-
merical calculation for 
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In this case 
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and the asymptotics at t  takes the form 
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Relative errors of the asymptotics (31), (32) are 
determined below 
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Fig. 1 and 2 show the boundaries of the domains 

S , C  for 1.0  (solid line), 
01.0  (dotted line), 001.0  (dashed line). 

These domains are located above the graphs. 
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According to fig. 1, 2 the asymptotics (31), (32) 
quickly converges to the solution, starting with 
relatively small values of t. 
 
 
6. CONCLUSIONS 
 
Constructed asymptotic expansions correspond 
to almost stationary mode of filtering when the 
filter is practically clogged by deposit and can 
retain only a small fraction of the particles of 
the suspension. 
The asymptotic solution (29), (30) at t  
with a small parameter pte   was obtained on 
the assumption that maxS  is a simple positive 
root of )(S . In case of multiple root the as-
ymptotic expansion for large t is a series in 
powers of a small parameter 1)ln( tt . 
For a linear filtration coefficient (6) formulas 
(29) (30) are the expansion of the solution (7) in 
powers of )(1 xtpe  . 
The exponential decrease of asymptotic terms 
provides quick convergence of the asymptotics 
to the solution of (1)-(5). 
The method of finding the asymptotic solution 
(29), (30) at t  differs from standard meth-
ods used for constructing asymptotic expansions 
of (1) - (5) near the filter inlet 0x  and behind 
the concentration front xt  . Conditions (3) 
and (8) are not sufficient for determining a 
unique solution of the recurrence system (13) - 
(15). Finding the solution requires an additional 
relation between the asymptotic terms )(1 xs  and 

)(1 xc  or a condition on one of these terms. 
In this paper the first term in the asymptotic ex-
pansion (18) of the integral representation of the 
solution is chosen as )(1 xs . It is unclear whether 
there is a reasonable physical condition that can 
uniquely identify the asymptotics of (1) - (5) at 

t  without the use of solutions (11), (12). 
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О СОЗЫВЕ ОЧЕРЕДНОГО ОБЩЕГО СОБРАНИЯ ЧЛЕНОВ 
РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ АРХИТЕКТУРЫ  

И СТРОИТЕЛЬНЫХ НАУК 
 

В соответствии со статьей 40 Устава федерального государственного бюджетного учре-
ждения «Российская академия архитектуры и строительных наук» президиум РААСН 
объявляет о созыве очередного общего собрания членов РААСН.  
 
Общее собрание членов РААСН пройдет с 20 по 22 апреля 2016 года на базе Московского 
архитектурного института (Государственной академии), расположенного по адресу: улица 
Рождественка, дом 11/4, корп.1, стр.4.  
 
Президиумом РААСН (Постановление № 8 от 21 октября 2015 года) утверждена тема науч-
ной части общего собрания членов РААСН-2016: «Стратегия сохранения и развития россий-
ского архитектурного наследия». 
 
2 декабря 2015 года на совместном заседании ученого совета и президиума РААСН утвер-
жден следующий – Состав Научного комитета по подготовке и проведению научной части 
Общего собрания РААСН-2016: 
 
Председатель комитета: 
Кудрявцев А.П. – академик, вице-президент РААСН по направлению: «Архитектура»; 
 
Заместители председателя комитета:  
Акимов П.А. – член-корреспондент, главный учёный секретарь президиума РААСН;  
Лежава И.Г. – академик, вице-президент РААСН по направлению: «Градостроительство»; 
Травуш В.И.– академик, вице-президент РААСН по направлению: «Строительные науки»; 
Ильичёв В.А.– академик, вице-президент РААСН по направлению: «Инновации». 
 
Члены комитета: 
Некрасов А.Б. – академик, академик-секретарь отделения Архитектуры (ОА);  
Шубенков М.В. – член-корреспондент, и.о. академика-секретаря отделения  

Градостроительства (ОГ);  
Карпенко Н.И. – академик-секретарь отделения Строительных наук (ОСН); 
Анисимов А.В. – член-корреспондент (ОА), г. Москва; 
Ахмедова Е.А.– член-корреспондент (ОГ), г. Самара; 
Бирюков И.Г. – член-корреспондент (ОА), г. Москва; 
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Бондаренко И.А. – член-корреспондент (ОГ), г. Москва; 
Вавакин Л.В. – академик (ОГ), г. Москва; 
Долгов А.В. – член-корреспондент (ОА), г. Екатеринбург; 
Кадышев Г.И. – член-корреспондент (ОГ), г. Москва 
Орельский В.В. – советник президента РААСН, советник (ОА), г. Москва; 
Орфинский В.П. – академик (ОА), г. Петрозаводск; 
Худин А.А. – член-корреспондент (ОА), г. Нижний Новгород; 
Щенков А.С. – член-корреспондент (ОА), г. Москва; 
 
Учёный секретарь комитета: 
Грязнова Н.В. – начальник научно-организационного отдела ОА, советник РААСН. 
 
Президиума РААСН напоминает, что участие в работе Общего собрания членов РААСН яв-
ляется уставной обязанностью члена федерального государственного бюджетного учрежде-
ния «Российская академия архитектуры и строительных наук» (статья 38 Устава РААСН). 
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УШЕЛ ИЗ ЖИЗНИ БОРИС ЕФИМОВИЧ ПОБЕДРЯ 
 

01 марта 2016 года на 79 году жизни скоропостижно скончался один из ведущих ученых в 
области механики, заместитель главного редактора международного научного журнала 
“International Journal for Computational Civil and Structural Engineering (Международный жур-
нал по расчету гражданских и строительных конструкций)”, заведующий кафедрой механики 
композитов Московского государственного университета им. М.В. Ломоносова, Лауреат 
Государственной и Ломоносовской премий, заслуженный деятель науки Российской Федера-
ции, член национального комитета Российской Федерации по теоретической и прикладной 
механике, профессор, доктор физико-математических наук Победря Борис Ефимович 
(26.05.1937 – 01.03.2016). 
 
Б.Е. Победря – всемирно известный автор многочисленных научных трудов, чьи научные 
интересы лежали в области: механики деформируемого твердого тела, вычислительной ме-
ханики, механики композитов, термодинамике, физике связанных полей, численного анали-
за, дифференциальной геометрии, уравнений математической физики, нелинейного функци-
онального анализа и др. Под его научным руководством были подготовлены десятки канди-
датов и докторов наук. 
 
Яркие научные результаты, исключительно высокая эрудиция, активная жизненная позиция, 
внимание и доброжелательное отношение к окружающим снискали Борису Ефимовичу 
большое уважение среди широких научных кругов научной общественности.  
 
Редакционная коллегия и редакционный совет международного научного журнала 
“International Journal for Computational Civil and Structural Engineering (Международный жур-
нал по расчету гражданских и строительных конструкций)” выражают глубокие соболезно-
вания семье, родным, близким, друзьям и коллегам Бориса Ефимовича. 
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