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AIMS AND SCOPE 
 

The aim of the Journal is to advance the research and practice in structural engineering 
through the application of computational methods. The Journal will publish original papers and ed-
ucational articles of general value to the field that will bridge the gap between high-performance 
construction materials, large-scale engineering systems and advanced methods of analysis. 

The scope of the Journal includes papers on computer methods in the areas of structural 
engineering, civil engineering materials and problems concerned with multiple physical processes 
interacting at multiple spatial and temporal scales. The Journal is intended to be of interest and use 
to researches and practitioners in academic, governmental and industrial communities. 

 
 
 
 
 

КРАТКИЕ СВЕДЕНИЯ О ЖУРНАЛЕ 
INTERNATIONAL JOURNAL FOR COMPUTATIONAL CIVIL AND 

STRUCTURAL ENGINEERING 
 
Журнал International Journal for Computational Civil and Structural Engineering явля-

ется международным периодическим изданием, учредителями и издателями которого высту-
пают Издательство Ассоциации строительных вузов (АСВ) /Россия, г. Москва/ и Издатель-
ство Begell House Inc. /США, г. Нью-Йорк/. 

В редакционный совет журнала входят известные российские и зарубежные деятели 
науки и техники. Основной критерий отбора статей для публикации в журнале − их высокий 
научный уровень, соответствие которому определяется в ходе высококвалифицированного 
рецензирования и объективной экспертизы, поступающих в редакцию материалов. 

Журнал входит в Перечень ведущих рецензируемых научных журналов и изданий, в 
которых должны быть опубликованы основные научные результаты диссертаций.  

Журнал зарегистрирован в Федеральном агентстве по средствам массовой информа-
ции и охраны культурного наследия Российской Федерации. Индекс в общероссийском ката-
логе РОСПЕЧАТЬ − 18076. 
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page must be written in two columns 8.25 cm in width. All next pages must also have two columns 8.25 cm in 
width. Each page should have margins: 32 mm top, 32 mm bottom and 20 mm right and left. The paper should 
be typed using 12 point size Times New Roman type-face, or very similar, using single spacing between text 
lines applying word processor and printed on laser printer. It can be here pointed such editors as Word for Win-
dows (preferable), Word Perfect, Tex or LaTeX. The appearance of manuscript of paper should be similar as far 
as possible to this sample. The paper should be submitted by traditional post: the original with 2 copies for re-
view and the electronic version on diskette or on CD. 
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preparation of manuscripts, electronic image preparation, submission of peer reviews and accepted articles 
 

 
1. PREPARATION OF MANUSCRIPTS 
 
This document is typed by Microsoft Word 2003 
and Times New Roman 12 point size type-face. 
 
The material of the paper should be arranged 
as follows: Title (16 points), Author(s) (14 
point), Affiliation(s), Abstract, key words, Intro-
duction, Main body of paper, Acknowledgements 
(if any), References (if any, 10 points), Appen-
dices (if any), full authors addresses as endnote 
(10 points, spacing within endnote=1, style for 
numbering=numbers, line separating text and 
endnotes=line – margin to margin in right col-
umn). 
 
The title, author’s name(s) and affiliation(s) 
should be given in a style similar to that shown 
above in this sample and centered. The head-
ings should be bold and aligned to left. First-
order headings and parts of the text should be 
separated by one free line from the text. Second-
order headings should have capital first letters. 
 
The both columns of each page, including clos-
ing page, should be of equal length. At the bot-
tom of the last right column of last page is end-
note with author’s address(es). 

The figures can be embedded in word processor 
or must be drawn in black ink. Drawings can be 
produced directly on manuscript sheet or may 
be produced on separate piece of white paper 
and then stuck at the appropriate position. Pho-
tographs must be glossy black and white prints 
and stuck at the appropriate position. This also 
applies to other items such as tables. The best – 
drawings, photographs and tables should be 
typed by word processor. All symbols includ-
ing equations should be typed. 
 

ijijij  2 .                    (1) 
 
However, sometimes embedding figure files in 
Microsoft Word is not acceptable for final 
output, because of the loss of resolution. In this 
connection author may save in addiction all or 
selected files with figures separately on diskette 
or CD. Acceptable formats for figures are 
JPEG, TIFF or EPS files saved from original 
application at 300-600 dpi. 
 
The Figures, line drawings, photographs, tables 
may be positioned either within the one column, 
or large centered exactly across the full width of 
the page. The equations should be numbered at 
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the right side of the column. The references 
should be given at the end of the paper. 
The Figures, Tables and Equations should be sepa-
rated from the text by minimum one single free line. 
 

 
Figure 1. 

 
The manuscript is expected to be written in 
correct and easily readable English. An au-
thor who is not proficient in English is advised 
to take help of linguist before typing. It should 
be thoroughly checked for spelling mistakes. 
 
2. SUBMISSION FOR PEER REVIEW 
 
Authors in all countries, at their opinion, 
should send three (3) copies of their manuscript 
to Editors-in-Chief professor Vladimir N. Si-
dorov (see chapter 4 Correspondence) or Tech-
nical editor associate professor Taymuraz B. 
Kaytukov. Electronic submissions are en-
couraged. Email a PDF or DOC (Microsoft 
Word) file with manuscript to the Editor-in-
Chief or technical editor. The Editor-in-Chief 
will seek reviews of the paper from experts and 
will assure rapid turnaround within six months 
of submission. Each manuscript will receive 
at least 2 reviews. In deciding on acceptance 
of the paper, experts will examine originality, 
quality of contents, neatness of presentation and 
readability of the submitted text. The Editor-in-
Chief will correspond with the author in the 
light of these reviews. Submission implies that 
the author will be willing to make any necessary 
revisions. Retain all original figures until con-
clusion of the review process.  
 
3. SUBMISSION OF ACCEPTED ARTICLE 
 
After manuscript has been accepted and all re-
quired revisions have been incorporated, mail 
manuscripts (black & white) and two copies 

to Editor-in-Chief by traditional post. The en-
velope for A4 sheets with stiffener may be used. 
The electronic version of the manuscript on 
diskette or CD must be mailed to Editor-in-
Chief as well. Label CD or diskette with au-
thor’s last name(s), title of the article, abbreviat-
ed journal name and date. Please provide a list 
of the software programs used for the art and 
text and the file names on the disk. 
 
4. CORRESPONDENCE 
 
Enquires regarding International Journal for 
Computational Civil and Structural Engineering 
and manuscripts should be addressed to the 
  Editor-in-Chief 

Professor Vladimir N. Sidorov  
Department of Applied Mathematics  
and Computer Science 
Moscow State University of Civil Engineering,  
26, Yaroslavskoe Shosse, 129337 Moscow, Russia 
e-mail: sidorov.vladimir@gmail.com 
  Technical Editor 
Associate Professor Taymuraz B. Kaytukov 
Research & Educational Center  
of Computational Simulation 
Moscow State University of Civil Engineering,  
26, Yaroslavskoe Shosse, 129337 Moscow, Russia 
e-mail: niccm@mgsu.ru 
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тьи, ключевые слова, сведения об авторах и название статьи должны быть представлены авторами на ан-
глийском языке. Текст должен быть подготовлен в программе Microsoft Word (формат файла – DOC), 
желательно также предоставление копии статьи в формате PDF. Аннотация печатается в поле шириной 
16 см. Текст на первой странице статьи печатается в две колонки, шириной 8.25 см каждая. Поля: верх-
нее – 32 мм., нижнее – 32 мм., правое – 20 мм., левое – 20 мм. Основной шрифт для набора статьи – 
Times New Roman, 12 пт., межстрочный интервал – одинарный. Внешний вид статьи по форме оформле-
ния должен соответствовать настоящему образцу. Печатные экземпляры статьи (оригинал и две копии) и 
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1. ПОДГОТОВКА СТАТЕЙ 
 
Настоящий образец подготовлен в текстовом 
процессоре Microsoft Word 2003, использу-
ется шрифт Times New Roman, 12 пт. 

Материал статьи должен располагаться 
следующим образом: Заголовок (Times New 
Roman, 16 пт.), авторы (Times New Roman, 
14 пт.), сведения об авторах, аннотация, 
ключевые слова (Times New Roman, 10 пт.). 
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При публикации статьи на русском языке 
далее располагаются Заголовок (Times New 
Roman, 16 пт.), авторы (Times New Roman, 
14 пт.), сведения об авторах, аннотация, 
ключевые слова (Times New Roman, 10 пт.) 
на английском языке). Введение, основной 
текст статьи, приложения и замечания печа-
таются с использование шрифта Times New 
Roman, 12 пт.; списко литературы, разверну-
тые сведения об авторах – Times New Roman, 
10 пт. Межстрочный интервал – одинарный. 
Выравнивание в тексте – по ширине, вырав-
нивание формул – по правому краю, форму-
лы желательно нумеровать. 
 
Заголовок статьи, сведения об авторах 
представляются в форме, приведенной в 
настоящем образце, выравнивание по цен-
тру. Подзаголовки в статье выделяются по-
лужирным шрифтом с выравниванием по 
левому краю. Подзаголовки первого уровня 
должны быть отделены от основного текста 
одной пустой строкой, подзаголовки второго 
уровня выделяются курсивом. 
 
Обе колонки на каждой странице, включая по-
следнюю, должны иметь одинаковую длину. В 
конце статьи должны быть приведены развер-
нутые сведения об авторах, содержащие в том 
числе их контактные данные (на двух языках 
при публикации статьи на русском языке). 
 
Рисунки (черно-белые) должны быть встав-
лены в текст статьи или приложены в бумаж-
ном виде на отдельных листах, с указанием в 
каких местах статьи их следует расположить. 
Тоже касается и фотографий, формат фото-
графий – черно-белый. Желательно прила-
гать электронные версии рисунков и фото-
графий! Аналогичные требования касаются 
таблиц. Наилучший вариант такой, когда ри-
сунки, фотографии и таблицы вставлены в 
файл, подготовленный в Microsoft Word. Все 
символы, в том числе используемые в 
уравнениях, должны быть печатными.  
 

ijijij  2 .                    (1) 

Однако, рисунки и фотографии, вставлен-
ные в файл текстового процессора Mi-
crosoft Word не всегда имеют приемлемое 
для печати качество из-за их низкого раз-
решения. В этой связи автору настоятельно 
рекомендуется дополнительно приложить 
(на дискете или компакт-диске) к статье 
файлы, содержащие рисунки. Допустимые 
форматы для рисунков – JPEG, TIFF или 
EPS, разрешение – 300-600 dpi. 
 
Рисунки, фотографии и таблицы, в случае их 
больших размеров, также могут располагать-
ся в одну колонку с выравниванием по ши-
рине. Формулы в статье нумеруются с вы-
равниванием по правому краю. Список ли-
тературы должен быть приведен в конце 
статьи. Рисунки, фотографии и таблицы 
должны быть отделены от основного текста 
как минимум одной пустой строкой.  
 

 
Рисунок 1 

 
Предполагается, что статья написана на 
грамотном и хорошо читаемом англий-
ском или русском языке. При необходимо-
сти, перед отправкой статьи авторам следует 
проконсультироваться у переводчиков. Ста-
тья не будет подробно проверяться редакци-
ей на предмет наличия лингвистических 
ошибок. В тоже время редакция оставляет за 
собой право отклонить статью, при наличии 
в последней большого количества ошибок 
лингвистического характера. 
 
2. ОТПРАВКА СТАТЬИ НА  

РЕЦЕНЗИРОВАНИЕ 
 
Авторы (из России и других стран) долж-
ны выслать в адрес редакции три печат-
ных экземпляра статьи на имя главного ре-
дактора журнала, профессора Сидорова Вла-



International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 

Volume 10, Issue 1, 2014 
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щая в редакцию журнала статья направляет-
ся для рассмотрения экспертам соответству-
ющего профиля. Как правило, по каждой 
статье назначаются два эксперта. Время 
проведения экспертизы статьи не может пре-
вышать 6 месяцев. Свои заключения и оцен-
ки по статье эксперты сообщают главному 
редактору журнала, при этом на каждую ста-
тью должно прийти не менее двух заключе-
ний. Замечания и предложения экспертов 
доводятся до сведения автора статьи, после 
чего он вносит все необходимые изменения. 
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трех экземплярах и электронной на компакт-
диске) высылается в адрес редакции, напри-
мер в жестком конверте формата А4 по по-
чте. Также необходимо послать электрон-
ную версию статьи по электронной почте 
главному редактору. На компакт-диске 
необходимо написать имена авторов, назва-
ние статьи, название журнала и дату. Также 
желательно указать список программ, кото-
рые использовались при подготовке статьи и 
список файлов, находящихся на компакт-
диске. Плата с аспирантов за публикацию 
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INVESTIGATION OF REPAIR COMPOSITIONS  
DELAMINATION MECHANISM  

BY RESTORATION STRUCTURES  
AFTER SULFUROUS CONNECTIONS CORROSION ATTACK 

 
Andrey N. Avrenyuk, Anastasia A. Avrenyuk 

Ufa State Petroleum Technological University, Ufa, RUSSIA 
 

ABSTRACT: Concrete specimens microstructure investigations results after destructive impact of sulfurous 
connections and after delamination mechanism substantiation of repair compositions on the cement base were 
presented. The necessity of carefully concrete rust products removing in restoration structures after sulfurous 
medium attack was shown.  
 

Key words: Corrosive to concrete sulfurous connections, reinforced concrete restoration, maintainability 
 

The field experience of concrete and reinforced 
concrete structures shows that they are failed 
considerably earlier as compared with the rated 
resource in the issue of corrosion. According to 
the statistical data in Europe the repair cost 
exceed 20 billion euro p.a., in Russia the repair 
cost of some industrial structures is reached 
over 40…50 years the sum which is equal in 
their value. Hereby the cost of executable repair 
works is already comparable with the means for 
new construction. It is also specified by the 
steady rise of present infrastructure units 
operation life. In recent time the state of 
majority repaired reinforced concrete facilities 
is suffered serious deterioration later on just few 
years after the execution of repair works. About 
75% of refusals by reinforced concrete 
structures restoration are received after only 
5…7 years. It is considered to be successful if 
the repeated restoration is needed after 12…15 
years [1]. The field experience of repaired struc-
tures after the impact of sulfurous mediums in-
dicates that commonly their service life is low 
because of the repair material delamination [2, 
3].  
In fig. 1 the thematic example of failed rein-
forced concrete repair is shown. When even af-
ter six months of exploitation (or even earlier) 
the delamination of repair composition on the 
cement base has begun. At that time the ar-

rangement of pits in the sewage well’s wall 
which was repaired after the biogenic sulfuric 
acid corrosion effect, is demonstrated the risk of 
keeping corrosion products (mainly as double 
hydrous gypsum) if the surface preparation is 
unsatisfactory.  
The layers investigation with using the indicator 
(0,1%  phenolphthalein solution) shows that on-
ly repair composition 1 and non corroded con-
crete in deep 3 are colored in raspberry pink, 
sulfatized layer 2 which was covered by repair 
composition is not colored. 
For investigations of delamination mechanism 
the real spesimens of that repair composition 
with sulfatized layer on the inner side was cho-
sen (fig.2). Special attention was given to the 
contact area «sulfatized concrete base layer - 
repair composition» to analyse the composition 
peeling mechanism on-stream. 
Electron microscopic and X-ray spectrum mi-
croanalysis of concrete specimens was realized 
by the scanning electron microscope «JEOL-
JSM 6610 LV» with detector «Oxford INCA 
Energy». Researches were conducted without 
substantial samples preparation of concrete spe-
cies in low vacuum medium that allows to ana-
lyse the surface in its basis quality (after sample 
full-scale specimens from operated units struc-
tures). 
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Figure 1.The delamination of repair composition on the cement in case of the unsatisfactory sewage 
well surface preparation, which contains sulphates mainly as  double hydrous gypsum: 1 – repair 

composition; 2 – sulfatized layer;  3 –  non corroded concrete. 
 

 
Figure 2. One of the real spesimens of repair composition with sulfatized layer on the inner side. 

 
In the issue of investigations has been deter-
mined the fact that originally before putting the 
repair composition new formations with high 
sulfur content was formed under the influence 
of corrosive sulfurous mediums in the surface 
and intermediate layers. S/Ca ratio which is 
close to stoichiometric makes it possible to 
number this phases among gypsum and its mod-
ifications. That confirmed both structure elec-
tronic pictures analysis and X-ray spectrum mi-
croanalysis results. 
Repair composition coating on the such unsatis-
factory prepared surface didn’t promote qualita-
tive restoration as well as load transfer to recov-
ered construction parts; and has resulted in de-
lamination of all the materials system on stream 
(Fig. 1). 

The majority of modern repair compositions 
which are supplied as dry mix enclose the raised 
content of aluminates to provide dimensional 
stability (C3A) (shrinkage is one of the main 
disadvantages of repair material, which is cause 
adhesion decrease and microcracks appearence) 
[3, 4]. That provides the formation of extra 
compounds amount such as ettringite in the con-
tact area «sulfatized concrete base layer - repair 
composition» with further delamination of coat-
ing (Fig. 3,4). In that case besides ettringite the 
formation of extra aluminate phases forms is 
also possible [5]. 
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Figure 3. The view of contact area «sulfatized concrete base layer - repair composition»,  
ettringite and other firms of aluminate phases crystallization with microcrack formation.  

The X-ray spectrum microanalysis results of forming crystals. 
 

 
Figure 4. Delamination mechanism of repair coating on the cement base in repairing  

after the sulfuric acid attack; L-the layer that should be removed by cleaning. 
 

Consequently the investigations it was deter-
mined that during that process of ettringite and 
other firms of aluminate phases crystallization 
the stress fields that result in microcracks for-
mation (Fig.3) and following delamination of 
repair composition on the cement in case (Fig.4)  
may arise in contact areas.  During the layerwise 

research it was also determined that besides of 
sulfatized layer damaged layer is composed of  
carbonated one. It is stipulated by the advance 
diffusion of carbonic acid CO2 as compared 
with sulfurous gases H2S, SO2 and SO3. 
Thereby in cases of elimination the possibility 
of ettringite formation and further delamination 
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of coating the whole removing of the main sul-
fate contained ingredient of present connection - 
dihydrophytic gypsum and its modifications- 
have to be done. 
This fact is the key characteristic in cleaning the 
restorable concrete and reinforced concrete 
structures. The carbonated layer can be retained 
because it doesn’t contain such substances that 
may cause the reaction leaking with increase of 
neoplasms phases volume [4]. Besides in repair-
ing with materials on the cement base the pH 
renewal in that layer will take place because of 
the alkalis migration from new coating. It will 
eliminate the possibility of reinforcement corro-
sion. 
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О ВЕРИФИКАЦИИ ДИСКРЕТНО-КОНТИНУАЛЬНОГО 
МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ  

ДЛЯ ЗАДАЧ СТАТИЧЕСКОГО РАСЧЕТА БАЛОК-СТЕНОК 
С ПОСТОЯННЫМИ ФИЗИКО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИМИ 

ПАРАМЕТРАМИ ВДОЛЬ ОСНОВНОГО НАПРАВЛЕНИЯ. 
СОПОСТАВЛЕНИЯ С ПРОГРАММНЫМ КОМПЛЕКСОМ 

ANSYS MECHANICAL 
 

П.А. Акимов, М.Л. Мозгалева, Моджтаба Аслами,  
О.А. Негрозов, С.В. Щербина 

ФГБОУ ВПО «Московский государственный строительный университет», г. Москва, РОССИЯ 
 

АННОТАЦИЯ: Статья открывает серию работ, посвященную верификации дискретно-континуального 
метода конечных элементов (ДКМКЭ), предложенного в работах А.Б. Золотова и П.А. Акимова для ре-
шения задач расчета строительных конструкций, зданий и сооружений, в данном случае статического 
расчета балок-стенок с постоянными физико-геометрическими параметрами вдоль основного направле-
ния. Верификация осуществляется путем сравнения результатов упругого линейного расчета балки-
стенки с использованием ДКМКЭ и результатов, полученных с помощью универсального программного 
комплекса промышленного ANSYS Mechanical, реализующего метод конечных элементов (МКЭ). Выбор 
данного программного продукта обусловлен широкими возможностями комплекса в области решения 
сложных задач механики сплошной среды и адаптированностью к конечному пользователю. 
 

Ключевые слова: дискретно-континуальный метод конечных элементов, метод конечных элементов, 
статический расчет, балка-стенка, постоянные физико-геометрические параметры 

 
 

ABOUT VERIFICATION OF DISCRETE-CONTINUAL 
FINITE ELEMENT METHOD FOR THE PROBLEMS 

OF STATIC ANALYSIS OF DEEP BEAMS 
WITH CONSTANT PHYSICAL AND GEOMETRICAL 

PARAMETERS ALONG BASIC DIRECTION. 
COMPARISONS WITH ANSYS MECHANICAL.  

 
Pavel A. Akimov, Marina L. Mozgaleva, Mojtaba Aslami,  

Oleg A. Negrozov, Sergey V. Scherbina 
Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

 
ABSTRACT: The distinctive paper begins a series of works devoted to the verification of discrete-continual fi-
nite element method (DCFEM) of structural analysis, proposed by Prof. Alexander B. Zolotov and Prof. Pavel A. 
Akimov. Static analysis of deep beams with constant physical and geometrical parameters along basic direction 
is under consideration. Verification is performed by comparing the results of linear analysis of deep beam with 
the use of DCFEM and corresponding results obtained by using ANSYS Mechanical (version 15.0), which im-
plements the finite element method (FEM). ANSYS Mechanical  provides wide possibilities in the field of solu-
tions of complex problems of continuum mechanics. Moreover it is adapted perfectly for the end user. 

 
Key words: discrete-continual finite element method, finite element method, static analysis, 

deep beam, constant physical and geometrical parameters 
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Как известно, программный комплекс 
ANSYS [4, 5, 6, 8, 9] весьма широко распро-
странен в мире (а в последние 10 лет и в Рос-
сии) и имеет более миллиона легальных 
пользователей. Пакет сертифицирован по 
основным зарубежным стандартам (ISO-
9001, ISO 9000-3, British standard BS 5750, 
Lloyd’s Register’s software certification, 
NAFEMS QA certification и многим другим). 
Имеется сертификат Госатомнадзора России 
(Регистрационный номер ПС в ЦОЭП при 
РНЦ КИ № 490 от 10.09.2002 года, регистра-
ционный номер паспорта аттестации ПС № 
145 от 31.10.2002 года). Кроме того, в 2009 
году силами ЗАО НИЦ СтаДиО и НОЦ КМ 
МГСУ была проведена верификация про-
граммного комплекса ANSYS Mechanical со-
гласно требованиям и в системе Российской 
академии архитектуры и строительных наук 
(свидетельство РААСН № 02/ANSYS/2009 с 
приложением от 10.07.2009 года) [6]. 
Комплекс ANSYS предоставляет возможно-
сти работать в двух средах: в интегрирую-
щей среде ANSYS Workbench в модуле 
Workbench Mechanical (WB Mechanical) и в 
традиционном графическом интерфейсе 
ANSYS Mechanical APDL. В комплексе 
ANSYS Mechanical реализован специализи-
рованный язык APDL (ANSYS Parametric 
Design Language), который является языком 
написания командных сценариев, использу-
емых, в частности, для автоматизации типо-
вых задач или построения моделей на основе 
параметров (переменных). APDL также 
охватывает широкий диапазон и прочих воз-
можностей, например, таких, как повторение 
команд, вызов макросов, применение логи-
ческих ветвлений, циклов, а также операций 
со скалярными данными, векторами и мат-
рицами. APDL – скриптовый (FORTRAN по-
добный) язык программирования в традици-
онном графическом интерфейсе ANSYS 
Mechanical APDL. APDL позволяет полно-
стью создать в виде исполняемой программы 
или макроса расчетную модель (включая со-

здание параметрической геометрической мо-
дели). 
 
 
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. 
 
На рис. 1 приведена схема загружения пря-
моугольной балки-стенки, шарнирно-
опертой по двум сторонам (во всех точках, 
для которых 02 x  или lx 2  (края со 
штриховкой на рис. 1) перемещения по осям 

1x  и 2x  задаются нулевыми, т.е. 021  uu ). 
Геометрические параметры балки-стенки: 
длина 300l см, высота 300h см, толщина 

20 см. Модуль упругости материала 
23 кН/см 103 E ; коэффициент Пуассона 

16.0 . 
 

 
Рис. 1. Расчетная схема балки-стенки. 

 
 
2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ В 

ПРОГРАММНОМ КОМПЛЕКСЕ 
ANSYS. 

 
Текст исполняемой программы (с соответ-
ствующими пояснениями в тексте програм-
мы) на языке APDL для комплекса ANSYS 
представлен ниже. 

 
 



П.А. Акимов, М.Л. Мозгалева, Моджтаба Аслами, О.А. Негрозов, С.В. Щербина 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 20

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

/TITLE, Static Analysis of Two-dimensional Beam  ! Заголовок 
                                                 ! Статический расчет 
                                                 ! двумерной балки-стенки 
FINISH                                           ! Завершение работы 
                                                 ! процессора 
/CLEAR, START                                    ! Обнуление базы данных 
                                                 ! перед решением новой задачи 
/OUTPUT, , Outp                                  ! Направляем вывод в файл 
! Ввод параметров для дальнейшего использования ******************************** 
DL=300                                           ! Длина балки-стенки, см 
H=300                                            ! Высота балки-стенки, см 
DELTA=20                                         ! Условная толщина  
                                                 ! балки-стенки, см 
A=150                                            ! Координата точки приложения 
                                                 ! силы, см                                                  
E=3000                                           ! Модуль упругости материала 
                                                 ! балки-стенки, кН/см2 
PNU1=0.16                                        ! Коэффициент Пуассона  
                                                 ! материала балки-стенки 
P=100/DELTA                                      ! Величина приложенной силы 
                                                 ! (приведенная), кН                                                 
MAT1=1                                           ! Задание номера материала 
                                                 ! балки-стенки 
DLFE=10                                          ! Задание максимальной длины  
                                                 ! стороны конечного элемента                                                 
/COM, ****************************************** ! Помещаем строку комментария 
                                                 ! длиной до 75 символов 
                                                 ! в выходные данные 
/PREP7                                           ! Входим в препроцессор /prep7 
UIMP, MAT1, EX, EY, EZ, E, E, E                  ! Задание модуля упругости 
                                                 ! материала                                                 
UIMP, MAT1, NUXY, NUYZ, NUXZ, PNU, PNU, PNU      ! Задание коэффициента Пуассона 
                                                 ! материала 
BLC4, 0, 0, DL, H                                ! Создание прямоугольника 
                                                 ! по координатам его вершин 
                                                 ! (балка-стенка)                                                 
ET, 1, PLANE182                                  ! Задаем конечный элемент 
                                                 ! PLANE182 (для решения  
                                                 ! плоских задач теории  
                                                 ! упругости; задан номер 1) 
KEYOPT, 1, 3, 0                                  ! Задание опции элемента 
                                                 ! (плоская деформация) 
TYPE, 1                                          ! Задаем тип элемента из ранее 
                                                 ! выбранных с помощью команды 
                                                 ! ET (вновь определяемые 
                                                 ! конечные элементы будут 
                                                 ! относиться к этому типу) 
MAT, MAT1                                        ! Задаем атрибуты материала 
                                                 ! с номером MAT1 
ESIZE, DLFE                                      ! Определяем размер конечных 
                                                 ! элементов (максимальная  
                                                 ! длина элемента принята  
                                                 ! равной 10 см) 
AMESH, ALL                                       ! Генерация узлов нерегулярной 
                                                 ! сетки и плоских элементов 
ALLSEL                                           ! Выбор всех объектов модели 
NSEL, S, LOC, X, 0, 0                            ! Выбор узлов для которых x=0 
                                                 ! (левая вертикальная граница 
                                                 !  балки-стенки) 
D, ALL, ALL                                      ! Определяем закрепления 
                                                 ! всех перемещений на левой 
                                                 ! вертикальной границе 
                                                 ! балки-стенки 
NSEL, S, LOC, X, DL, DL                          ! Выбор узлов для которых x=0 
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                                                 ! (правая вертикальная граница 
                                                 !  балки-стенки) 
D, ALL, ALL                                      ! Определяем закрепления 
                                                 ! всех перемещений на правой 
                                                 ! вертикальной границе 
                                                 ! балки-стенки 
NSEL, S, LOC, X, A, A                            ! Выбор узлов для которых x=A 
                                                 ! (сечение приложения силы) 
NSEL, R, LOC, Y, 0, 0                            ! Выбор точки приложения силы 
                                                 ! силы 
F, ALL, FY, -P                                   ! Задание силы 
ALLSEL                                           ! Выбор всех объектов модели 
/SOLU                                            ! Открываем блок решения 
SOLVE                                            ! Запускаем решение на счет 
/POST1                                           ! Запускаем основной блок 
                                                 ! обработки и вывода  
                                                 ! результатов 
PLNSOL, U, X                                     ! Вывод перемещений UX 
PLNSOL, U, Y                                     ! Вывод перемещений UY 
PLNSOL, S, X                                     ! Вывод напряжений SIGMA_X 
PLNSOL, S, Y                                     ! Вывод напряжений SIGMA_Y 
PLNSOL, S, XY                                    ! Вывод напряжений SIGMA_XY 
NNGRT1=31                                        ! Задание количества точек 
                                                 ! табуляции по оси x1 
NNGRT2=31                                        ! Задание количества точек 
                                                 ! табуляции по оси x2 
NEGRT1=30                                        ! Задание количества элементов 
                                                 ! табуляции по оси x1 
NEGRT2=30                                        ! Задание количества элементов 
                                                 ! табуляции по оси x2 
PATH, UNGRT2, 2, NNGRT2, NEGRT2                  ! Задание параметров табуляции 
                                                 ! узловых перемещений по оси x2 
PPATH, 1, , 0, 0, 0                              ! Задание первой точки сечения 
PPATH, 2, , DL, 0, 0                             ! Задание второй точки сечения 
                                                 ! табуляции по оси x2 
PDEF, U2, U, Y                                   ! Задание (определение)  
                                                 ! требуемых компонент 
                                                 ! перемещений вдоль оси x2 
PLPATH, U2                                       ! Построение графика 
                                                 ! перемещений вдоль оси x2 
                                                 ! в заданном сечении 
*DIM, U2TAB, , NNGRT2,  1                        ! Определение массива 
                                                 ! перемещений вдоль оси x2 
                                                 ! в заданном сечении 
*DO, I, 1, NNGRT2                                ! Цикл по I 
*GET, U2TAB(I,1), PATH, 0, ITEM, U2, PATHPT, I   ! "Выделение" текущего значения 
*ENDDO                                           ! Последний оператор цикла 
*CFOPEN, U2TABCSX2, DAT                          ! Создание файла результатов 
*DO, J, 1, NNGRT2                                ! Цикл по J 
*VLEN, 1                                         ! Задание мерности 
X=(J-1)*DLFE 
*VWRITE, X, U2TAB(J,1)                           ! Запись данных в файл 
%12.4E;%12.4E 
*ENDDO                                           ! Последний оператор цикла 
*CFCLOS                                          ! Закрытие цикла 

 
При расчете в программном комплексе 
ANSYS использовалась прямоугольная де-
картова система координат yx  , , причем по 
сравнению системой координат, показанной 
на рис. 1, будем иметь: 2xx  , 1xy  . 

При решении задачи в комплексе ANSYS 
(версия 15.0) использовалась равномерная 
квадратная сетка 30х30 из плоских четы-
рехузловых конечных элементов первого по-
рядка PLANE182 (рис. 2, 3).  
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Рис. 2. Общий вид геометрии конечного элемента PLANE182. 

 

 
Рис. 3. Точка выдачи напряжений в конечном элементе PLANE182. 

 
Распределения искомых величин, получен-
ных в программном комплексе ANSYS пока-
заны соответственно на рисунках 4 (переме-
щение вдоль оси x  – xu ), 5 (перемещение 
вдоль оси y  – yu ), 6 (нормальное напряже-
ние x ), 7 (нормальное напряжение y ) и 8 
(касательные напряжения xyxy   ). 

 
 
3.  РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ  

В ПРОГРАММНОМ КОМПЛЕКСЕ 
DCFEM2DPC 

 
Для решения задачи дискретно-
континуальным методом конечных элемен-
тов использовался авторский программный 
комплекс DCFEM2Dpc, подробно описанный 
в [1-3]. Аппроксимирующая сетка по 
направлению 1x   состояла из 30 дискретно-
континуальных конечных элементов  

Распределения искомых величин, получен-
ных в программном комплексе DCFEM2Dpc 
показаны соответственно на рисунках 9 (пе-
ремещение вдоль оси 1x  (рис. 1) – 1u ), 10 
(перемещение вдоль оси 2x  (рис. 1) – 2u ), 11 
(нормальное напряжение 1,1 ), 12 (нормаль-
ное напряжение 2,2 ) и 13 (касательные 
напряжения 1,22,1   ). 
 
 
4. СОПОСТАВЛЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ  

РАСЧЕТА 
 
На рисунках 14-19 представлены выборочные 
сопоставления напряжений и перемещений, 
полученных по программным комплексам 
ANSYS и DCFEM2Dpc, по некоторым харак-
терным сечениям конструкции. 
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Рис. 4. Распределение перемещений xu  (см). 

 

 
Рис. 5. Распределение перемещений yu  (см). 
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Рис. 6. Распределение напряжений x  (кН/см2) (элементных). 

 

 
Рис. 7. Распределение напряжений y  (кН/см2) (элементных). 
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Рис. 8. Распределение напряжений xy  (кН/см2) (элементных). 

 

 
Рис. 9. Распределение перемещений 1u  (см). 
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Рис. 10. Распределение перемещений 2u  (см). 

 

 
Рис. 11. Распределение напряжений 1,1  (кН/см2) (на основе элементных). 
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Рис. 12. Распределение напряжений 2,2  (кН/см2) (на основе элементных). 

 

 
Рис. 13. Распределение напряжений 2,1  (кН/см2) (на основе элементных). 
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Рис. 14. Узловые перемещения 1u  по сечению 101 x  (см). 

 

 
Рис. 15. Перемещения 1u  по сечению 01 x  (см). 
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Рис. 16. Перемещения 2u  по сечению 01 x  (см). 

 

 
Рис. 17. Перемещения 1u  по сечению 1502/2  lx  (в см). 
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Рис. 18. Узловые напряжения 2,2  по сечению 1502/2  lx  (в кН/см2). 

 

 
Рис. 19. Узловые напряжения 1,1  по сечению 1502/1  hx  (в кН/см2). 
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Резюмируя полученные данные, можно сде-
лать вывод о том, что результаты расчета, 
полученные по программным комплексам 
ANSYS и DCFEM2Dpc, в целом, хорошо со-
гласуются друг с другом. Дискретно-
континуальный метод конечных элементов 
ожидаемо оказался более эффективным в 
наиболее ответственных, потенциально 
опасных с точки зрения разрушения зонах 
конструкции, т.е. в местах возникновения 
так называемых краевых эффектов, там, где 
часть составляющих решения представляет 
собой быстроизменяющиеся функции, ско-
рость изменения которых не всегда может 
быть адекватно учтена стандартным методом 
конечных элементов. 

 
 
ЗАМЕЧАНИЯ 
 
Исследования проводились в рамках следу-
ющих работ: 
1. Грант 3.1.7 Российской академии архи-

тектуры и строительных наук «Разработ-
ка, исследование и верификация кор-
ректных численных методов решения 
геометрически, физически и конструк-
тивно нелинейных задач деформирова-
ния, устойчивости и закритического по-
ведения тонкостенных оболочечно-
стержневых конструкций» на 2013-2015 
гг. 

2. Грант 3.1.8 Российской академии архи-
тектуры и строительных наук «Разработ-
ка, исследование и верификация кор-
ректных многоуровневых численных и 
численно-аналитических методов ло-
кального расчета строительных кон-
струкций на основе кратномасштабного 
вейвлет-анализа» на 2013-2015 гг. 
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О ВЕРИФИКАЦИИ ДИСКРЕТНО-КОНТИНУАЛЬНОГО 
МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ  

ДЛЯ ЗАДАЧ СТАТИЧЕСКОГО РАСЧЕТА БАЛОК-СТЕНОК 
С КУСОЧНО-ПОСТОЯННЫМИ ФИЗИКО-

ГЕОМЕТРИЧЕСКИМИ ПАРАМЕТРАМИ ВДОЛЬ 
ОСНОВНОГО НАПРАВЛЕНИЯ. 

СОПОСТАВЛЕНИЯ С ПРОГРАММНЫМ КОМПЛЕКСОМ 
ANSYS MECHANICAL. 

 
П.А. Акимов, М.Л. Мозгалева, Моджтаба Аслами,  

О.А. Негрозов, С.В. Щербина 
ФГБОУ ВПО «Московский государственный строительный университет», г. Москва, РОССИЯ 

 
АННОТАЦИЯ: Настоящая статья продолжает серию работ, посвященную верификации дискретно-
континуального метода конечных элементов (ДКМКЭ), предложенного в работах А.Б. Золотова и П.А. 
Акимова для решения задач расчета строительных конструкций, зданий и сооружений, в данном случае 
статического расчета балок-стенок с кусочно-постоянными физико-геометрическими параметрами вдоль 
основного направления. Верификация осуществляется путем сравнения результатов упругого линейного 
расчета балки-стенки с использованием ДКМКЭ и результатов, полученных с помощью универсального 
программного комплекса промышленного ANSYS Mechanical (версия 15.0), реализующего метод конеч-
ных элементов (МКЭ). 
 

Ключевые слова: дискретно-континуальный метод конечных элементов, метод конечных элементов, 
статический расчет, балка-стенка, кусочно-постоянные физико-геометрические параметры 

 
 

ABOUT VERIFICATION OF DISCRETE-CONTINUAL 
FINITE ELEMENT METHOD FOR THE PROBLEMS 

OF STATIC ANALYSIS OF DEEP BEAMS 
WITH PIECEWISE CONSTANT PHYSICAL AND 

GEOMETRICAL PARAMETERS ALONG BASIC DIRECTION. 
COMPARISONS WITH ANSYS MECHANICAL.  

 
Pavel A. Akimov, Marina L. Mozgaleva, Mojtaba Aslami,  

Oleg A. Negrozov, Sergey V. Scherbina 
Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

 
ABSTRACT: The distinctive paper begins a series of works devoted to the verification of discrete-continual fi-
nite element method (DCFEM) of structural analysis, proposed by Prof. Alexander B. Zolotov and Prof. Pavel A. 
Akimov. Static analysis of deep beams with piecewise constant physical and geometrical parameters along basic 
direction is under consideration. Verification is performed by comparing the results of linear analysis of deep 
beam with the use of DCFEM and corresponding results obtained by using ANSYS Mechanical (version 15.0), 
which implements the finite element method (FEM). 

 
Key words: discrete-continual finite element method, finite element method, static analysis, 

deep beam, piecewise constant physical and geometrical parameters 
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 
В качестве верификационной задачи рассмот-
рим пример, уже изученный в [...]. Итак, 
пусть требуется выполнить статический рас-
чет (определить напряжения и перемещения) 
балки-стенки, боковые вертикальные грани 
которой шарнирно закреплены (рис. 1). Гео-
метрические расчетные параметры: 600l  
см; 300h  см; 30021  ll  см; 15021  aa  
см. Расчетные параметры материала балки: 
для первой половины 30001 E  кН/см2, 

16.0 ; для второй половины 35002 E  

кН/см2, 14.0 . Расчетные параметры 
внешней нагрузки: 10021  PP  кН. 
 
 
2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ В 

ПРОГРАММНОМ КОМПЛЕКСЕ 
ANSYS. 

 
Текст исполняемой программы (с соответ-
ствующими пояснениями в тексте програм-
мы) на языке APDL для комплекса ANSYS 
представлен ниже. 

 
 

 
Рис. 1. Расчетная схема балки-стенки. 

 
 
/TITLE, Static Analysis of Two-dimensional Beam  ! Заголовок 
                                                 ! Статический расчет 
                                                 ! двумерной балки-стенки 
FINISH                                           ! Завершение работы 
                                                 ! процессора 
/CLEAR, START                                    ! Обнуление базы данных 
                                                 ! перед решением новой задачи 
/OUTPUT, , Outp                                  ! Направляем вывод в файл 
! Ввод параметров для дальнейшего использования ******************************** 
DL=300                                           ! Длина балки-стенки, см 
H=300                                            ! Высота балки-стенки, см 
DELTA=20                                         ! Условная толщина  
                                                 ! балки-стенки, см 
A=150                                            ! Координата точки приложения 
                                                 ! силы, см                                                  
E=3000                                           ! Модуль упругости материала 
                                                 ! балки-стенки, кН/см2 
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PNU1=0.16                                        ! Коэффициент Пуассона  
                                                 ! материала балки-стенки 
P=100/DELTA                                      ! Величина приложенной силы 
                                                 ! (приведенная), кН                                                 
MAT1=1                                           ! Задание номера материала 
                                                 ! балки-стенки 
DLFE=10                                          ! Задание максимальной длины  
                                                 ! стороны конечного элемента                                                 
/COM, ****************************************** ! Помещаем строку комментария 
                                                 ! длиной до 75 символов 
                                                 ! в выходные данные 
/PREP7                                           ! Входим в препроцессор /prep7 
UIMP, MAT1, EX, EY, EZ, E, E, E                  ! Задание модуля упругости 
                                                 ! материала                                                 
UIMP, MAT1, NUXY, NUYZ, NUXZ, PNU, PNU, PNU      ! Задание коэффициента Пуассона 
                                                 ! материала 
BLC4, 0, 0, DL, H                                ! Создание прямоугольника 
                                                 ! по координатам его вершин 
                                                 ! (балка-стенка)                                                 
ET, 1, PLANE182                                  ! Задаем конечный элемент 
                                                 ! PLANE182 (для решения  
                                                 ! плоских задач теории  
                                                 ! упругости; задан номер 1) 
KEYOPT, 1, 3, 0                                  ! Задание опции элемента 
                                                 ! (плоская деформация) 
TYPE, 1                                          ! Задаем тип элемента из ранее 
                                                 ! выбранных с помощью команды 
                                                 ! ET (вновь определяемые 
                                                 ! конечные элементы будут 
                                                 ! относиться к этому типу) 
MAT, MAT1                                        ! Задаем атрибуты материала 
                                                 ! с номером MAT1 
ESIZE, DLFE                                      ! Определяем размер конечных 
                                                 ! элементов (максимальная  
                                                 ! длина элемента принята  
                                                 ! равной 10 см) 
AMESH, ALL                                       ! Генерация узлов нерегулярной 
                                                 ! сетки и плоских элементов 
ALLSEL                                           ! Выбор всех объектов модели 
NSEL, S, LOC, X, 0, 0                            ! Выбор узлов для которых x=0 
                                                 ! (левая вертикальная граница 
                                                 !  балки-стенки) 
D, ALL, ALL                                      ! Определяем закрепления 
                                                 ! всех перемещений на левой 
                                                 ! вертикальной границе 
                                                 ! балки-стенки 
NSEL, S, LOC, X, DL, DL                          ! Выбор узлов для которых x=0 
                                                 ! (правая вертикальная граница 
                                                 !  балки-стенки) 
D, ALL, ALL                                      ! Определяем закрепления 
                                                 ! всех перемещений на правой 
                                                 ! вертикальной границе 
                                                 ! балки-стенки 
NSEL, S, LOC, X, A, A                            ! Выбор узлов для которых x=A 
                                                 ! (сечение приложения силы) 
NSEL, R, LOC, Y, 0, 0                            ! Выбор точки приложения силы 
F, ALL, FY, -P                                   ! Задание силы 
ALLSEL                                           ! Выбор всех объектов модели 
/SOLU                                            ! Открываем блок решения 
SOLVE                                            ! Запускаем решение на счет 
/POST1                                           ! Запускаем основной блок 
                                                 ! обработки и вывода  
                                                 ! результатов 
PLNSOL, U, X                                     ! Вывод перемещений UX 
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PLNSOL, U, Y                                     ! Вывод перемещений UY 
PLNSOL, S, X                                     ! Вывод напряжений SIGMA_X 
PLNSOL, S, Y                                     ! Вывод напряжений SIGMA_Y 
PLNSOL, S, XY                                    ! Вывод напряжений SIGMA_XY 
NNGRT1=31                                        ! Задание количества точек 
                                                 ! табуляции по оси x1 
NNGRT2=31                                        ! Задание количества точек 
                                                 ! табуляции по оси x2 
NEGRT1=30                                        ! Задание количества элементов 
                                                 ! табуляции по оси x1 
NEGRT2=30                                        ! Задание количества элементов 
                                                 ! табуляции по оси x2 
PATH, UNGRT2, 2, NNGRT2, NEGRT2                  ! Задание параметров табуляции 
                                                 ! узловых перемещений по оси x2 
PPATH, 1, , 0, 0, 0                              ! Задание первой точки сечения 
PPATH, 2, , DL, 0, 0                             ! Задание второй точки сечения 
                                                 ! табуляции по оси x2 
PDEF, U2, U, Y                                   ! Задание (определение)  
                                                 ! требуемых компонент 
                                                 ! перемещений вдоль оси x2 
PLPATH, U2                                       ! Построение графика 
                                                 ! перемещений вдоль оси x2 
                                                 ! в заданном сечении 
*DIM, U2TAB, , NNGRT2,  1                        ! Определение массива 
                                                 ! перемещений вдоль оси x2 
                                                 ! в заданном сечении 
*DO, I, 1, NNGRT2                                ! Цикл по I 
*GET, U2TAB(I,1), PATH, 0, ITEM, U2, PATHPT, I   ! "Выделение" текущего значения 
*ENDDO                                           ! Последний оператор цикла 
*CFOPEN, U2TABCSX2, DAT                          ! Создание файла результатов 
*DO, J, 1, NNGRT2                                ! Цикл по J 
*VLEN, 1                                         ! Задание мерности 
X=(J-1)*DLFE 
*VWRITE, X, U2TAB(J,1)                           ! Запись данных в файл 
%12.4E;%12.4E 
*ENDDO                                           ! Последний оператор цикла 
*CFCLOS                                      ! Закрытие цикла 
 
При расчете в программном комплексе 
ANSYS использовалась прямоугольная де-
картова система координат yx  , , причем по 
сравнению системой координат, показанной 
на рис. 1, будем иметь: 2xx  , 1xy  . 
При решении задачи в комплексе ANSYS 
использовалась равномерная квадратная сет-
ка 60х30 из плоских четырехузловых конеч-
ных элементов первого порядка PLANE182. 
Распределения искомых величин, получен-
ных в программном комплексе ANSYS пока-
заны соответственно на рисунках 2 (переме-
щение вдоль оси x  – xu ), 3 (перемещение 
вдоль оси y  – yu ), 4 (нормальное напряже-
ние x ), 5 (нормальное напряжение y ) и 6 
(касательные напряжения xyxy   ).  
 

3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ  
В ПРОГРАММНОМ КОМПЛЕКСЕ 
DCFEM2DPC 

 
Для решения задачи в рамках ДКМКЭ ис-
пользовался авторский программный ком-
плекс DCFEM2Dpc, подробно описанный в 
[1-3]. Аппроксимирующая сетка по направ-
лению 1x  состояла из 30 дискретно-
континуальных конечных элементов  
Распределения искомых величин, получен-
ных в программном комплексе DCFEM2Dpc 
показаны соответственно на рисунках 7 (пе-
ремещение вдоль оси 1x  (рис. 1) – 1u ), 8 (пе-
ремещение вдоль оси 2x  (рис. 1) – 2u ), 9 
(нормальное напряжение 1,1 ), 10 (нормаль-
ное напряжение 2,2 ) и 11 (касательные 
напряжения 1,22,1   ). 
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Рис. 2. Распределение перемещений xu  (см). 

 

 
Рис. 3. Распределение перемещений yu  (см). 
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Рис. 4. Распределение напряжений x  (кН/см2) (элементных). 

 

 
Рис. 5. Распределение напряжений y  (кН/см2) (элементных). 
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Рис. 6. Распределение напряжений xy  (кН/см2) (элементных). 

 
4. СОПОСТАВЛЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ  

РАСЧЕТА 
 
На рисунках 12, 13, 14, 15, 16 и 17 представ-
лены выборочные сопоставления напряжений 
и перемещений, полученных по программным 
комплексам ANSYS и DCFEM2Dpc, по неко-
торым характерным сечениям конструкции. 
Резюмируя полученные данные, можно сде-
лать вывод о том, что результаты расчета, 
полученные по программным комплексам 
ANSYS и DCFEM2Dpc, в целом, хорошо со-
гласуются друг с другом. Дискретно-
континуальный метод конечных элементов 
ожидаемо оказался более эффективным в 
наиболее ответственных, потенциально 
опасных с точки зрения разрушения зонах 
конструкции, т.е. в местах возникновения 
так называемых краевых эффектов, там, где 
часть составляющих решения представляет 
собой быстроизменяющиеся функции, ско-
рость изменения которых не всегда может 
быть адекватно учтена стандартным методом 
конечных элементов. 
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2. Грант 3.1.8 Российской академии архи-
тектуры и строительных наук «Разработ-
ка, исследование и верификация кор-
ректных многоуровневых численных и 
численно-аналитических методов ло-
кального расчета строительных кон-
струкций на основе кратномасштабного 
вейвлет-анализа» на 2013-2015 гг. 
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Рис. 7. Распределение перемещений 1u  (см). 

 

 
Рис. 8. Распределение перемещений 2u  (см). 

 

 
Рис. 9. Распределение напряжений 1,1  (кН/см2) (на основе элементных). 
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Рис. 10. Распределение напряжений 2,2  (кН/см2) (на основе элементных). 

 

 
Рис. 11. Распределение напряжений 2,1  (кН/см2) (на основе элементных). 
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Рис. 12. Узловые перемещения 1u  по сечению 101 x  (см). 
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Рис. 13. Перемещения 1u  по сечению 01 x  (см). 
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Рис. 14. Перемещения 1u  по сечению 1502/2  lx  (в см). 

 

 
Рис. 15. Узловые напряжения 2,2  по сечению 1502/2  lx  (в кН/см2). 
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Рис. 16. Узловые напряжения 1,1  по сечению 1502/1  hx  (в кН/см2). 
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ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧА ВЛАГОУПРУГОСТИ  
В НЕОДНОРОДНОМ СФЕРИЧЕСКОМ МАССИВЕ 

 
В.И. Андреев, А.С. Авершьев 

ФГБОУ ВПО «Московский государственный строительный университет», г. Москва, РОССИЯ 
 

АННОТАЦИЯ: Приводится численно-аналитическое решение осесимметричной задачи влагоупругости 
для полого сферического грунтового массива, с источником влаги внутри полости. Рассматривается 
установившийся процесс влагопереноса. Неоднородность массива обусловлена зависимостью модуля 
деформации грунта от влажности. Напряженное состояние массива обусловлено вынужденными влаж-
ностными деформациями и неравномерным давлением отпора грунта. Описан метод расчета радиально-
неоднородной осесимметричной задачи теории упругости для толстостенной сферической оболочки. 
 
Ключевые слова: влагоупругость, неоднородность, вынужденные деформации, толстостенная оболочка, 

влагоперенос, грунт, глина 
 
 

AXISIMMETRIC MOISTURE-ELASTISITY PROBLEM  
IN INHOMOGENEOUS SPHERICAL ARRAY 

 
Vladimir I. Andreev, Anatoliy S. Avershyev 

Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 
 

ABSTRACT: The numerical-analytical solution of the axisymmetric problem of moisture-elasticity for hollow 
spherical soil massive is provided. We consider the steady-state water transfer. Inhomogeneity of the array due 
to the dependence of the deformation modulus on the soil moisture. Stress state of the array caused by forced de-
formations and uneven pressure rebuff of the soil. The method for solving non-axisymmetric problems with ra-
dial inhomogeneity in polar coordinates is described. Diagrams on the stress fields in homogeneous and inhomo-
geneous formulations of the problem are provided. It describes a method of calculating radial inhomogeneous 
axisymmetric problem of theory of elasticity  for thick-walled spherical shell. 
 

Key words: moisture-elasticity, inhomogeneity, induced deformation, thick-walled shells, moisture transfer, 
soil, clay 

 
 

1. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЛАГИ 
 
Типовой задачей влагоупругости является 
задача о разрыве трубопровода. В представ-
ленной работе нами рассмотрена такая зада-
ча для неоднородного сферического грунто-
вого массива. 
Достоинством работы является учет удель-
ного веса рассматриваемого грунтового мас-
сива и увеличивающегося с глубиной внеш-
него отпора грунта, благодаря чему задача 
механики является двумерной. 
Задача о распределении влаги в телах опи-
сывается вторым законом Фика [1 – 3] и со-

ответствует процессу диффузии. Нами рас-
смотрен стационарный процесс влагопро-
водности при граничных условиях Дирихле: 
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Первое граничное условие означает, что на 
границе с трубой r = a влажность имеет мак-
симального значения w = ws, характерное для 
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водонасыщенного грунта. Второе граничное 
условие означает, что на внешней границе 
рассматриваемого массива r = b влажность 
имеет естественном для грунта значение 
w = w0. 
Решение задачи (1) представлено математи-
чески (2) и графически (рис. 1).   .1)( 00

ab
wbwa

rab
wwbarw ss 


  (2) 

 

 
Рис. 1. Влажностное поле внутри  

сферического массива при стационарном 
режиме. 

 
Влажность служит причиной набухания 
грунта, в результате чего в нем возникают 
вынужденные деформации 
 

,)(
0в   w

w dww  (3) 
 
где β – коэффициент набухания. 
Эксперименты показывают, что для глины 
связь εв ~ w практически линейна [4], поэто-
му с большой точностью можно считать ко-
эффициент набухания β постоянным. Также 
для глины известны экспериментальные 
данные, описывающие зависимость модуля 
упругости E от влажности w (рис. 2) [5, 6]. 
Эти данные могут быть довольно точно ап-
проксимированы степенной функцией 
   ,)( 0

k
swwEwE   (4) 

 

 
Рис. 2. Зависимость модуля упругости 
глины от относительной влажности. 

1 – экспериментальные данные; 
2 – график аппроксимирующей функции 

 
где E0 = 19,88 МПа – модуль упругости вла-
гонасыщенной глины; ws = 0,363 – влажность 
насыщенной глины; k = 2,4 – коэффициент 
степенной функции. 
Неоднородность задачи возникает при рас-
смотрении модуля упругости в форме (4). 
 
 
2. МЕТОД РАСЧЕТА 

ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ 
ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ 
РАДИАЛЬНО-НЕОДНОРОДНОЙ 
ТОЛСТОСТЕННОЙ СФЕРИЧЕСКОЙ 
ОБОЛОЧКИ 
 

Приступая к расчету полей напряжений, обсу-
дим влияние на них веса грунта [7]. На рис. 3 
изображена расчетная схема, соответствую-
щая задаче о концентрации напряжений вбли-
зи сферического отверстия в полупростран-
стве. Геометрически задача обладает цен-
тральной симметрией. Однако из-за того, что 
нагрузки, приложенные к внешней поверхно-
сти, увеличиваются с глубиной H, а также из-
за наличия бокового отпора, обусловленного 
коэффициентом ν/(1 - ν), задача не будет яв-
ляться центральносимметричной. Равнодей-
ствующая внешнего давления уравновешива-
ется весом вырезанного объема, т.е. задачу 
следует решать с учетом объемных сил, обу-
словленных удельным весом породы γ. 
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Рис. 3. Расчетная схема решения задачи  

о распределении напряжений вблизи 
подземной сферической полости. 

 
того, что нагрузки, приложенные к внешней 
поверхности, увеличиваются с глубиной H, а 
также из-за наличия бокового отпора, обу-
словленного коэффициентом ν/(1 - ν), задача 
не будет являться центральносимметричной. 
Равнодействующая внешнего давления урав-
новешивается весом вырезанного объема, 
т.е. задачу следует решать с учетом объем-
ных сил, обусловленных удельным весом 
породы γ. 
Имеем: 
 

   
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211
E ;    ν12

μ  E  

 
– параметры Ляме;  
 

 
213

EK  

 
– модуль объемного сжатия; εв – вынужден-
ные деформации, в общем случае зависимые 
от координат r, θ. 
Метод решения задачи представлен в пере-
мещениях. При подстановке соотношений 
Коши в соотношения Дюгамеля-Неймана в 
форме Ляме для случая осевой симметрии  
 

  0;0... 
 w   

получим выражения напряжений через пе-
ремещения 
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Подставляя выражения (5) в уравнения рав-
новесия получим аналог уравнений Ляме, но 
в отличие от них имеющий зависимость ме-
ханических характеристик от координат. Ес-
ли рассматривать только радиальную неод-
нородность материала, то эти уравнения 
примут вид: 
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Здесь 
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Решение системы уравнений (6) следует ис-
кать в виде разложений в ряды Фурье по по-
линомам Лежандра: 
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где Pn(cos θ) – полином Лежандра n-ой сте-
пени, являющийся решением уравнения Ле-
жандра [8, 9] 
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Для целочисленных значений n полиномы 
Лежандра образуют полную ортогональную 
систему функций в интервале -1 ≤ t ≤ 1: 
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Здесь и далее t = cos θ. 
Входящие в систему уравнений (6) объемные 
нагрузки и вынужденные деформации также 
могут быть разложены в ряды Фурье по по-
линомам Лежандра: 
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где коэффициенты разложения Rn, Tn и gn 
определяются по формулам: 
 

   
     

      .,
2

12

;1

;
2

12

1

1
в

1

11

1

2

1

1

 

 


 






 








dttPtrnrg

dttPt
dt

tP

dttPtRnR

nn

n

n
n

nn

 
(10) 

 
После разложений в ряды всех составляю-
щих системы уравнений (6) с помощью 
уравнения Лежандра (8) можно получить ряд 
систем из двух ОДУ относительно функций 
un(r) и vn(r) для каждого n: 
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(11) 

В уравнениях (11) штрих означает диффе-
ренцирование по радиусу. 
Аналогично могут быть преобразованы вы-
ражения для напряжений σr и τrθ: 
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Нормальные p и касательные q нагрузки, 
действующие на границах массива, следует 
представить в виде рядов, аналогичных (7): 
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Коэффициенты разложения pn и qn опреде-
ляются по формулам: 
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Для постановки граничных условий в 
напряжениях следует использовать равен-
ства: 
 

.; qp rr    (14) 
 
При добавлении к системам уравнений (11) 
граничных условий (14) будет получен ряд 
замкнутых краевых задач для каждого n. Та-
кой метод решения описан в [7, 10, 11] 
 
 
3. РЕШЕНИЕ НЕОДНОРОДНОЙ 

ЗАДАЧИ ВЛАГОУПРУГОСТИ 
 
В представленной работе рассмотрена задача 
со следующими геометрическими характе-
ристиками: a = 0,25 м, b = 2,5 м, H = 5 м. В 
качестве типа грунта, как было сказано вы-
ше, выбрана глина, для которой характерны 
следующие значения параметров [3, 12]: 
ws = 0,363, w0 = 0,2, γs = 26,95 кН/м3, β = 0,6, 
ν = 0,4; функция E(w) описывается равен-
ством (4). Похожие задачи влагоупругости, 
но в одномерной постановке, решены и при-
ведены в [13 – 17]. 
Определим граничные условия для нашей 
задачи (рис. 3). На внутренней свободной 
поверхности значения нагрузок равны нулю: 
 

.0;0  aa qp  (15) 
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Граничные условия на внешней поверхности 
можно определить с помощью равенств: 
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Объемные силы вызваны удельным весом 
грунта γ:  
 

.sin;cos R  (17) 
 
Для решения задачи нам потребуются пер-
вые четыре полинома Лежандра: 
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Далее следует разложить поверхностные 
нагрузки в соответствие с (12), (13). На внут-
ренней границе r = a нагрузки имеют нуле-
вые значения для всех n: 
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На внешней границе r = b коэффициенты 
разложения нагрузок pb и qb примут вид: 
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Исходя из граничных условий (15), (16) и 
выражений для коэффициентов (3), (16), (17) 
можно заключить, что 
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Здесь un(r); vn(r) – функции, вычисляемые в 
процессе решения, а в соответствие с (9): 
   .;;)( 11в0  Rrrg  
 
Решение этой задачи численно реализовано в 
ПК Matlab. Затем, подставляя в (5) получен-
ные функции перемещений, были определе-
ны функции напряжений. На рис. 4, а-г 
представлено распределение напряжений 
вдоль радиуса для характерных значений уг-
ла θ (сплошные линии). 
 
 
4. РЕШЕНИЕ ДЛЯ ОДНОРОДНОГО 

МАТЕРИАЛА 
 

В работе для сравнения получено решение 
задачи для однородного материала, когда E = 
Eср. В качестве осредненного модуля упруго-
сти выбрано следующее его значение: 
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В однородном случае уравнения (6) преобра-
зуются в уравнения Ляме, что существенно 
упрощает задачу и делает возможным ее 
аналитическое решение. Решение задачи для 
однородного материала представлено для 
значения угла θ = π/4 на 4, а-г пунктирными 
линиями. 
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Рис. 4. Распределение напряжений вдоль ра-

диуса для различных значений 
полярного угла θ. 

———–  – с учетом неоднородности; 
– – – – –  – без учета неоднородности 

при θ = π/4 
 
 
5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
В заключении можно сказать, что при учете 
неоднородности экстремумы отрицательных 
нормальных напряжений в 1,5 ÷ 2 раза ниже, 
чем в однородном материале (рис 4, а,б,в): 
  

 
 
 

 
  .25,1;; -

неодн,

-
одн,

-
неодн,

-
одн,

-
еодн,

-
одн, 














нr

r  

 
Положительные значения напряжений σθ и σφ 
возрастают в 1,3 раза по сравнению с одно-
родной задачей (рис 4, б,в): 
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При рассмотрении кривых нормальных 
напряжений для различных значений угла θ 
можно заметить, что они практически совпа-
дают друг с другом (рис 4, а, б, в). Особенно 
это заметно при рассмотрении функций σθ и 
σφ. Отсюда можно заключить, что собствен-
ный вес и неосесимметричный отпор грунта 
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слабо влияют на напряженное состояние 
массива по сравнению с напряжениями, вы-
званными набуханием. 
Напряжения τrθ имеют пренебрежительно 
малые значения по сравнению с нормальны-
ми напряжениями(рис 4, г). 
Из всего этого можно сделать вывод о том, 
что с небольшой погрешностью эта задача 
может быть рассмотрена как центрально-
симметричная, т.е. без учета удельного веса 
грунта и с осесимметричным отпором грун-
та, характерными для гидростатического 
давления на большой глубине: 
     .0;;0   bconstHbR rr  
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УСТОЙЧИВОСТЬ ТЕЧЕНИЙ  
ЗА ВИХРЕГЕНЕРИРУЮЩИМИ УСТРОЙСТВАМИ  

 
В.К. Ахметов 

ФГБОУ ВПО «Московский государственный строительный университет», г. Москва, РОССИЯ 
 

АННОТАЦИЯ: В рамках линейной теории численно исследована задача об устойчивости модельных 
закрученных течений в осесимметричном канале по отношению к неосесимметричным возмущениям. 
Рассчитаны максимальные коэффициенты усиления и соответствующие критические параметры. Прове-
дено сравнение полученных результатов с известными решениями. 
 

Ключевые слова: гидродинамическая теория устойчивости, закрученные течения,  
коэффициенты усиления, нейтральные кривые 

 
 

THE STABILITY OF FLOWS FOR VORTEX  
GENERATING DEVICES 

 
Vadim K. Akhmetov 

Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 
 

ABSTRACT: The problem of the stability of the model swirling flows in an axisymmetric channel with respect 
to non-axisymmetric perturbations is investigated numerically within the framework of the linear theory. The 
maximum amplification coefficients and the corresponding critical parameters are calculated. The results are 
compared with known solutions. 

 
Key words: the theory of hydrodynamic stability, swirling flows, amplification coefficients, neutral curves. 

 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  
 
Закрутка оказывает значительное воздей-
ствие на все основные характеристики тече-
ния, в том числе на его устойчивость. Возни-
кающая неустойчивость приводит к форми-
рованию вторичных вихревых движений, 
линейных и нелинейных волн, а также может 
быть причиной распада вихря [1]. Исследо-
вания устойчивости внутренних (ограничен-
ных твердыми стенками) закрученных тече-
ний имеют важное значение при разработке 
различного рода технических устройств, так 
как позволяют провести выбор наиболее оп-
тимального, а часто и безопасного режима 
работы.  
Во многих случаях экспериментально 
наблюдаемые закрученные потоки достаточ-
но хорошо описываются некоторыми мо-
дельными распределениями основных физи-

ческих величин (скоростей, температур и 
т.д.). Анализ устойчивости внутренних мо-
дельных закрученных течений может быть 
использован в качестве основы при решении 
реальных практических задач в гидротехни-
ческом и теплоэнергетическом строитель-
стве, машиностроении, химической про-
мышленности и во многих других областях 
техники.  
Рассмотрим в линейной постановке задачу 
об устойчивости внутренних закрученных 
течений в осесимметричном канале радиуса 

0r  с твердыми непроницаемыми стенками и 
заданными распределениями осевой )(rU  и 
азимутальной )(rW  компонент скорости (ра-
диальная компонента скорости полагается 
равной нулю).  
Для всех рассматриваемых течений за харак-
терный линейный размер примем радиус 
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трубы 0r , в качестве характерной скорости 
возьмем максимальное значение 0U  в рас-
пределении осевой компоненты )(rU , а чис-
ло Рейнольдса определим в виде 

 /Re 00 rU , где   – кинематическая вяз-
кость. 
Рассмотрим малые возмущения исходного 
течения как решения линеаризованных урав-
нений Навье–Стокса типа бегущей волны 
(нормальные моды) 
 

,)](exp[},,,{

},,,{

ctnziPHiSF

pVVV rz


       (1.1) 

 

в которых zV , rV , V  – осевая, радиальная и 
азимутальная компоненты скорости в ци-
линдрической системе координат ,, rz ; p – 
давление;   – волновое число;  n  – мода 
возмущения ;...)2;1;0( n , отрицательные 
значения  соответствуют распространению 
волны в направлении противоположном за-
крутке; c  – скорость распространения вол-
ны; i  – мнимая единица. Для комплексных 
амплитудных функций )(rF , )(rS , )(rH , 

)(rP  получаем систему уравнений 
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  0 nHrSrF ,  
 

где   rnWcU / , штрих означает 
производную по r . Граничные условия для 
системы (1.2) при 0r  выводятся из требо-
ваний регулярного поведения решения вбли-
зи оси и имеют вид 

,0)0()0(  HS  
0приограничены)0(),0(  nPF ; 

,0)0()0(  HS  
1при0)0()0(  nPF ;      (1.3) 

1при0)0()0()0()0(  nPFHS ; 
0)1()1()1(  FHS . 

Будем рассматривать возмущения (1.1) пе-
риодические по z , амплитуда которых меня-
ется со временем. Тогда   – действительное 
число (   /2 , где   – длина волны воз-
мущения), а ir cicc   – комплексное; rc  
представляет собой скорость распростране-
ния возмущения в направлении z  (фазовая 
скорость), ic  – скорость нарастания возму-
щения по времени, ii c  – коэффициент 
усиления возмущений, rr c  – частота 
колебаний. При 0ic  амплитуды возмуще-
ния (1.1) затухают (течение устойчиво), а 
при 0ic  – растут с течением времени (те-
чение неустойчиво).  
Метод расчета собственных значений вклю-
чает несколько этапов. Вблизи особой точки 

0r  строятся асимптотические решения по 
методу Фробениуса, которые позволяют пе-
ренести граничные условия в точку arr  . 
Далее от arr   до 1r , решение продолжа-
ется внутрь расчетной области по методу 
Рунге-Кутта с автоматическим выбором ша-
га и процедурой ортогонализации методом 
Грамма-Шмидта. Численные решения склеи-
ваются в точке cr  )1(  ca rr  путем решения 
методом Ньютона соответствующего харак-
теристического уравнения. Аналогичный ме-
тод успешно применялся при исследовании 
устойчивости свободного вихря [2-5]. 
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2. ТЕСТИРОВАНИЕ МЕТОДА 
 
В качестве тестовой задачи исследуем 
устойчивость течения в трубе, вращающейся 
вокруг своей оси с постоянной угловой ско-
ростью q . Для невозмущенного течения 
возьмем распределение осевой скорости в 
форме профиля Пуазейля, а для азимуталь-
ной скорости примем линейное распределе-
ние с закруткой по закону твердого тела 
 

qrrWrrU  )(,1)( 2 .         (2.1) 

 
Будем рассматривать временную неустойчи-
вость течения (2.1) с возмущениями (1.1) при 
фиксированном 1n . 
Известно, что рассматриваемое закрученное 
течение в отличие от классического течения 
Пуазейля в осесимметричном канале являет-
ся неустойчивым по отношению к неосе-
симметричным возмущениям. В зависимости 
от определяющих параметров задачи числа 
Рейнольдса Re  и параметра закрутки q  в 
потоке может одновременно наблюдаться 
несколько неустойчивых мод. Например, при 

410Re   и q 1 имеется пять неустойчивых 
мод (рис. 1, а). Все эти моды имеют невязкий 
характер, так как при Re  коэффициен-
ты усиления стремятся к некоторым посто-
янным значениям. Для первой наиболее не-
устойчивой моды 1 при фиксированном зна-
чении закрутки q 1 и различных числах 
Рейнольдса в табл. 1 приведены максималь-
ные значения коэффициентов усиления i , а 
также соответствующие им значения волно-
вых чисел   и частот колебаний r . При 

510Re   полученные значения достаточно 
хорошо соответствуют результатам, полу-
ченным ранее по невязкой теории [6]. 

 
Таблица 1 

Re  ωr
 ωi

 
102 0,452 -0,694 0,0282 
103 0,39 -0,750 0,1949 
104 0,34 -0,796 0,2071 
105 0,334 -0,804 0,2082 
 [6] 0,32 -0,815 0,2083 

 
На рис. 1, б представлены рассчитанные 
дисперсионные кривые для фиксированного 

 
Рис. 1. Зависимости коэффициентов усиления (сплошные линии) и частот 

колебаний (штриховые линии) от волнового числа при: а – Re=104, q 1, моды 1-5 
(кривые 1-5); б – Re=103, q 0,06; 0,1; 0,2; 0,6; 1, 2, 4, 10 (кривые 1-8). 
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числа Рейнольдса Re 1000 и различных 
значений параметра закрутки q . Наличие 
ненулевой азимутальной скорости приводит 
к неустойчивости исследуемого течения да-
же при малых значениях параметра закрутки q 0,06. С увеличением закрутки неустойчи-
вость течения усиливается. 
При малых q  наиболее неустойчивые воз-
мущения имеют длину волны   /2 30. С увеличением закрутки до 
q 0,6 неустойчивость проявляется в более 

широком диапазоне волновых чисел 
101,0  , а длина волны, соответствую-

щая наиболее неустойчивым возмущениям, 
уменьшается (  10 при q 0,2; 0,6). Далее 
при 101  q  максимальные значения коэф-
фициентов усиления незначительно увели-
чиваются, а область неустойчивости по   
существенно сужается и при q 10 наблюда-
ется только для 07,00   (  100). Фа-
зовые скорости   /rrс , соответствую-
щие возмущениям с максимальным коэффи-
циентом усиления при слабой закрутке 

1,001,0  q , положительны, но очень малы 

( 
rc 0,1). При умеренной и сильной закрут-

ке фазовые скорости отрицательны. 
Кривые нейтральной устойчивости в плоско-
сти ( Re, ) для различных значений пара-
метра закрутки q  представлены на рис. 2, а. 
В широком диапазоне закрутки 101  q  
минимальное критическое значение пара-
метра закрутки практически не меняется – 

cRe 83÷85. При уменьшении закрутки по-
тока значение cRe  увеличивается и состав-
ляет cRe 2696 для q 0,01. Все рассчитан-
ные значения критических чисел Рейнольдса 

cRe  при различных q , соответствующие им 

волновые числа c  и частоты колебаний r , 
а также произведение cq Re , приведены в 
табл. 2. 
Полученные данные позволяют определить 
границу неустойчивости в области опреде-
ляющих параметров Re , q  (рис. 2, б). Точ-
ное значение вычисленного наименьшего 
критического числа Рейнольдса составляет 

cRe 82,9202, что полностью соответствует 
полученному ранее в работах [7, 8] значению cRe 82,92. 

 
Рис. 2. Нейтральные кривые (а) при q 0,01; 0,02; 0,06; 1, 2, 4, 6, 8, 10 

(кривые 1-9) и граница области неустойчивости (б). 
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Таблица 2 
q Rec c ωr

 q Rec 
0,01 2696,06 0,040 0,013 26,96 
0,02 1347,82 0,079 0,026 26,96 
0,06 450,97 0,241 0,080 27,06 
0,1 273,47 0,404 0,140 27,35 
0,2 150,14 0,716 0,245 30,03 
0,6 93,44 0,634 -0,179 56,06 
1 86,92 0,447 -0,699 86,92 
2 83,92 0,243 -1,835 167,84 
4 83,14 0,124 -3,916 332,56 
6 82,99 0,083 -5,944 497,94 
8 82,94 0,063 -7,957 663,52 

10 82,92 0,050 -9,966 829,20 
 
Минимальное значение произведения cq Re 26,96, при котором течение неустой-
чиво, также в точности совпадает с данными 
работ [7, 8]. 
 
 
3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ 

 
Рассмотрим закрученное течение в осесим-
метричном канале с твердыми стенками, ко-
торое создается с помощью вихрегенериру-
ющих устройств. Примером распределения 
осевой )(rU  и азимутальной )(rW  скоростей 
для такого типа течений могут служить сле-
дующие зависимости:  
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Данные профили получены в работе [9]. Вы-
ражения (3.1) описывают закрученное тече-
ние типа вихря Бюргерса для части потока 
вблизи оси канала (характеризуемым пара-
метром  ) и аппроксимируют пограничный 
слой вблизи стенки канала, толщина которо-
го определяется параметром  . Параметр   
задает форму профиля осевой скорости в 
окрестности оси: равномерный поток при  0, течение струйного типа при  0, 
спутного типа при  0. Параметр   харак-
теризует закрутку потока. Профили скоро-
стей (3.1), вычисленные при  0,  12,  18 и различных значениях  , представ-
лены на рис. 3. 
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Рис. 3. Профили осевой скорости при  0 (кривая 1) и азимутальной скорости 
при  0,1; 0,3; 0,56; 0,8; 1 (кривые 2-6). 

 
Устойчивость модельного течения (3.1) с 
учетом сжимаемости потока в рамках линей-
ной теории по отношению к неосесиммет-
ричным возмущениям исследовалась в рабо-
тах [10]. Построены кривые нейтральной 
устойчивости и показано, что длина волны 
возмущений, соответствующая критическо-
му числу Рейнольдса, примерно равна диа-
метру канала. 
Исследуем влияние закрутки на устойчи-
вость рассматриваемого модельного течения. 
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Будем также рассматривать возмущения 
(1.1) при фиксированном 1n , в которых   – действительное, а c  – комплексное. 
Дисперсионные кривые, полученные путем 
численного решения краевой задачи (1.2)–
(1.3), (3.1) при Re 300, показаны на 
рис. 4, а. В отличие от течения Пуазейля во 
вращающейся трубе при малой закрутке  0,1 (кривая 1) поток остается устойчи-
вым к рассматриваемым возмущениям. С 
увеличением закрутки  0,3 (кривая 2) те-
чение теряет устойчивость, а при дальней-
шем росте закрутки неустойчивость усили-
вается. Длина волны   /2 , отвечаю-
щая наиболее неустойчивым возмущениям, 
уменьшается с ростом  , но остается поряд-
ка диаметра канала. Таким образом, в отли-
чие от течения Пуазейля с закруткой по за-
кону твердого тела неустойчивость течения 
(2.1) соответствует более коротковолновым 
возмущениям, причем они имеют положи-
тельную фазовую скорость. 
При более высоком числе Рейнольдса Re 1000 (рис. 4, б) все отмеченные особен-
ности течения сохраняются, но неустойчи-

вость наблюдается в более широком диапа-
зоне волновых чисел  .  
 

Таблица 3 
β ωi ωr  min max λ* 

Re = 300 
0,1 -0,06 0,89 1,16 — — — 
0,3 0,04 1,90 2,66 1,56 3,75 2,36 
0,56 0,24 2,47 3,77 1,34 7,80 1,67 
0,8 0,46 2,77 4,51 1,32 11,30 1,39 
1 0,65 3,05 5,15 1,32 13,72 1,22 

Re = 1000 
0,1 -0,05 3,83 4,16 — — — 
0,3 0,10 2,78 3,58 0,64 8,66 1,75 
0,56 0,30 3,46 3,46 0,73 16,45 1,81 
0,8 0,54 2,38 4,12 0,80 21,71 1,52 
1 0,76 2,62 4,72 0,85 25,45 1,33 

 
В табл. 3 приведены основные характери-
стики рассчитанных течений: максимальные 
коэффициенты усиления i , соответствую-
щие им значения волновых чисел  , длин 
волн   /2  и частот колебаний r , а 
также минимальные min  и максимальные 

 
Рис. 4. Зависимости коэффициентов усиления (сплошные линии) и частот колебаний 
(штриховые линии) от волнового числа при 0 : а – Re=300, б – Re=1000,  0,1; 

0,3; 0,56; 0,8; 1 (кривые 1-5). 
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max  значения волновых чисел, при которых 
течение неустойчиво. 
Рассчитанные неустойчивые возмущения 
имеют невязкий характер. На рис. 5, а пока-
заны дисперсионные кривые, вычисленные 
при фиксированном значении закрутки  0,56 и различных значениях числа Рей-
нольдса. Видно, что максимальный коэффи-
циент усиления стремится к некоторому по-
стоянному значению при увеличении числа 
Re . Распределение для частот колебаний r  
с ростом числа Рейнольдса остается практи-
чески неизменным, поэтому на рис. 5, а при-
ведена только одна из рассчитанных зависи-
мостей (кривая 4). 
При числах Рейнольдса Re 1000 к основ-
ной моде неустойчивости добавляется еще 
одна мода (рис. 5, б, кривая 2), которая также 
имеет невязкий характер. Частоты колебаний 
для моды 2 близки соответствующим значе-
ниям моды 1. 
Рассмотрим еще один пример модельного 
закрученного течения, которое использова-
лось в [11] для задания начального распреде-
ления скоростей в осесимметричном канале. 

Определим исходные профили следующими 
зависимостями: 
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Значение констант в распределении (3.2) за-
дадим в виде: 
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Профили скоростей (3.2), вычисленные с 
учетом (3.3) для различных значений пара-
метра закрутки G , представлены на рис. 6. 
Данные распределения аналогичны зависи-
мостям (3.1), изображенным на рис. 3. 
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Рис. 5. Зависимости коэффициентов усиления (сплошные линии) и частот 
колебаний (штриховые линии) от волнового числа при 0 : а – 56,0 , Re=150, 

300, 600, 1000 (кривые 1-4); б – 56,0 , Re=5000, моды 1, 2 (кривые 1, 2). 
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Рис. 6. Профили осевой скорости (кривая 
1) и азимутальной скорости при G=0,7; 

1,2; 1,7; 2,2 (кривые 2-5). 
 
Рассмотрим влияние закрутки на устойчи-
вость течения (3.2) с принятыми значениями 
констант. Так же как и в предыдущих случа-
ях, будем рассматривать возмущения (1.1), в 
которых   – действительное, c  – комплекс-
ное, а 1n . Дисперсионные кривые, полу-
ченные путем численного решения краевой 
задачи (1.2)–(1.3), (3.2), (3.3) при различных 
значениях числа Рейнольдса Re и параметра 
закрутки G , показаны на рис. 7. 
Основные свойства представленных реше-
ний заключаются в следующем. При незна-
чительной закрутке потока G 1,2; 0,7 и 
умеренных числах Рейнольдса Re 100, 300 
(рис. 7, а, кривая 2 и рис. 7, б, кривая 1) ис-
следуемое течение устойчиво по отношению 
к рассматриваемым возмущениям. С увели-
чением закрутки G 1,7; 1,2 (рис. 7, а, кри-
вая 3 и рис. 7, б, кривая 2) течение становит-
ся неустойчивым. Более сильная закрутка G 2,2 приводит к усилению неустойчиво-
сти. При увеличении числа Рейнольдса и 
фиксированной закрутке потока значения 
максимальных коэффициентов усиления i  
для наиболее неустойчивых возмущений 
возрастают, соответствующая длина волны 

  /2  несколько увеличивается, но в 

большинстве случаев имеет размер порядка 
диаметра канала. 
В целом закрутка потока оказывает такое же 
влияние на устойчивость рассматриваемого 
течения, как и в случае с распределением (3.1). 
Рассчитанные значения основных характери-
стик исследуемого течения приведены в табл. 
4 (обозначения такие же, как в табл. 3). 
 

Таблица 4 
G ωi

 ωr
  min max λ* 

Re = 100 
1,2 -0,15 1,69 2,86 — — — 
1,7 0,00 1,78 3,35 3,18 3,55 3,53 
2,2 0,18 1,87 3,83 2,32 7,29 3,36 

Re = 300 
0,7 -0,01 1,20 1,98 — — — 
1,2 0,17 1,64 2,91 1,27 4,99 3,82 
1,7 0,39 2,02 3,74 1,20 8,17 3,10 
2,2 0,68 3,32 5,72 1,17 11,17 1,89 

Re = 1000 
0,7 0,07 0,63 1,36 0,58 2,33 9,89 
1,2 0,26 1,15 2,40 0,66 5,24 5,44 
1,7 0,52 1,68 3,45 0,72 7,89 3,74 
2,2 0,85 2,84 5,34 0,78 14,85 2,21 
 
 
4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Закрутка потока по-разному влияет на 
устойчивость течений в осесимметричном 
канале. Для течения Пуазейля во вращаю-
щейся трубе при числах Рейнольдса выше 
критического даже слабая закрутка ( q ~0,01) 
приводит к неустойчивости потока. С увели-
чением закрутки неустойчивость усиливает-
ся, но наблюдается только в области длинно-
волновых возмущений (  ~100). Для тече-
ний с распределением азимутальной скоро-
сти, соответствующим практическим прило-
жениям, существует некоторое критическое 
значение закрутки крG , при котором поток 
теряет устойчивость. Определяя параметр 
закрутки G  отношением максимума азиму-
тальной скорости к максимуму осевой ско-
рости, получаем, что значение крG  в иссле-
дованном диапазоне чисел Рейнольдса 

Re 100÷1000 составляет крG 0,7 – 1,7. 
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ОЦЕНКА СЕЙСМОСТОЙКОСТИ  
КУПОЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ НА ОСНОВЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

ПОЛНОВОЛНОВОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 
 

В.И. Голубев, Д.П. Григорьевых, И.Б. Петров, Н.И. Хохлов 
Московский физико-технический институт, г. Москва, РОССИЯ 

 
АННОТАЦИЯ: В работе рассмотрено применение сеточно-характеристического численного метода на криво-
линейных двумерных структурных сетках для моделирования динамических процессов в гетерогенных средах. 
Описана модель очага землетрясения, позволяющая проводить прямой расчёт процесса распространения упру-
гой части возмущения из гипоцентра к дневной поверхности при инициации сейсмической активности. Прове-
дена серия расчётов по оценке влияния отдельной компоненты (продольной волны) сейсмического возмущения 
на модель купольной конструкции и идентификации мест разрушения. 

 
Ключевые слова: математическое моделирование, сеточно-характеристический численный метод, параллель-

ные алгоритмы, землетрясения, оценка сейсмостойкости строений 
 
 

EVALUATION OF SEISMIC RESISTANCE  
OF DOME CONSTRUCTIONS BASED ON THE RESULTS  

OF FULL-WAVE MODELING 
 

Vasily I. Golubev, Danil P. Grigorievikh, Igor B. Petrov, Nikolay I. Khokhlov 
Moscow Institute of Physics and Technology, Moscow, RUSSIA 

 
ABSTRACT: In this article the usage of grid-characteristic numerical method on curvilinear structured 2D grids 
for modeling of dynamic processes in heterogeneous media was investigated. The model of the earthquake 
providing the possibility of numerical simulation of elastic wave propagation from hypocenter to day surface 
during seismic activity was described. A set of numerical experiments for estimation of seismic resistance of 
dome construction was carried out. 

 
Key words: mathematical modeling, grid-characteristic numerical method, parallel algorithms, earthquake,  

evaluation of seismic resistance of facilities 
 

 
1. ВВЕДЕНИЕ 
 
В последнее время повышенный интерес у 
общества вызывают задачи обеспечения соб-
ственной безопасности. Большое внимание 
уделяется развитию имитационного модели-
рования [1, 2], которое позволяет проанали-
зировать риски и выделить наиболее значи-
мые из них. 
Одним из явлений, притягивающих внима-
ние научного сообщества, является есте-
ственная и техногенная инициация землетря-
сений. На значительном расстоянии от очага 

землетрясения динамические процессы мо-
гут быть описаны в рамках упругой теории 
распространения сейсмических волн, кото-
рые при достижении дневной поверхности 
вызывают разрушение строений. Только 
лишь за последние три года во всем мире 
произошло более десяти крупных землетря-
сений причинивших огромные материальные 
убытки и приведших к гибели тысяч чело-
век. Таким образом, совершенствование су-
ществующих подходов и разработка новых 
методов прогноза и быстрой оценки возмож-
ных разрушений не вызывает сомнений. Для 
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этого по всей планете расположено множе-
ство сейсмостанций, в которых ведется не-
прерывная регистрация движений дневной 
поверхности. 
В работе [3] была предложена вычислитель-
ная механико-математическая модель очага 
землетрясения в двумерной постановке, и 
проведено компьютерное моделирование 
процесса инициации сейсмической активно-
сти. Авторами использовался сеточно-
характеристический метод на треугольных 
сетках. На основе анализа синтетических 
сейсмограмм [4] было оценено влияние 
структуры геологического массива (слои-
стость, трещиноватость, наличие карстовых 
образований) на развитие в нём динамиче-
ских процессов. Также был решён ряд задач 
по воздействию отдельных компонент сей-
смического возмущения (продольных и по-
перечных волн) на различные наземные со-
оружения: двухэтажное жилое строение, 
плотину и купольную конструкцию. Были 
получены волновые картины, как во всём 
объекте, так и в его отдельных компонентах, 
обладающих собственными упругими харак-
теристиками. Отметим, что, хотя рассчиты-
вался полный тензор напряжений, не произ-
водилась идентификация мест инициации 
разрушений. 
В работе [5] предложенная модель очага 
землетрясения была обобщена на трёхмер-
ный случай. Авторы использовали сеточно-
характеристический метод на структурных 
гексаэдральных сетках. Данный подход поз-
волил существенно расширить класс моде-
лируемых геометрий. Было проведено срав-
нение результатов численных расчётов с 
эталонными сферограммами для случая од-
нородного вмещающего массива и различ-
ных ориентаций плоскости разлома, пока-
завшее их совпадение. Для случая слоистого 
массива был получен полный спектр отра-
жённых (от границ раздела слоёв) волн, и с 
использованием подхода, предложенного в 
[4], проведено построение синтетических 
сейсмограмм. Численно была решена задача 
о воздействии интенсивной динамической 

нагрузки на борта цилиндрического карьера. 
Отметим, однако, что в работе также не про-
изводилась идентификация мест инициации 
разрушений. 
В настоящей работе численный подход, 
предложенный в работах [3, 5] был расширен 
с помощью добавления функционала по 
определению мест разрушения [6]. Для рас-
чёта сейсмический процессов в геологиче-
ском вмещающем массиве и материале 
наземного сооружения также используется 
сеточно-характеристический метод на дву-
мерных криволинейных структурных сетках. 
Были предложены и рассмотрены две раз-
личные модели разрушения: модель песка и 
модель трещин. На основании их примене-
ния проведена идентификация мест разру-
шения в модели купольной конструкции. 
 
 
2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
 
Для математического моделирования волно-
вых процессов в деформируемом твердом 
теле используется система динамических 
уравнений, объединяющая уравнения дви-
жения и реологические соотношения в виде 
[7]: 
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Здесь   – плотность среды, yx VV , – компо-
ненты скорости смещения, ij , kl  – компо-
ненты тензоров напряжения и деформаций. 
Вид компонент тензора четвёртого порядка 

ijklq  определяется реологией среды. Для ли-
нейно-упругого тела имеем: 
 

)( jkiljlikklijijklq   .      (2) 
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В этом соотношении   и   – упругие по-
стоянные Ламе, ij – символ Кронекера. 
Для численного решения динамических 
уравнений механики деформируемого твер-
дого тела используется сеточно-
характеристический метод, подробнее с ко-
торым можно ознакомиться в [8, 9]. Возмож-
ность описания широкого класса геометрий 
реализована за счет использования струк-
турных криволинейных сеток [5]. 
 
 
3. ОЧАГ ЗЕМЛЕТРЯСЕНИЯ 
 
Одной из особенностей предлагаемого под-
хода является использование в качестве ис-
точника упругих возмущений явной вычис-
лительной механико-математической модели 
очага землетрясения. В её основе лежит гео-
физическое представление о механизме зем-
летрясения, называемое «подвижка по раз-
лому». Согласно ему на границе между от-
дельными блоками земной коры происходит 
постепенное накопление упругих напряже-
ний. Поскольку разломы между ними запол-
нены раздробленной и сцементированной 
горной породой, сила трения велика. При 
превышении сдвигающим напряжением си-
лы трения происходит проскальзывание 
вдоль разлома. Отметим, что вблизи разлома 
наблюдаются, как упругие, так и упруго-
пластические процессы. На достаточном 
удалении от гипоцентра существенны лишь 
упругие процессы, которые выражаются в 
распространении объёмных волн к дневной 
поверхности. Рассмотрим подробнее предла-
гаемую модель очага землетрясения в общем 
трёхмерном случае. На рис. 1 изображен 
контакт двух блоков. Для задания ориента-
ции плоскости разлома используются два 
угла, определяемых следующим образом. 
Один из них называется strike angle (θ) и ра-
вен углу, который образуют линия пересече-
ния плоскости разлома с горизонтальной 
плоскостью и направление на север. Второй 
угол, называемый dip angle (δ), образуется 
между плоскостью разлома и горизонталь-

ной плоскостью. Вдоль разлома происходит 
проскальзывание граничащих блоков, при-
чем делается предположение о чистом про-
дольном сдвиге, т.е. отсутствии составляю-
щей скорости движения, перпендикулярной 
плоскости разлома. Ориентация вектора ско-
рости задаётся углом между направлением 
вдоль линии пересечения плоскости разлома 
с горизонтальной плоскостью (strike 
direction) и направлением проскальзывания 
блоков (slip direction). Данный угол называ-
ется rake angle (λ). Кроме того, для задания 
интенсивности возмущения используется 
также абсолютное значение скорости сме-
щения. При этом предполагается, что в неко-
торой области, прилегающей к разлому, мо-
дуль вектора скорости постоянен по про-
странству. При переходе через плоскость 
разлома направление скорости меняется 
строго на противоположное направление. 
По результатам измерений сейсмометров, 
расположенных на дневной поверхности, 
возможно определение ориентации плоско-
сти разлома. Для оценки величины началь-
ной скорости в источнике возмущения мо-
жет быть использовано сравнение результа-
тов численного моделирования с амплиту-
дами зарегистрированных колебаний. Отме-
тим, что в двумерном случае модель одно-
значно задаётся одним углом и амплитудой 
начального смещения. 
 

 
Рисунок 1. Модель очага землетрясения. 

 
 
4. МОДЕЛИ РАЗРУШЕНИЯ 
 
В работе использовался дискретный подход 
к описанию процесса разрушения материала. 
В каждом расчётном узле хранится бинар-
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ный признак (флаг) – разрушен ли материал 
в нём или нет. На каждом временном шаге 
для всех неразрушенных узлов проверяется 
соответствующий критерий разрушения и, 
если он выполнен, то устанавливается флаг 
разрушения, и выполняется соответствую-
щие корректировки. 
Использовалось две модели разрушения: мо-
дель песка и модель трещин. 
Рассмотрим подробнее модель песка. В ос-
нове определения момента разрушения ле-
жит критерий пластичности Мизеса [10]: 
 

22)(
4
1

xyyyxxSy   .  (3) 

 
На основе вычисленных значений тензора 
напряжений проводится его проверка и, если 
он выполнен, то материал в узле сетки счи-
тается разрушенным. В этот момент произ-
водится изменение параметров материала 
среды – скачком уменьшается в десять раз 
параметр Ламе  . Также на каждом времен-
ном шаге в дальнейшем обнуляются все от-
рицательные главные напряжения, что физи-
чески означает отсутствие сопротивления 
материала на разрыв. 
В основе модели трещин лежит анализ от-
дельных компонент тензора напряжений. 
Впервые трещина появляется при превыше-
нии одним из главных напряжений макси-
мального напряжения ( MAX , характеристика 
материала), и её плоскость перпендикулярна 
ему. В каждом узле, содержащем трещину, в 
дальнейшем обнуляются нормальные и тан-
генциальные (по отношению к направлению 
трещины) компоненты тензора напряжений 
[11]. В каждом узле может существовать 
максимум одна трещина, в случае превыше-
ния их числа в дальнейшем расчёт произво-
дится по модели песка. 
 
 
 
 
 

5. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТОВ 
 
Была рассчитана задача о воздействии попе-
речной волны амплитудой 30 см/с на ку-
польную конструкцию, расположенную на 
поверхности Земли. Упругие характеристики 
материала центрального элемента конструк-
ции соответствовали характеристикам не-
ржавеющей стали: плотность – 7700 кг/м3, 
скорость распространения продольных волн 
– 5740 м/с и скорость распространения попе-
речных волн – 3092 м/с. Бетон, из которого 
сделана остальная часть конструкции, обла-
дал плотностью 2500 кг/м3, скоростью рас-
пространения продольных волн – 4000 м/с и 
скоростью распространения поперечных 
волн – 2500 м/c. Вмещающий массив, кото-
рым моделировалась земная кора, обладал 
плотностью 2000 кг/м3, скоростью продоль-
ных волн 5100 м/с и скоростью поперечных 
волн – 3400 м/с. В работе было проведено 
сравнение двух видов геометрий сооруже-
ний: с прямоугольным усилением под цен-
тральным элементом и без него. Для расчёта 
на основании модели песка предел текучести 
( Sy ) для стали принимался равным 1,3 МПа, 
для бетона – 2 МПа. Для расчёта на основа-
нии модели трещин максимальное напряже-
ние ( MAX ) для стали принималось равным 1 
МПа, для бетона – 2 МПа. 
На рис. 2 приведены места разрушения в ма-
териале купольной конструкции без усиле-
ния, рассчитанные на основе модели песка, в 
последовательные моменты времени. Отра-
жаясь от свободных границ сооружения и 
интерферируя, сейсмические волны прохо-
дят к центральному элементу конструкции. 
На рис. 3 приведены места разрушения и 
волновые картины в материале купольной 
конструкции без усиления, рассчитанные на 
основе модели трещин, в последовательные 
моменты времени. На рис. 4 приведены ме-
ста разрушения в материале купольной кон-
струкции с усилением, рассчитанные на ос-
нове модели песка, в последовательные мо-
менты времени. 
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Рисунок 2. Места разрушения в материале 
купольной конструкции, рассчитанные по 

модели песка. Моменты времени 2 мс  
(сверху) и 12 мс (снизу) от момента начала 

воздействия возмущения на сооружение. 
 
На рис. 5 приведены места разрушения и 
волновые картины в материале купольной 
конструкции с усилением, рассчитанные на 
основе модели трещин, в последовательные 
моменты времени. 
Анализ результатов численных расчётов с 
использованием модели песка показывает, 
что при использовании критерия Мизеса ос-
новные разрушения идентифицируются 
вблизи свободных границ строения. 
 

 
Рисунок 3. Места образования трещин и 
волновая картина в материале купольной 

конструкции, рассчитанные по модели  
трещин. Моменты времени 2 мс (сверху) и 

12 мс (снизу) от момента начала  
воздействия возмущения на сооружение. 

 
Напротив, при использовании модели тре-
щин основные разрушения идентифициру-
ются вдали от свободных границ строения. 
Также, одним из интересных результатов 
расчётов является тот факт, что при отсут-
ствии усиления возмущение не достигает 
центрального элемента напрямую, и, соот-
ветственно, разрушения в нём практически 
отсутствуют. 



В.И. Голубев, Д.П. Григорьевых, И.Б. Петров, Н.И. Хохлов 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 70

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 4.  Места разрушения в материале 

купольной конструкции с усилением,  
рассчитанные по модели песка. Моменты 

времени 2 мс (сверху) и 12 мс (снизу)  
от момента начала воздействия возмущения 

на сооружение. 
 
Таким образом, представляет большой науч-
ный и практический интерес проведение 
сравнения результатов численных расчётов 
по двум предложенным моделям разрушения 
с результатами реальных экспериментов. 
Работа выполнена при частичной финансо-
вой поддержке гранта РФФИ № 13-08-
01066_А и гранта Президента РФ МК-
3383.2014.9. 

 
Рисунок 5. Места образования трещин и 
волновая картина в материале купольной 

конструкции с усилением, рассчитанные по 
модели трещин. Моменты времени 2 мс 

(сверху) и 12 мс (снизу) от момента начала 
воздействия возмущения на сооружение. 
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ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ 
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 

ОРТОГОНАЛЬНО ПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ  
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК БЕЗ УЧЕТА И С УЧЕТОМ 

ИХ ОДНОСТОРОННЕГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ  
С ОКРУЖАЮЩИМ МАССИВОМ ГРУНТА 

 
С.Б. Косицын, Чан Суан Линь 

Московский государственный университет путей сообщения (МИИТ), г. Москва, РОССИЯ 
 

АННОТАЦИЯ: Приведены результаты расчетов ортогонально пересекающихся цилиндрических оболо-
чек, расположенных в массиве грунта. С целью оценки необходимости учета их одностороннего взаимо-
действия с окружающим массивом рассмотрены четыре пространственные расчетные модели системы 
«оболочки – грунтовый массив» с использованием специальных контактных элементов. 
 

Ключевые слова: пересекающиеся цилиндрические оболочки, грунтовый массив,  
одностороннее взаимодействие, контактные элементы, напряженно-деформированное состояние. 

 
 

NUMERICAL ANALYSIS OF THE STRESS-STRAIN STATE  
OF ORTHOGONALLY INTERSECTING CYLINDRICAL SHELLS 
TAKING INTO ACCOUNT AND NOT TAKING INTO ACCOUNT 

THEIR UNILATERALINTERACTION WITH  
THE SURROUNDING SOIL ARRAY 

 
Sergey B. Kositsyn, Tran Xuan Linh 

Moscow State University of Railway Engineering (MIIT), Moscow, RUSSIA 

 
ABSTRACT: The calculations results of orthogonally intersecting cylindrical shells, located under the ground 
array. In order to assessing the need for consideration of the possibility of unilateral interaction shells from the 
array, examined three spatial computational models of the system «shells – ground array» with the use of special 
contact elements. 
 

Key words: intersecting cylindrical shells, ground array, unilateral interaction, contact elements,  
stress-strain state 

 
 
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 
Рассмотрим узел пересечения цилиндриче-
ских оболочек (тройниковое соединение), со-
стоящий из основной трубы диаметром D = 2 
м, толщиной T = 0.02 м и патрубка с размера-
ми d = 1.4 м и t = 0.014 м, изготовленных из 
стали со следующими характеристиками: мо-

дулем упругости Eст = 21011 Па, коэффициен-
том Пуассона ст = 0.3 и плотностью ст = 
7800 кг/м3. Оболочки расположены на глубине 
10 м в массиве однородного изотропного ма-
терила, моделирующего окружающий грунт 
(глину) (рис. 1), имеющий модуль деформа-
ции Eгр = 14 МПа, коэффициент поперечных 
деформаций гр = 0.35 и угол внутреннего 
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трения  = 17о. Для оценки необходимости 
учета возможного одностороннего взаимодей-
ствия оболочек с окружающим массивом 
грунта (иногда такое взаимодействие называ-
ют отлипанием оболочек от грунтового мас-
сива) проведены расчеты четырех простран-
ственных моделей системы «оболочки – грун-
товый массив», находящихся под действием 
собственного веса оболочек. Собственный вес 
грунта при этом не учитывался, так как все 
деформации массива грунта от его собствен-
ного веса протекли еще до возведения оболо-
чек. Расчеты проведены методом конечных 
элементов при помощи программного ком-
плекса MSC PATRAN – NASTRAN. 
 

 
Рис. 1. Конечноэлементная модель оболочек 

с массивом грунта (связи не показаны). 
 
 
2. РАСЧЕТ СИСТЕМЫ «ОБОЛОЧКИ – 

ГРУНТОВЫЙ МАССИВ» С УЧЕТОМ 
ПОЛНОГО КОНТАКТА ОБОЛОЧЕК 
С МАССИВОМ 

 
Материалы конструкций оболочек и массива 
считались неограниченно линейно упругими. 
Размеры объемного массива выбраны из 
условия затухания напряженно-
деформированного состояния (НДС) грунта 
и приняты по 5 диаметров большой оболоч-
ки в каждую сторону и снизу (по 10 м). На 
боковых гранях и внизу массива поставлены 

линейные связи, запрещающие перемещения 
по нормалям к соответствующим поверхно-
стям. По торцам оболочек также поставлены 
аналогичные связи, обеспечивающие гео-
метрическую неизменяемость системы в це-
лом. Оболочки аппроксимированы плоскими 
четырехузловыми конечными элементами 
(по шесть степеней свободы в каждом узле), 
построенными на основе гипотезы прямых 
нормалей. Грунт смоделирован объемными 
конечными элементами в виде четырехузло-
вых тетраэдров (по три степени свободы в 
каждом узле). Сетка объемных конечных 
элементов сгущалась по мере приближения к 
оболочкам. Использование тетраэдров обос-
новано сложностью геометрии простран-
ственной расчетной модели. Контакт между 
оболочками и грунтовым массивом считался 
полным жестким. Такая модель достаточно 
широко применяется в пространственных 
расчетах подземных сооружений. Задача ре-
шена в линейной постановке. В данном рас-
четном случае в зоне контакта возникают как 
нормальные, так и касательные напряжения 
между контактирующими объектами, однако 
в реальных условиях наличие такого полного 
«сдвигового» контакта недостаточно изуче-
но. Максимальные перемещения точек обо-
лочек wmax и максимальные эквивалентные 
напряжения по IV теории прочности [1] (по 
Мизесу) в оболочках об

max  и в массиве грунта 
гр
max приведены в таблице 1 (столбец «Вари-

ант 1»). Максимальные перемещения полу-
чили точки, расположенные внизу области 
сопряжения основной оболочки (большего 
диаметра) и патрубка (рис. 2). Максималь-
ные напряжения возникли в основной обо-
лочке, также внизу, в зоне примыкания па-
трубка (рис. 2 и 3, а). В массиве наиболее 
опасной является зона в окрестности боко-
вой поверхности основной оболочки, проти-
воположной месту примыкания патрубка 
(рис. 2 и 4, а). Такая картина деформаций об-
разовалась вследствие того, что патрубок 
под действием собственного веса выполняет 
роль «рычага», закручивающего основную 
оболочку в грунте. 
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Рис. 2. Места расположения экстремальных характеристик НДС. 

 
 

 
Рис. 3. Поля интенсивностей напряжений в наружных волокнах оболочек 

а) вариант 1; б) вариант 2; в) вариант 3; г) вариант 4. 
 
 

 
Рис. 4. Поля интенсивностей напряжений в массиве грунта 

а) вариант 1; б) вариант 2; в) вариант 3; г) вариант 4. 
 
 

Таблица 1 
Компоненты НДС Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 Вариант 4 

maxw , 10-4 м 5.63 6.66 11.8 10.3 
об
max , 106 Па 1.25 1.33 3.53 1.87 
гр
max , 103 Па 2.27 3.28 6.27 4.42 
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3. РАСЧЕТ СИСТЕМЫ «ОБОЛОЧКИ – 
ГРУНТОВЫЙ МАССИВ» С УЧЕТОМ 
ДВУСТОРОННЕГО КОНТАКТА 
ОБОЛОЧЕК С МАССИВОМ 

 
С целью оценки влияния полного «сдвигово-
го» контакта в рассмотренной выше модели 
проведен расчет такой же системы «оболоч-
ки – грунтовый массив», но в отличии от 
предыдущего случая между оболочками и 
массивом размещены специальные упругие 
контактные элементы (в конечноэлементном 
программном комплексе MSC PATRAN – 
NASTRAN их называют GAP элементами 
[2]) с бесконечно большими жесткостями 
при сжатии и растяжении. В данном случае 
эти жесткости приняты одинаковыми и рав-
ными Sсж = Sрас = 108 н/м, так как задать бес-
конечно большие жесткости при численной 
реализации решения задачи в программном 
комплексе невозможно. Длины контактных 
элементов приняты равными нулю, чтобы 
исключить наличие начального зазора между 
контактирующими поверхностями. Посколь-
ку контактные элементы работают только на 
растяжение и сжатие, в зоне контакта между 
тройниковыми соединениями и грунтовым 
массивом сдвиговое взаимодействие отсут-
ствовало (трение пока не задавалось). Задача 
решена в линейной постановке. Наибольшие 
полные перемещения точек оболочек wmax и 
максимальные эквивалентные напряжения 
по IV теории прочности представлены в таб-
лице 1 (столбец «Вариант 2»). В данном слу-
чае наибольшие перемещения получили точ-
ки, расположенные на боковой части основ-
ной оболочки напротив области примыкания 
патрубка (рис. 2), но величины перемещений 
оказались в 1.18 раза больше, чем при пол-
ном жестком контакте оболочек с массивом. 
Наибольшие напряжения в оболочках воз-
никли наверху зоны сопряжения патрубка с 
основной оболочкой (рис. 2 и 3, б) и возрос-
ли в 1.06 раза. Максимальные напряжения в 
грунтовом массиве имели место внизу ос-
новной оболочки (рис. 2 и 4, б) и стали в 1.44 
раз больше, чем в предыдущем случае. Сле-

дует отметить, что рассмотренная модель с 
двусторонним контактом, также как и пред-
шествующая с полным контактом, имеет су-
щественный недостаток: в верхней зоне кон-
такта оболочки «тянут» за собой грунтовый 
массив, что на практике не наблюдается. 

 
 

4. РАСЧЕТ СИСТЕМЫ «ОБОЛОЧКИ – 
ГРУНТОВЫЙ МАССИВ» С УЧЕТОМ 
ОДНОСТОРОННЕГО КОНТАКТА ОБО-
ЛОЧЕК С МАССИВОМ 
 
Чтобы учесть возможность отлипания обо-
лочек от грунта между оболочками и масси-
вом также поставлены контактные элементы, 
имеющие бесконечно большие жесткости 
при сжатии и нулевые при растяжении. В 
связи с численным решением поставленной 
задачи обеспечить как бесконечно большие, 
так и нулевые жесткости не представилось 
возможным, однако, чем больше жесткости 
контактных элементов при сжатии и меньше 
при растяжении, тем лучше реализуется од-
носторонний контакт. В данном случае 
жесткости контактных элементов заданы со-
ответственно Sсж = 108 н/м и Sрас = 10-7 н/м, а 
их длины также приняты равными нулю как 
в предыдущем случае. Задача решена в кон-
структивно нелинейной постановке. Нели-
нейность обусловлена необходимостью по-
средством итерационного процесса отыска-
ния зоны отсутствия контакта между обо-
лочками и массивом (область отлипания 
оболочек от грунта). За счет возможного от-
липания НДС системы существенно измени-
лось. Максимальные полные перемещения 
точек оболочек wmax и максимальные эквива-
лентные напряжения по IV теории прочности 
в наружных волокнах оболочек об

max  и в мас-
сиве грунта гр

max  приведены в таблице 1 
(столбец «Вариант 3»). Наибольшие пере-
мещения получили точки верхней части ос-
новной оболочки (рис. 2) (в 2.10 раза боль-
ше, чем при полном жестком контакте). В 
этой же зоне модели произошло отлипание 
оболочки от массива грунта. Максимальные 
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напряжения в оболочках возникли наверху 
зоны сопряжения патрубка с основной обо-
лочкой (рис. 2 и 3, в) и в 2.82 раза превысили 
аналогичные напряжения, соответствующие 
варианту 1. Наибольшие напряжения в масси-
ве грунта оказались внизу на контакте с обо-
лочками (рис. 4, в) и выше, чем в варианте 1 в 
2.76 раза. В данном расчетном случае возмож-
ность отлипания оболочек от массива грунта 
учтено, но контактное трение между объекта-
ми не рассматривалось, что, конечно, является 
некоторым недостатком этой модели. 
 
 
5. РАСЧЕТ СИСТЕМЫ «ОБОЛОЧКИ – 

ГРУНТОВЫЙ МАССИВ» С УЧЕТОМ 
ОДНОСТОРОННЕГО КОНТАКТА И 
ТРЕНИЯ МЕЖДУ  
КОНТАКТИРУЮЩИМИ  
ОБЪЕКТАМИ 

 
Расчетная модель осталась такой же как в 
предыдущем разделе, то есть использующей 
упругие односторонние контактные элементы. 
Единственное отличие заключалось в наличии 
«сдвигового» контакта между оболочками и 
грунтовым массивом. Сдвиговые усилия 
учтены путем введения статического коэффи-
циента трения для GAP элементов [3]. В этом 
случае он принят равным тангенсу угла внут-
реннего трения грунта (глины) к = tg = 
0.3057. Эта величина – ниже коэффициента 
трения стали по грунту, то есть предполагает-
ся, что определяющей является возможность 
нарушения сдвигового контакта за счет раз-
рушения грунта. Задача решена в конструк-
тивно нелинейной постановке. Наибольшие 
полные перемещения точек оболочек wmax и 
максимальные эквивалентные напряжения по 
IV теории прочности представлены в таблице 
1 (столбец «Вариант 4»). Экстремальные зна-
чения перемещений и эквивалентных напря-
жений в оболочках оказались в точках верх-
ней части основной оболочки (рис. 2, 3, 5). В 
этой же зоне модели произошло отлипание 
оболочки от массива грунта. Наибольшие 
напряжения в массиве грунта возникли внизу 

на контакте с оболочками и чуть сместились в 
бок (рис. 2, 4). Компоненты НДС уменьши-
лись по сравнению с предыдущим случаем за 
счет контактного трения оболочек с массивом 
грунта (максимальные полные перемещения в 
1.15 раза, наибольшие напряжения в оболоч-
ках в 1.89 раза и в массиве в 1.42 раза). Следу-
ет отметить, что наличие примыкающего па-
трубка подкрепило основную оболочку, не 
позволив ей сплющиться в зоне сопряжения с 
патрубком (рис. 5). 
 
 
6. ОСНОВНЫЕ ВЫВОДЫ  

И РЕКОМЕНДАЦИИ 
 
Расчетные модели, учитывающие возможность 
отлипания оболочек от грунта и контактное 
трение между объектами, дают результаты как 
по перемещениям (соответственно на 52.3% и 
45.3%), так и по расчетным напряжениям (со-
ответственно на 64.6% и 33.2% в оболочках, на 
63.8% и 48.6% в грунте) превышающие соот-
ветствующие характеристики НДС, получен-
ные при помощи общепринятой модели с пол-
ным контактом оболочек и массива грунта. 
Поэтому именно их (варианты 3 и 4) следует 
рекомендовать для проведения пространствен-
ных расчетов системы «оболочки – грунтовый 
массив». Модель с учетом двустороннего кон-
такта оболочек с массивом занимает промежу-
точное положение. 
Для учета возможности отлипания оболочек от 
грунта и контактного трения между ними ре-
комендуется применять в местах контакта спе-
циальные контактные элементы, имеющие 
большие жесткости при сжатии и нулевые (или 
близкие к нулю) жесткости при растяжении со 
статическим коэффициентом трения, равным 
тангенсу угла внутреннего трения грунта. Од-
нако, учитывая, что вопросы контактного тре-
ния оболочек и грунта еще мало изучены, а 
учет трения снижает компоненты НДС, можно 
проводить расчеты без учета этого фактора. 
Наличие примыкающего патрубка подкрепляет 
основную оболочку, не позволяя ей сплющи-
ваться в зоне сопряжения с патрубком. 
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Рис. 5. Деформированный вид тройникового соединения при учете возможного 

одностороннего взаимодействия и трения. 
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ЗАДАЧИ ЛЭМБА: ОБЗОР И АНАЛИЗ МЕТОДОВ 
ИССЛЕДОВАНИЯ 
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1 Институт проблем механики РАН, г. Москва, РОССИЯ 
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АННОТАЦИЯ: Внутренняя и внешняя задачи Лэмба представляют исключительный интерес для 
геофизики, поскольку широко используются при моделировании волновых процессов, сопровождающих 
землетрясения. В работе дается обзор методов решения внутренней и внешней задач Лэмба от 
сосредоточенных силовых воздействий. Рассматриваются родственные внутренние задачи о приложении 
дуплетов и диполей внутри упругого полупространства. Анализируются решения задач о движущейся 
нагрузке, приложенной к границе полупространства или полуплоскости.  
 

Ключевые слова: задача Лэмба, объемная волна, волна Рэлея, полупространство, полуплоскость 
 
 

LAMB PROBLEMS: A REVIEW AND ANALYSIS  
OF METHODS AND APPROACHES  

 
Sergey V. Kuznetsov1, Elena O. Terentjeva2 

1 Institute for Problems in Mechanics, Russian Academy of Sciences, Moscow, RUSSIA 
2 Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

 
ABSTRACT: Inner and outer Lamb problems are of extreme importance for various applications in geophysics, 
as these problems are often used for simulation of wave fields accompanying earthquakes. Herein, methods for 
analyzing both Lamb problems are reviewed. The related to the inner Lamb problem, the inner dipole and 
doublet forces are considered. Wave fields produced by moving loads acting on the boundary of a halfspace or a 
halfplane are analyzed.  
 

Key words: Lamb problem, bulk wave, Rayleigh wave, halfspace, halfplane 
  
 
1. ЗАДАЧИ ЛЭМБА, ОПИСАНИЕ  
 
В [1] Лэмб рассмотрел две внешних задачи о 
распространении волн в изотропном упругом 
полупространстве и изотропной упругой 
полуплоскости от сосредоточенного 
силового воздействия, приложенного 
нормально к свободной границе. В этой 
работе были рассмотрены также две 
внутренние задачи о волнах в упругом 
полупространстве и полуплоскости, 
вызванные центром расширения, 
находящимся на некоторой глубине под 

поверхностью. Решение этих задач в [1] 
было сведено к интегральным уравнениям 
относительно скалярного и векторного 
потенциалов. В [2] внутренняя и внешняя 
задачи были обобщены на случай 
сосредоточенных нагрузок, движущихся с 
постоянной скоростью.  
Надо отметить, что в [1, 2] в случае 
произвольных по времени нагрузок 
замкнутое решение  удалось построить лишь 
в пространстве изображений (по Фурье для 
пространственных переменных и по Лапласу 
для временной переменной). С помощью 
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асимптотических оценок в [1] было 
показано, что в случае внешних плоской и 
пространственной задач основной вклад в 
поле смещений на свободной поверхности 
вносят рэлеевские волны. Помимо этого в [1] 
было получено аналитическое решение для 
плоской внешней задачи в случае 
нормальной нагрузки, изменяющейся во 
времени в виде ядра Пуассона.  
Кроме того, было показано, что в случае 
гармонического источника магнитуды 
рэлеевских волн на свободной поверхности 
на достаточном удалении от эпицентра в 
случае плоской задачи не зависят от rx , а в 
случае пространственной задачи убывают 
пропорционально 1/2rx  , где x  - 
расстояние от эпицентра, а r  - волновое 
число. Далее, в той же работе с помощью 
асимптотических оценок было найдено, что 
наряду с волнами Рэлея точечный источник 
вызывает появление объемных продольных 
(P) и поперечных (S) волн. Магнитуды этих 
волн в случае гармонического источника на 
достаточном удалении от него в случае 
плоской задачи убывают на поверхности 
пропорционально 3/2rx  , а в случае 
пространственной задачи – пропорционально 

2rx  . Заметим, что при распространении 
объемных волн, порожденных точечным 
гармоническим источником в безграничной 
среде, убывание их магнитуд происходит 
медленнее. Например, в случае плоской 
задачи магнитуда убывает как 1/2rx  , а в 

случае пространственной задачи, как 1rx   
[3]. Таким образом, в [1] впервые было дано 
теоретическое обоснование утверждения 
Рэлея [4] о том, что поверхностные 
(рэлеевские) волны убывают медленнее 
объемных волн с увеличением расстояния от 
источника.  
Для построения решений уравнения 
движения Навье в [1, 2] записывались в 
форме Ламе – Клапейрона [5, Sect. 59]  

 2 div rot rot       u u b u    (1) 
 

где   и   - константы Ламе, u  - поле 
перемещений, b  - поле массовых сил,   - 
плотность среды использовалось 
представление Гельмгольца [5, Sect. 67] для 
поля массовых сил  
 

rot b                     (2) 
 

где   и   - скалярный и векторный 
потенциалы и представление Ламе – Грина 
[5, Sect. 67] для динамического поля 
перемещений 
 

rot u                      (3) 
 

где   - скалярный, а   - векторный 
потенциалы. Представление (3) аналогично 
представлению Папковича – Нейбера для 
поля перемещений при решении уравнений 
статики. В качестве начальных условий в [1, 
2] рассматривались однородные условия 
вида 
 

0 0( , ) 0, ( , ) 0tt tt t   u x u x     (4) 
 

На внешней поверхности   
полупространства или полуплоскости 
задавались условия второй краевой задачи (в 
напряжениях) 
   tr 2 ( , ) ,p t        t I x x    (5) 
 
где   - вектор единичной внешней нормали 
к границе; I  - единичная диагональная 
матрица,   - тензор (малых) деформаций; p  
- нагрузка на свободной поверхности. В 
случае внутренней задачи Лэмба 0p  .  
Подстановка представлений (2), (3) в 
уравнения движения и применение 
преобразования Лапласа по временной 
переменной (или предположение о 
гармоническом изменении во времени 
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нагрузки) позволили свести уравнения 
движения к неоднородным уравнениям 
Гельмгольца для скалярного и векторного 
потенциалов  
 

2 2

2 2
1 2

1 1
2 ,

c c
   

                      (6) 

 
Штрихи у потенциалов в (4) означают 
освобождение от гармонического множителя 

i te  . При получении уравнений (6) 
использовались три легко проверяемых 
тождества [5, Sect.5] 
 

rot rot rot rot , div rot 0,
rot 0
   

 
  

       (7) 

 
Далее, для построения решения 
пространственного уравнения Гельмгольца в 
[1, 2] использовалось фундаментальное 
решение  
 

11
14 1

,ire r
c
   x

x
           (8) 

 
Аналогичный вид имеет фундаментальное 
решение   векторного уравнения 
Гельмгольца с заменой 1r  на 2r  и 1c  на 2c , 

где 1c  и 2c  - скорости продольной и 
поперечной объемных волн соответственно 
 

 1 2
2 ,c c                  (9) 

 
В плоском случае фундаментальное решение 
скалярного уравнения Гельмгольца 
представимо в виде  
 

 (1)
1 104 1

,i H r r
c
   x       (10) 

 
где (1)

0H  - функция Ганкеля первого рода 
нулевого порядка. Аналогичный вид имеет 

фундаментальное решение   для 
векторного уравнения. При решении задачи 
с нагрузкой, произвольно зависящей от 
времени, круговая частота   в выражениях 
(8), (10) заменяется на параметр 
преобразования Лапласа. Далее, в [1, 2] 
осуществлялось сужение потенциалов с 
ядром (8) или (10) на граничную 
поверхность. Надо отметить, что полученные 
интегральные представления оказались 
весьма сложными: в замкнутом виде 
решение удалось получить лишь для 
гармонической нагрузки. В случае 
произвольной зависимости от времени 
замкнутое решение было получено в 
пространстве изображений, точнее, решение 
на поверхности было представлено в виде 
несобственного интеграла от алгебраической 
функции.  
 В дальнейшем представление 
Гельмгольца (1) и потенциалы Ламе – Грина 
(3) использовались в большинстве подходов, 
связанных с решением внутренней и 
внешней задач Лэмба, однако техника 
вычисления сингулярных интегралов, 
появляющихся при сужении потенциалов на 
граничную поверхность, менялась. В [6, 7] с 
помощью метода наискорейшего спуска 
Дебая были получены асимптотические 
оценки для компонент перемещений на 
границе для некоторых внутренних и 
внешних задач, обобщающих задачу Лэмба, 
например в [6] рассматривалась нагрузка под 
произвольным углом к поверхности. В [7] 
исследовалась плоская внутренняя задача о 
действии сосредоточенной силы в упругой 
полуплоскости. В этой работе на основании 
расчетов, выполненных по асимптотическим 
формулам, было найдено, что рэлеевские 
волны не образуются вблизи от эпицентра, 
на расстояниях d , удовлетворяющих 
условию  
 

 
2 2
1

R

R

c hd
c c

                         (11) 
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где Rc  - скорость волны Рэлея, а h  - глубина 
источника. При получении оценки (11) 
сделано упрощающее предположение о том, 
что две объемных волн и рэлеевская волна 
распространяются независимо друг от друга. 
На самом же деле рэлеевская волна 
формируется из двух объемных волн, 
начиная с момента прихода медленной 
объемной волны, см. [3, p.66]. Не совсем 
понятное отсутствие рэлеевских волн в 
эпицентральной зоне, удовлетворяющей 
оценке (11), объяснялось в [7] 
интерференцией с объемными волнами, 
полностью поглощающими рэлеевскую 
волну. В случае плоской внешней задачи 
Лэмба асимптотические оценки, 
аналогичные  [6, 7], получены в [8].  
В [9, 10] для вычисления сингулярных 
интегралов, связанных с обращением 
преобразования Лапласа в задачах Лэмба, 
предложен особый путь интегрирования, 
связанный с деформацией контура 
интегрирования. В [11, 12] вместо 
деформации контура интегрирования 
предложено использовать многократное 
изменение порядка интегрирования, при 
этом в [11, 12] использовался подход, 
развитый в [13, 14] и основанный на 
функционально-инвариантных решениях. 
Заметим, что с помощью функционально-
инвариантных решений поле перемещений в 
среде удалось представить в виде 
однократного интеграла от алгебраической 
функции по некоторому контуру в 
комплексной плоскости. Метод вычисления 
интегралов, предложенный в [11, 12] позднее 
был применен для анализа поля 
перемещений в цилиндрических 
координатах в случае осевой симметрии [15]. 
Для нагрузки в виде временной функции 
Хэвисайда, действующей на поверхности 
[16] и внутри [17, 18] полупространства, 
получено замкнутое выражение для 
вертикальной компоненты перемещений и 
выражение, содержащее эллиптические 
интегралы, для горизонтально компоненты. 
В [19] результаты работ [16 – 18] обобщены 

на другие виды нагрузок. В [20, 21] для 
«плоской» задачи Лэмба выбор пути в 
методе Каньяра был упрощен, кроме того, в 
[21] объяснен кажущийся парадокс, 
связанный с особой дисперсией волн Рэлея. 
Надо отметить, что обнаруженная в [21] 
дисперсия рэлеевских волн – весьма 
своеобразная: она обнаруживается только 
при изменении знака круговой частоты и, 
таким образом, проявляется лишь при 
обращении двусторонних интегральных 
преобразований, в которых параметры 
преобразования меняют знак. В работах [22–
24] на основе асимптотических разложений 
получены численные значения напряжений и 
перемещений вблизи от источника. Дальние 
асимптотики поля перемещений для 
внешней пространственной задачи Лэмба в 
случае гармонической нагрузки, 
совпадающие с решением Рэлея, приведены 
в работах [25, 26].  
С помощью фундаментального решения 
Стокса [27] (см. также [5, Sect. 68]) в [28–30] 
внешняя задача Лэмба о гармонической 
нагрузке сведена к интегральным 
уравнениям Фредгольма второго рода 
относительно неизвестных перемещений на 
границе.  
В [31, Гл.1] и [32, Sect. 6.1] приведены 
результаты аналитического исследования 
поляризации гармонических поверхностных 
волн (с плоским фронтом), 
распространяющихся по границе упругого 
полупространства. На основании этих 
исследований оказалось, что для материала, 
удовлетворяющего условию Пуассона    
вертикальная компонента на свободной 
поверхности приблизительно в полтора раза 
больше горизонтальной компоненты 
перемещений. Аналогичное соотношение 
между компонентами перемещений найдено 
несколько ранее в [33]. Фактически, 
результаты, полученные в [31–33], 
подтвердили расчеты, проведенные Рэлеем 
[4] для случая    , в которых отношение 
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вертикальной амплитуды перемещений к 
горизонтальной составило 1.4677 .  
Интересные данные получены во внешней 
пространственной задаче Лэмба для случая 
импульсной нагрузки, заданной в виде 
временной функции Хэвисайда. Численный 
анализ решения [16] для этой задачи дал 
неожиданные результаты с точки зрения 
физической интерпретации. Например, 
вычисления, проведенные в [16] и 
повторенные в [34–38] с помощью 
различных вариантов метода [1, 2], показали, 
что в произвольной точке на поверхности 
вертикальная и горизонтальная компоненты 
перемещений претерпевают разрыв второго 

рода в момент, соответствующий приходу 
рэлеевской волны, рис.1. При этом за 
фронтом рэлеевской волны решение [16] 
дает мгновенный выход на статическое 
решение Буссинеска для вертикальной 
компоненты, а для горизонтальной 
компоненты выход на статическое решение 
происходит асимптотически при t  . В 
этой связи интерес представляет сравнение 
аналитических (или аналитико-
асимптотических) решений, рассмотренных 
в настоящем разделе, с расчетами, 
выполненными с помощью разностных 
методов.  

 
 

 

Рис. 1. Изменение во времени (а) вертикальной и (б) горизонтальной компонент вектора 
перемещений на границе полупространства для внешней пространственной задачи Лэмба при 

импульсной вертикальной нагрузке (при выполнении условия Пуассона    ) [36]. 
 

2. ЗАДАЧИ ЛЭМБА; РАЗНОСТНЫЕ И 
ВАРИАЦИОННО-РАЗНОСТНЫЕ 
МЕТОДЫ 

 
Решение внешней и внутренней задач Лэмба 
как в плоском, так и в пространственном 
случае, наталкиваются на определенные 
сложности, связанные с устойчивостью и 
схемной вязкостью явных разностных схем, 
а также появлением осцилляций в зонах за 

ударным фронтом, характерным для явных 
схем второго [39, 40] или более высокого 
порядка точности, или размытием ударных 
волновых фронтов, характерного для явных 
схем первого порядка [41] и неявных схем 
любого порядка точности [42]. Положение 
осложняет плохое распараллеливание 
вычислений в динамических задачах теории 
упругости, что делает мало эффективным 
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применение современных кластерных и 
метакластерных вычислительных систем.  
Частично недостатки разностных методов 
удается преодолеть с помощью разностных 
уравнений, записанных в окрестности 
характеристик. В [43–45] явные разностные 
схемы в окрестности характеристик 
применены для исследования 
распространения волн в упругих и упруго-
пластических средах. В [46, 47] этот подход 
применен к решению плоской внешней 
задачи Лэмба для поверхностной нагрузки, 
заданной в виде временной функции 
Хэвисайда. В [47] отмечено хорошее 
совпадение с результатами, полученными 
методами интегральных преобразований, см. 
[11, 12].  
В [48] для решения динамических задач, 
включая и внешнюю задачу Лэмба, 
предложен гибридный подход, 
объединяющей конечноэлементный и 
конечноразностный методы. В [48] 
использованы разностные схемы, 
разработанные в [49] и позволившие 
получить конечноразностные уравнения 
второго порядка точности по временной 
переменной и четвертого порядка по 
пространственным переменным. В [50] 
гибридный метод применен к решению 
пространственной внешней задачи Лэмба. 
Численные эксперименты [51] показали, что 
гибридный метод оказался практически 
свободным от осцилляций за фронтом 
рэлеевской волны.  
В [52–54] для исследования распространения 
волн в задаче Лэмба применялся 
спектральный метод (конечных) элементов 
(SEM). Этот метод фактически представляет 
собой метод конечных элементов высокого 
порядка точности, в котором 
пространственными элементами (базисными 
функциями) являются полиномы Лежандра.   
Канонический метод конечных элементов с 
явными двухслойными разностными 
схемами при интегрировании по времени 
применялись для решения различных задач 
геомеханики, включая внутреннюю [55, 56] и 

внешнюю (пространственную) задачи Лэмба 
[57–59]. Сравнение данных расчета по 
методу конечных элементов с аналогичными 
результатами, выполненными с помощью 
интегральных преобразований, выявило [58] 
хорошее качественное совпадение магнитуд 
перемещений на свободной поверхности, 
вызванных действием гармонической 
нагрузки.  
 
 
3. ЗАДАЧИ ЛЭМБА, АНИЗОТРОПНАЯ 

СРЕДА  
 
По-видимому, впервые внешняя плоская 
задача Лэмба для трансверсально-
изотропной полуплоскости исследовалась в 
[60] с помощью интегральных 
преобразований и вычислением сингулярных 
интегралов по методу [9, 10]. В [61] эта 
техника обобщена для решения плоской 
внешней задачи Лэмба для упруго 
анизотропной полуплоскости с моноклинной 
симметрией. С помощью техники, 
разработанной в [60], в [62] для внутренней 
задачи Лэмба получены выражения 
смещений на границе трансверсально-
изотропной полуплоскости. В [63] для 
построения решения внешней плоской 
задачи Лэмба в случае анизотропной 
полуплоскости с моноклинной симметрией 
применялся метод, основанный на 
шестимерном комплексном формализме 
Стро [64]. С помощью этого метода в [63] 
получены выражения для поля смещений в 
полуплоскости при внешнем гармоническом 
силовом воздействии.  
Внешняя пространственная задача Лэмба для 
полупространства с произвольной упругой 
анизотропией рассмотрена в [65, 66]. При 
решении этой задачи уравнения движения 
анизотропной среды записывались в виде 
 

 2div t   C u u                 (12) 
 

где C  - четырехвалентный тензор упругости. 
Предполагалось, что тензор упругости, 
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рассматриваемый как оператор в 
пространстве симметричных тензоров 
второго ранга, положительно определен и 
симметричен. Объемные силы в [65, 66] 
отсутствовали, а на граничной плоскости  
полупространства   задавались условия в 
напряжениях  
 

( , ) ,p t       t C u x x      (13) 
 

Далее в этих работах использовалось 
преобразование Радона по 
пространственным переменным. Это 
позволило свести внешнюю задачу Лэмба к 
вычислению однократных интегралов по 
окружностям, появляющимся при 
обращении преобразования Радона. 
Преобразования Радона по 
пространственным переменным 
применялись в дальнейшем при решении 
аналогичных задач в [67–69].  
Метод, основанный на преобразовании 
Фурье по пространственным переменным, 
применялся в [70–75] для решения внешней 
и внутренней задач Лэмба. При этом в [74, 
75] перемещения на поверхности 
представлены в виде несобственных 
интегралов, появляющихся при сужении 
преобразованных по Фурье компонент 
перемещений и их производных на 
граничную плоскость.  
 
 
4. ЗАДАЧИ ЛЭМБА, 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ  
 
По-видимому, впервые, присутствие 
рэлеевских волн во внутренней задаче Лэмба 
было экспериментально зафиксировано в [1] 
при анализе сейсмограмм от удаленного 
эпицентра землетрясения. В дальнейшем  
результаты [1] подтверждались в различных 
геофизических исследованиях [76–81].  
Надо отметить, что далеко не во всех 
геофизических исследованиях отмечено 
появление волн Рэлея. Например, в [82, с. 
268] дан анализ сейсмограмм, полученных 

при поверхностных взрывах, которые 
фактически, описываются решением 
внешней пространственной задачи Лэмба. 
По наблюдениям [82] волны Рэлея при 
поверхностных взрывах не обнаруживаются. 
Аналогичные данные приводятся в [83]. 
Определенный интерес представляет 
концепция анализа сейсмограмм 
землетрясений, изложенная в [84, с.25]. В 
соответствии с этой концепцией, волны, 
возникающие при сейсмической активности, 
разделяются на два класса: объемные волны 
– это относительно короткие волны с 
периодом колебаний менее одной секунды, а 
поверхностные – это волны очень большой 
длины (от десятков до сотен километров), у 
которых период колебаний существенно 
превосходит одну секунду.  
В экспериментальных модельных методах 
исследования задач Лэмба применялась в 
основном техника фотоупругости. В [85–87] 
с помощью этого метода исследовались 
волны, распространяющиеся от точечного 
источника во внешних задачах Лэмба. 
Сравнение экспериментальных результатов, 
приведенных в этих работах, с данными 
теоретического анализа выявило хорошее 
качественное совпадение.  
Среди других экспериментальных методов, 
применяемых для исследования волн, 
возникающих в задачах Лэмба, надо 
отметить метод глубинной акустической 
регистрации колебаний [88]. Для анализа 
смещений на поверхности полупространства 
во внешней задаче Лэмба (в случае малых 
масштабов) применяют также методы 
оптической интерферометрии [89, 90]. В 
этих случаях для возбуждения акустических 
волн обычно применяют мгновенный 
лазерный нагрев поверхности [89].  
 
 
5. ПОДВИЖНЫЕ НАГРУЗКИ  
 
В одной из первых работ [6], обобщающих 
задачу Лэмба [2] о действии подвижной 
нагрузки, рассмотрены внешняя и 
внутренняя задачи о действии подвижной 
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нагрузки, наклоненной под произвольным 
углом к поверхности полупространства 
(полуплоскости).  
Помимо точных методов, основанных на 
применении интегральных преобразований, 
разрабатывались инженерные подходы, 
причем в этих подходах вместо 
полупространства или полуплоскости 
обычно рассматривались свободные 
балочные конструкции (описываемые 
теорией Бернулли – Эйлера или Тимошенко), 
а также балки, лежащие на упругом 
основании (в этом случае в качестве модели 
основания чаще всего применялась модель 
Винклера). При этом, инженерные подходы 
различались в зависимости от области 
применения. Так, специалисты по 
эксплуатации железных дорог и мостов в 
основном исследовали динамическую 
устойчивость упругих конструкций, несущих 
подвижные нагрузки [91–96]. В горной 
механике подвижные нагрузки возникали 
при исследовании динамики шахтного 
подъема, где используются канаты 
переменной длины [97–101]. Специфические 
методы разрабатывались в теории 
механизмов и машин для исследования 
динамической устойчивости гибких ветвей 
передач [102–104]. В [105–107] предложен 
объединенный подход для исследования 
различных задач с подвижными нагрузками 
на основе вариационного принципа 
Гамильтона – Остроградского. В этом 
подходе введено дополнительное 
нелинейное краевое условие, описывающее 
взаимовлияние движущегося объекта и 
колебаний упругой направляющей. 
Физический смысл последнего  условия 
состоит в том, что при взаимодействии 
распределенной системы с движущимся 
сосредоточенным объектом возникают силы  
вибрационного давления. Надо отметить, что 
введение в расчет таких дополнительных 
сил, учитывающих движение нагрузки, 
предлагалось ранее в [108, 109].  
При исследовании пластин, нагруженных 
движущейся нагрузкой, обычно применяют 

теорию Бернулли – Эйлера, основанную на 
гипотезе плоских сечений. Эта теория 
позволяет получить динамические 
уравнения, аналогичные статическим 
уравнениям изгиба тонких пластин или 
уравнениям изгиба балок [110–113]. В 
дальнейшем методы [110–113] применялись 
при решении различных задач, связанных в 
основном с исследованием поведения 
ледяного покрова [114–116] а также 
колебаниям балок [117–120] при 
движущихся нагрузках.  
Задачи для тел, нагруженных движущимися 
нагрузками, могут исследоваться с помощью 
конечноэлементных и конечноразностных 
методов. В [121–123] задача о пластине, 
нагруженной движущейся нагрузкой, 
анализировалась с помощью метода 
конечных элементов с использованием 
двухслойных явных разностных схем 
второго порядка точности для 
интегрирования уравнений движения. 
Аналогичным методом в [124, 125] 
исследовались колебания балок на упругом 
основании от действия движущихся 
нагрузок. В [126] представлены расчеты 
методом конечных элементов сложных 
систем, подверженных действию 
движущихся нагрузок. В [127] численные 
исследования по колебаниям мостовых 
конструкций от движущихся нагрузок 
сопоставлены с результатами натурных 
измерений. Это сопоставление выявило 
хорошее качественное и количественное 
совпадение частот и амплитуд колебаний. В 
[128, 129] решение аналогичных задач 
осуществлялось с помощью метода 
конечных разностей.  
 
 
6. РОДСТВЕННЫЕ ПРОБЛЕМЫ 

ДИНАМИКИ  
 
В случае внешних задач о действии нагрузки 
на границу упругой полуплоскости или 
полупространства, наряду с нормальным к 
границе воздействием, рассмотренным в [1], 
как отмечено выше, исследуют задачу о 
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наклонной к поверхности нагрузке [6, 22]. 
Рассматриваются также задачи о штампе, 
контактирующим с упругим 
полупространством и совершающим 
горизонтальные гармонические колебания 
[130] и неосесимметричные вертикальные 
колебания [131]. В [132, 133] 
рассматривалась дипольная (моментная) 
гармоническая и импульсная нагрузка, 
приложенная на поверхности 
полупространства. Эта задача исследовалась 
с помощью преобразования Ханкеля по 
радиальной координате и преобразованием 
Лапласа по временной переменной. 
Численные анализ этой задачи показал [133], 
что на поверхности полупространства 
основной вклад от дипольной нагрузки 
вносят рэлеевские волны.  
В случае внутренних задач, по-видимому, 
наибольший интерес представляют решения 
для дуплета (двойной силы без момента) 
[134–136] и диполя (сосредоточенного 
момента) [137]. В этих работах построение 
решений для соответствующих внутренних 
(пространственных) задач осуществлялось с 
помощью метода Лэмба и выбора контура 
интегрирования по методу [9, 10]. В [138] 
построено решение для внутренней 
пространственной задачи о действии 
горизонтальной гармонической силы в 
упругом трансверсально-изотропном 
полупространстве. Заметим, что плоские 
внутренние задачи о диполе и дуплете, по-
видимому, не исследовались.  
В [139, 140] исследовались решения 
внутренних задач Лэмба, связанные с 
появлением истекающих волн (волн, 
амплитуда которых не убывающих по 
глубине). Построение и анализ 
соответствующих решений в [140] 
проводился методами [9, 10].  
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ДЕМПФИРУЮЩИЕ СВОЙСТВА ЭЛЕМЕНТА  
КЕЛЬВИНА-ФОЙГТА С АСИММЕТРИЧНОЙ ПРУЖИНОЙ  

 
С.В. Кузнецов1, М.А. Худяков2 

1 Институт проблем механики РАН, г. Москва, РОССИЯ 

2 ООО “НСУЦ“ЦМиР”, г. Москва, РОССИЯ 
 

АННОТАЦИЯ: Исследуются демпфирующие свойства модифицированной системы Кельвина - Фойгта, 
характеризуемой разномодульной пружиной и вязким демпфером, при вынужденных колебаниях, 
вызванных гармонической силой. Решение осуществляется с помощью формализма Коши и 
исследования свойств фундаментальной матрицы системы. Анализируются осциллограммы, фазовые 
портреты и секции Пуанкаре и кинетические энергии за период, отвечающие различным параметрам 
системы.  
 

Ключевые слова: Разномодульная пружина, колебания, модель Кельвина-Фойгта, амортизационная 
система 

 
 

DAMPING PROPERTIES OF KELVIN-VOIGT ELEMENT  
WITH ASYMMETRIC SPRING  

 
Sergey V. Kuznetsov1, Maxim A. Khudyakov2 

1 Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, RUSSIA 
2 CMSLM Ltd., Moscow, RUSSIA 

 
ABSTRACT: Damping properties of modified Kelvin – Voigt system defined by multi module spring and 
dashpot under forced harmonic vibration are analyzed. The solution is constructed by applying Cauchy complex 
formalism and constructing the fundamental exponential matrix. Oscillograms, plane-phase portraits and 
Poincare section and kinetic energies for each period with different system parameters are analyzed.  
 

Key words: Multimodule spring, oscillations, Kelvin-Voigt model, amortization system 
 
 

 
1. ВВЕДЕНИЕ 
 
Рассматриваются вынужденные колебания 
модифицированной модели Кельвина-
Фойгта с разномодульной пружиной.  
Системы с разномодульными упругими 
элементами исследовались в ряде работ по 
теории колебаний [1-4] и волновой 
динамики [5-7]. Особенности в поведении 
таких систем, связанные в основном с 
перекачкой энергии с частот 
возмущающего воздействия на другие 
частоты и, как следствие, появление 
супергармонических колебаний, 
открывают перспективы их применения 

для эффективного гашения колебаний на 
частоте внешнего воздействия [8].  
В настоящей работе анализ вынужденных 
колебаний в такой системе, по-видимому, 
впервые, осуществляется с помощью 
формализма Коши, это позволило 
сократить число варьируемых параметров 
и выявить особенности в поведении таких 
систем, не исследовавшиеся ранее.  
 
 
2. ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ  
 
Математическая модель вынужденных 
колебаний исследуемого элемента 



С.В. Кузнецов, М.А. Худяков 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 94

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

описывается следующим уравнением 
движения: 
  sin fmx cx kx F t     , (1) 
 
где  m  – масса, c  – вязкость 
демпфирования, k  – жесткость пружины, 
F  – амплитуда силового воздействия, f  
– частота вынужденных колебаний. 
Жесткость пружины определяется 
кусочно-постоянной функцией: 
 

0

1

0;
0;

k x
k

k x
   , (2) 

 
Для того чтобы переписать это условие в 
аналитическом виде, воспользуемся 
функций signum: 
      0 11 sign 1 sign

2
k x k x

k
   , 

(3) 
 

Для свободных недемпфированных 
колебаний можно определить период 
колебаний системы, состоящий из двух 
полупериодов: 
 

0 1

2
T TT  , (4) 

 
Следовательно, круговая частота всей 
системы находится по формуле: 
 

0 1

0 1 0 1

22 4
2 / 2 /T

            , (5) 

 
В (5) 0  – натуральная 
(недемпфированная) частота собственных 
колебаний элемента с пружиной, 
характеризуемой жесткостью 0k ; 1  – 
натуральная (недемпфированная) частота 
собственных колебаний элемента с 
пружиной жесткости 1k . 

Следующим шагом определяется 
критическая вязкость демпфирования 
системы: 
 

2cc m  , (6) 
 
Перепишем уравнение (1), используя 
следующие безразмерные величины: 
 

1

0

k
k

   

 
– отношение жесткостей пружин,  
 

c

c
c

   

 
– относительная вязкость демпфирования,  
 

f    

 
– относительная частота вынуждающих 
колебаний: 
 

 
      

 

0

2
0

0

4
1

1 sign 1 sign
2

2sin
1

x x

x x
x

f t

    
    

      

 

, (7) 

 
где  
 

Ff
m

  

 
– приведенная сила, соответствующая 
приложенной силе F .  
Дальнейшее преобразование уравнения (7) 
состоит в ведении безразмерного времени 

0t    и смещения /x x f . Нетрудно 
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видеть, что смещение x  имеет 
размерность 2[ ]time . В терминах новых 
переменных   и x  уравнения (7) 
принимают вид 
 

 
      

 2
0

4( ) ( )
1

1 sign 1 sign
( )

2

2sin
1

x x

x x
x



      
    

       

  

 
 , (8) 

 
В итоге решение зависит от одного 
размерного переменного: 0 , – и трех 
безразмерных:  ,   и  .  
Далее будем рассматривать случаи, когда 
жесткость 1k  меньше жесткости 0k , т.е. 

1  . 
 
 
3. НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА КОШИ  
 
Введение новой переменной  
    v x    , (9) 
 
позволяет записать уравнение (8) в 
нормальной форме Коши: 

x xd
v vd
            G F
 

 
, (10) 

 
где 
  

 
   

0 1
1

42
1 sign( ) 1

2
x

              
G



, (11) 

 2
0

0

2sin
1



             
F . (12) 

 
Как видно из формулы (11), 
фундаментальная матрица нелинейно 
зависит от переменной x , вследствие 
этого могут возникать эффекты, не 
характерные для линейных 
дифференциальных уравнений. 
 
 
4. КИНЕТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ 
 
После нахождения значений перемещения 
и скорости массы, представляется 
интересным оценить кинетическую 
энергию массы. Поскольку при 
возникновении супергармонических 
колебаний начинаются осцилляции внутри 
одного периода, то важной 
характеристикой будет являться средняя 
интегральная кинетическая энергия за 
период:  
   

 

2

1 2

Tn

T n

v
K d



   
 , (13) 

 
где n – номер периода 
 
5. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ (10)  
 
Для решения системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений 
использовался метод Рунге-Кутты 4-5 
порядков.  
Итак, система зависит от пяти 
независимых параметров, если принять 
начальные условия однородными, Теперь 
остается определить, какие параметры 
изменяют характер движения, а какие – 
только масштабируют картину 
относительно исходной системы. За 
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основу возьмем систему с параметрами: 
0 1,0  , 1,0f  , 0,5  , 0,1   и 

0,1  . Так как колебания вынужденные, 
то начальными условиями возьмем 
равенство нулю перемещения и скорости в 
начале движения:  0 0x  ,  0 0x  . 
Поведение данной системы показано на 
рисунке 1. 
Как видно из рис. 1, система довольно 
быстро стабилизируется (после 
прохождения одного периода) при данных 
параметров. Поскольку рассматриваемая 
нелинейная система разделяется на две 
линейные, то каждая часть имеет свою 
амплитуду и максимальную скорость. 
Нелинейность оказывает влияние на этап 
прохождения положения равновесия, 
после которого система пытается прийти к 
движению, характерному для линейной 
системы. Следовательно, существуют 
такие сочетания параметров, которые не 
приводят ее к стационарному движению. 
Для того чтобы понять, какие параметры 
приведут систему к дестабилизации, 
рассмотрим поведение системы при 
изменении каждого из ее параметров. 
 
5.1. Амплитуда силового воздействия. 
На рисунках 2 показано поведение 
системы при изменении амплитуды 
силового воздействия. 
При сравнении рис. 2 с рис. 1 можно 
сделать вывод о том, что амплитуды 
перемещений и скоростей линейно зависят 
от амплитуды силового воздействия f . 
 

 
Рис. 1а. Осциллограмма (слева) и фазовый 

портрет (справа) исходной системы. 
 

 
Рис. 1б. Осредненная кинетическая 

энергия исходной системы 
 
 

 
Рис. 2а. Осциллограмма (слева) и фазовый 

портрет (справа) системы при 0,2f   
 
 

 
Рис. 2б. Осциллограмма (слева) и фазовый 

портрет (справа) системы при 2,0f   
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Рис. 3а. Осциллограмма (слева) и фазовый 
портрет (справа) системы при 0 0, 2   

 

 
Рис. 3б. Осциллограмма (слева) и фазовый 
портрет (справа) системы при 0 2,0   

 
5.2. Натуральная частота одной из 
пружин.  
На рисунках 3 показано поведение 
системы при изменении натуральной 
частоты одной из пружин. 
Анализ рис. 3 показывает, что аналогично 
с амплитудой силового воздействия, 
изменение натуральной частоты одной из 
пружин 0  при неизменности отношения 
жесткостей пружин   ведет к изменению 
амплитуд перемещений и скоростей, но 
зависимость между этими параметрами 
обратная. Помимо этого, поскольку 
частота силового воздействия задана 
относительно круговой частоты, то частота 
колебаний системы также имеет обратную 
зависимость с изменением 0 . 
Приходим к выводу, что из пяти факторов 
только три могут вызвать дестабилизацию.  
 
5.3. Отношение жесткостей пружин  
Отношение жесткостей пружин можно 
охарактеризовать параметром отклонения 
от линейной системы с одной пружиной к 
нелинейной с двумя. Таким образом, чем 

больше данное отклонение, тем больше 
вероятность возникновения нелинейного 
эффекта. 
На рисунках 4 показано поведение 
системы при изменении отношения 
жесткостей пружин. 
 

 
Рис. 4а. Осциллограмма (слева) и фазовый 

портрет (справа) системы при 0,1   
 

 
Рис. 4б. Осциллограмма (слева) и фазовый 
портрет (справа) системы при 0,01   

 
Проведя сравнение полученных графиков 
с основной системой, становится 
очевидным, что при уменьшении 
параметра   увеличивается количество 
колебаний, происходящих во время 
действия вынуждающей силы на жесткую 
пружину, причем эти колебания чаще 
переходят в область влияния мягкой 
пружины.  
 
5.4. Относительная частота 
вынуждающих колебаний  
На рисунках 5 показано поведение 
системы при изменении относительной 
частоты вынуждающих колебаний. 
По фазовому портрету на рис. 5а можно 
понять, как выглядят стабилизированные 
движения, кроме того, видно, что переход 
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является как бы заданием начальных 
условий для следующей пружины. 
Однако при рассмотрении колебаний с 
частотой, близкой к удвоенной частоте 
собственных колебаний системы, можно 
заметить, что период стабилизированных 
колебаний увеличивается до 2 раз (рис. 
6а). При других частотах этот эффект не 
наблюдается. 
Для того чтобы выявить причину 
возникновения этого эффекта, рассмотрим 
секции Пуанкаре для данной системы. На 
рисунках 6(б-в) представлены графики, 
характеризующие соответствующие 
осциллограммы и секции Пуанкаре. 

 
Рис. 5а. Осциллограмма (слева) и фазовый 
портрет (справа) системы при 0,02   

 

 
Рис. 5б. Осциллограмма (слева) и фазовый 

портрет (справа) системы при 0,2   
 

  
Рис. 6а. Осциллограммы системы при 
различных значениях относительной 
частоты вынуждающих колебаний 

(Слева-направо 1,8  , 1,96   и 2, 2  ) 
 

 
Рис. 6б. Секции Пуанкаре системы при 

различных значениях относительной 
частоты вынуждающих колебаний  
(Слева-направо 1,9  , 1,922  , 

1,923   и 1,94  ) 
 

 
Рис. 6в Секции Пуанкаре системы при 
различных значениях относительной 
частоты вынуждающих колебаний  
(Слева-направо 2,1  , 2,124  , 

2,125   и 2,14  ) 
 

 
Рис. 7(а-г). Осциллограммы кинетической 

энергии при различных значениях   
 

По рисункам 6(б-в) становится понятно, 
что при определенных значениях частоты 
вынуждающих колебаний секции 
Пуанкаре не могут сойтись к одной точке. 
Таким образом, вместо колебания с 
постоянной амплитудой на одной пружине 
(рис 6а слева и справа) система переходит 
к виду с двумя амплитудами: малой и 
большой амплитудой колебаний (рис 6а по 
центру). 
При характере движении с двумя 
амплитудами энергия изменяется 



Демпфирующие свойства элемента Кельвина – Фойгта с асимметричной пружиной  

Volume 10, Issue 1, 2014 99

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

неравномерно (рис. 7а-б), поэтому такая 
система хорошо подходит в случаях, где 
необходимо интенсивно расходовать 
энергию. 
 
5.5. Относительная вязкость 
демпфирования  
Поскольку вязкость довольно часто 
выражается в долях от критической, то на 
первом этапе было проведено сравнение 
поведений систем при докритических и 
сверхкритических вязкостях для каждой из 
пружин и системы в целом. На этом этапе 
можно выделить четыре участка: 
а) Докритическая вязкость для мягкой 
пружины  
 

12c m   1
2

       ; 

 
б) Сверхкритическая вязкость для мягкой 
пружины  
 

12 2m c m     1 1
2

         ; 

 
в) Сверхкритическая вязкость для системы  
 

02 2m c m    11
2

        ; 

 
г) Сверхкритическая вязкость для жесткой 
пружины  
 

02c m   1
2

       . 

 
На рисунках 8 показано поведение 
системы при различных значениях 
относительной вязкости демпфирования, 
соответствующие участкам изменения 
вязкости системы. 
 
 

 
а) 0,7    б) 0,9   

 
а) 1,1    б) 1,3   

Рис. 8(а-г). Фазовые портреты системы 
при различных значениях   

 
При уменьшении демпфирующего 
коэффициент до значения 0 фазовый 
портер не может дать картины 
происходящего, поскольку для большого 
числа циклов фазовый портерет сливается 
в одно облако (см. рис. 9 в центре). В этом 
случае для анализа системы применяют 
секции Пуанкаре (см. рис. 9 справа). На 
этих графиках следует обратить внимание 
на начальную ненулевую скорость. 
 

 
Рис. 9. Осциллограмма (слева), фазовый 
портрет (в центре) и секция Пуанкаре 

системы с параметрами 0c   и 0,12   
(  0 0x  ;  0 1v  ). 

 
Наконец, на рис.10 даны осциллограмма, 
фазовый портрет и секция Пуанкаре для 
системы с значительно большим 
значением параметра  . 
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Рис. 10. Осциллограмма (слева),  

фазовый портрет (в центре)  
и секция Пуанкаре системы  

с параметрами 0c   и 1,96   
 

Графики на рис.10 показывают 
образование кластерной структуры в 
секции Пуанкаре. Надо отметить, что эта 
структура характерна для низкочастотных 
биений, видимых на рис.10 (слева).  
 
 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Применение разномодульных пружин в 
качестве гасителей колебаний 
представляется весьма перспективным, 
поскольку появление супергармонических 
колебаний, обнаруживаемых при некоторых 
значениях варьируемых параметров (см. 
рис. 4, 6, 10), приводит к уменьшению 
энергии колебаний на основной частоте 
(частоте возмущающей силы), и, тем самым, 
обеспечивает требуемое от виброгасителей 
снижение амплитудных значений смещений 
или ускорений для системы.  
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НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ 
БАЗАЛЬТОПЛАСТИКОВОЙ АРМАТУРЫ  
В ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КОНСТРУКЦИЯХ 

 
Ю.О. Кустикова 

ФГБОУ ВПО «Московский государственный строительный университет», г. Москва, РОССИЯ 
 

АННОТАЦИЯ: В статье рассматривается результаты экспериментальных исследований и испытаний 
бетонных конструкций с базальтопластиковой арматурой по определению их несущей способности, а так 
же механизм сцепления базальтопластиковых стержней с бетоном. 
 

Ключевые слова: базальтопластиковая арматура, сцепление, композитный материал, бетон,  
касательное напряжение, стержень 

 
 
 

STRESS-STRAIN STATE  
OF BASALT-PLASTIC REINFORCEMENT  

IN REINFORCED CONCRETE STRUCTURES 
 

Yuliya O. Kustikova 
Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

 
ABSTRACT: This paper discusses the results of experimental research and testing of concrete structures with 
basalt-plastic reinforcement in order to determine their carrying capacity, as well as a clutch mechanism of basalt 
rods with concrete. 

 
Key words: basalt-plastic reinforcement, clutch mechanism, composite material, concrete, 

shearing stress, rod 
 

 
По объему использования в различных обла-
стях строительства, железобетон находится 
на одном из первых. Это определяется, 
прежде всего,  его достаточными физиче-
скими и технологическими характеристика-
ми. Вместе с тем, долговечность бетона су-
щественно связана с долговечностью метал-
лической арматуры. 
Долговечность металлической арматуры за-
висит от коррозии, возникаемой в результате 
силовых и средовых воздействий. В резуль-
тате коррозии металлической арматуры и, в 
некоторой степени и самого бетона, проис-
ходит потеря несущей способности железо-
бетонных конструкций и в целом зданий и 
сооружений. 

Поиск альтернативных путей замещения ме-
таллической арматуры в несущих железобе-
тонных конструкциях на композитную, не 
подвергающуюся коррозии и, одновременно, 
имеющую высокую несущую способность, 
является актуальной научно-
исследовательской задачей.   
Известно, что композитные материалы ми-
нимизируют коррозию от силовых и средо-
вых воздействий [1,6].  
Особый интерес представляют собой высо-
копрочная неметаллическая арматура на ос-
нове базальтового волокна. Поисковые ис-
следования и результаты испытаний на 
прочность, щелочестойкость, на сцепление с 
бетоном (взамен металлической) показали 
высокую эффективность арматурных стерж-
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ней на основе базальтового волокна при их 
эксплуатации в условиях воздействия агрес-
сивных сред. Приведенные данные позволя-
ют судить об эффективности работы этой 
арматуры. 
Как известно металлическая арматура не 
имеет полного сцепления с бетоном по всей 
контактируемой поверхности из-за образо-
вания водяных линз и пустот вокруг стержня 
при бетонировании, что отрицательно сказы-
вается на трещиностойкости конструкций. 
Кроме того, из-за действия  щелочной среды 
бетонной смеси и воды (в том числе и мор-
ской), с момента контакта бетона с металли-
ческим стержнем начинаются избирательные 
процессы коррозии. Это является одним из 
основных факторов, негативно влияющих на 
прочность железобетонных конструкций.  
В последние годы наряду с изучением, со-
зданием и промышленным внедрением 
стержневой композитной арматуры (СКНА) 
аналогичные работы ведутся по созданию 
базальтопластиковой арматуры (БПА), кото-
рая по своим свойствам не только не уступа-
ет СПА, но даже превосходит их, а по стои-
мости является наиболее доступной из всех 
видов перечисленных волокон 7,5. Эти ра-
боты по созданию БПА и их применению ее 
в железобетонных  конструкциях перспек-
тивны по следующим факторам: 

–  запасы сырья для получения непре-
рывного базальтового волокна прак-
тически неограниченны, а само сырье 
относительно недорогое; 

– технология получения базальтового 
волокна принципиально не отличает-
ся от технологии изготовления стек-
лянных волокон, при этом исключа-
ется операция по подготовке много-
компонентной шихты и пре-
вращению ее в расплав, а также от-
сутствует необходимость в формиро-
вании стеклянных шариков. Для вы-
пуска ненапрягаемой БПА могут быть 
использованы менее дефицитные, 
дешевые аппретирующие составы и 
связующие, что даст возможность 

обеспечить доступность арматуры 
[8,5]. 

К преимуществу базальтопластиковой арма-
туры можно отнести ее физико-
механические характеристики: она не под-
вержена коррозии, весьма слабо меняет свои 
механические свойства под воздействие кис-
лот, солей и щелочей, является диэлектри-
ком, радиопрозрачна, магнитоинертна (ис-
ключено изменение прочностных свойств 
под воздействием электромагнитных полей), 
имеет высокий модуль упругости при не-
большом коэффициенте относительного 
удлинения, высокую стойкость к стрессовым 
нагрузкам, также обладает прекрасными 
реологическими характеристиками, не теряет 
свои прочностные свойства под воздействи-
ем сверхнизких температур. При этом  ко-
эффициент теплового расширения (КТР) ба-
зальтопластиковой арматуры соответствует 
КТР бетона, что исключает порывы армиро-
вания и трещинообразование в защитном 
слое бетона под воздействием температур-
ных циклов. Она имеет высокие показатели 
прочности на разрыв. 
Прочность сцепления арматуры с бетоном 
традиционно оценивают величиной каса-
тельного напряжения τк при выдергивании 
или вдавливании арматурных стержней. 
Полагая известным распределением величи-
ны τк(х) вдоль стержня, находим создаваемое 
им общее касательное усилие: 
 

0

( )
lan

s k кN d x dx dlan              (1) 

 
Сила 
 

Na=Asσs 
 
уравновешивается внутренним усилием 
 

обkв NNNN        (2) 
 

где Nк и Nоб – усилие, создаваемые контакт-
ной зоной и бетонной оболочкой. 
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.  
Рис. 1. Касательное напряжение τк при выдергивании  

или вдавливании арматурных стержней.  
 
Согласно условию равновесия 
 

s s к k обA dlan N N         (3) 
 

пренебрегая величинами Nк и  Nоб, получим 
расчетную формулу для оценки касательного 
напряжения 
 

dlan
A ss

к 
                   (4) 

 
Согласно известному уравнению сцепления 
арматурного стержня с бетоном 
 

2

2 )()(
dx

xUd
d
EAх s

s

ss
к             (5) 

 
где Us(x) – смещение стержня. 
Выражая смещение Us(x) через τк(х), общую 
податливость В стержня, контактной зоны и 
бетонной оболочки получим уравнение, опи-
сывающее напряженно деформированное 
состояние (НДС) арматурного стержня 

0)(1)(
2

2  xU
Вdx

xUd
d
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s
s

s
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0)()( 2
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xUd
s

s       (7) 

 
где  
 

Ss

s

BEA
dm   

 
– параметр сцепления. 
Общее решение уравнения (7)  
 

mxmx
s eCeCxU  21)(       (8) 

 
Константы С1 и С2 определяются с использо-
ванием граничных условий. 
Экспериментальные исследования показали, 
что величина сцепления этого типа арматуры 
с бетоном достаточно высокая (в два и более 
раз выше величины сцепления металличе-
ской арматуры) [ 3,4]. 
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Рис. 2. Схема работы арматуры в бетоне. 

 
Вследствие сложной внешней конфигурации 
базальтопластиковой арматуры сложен ме-
ханизм высокой величины сцепления ее с 
бетоном. 
Для теоретического осмысливания и обосно-
вания этого процесса, в дополнение к ранее 
проведенным исследованиям и испытаниям 
образцов бетона с арматурой на выдергива-
ние, необходимо изучить этот процесс с по-
зиции механики разрушения. Ранние иссле-
дования показали, что модуль упругости 
стержней из базальтопластиковой арматуры  
 

)102( 2
4

см
кГЕСТП   

 
ниже модуля упругости бетона  
 

)102( 2
5

см
кГЕБ  , 

 
что позволяет ей легко деформироваться от 
усилий, возникающих при объемной усадке 
бетона, что приводит соответственно  к уве-
личению величины сцепления [2,4,5]. 

За счет усадки бетона возникают усадочные 
усилия на стенках арматуры, влекущие эф-
фект увеличения сцепления от усадки бетон-
ной оболочки. 
Прирощение сц касательного напряжения 
задается формулой  
 

land
АЕ базбазобж

сц 
           (9) 

 
где εобж – относительная деформация обжа-
тия бетона; Ебаз, Абаз, d – модуль упругости, 
нормальное сечение и диаметр базальтопла-
стиковой арматуры; lan – длина анкеровки. 
Экспериментальные исследования показы-
вают, что при работе базальтопластиковой 
арматуры в начале подвергается растяжению 
до определенных пределов оболочка армату-
ры, а в дальнейшем в работу вступает внут-
ренние продольно расположенные нити.  
При работе арматуры в бетоне возникают 
поверхностные  касательные напряжения 
τ1(н/м2) и касательные погонные усилия 
вдоль винтового подкрепления τ2(н/м) 
(рис.2). Проектируя все силы на направление 
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оси арматуры, получим следующее выраже-
ние: 
 

21 sin22   RnRHN B  (10) 
 
где  n- число витков винтового подкрепле-
ния, 
α – угол подъёма винтовой линии; 
Н – глубина внедрения стержня в бетон. 
Радиальные перемещения W(x) оболочки ба-
зальтопластиковой арматуры от действия 
усадочных усилий описываются уравнением 
 

D
p

dx
Wd 4

4

,        (11) 

 
где р – погонное усилие; D – изгибная жест-
кость. 
Общее решение уравнения (11) имеет вид 
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        (12) 

 
где  W1(x), W2(x), W3(x), W4(x) – линейно не-
зависимые решения однородного уравнения 
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– частное решение уравнения (11). 
В качестве фундаментальной системы реше-
ний берутся функции 
 
W1(x)=1; W2(x)=х; W3(x)=х2; W4(x)=х3 (14) 
 
Согласно естественным граничным услови-
ям определяются константы С1, С2, С3, С4 и 
тем самым  
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где L – длина выделенной полосы. 
При учете влияния базальтового сердечника, 
рассматриваемого как упругое основание, 
перемещения )(xW описываются уравнени-
ем 
 

4

4

dx
Wd

+æW(x)/D= D
р ,  (16) 

 
где æ - коэффициент постели; )(xq æW(x) – реакция основания. 
Согласно (16) функция 
 

D

p
xW 44

)(  ,  (17) 

 
является частным решением уравнения (16) 
β4= æ/4D. 
Характеристическое уравнение 
 

0444   ,  (18) 
 

Порождаемое соответствующим (16) одно-
родным уравнением, имеет корни 
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и поэтому общее решение уравнения (7) 
имеет вид  
 

,
44
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    (19) 

 
С учетом в равенстве (19) ограниченности 
перемещений )(xW  и естественных гранич-
ных условий окончательно получим  
 

W(x)= -p/ æ   ,cossin1 xxхе    (20) 
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Величина æ существенно зависит и от гра-
ничных условий. В частности, в рассматри-
ваемой задаче должно выполнятся условие 
W(L)=0, что имеет место лишь при равенстве 
приведенной длины s величине L. 
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Согласно (21) получим 
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 (24) 
 
Максимальное радиальное перемещение  
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И сравнение величин (15 ) и (24) показывает 
значительное уменьшение W(x) при учете 
реакционного отпора базальтового стержня. 
Таким образом теоретико-
экспериментальными исследованиями дока-
зано, что величина сцепления базальтопла-

стиковой арматуры, за счет неравномерной 
деформации поверхностного слоя (потери 
устойчивости оболочки) от объемной усадки 
бетона значительно увеличивается. Необхо-
димо отметить, что в экспериментах на вы-
дергивание стержней обнаруживался эффект 
преднапряжения самой арматуры. 
В результате применения в бетоне базаль-
пластиковых стержней повышается несущая 
способность бетонных конструкций и их 
трещиностойкость [2,3]. 
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ АКТИВАЦИИ  
ПОВЕРХНОСТИ БАЗАЛЬТОПЛАСТИКОВОЙ АРМАТУРЫ  

НА ОСНОВЕ ПОЛИМЕРНЫХ СОСТАВЛЯЮЩИХ 
 

Ю.О. Кустикова 
ФГБОУ ВПО «Московский государственный строительный университет», г. Москва, РОССИЯ 

 
АННОТАЦИЯ: В статье рассматривается теоретические исследования активации поверхности базаль-
топластиковой арматуры на основе полимера. Материалы на основе полимерных составляющих практи-
чески обладают гидрофобными (водоотталкивающими) свойствами. Это, одно из важнейших положи-
тельных их свойств, позволяющих увеличить в значительной степени их долговечность. Однако, в ряде 
случаев, целесообразно иметь поверхность полимерных материалов с гидрофильными свойствами. 
 

Ключевые слова: базальтопластиковая арматура, активация поверхности, полимерные составляющие 
 
 
 

THEORETICAL STUDIES OF SURFACE ACTIVATION  
OF BASALT-PLASTIC REINFORCEMENT  

BY POLYMER BASED INGREDIENTS 
 

Yuliya O. Kustikova 
Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

 
ABSTRACT: This paper discusses theoretical studies of surface activation of basalt-plastic reinforcement on the 
basis of the polymer. Materials based on polymer components have almost hydrophobic (water-repellent) prop-
erties. This is one of the most important properties, which increase considerably durability. However, in some 
cases, it is advisable to have the surface of polymeric materials with hydrophilic properties. 

 
Key words: basalt-plastic reinforcement, surface activation, polymer components 

 
 

Материалы на основе полимерных состав-
ляющих практически обладают гидрофоб-
ными (водоотталкивающими) свойствами. 
Это, одно из важнейших положительных их 
свойств, позволяющих увеличить в значи-
тельной степени их долговечность. Однако, в 
ряде случаев, целесообразно иметь поверх-
ность полимерных материалов с гидрофиль-
ными свойствами. 
Ввиду этого, к примеру, использование их в 
качестве одного из компонентов цементных 
системах (в бетонах с содержанием большо-
го количества воды) не всегда приводит к 
ожидаемым положительным результатам. 
Обладая гидрофобными свойствами поли-
мерные материалы, не совместимы с матери-

алами, обладающими гидрофильными свой-
ствами, например, с цементными материала-
ми, имеющие гидрофильные свойства. Не 
совместимость не заключается в их химизме, 
а заключается в электростатических свой-
ствах молекул материалов.  
С точки зрения механики воздействия друг 
на друга поверхностей (гидрофобных и гид-
рофильных) можно предположить, что они 
взаимно противоположны. Ниже представ-
лен ориентировочный  механизм взаимодей-
ствия двух сред: 
1. Среда – полимерный материал с гидро-
фобными свойствами в водной среде (це-
ментные системы). Схема действия приведе-
на ниже (рис. 1).  
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Рис. 1. Схема сред с полимерным материалом с гидрофобными свойствами  

в водной среде и с активной поверхностью. 
 
Из-за гидрофобных свойств полимерного 
материала возникают силы отталкивания, по 
отношению к водной среде, т.е. к цементным 
системам  с содержанием воды. 
2. Среда с полимерным материалом с акти-
вированной поверхностью. Схема действия 
приведена ниже (рис. 1). 
Использование полимерных материалов в 
цементных системах приводит к возникно-
вению тончайшей не совместимой с основ-
ной (цементной системой) пленки, не позво-
ляющей иметь связь +, -.  
Проведенные нами ранние исследования 1,2 показали, что базальтопластиковая ар-
матура имеет достаточную высокую степень 
сцепления с цементными материалами. 
 Однако, при анализе поверхности базальто-
пластиковой арматуры, после испытания их, 
на их внешних поверхностях, обнаруживает-
ся тончайший газопылевидный слой толщи-
ной примерно в 10-9м. Можно полагать, что 
этот тончайший слой определенным образом 
связан со свойствами поверхности базальто-
пластиковой арматуры и, скорее всего с гид-
рофобностью поверхности. 
Эта тончайшая пленка отрицательно влияет 
на величину сцепления  базальтопластико-
вой арматуры с бетоном и не позволяет 
внешней среде (бетону) вплотную контакти-
роваться с арматурой, создавая «скользя-

щую» поверхность. Результирующая R1- 
усилий, возникающих на гидрофобной по-
верхности ( условно принятой нами) направ-
лены против R2 –усилий, возникающих на 
поверхности среды ( бетона) т.е. возникают 
две силы, противоположно направленые к 
друг другу ( как полярной магнита «++», или 
«--», а не как «+-»). Проявление этих сил и 
не позволяет обеспечить полный контакт по-
верхности. Соотношением сил R1  и R2 опре-
деляется и толщина образующей пленки на 
поверхностях. Чем больше R1 по отношению 
к R2, тем больше толщина пленки и, тем 
меньше величина сцепления базальнопла-
стиковой арматуры с бетоном. 
Многочисленные эксперименты на выдерги-
вание базальтопластиковой арматуры из бе-
тона позволили сделать вывод, что необхо-
димо, различными технологическими прие-
мами пассивизировать поверхность базаль-
топластиковой арматуры, т. е. уменьшить 
величину R1 или увеличить величину R2. 
Увеличить величину R2 достаточно сложно, 
так как R2  относиться к много компонентной 
системе. 
Проводились ряд экспериментов, направлен-
ных на увеличение R2 до укладки базальто-
пластиковых стержней в бетон. В частности 
базальтопластиковые стержни предвари-
тельно обрабатывались цементным раство-
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ром с ВЦ= 0,9. Образцы, после твердения в 
пропарочной камере по мягкому режиму 
2+2+8 (при температуре 50С) +2, внедря-
лись в бетонные кубы 10х10х10 см (которые 
так же пропаривались только по режиму 
2+4+6+2 при температуре 80С). Испытание 
базальтопластиковых стержней  на вдерги-
вание показали, что сц их с бетоном увели-
чилось по сравнению с предыдущими испы-
таниями (в среднем на 7-10). Анализ по-
верхности стержней показал, что при этом на 
поверхности практически отсутствуют пыле-
видные составляющие.  
Одновременно  проводились и исследования 
по выдергиванию стержней, заранее, до 
укладки их в бетонные кубы нагревались до 
температуры 50С в течении 1,5 часа. Экспе-
рименты показали, что сц  при этом увели-
чивается также в среднем на 5-7. Данная ве-
личина находиться в пределах ошибок испы-
таний. Отсюда вытекает, что температурная 
обработка стержней не эффективный способ 
для уменьшения величины R1, возможно, 
при этом происходит размягчение поверх-
ностных слоев, с некоторой деградацией со-
ставляющих поверхностных слоев стержней. 
Проводились исследования и испытания на 
выдергивание базальтопластиковых стерж-
ней предварительно, обработанных воздей-
ствием магнитных и электрических полей. 
Испытания показали, что выявить их воздей-
ствие затруднительно. Для таких видов об-
работки поверхности должны быть исполь-
зованы оборудование и техника, позволяю-
щая провести все это на высоком физиче-
ском уровне (с определением величин маг-
нитных полей, электростатической индукции 
и др.). В результате проведенных комплекс-
ных исследований и испытаний по выявле-
нию различных технологических и физиче-
ских способов обработки поверхности ба-
зальтопластиковой арматуры с целью повы-
шения величины (R1) сц позволяет сделать 
вывод – наиболее эффективное и положи-
тельное влияние на величину сцепления ока-
зывает способ обработка их поверхностей 
цементным раствором с ВЦ= 0,9. 
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КРУГЛОЙ ПЛАСТИНЫ ПРИ БОЛЬШИХ ПРОГИБАХ 

 
Г.А. Мануйлов, С.Б. Косицын, М.М. Бегичев 

Московский государственный университет путей сообщения (МИИТ), г. Москва, РОССИЯ. 
 

АННОТАЦИЯ: Рассматривается устойчивость равновесия круглой пластины при больших прогибах. 
Исследовано влияние конечноэлементной дискретизации на величину критической нагрузки. 
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ABSTRACT: In the paper is raised the question of stability of a circular plate with large deflections. The influ-
ence of finite element discretization on the magnitude of the critical load is studied. 
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Задача о потере устойчивости круглой осе-
симметрично нагруженной пластины при 
больших прогибах представляет не только 
самостоятельный интерес, но и привлека-
тельна в связи с тем, что в момент потери 
устойчивости пластина фактически превра-
щается в пологую оболочку, и тем самым 
почти моделирует условия, возникающие 
при нагружении оболочки вращения с поло-
жительной гауссовой кривизной внутренним 
давлением. Похожая ситуация возникает и в 
случае действия сосредоточенной или «по-
чти сосредоточенной» нагрузки в вершине 
сегмента оболочки вращения. У такой обо-
лочки потеря устойчивости осесимметрич-
ной вмятины, вызванной действием сосредо-
точенной силы, по существу имеет такую же 
природу, как и потеря устойчивости рас-
сматриваемой круглой пластины (волнооб-
разование за счет действия больших окруж-
ных сжимающих напряжений вблизи края 
вмятины).  

Рассмотренная задача интересна еще тем, 
что она не имеет линеаризованного аналога 
(в отличие от большинства задач упругой 
устойчивости). Здесь производную нелиней-
ного оператора (т.е. матрицу линеаризации) 
можно вычислить для предкритического 
равновесия, но ее нельзя получить заранее, 
до нагружения пластины. Это объясняется 
тем, что в пластине развивается нелинейное 
упругое докритическое равновесие.  
В данной работе рассмотрены задачи устой-
чивости упомянутой пластины, имеющей 
шарнирное опирание или скользящую задел-
ку на контуре, и нагруженной сосредоточен-
ной силой в центре или равномерно распре-
деленной вертикальной нагрузкой.  
Потеря устойчивости осесимметричного 
равновесия такой пластины провоцируется 
действием значительных сжимающих 
окружных усилий Nt,: 
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необходимых для уравновешивания   ради-
альных («цепных») усилий Nr (рис. 1, а), ко-
торые развиваются при больших прогибах 
пластины и не воспринимаются горизон-
тальными опорными закреплениями (они от-
сутствуют). Ранее аналогичная задача при 
действии распределенной нагрузки и закреп-
лении на контуре в виде скользящей заделки 
была решена методом Бубнова-Галеркина в 
первом приближении Д.Ю. Пановым и В.И. 
Феодосьевым [1]. Согласно их результатам 
бифуркационная потеря устойчивости осе-
симметричного равновесия пластины была 
мягкой, а минимальной критической нагруз-
ке соответствовало образование восьми 
окружных волн. Однако приятая ими форма 
поверхности прогибов, соответствующая 
прогибам защемленной пластины, весьма 
сильно отличается от действительной пред-
критической «тазообразной» формы 
Н.Ф. Морозов [2] доказал, что в отличие от 
пологих оболочек с круговым планом, круг-
лая пластина в условиях поперечного изгиба 
имеет только одно осесимметричное равно-
весие при всех наиболее распространенных 
типах граничных условий. Это утверждение 
становится понятным, если принять во вни-
мание, что срединная плоскость пластины 
есть плоскость симметрии ее ненагруженно-
го состояния, тогда как для оболочек имеют-
ся две ненагруженных «зеркальных» формы 
равновесия. В другой работе [3] Н.Ф. Моро-
зов на основе энергетичеких представлений 
доказал для частного вида осесимметричной 
нагрузки существование неосесимметричных 
форм равновесия круглой пластины, которые 
могут появиться при достаточно больших 
прогибах. 
Устойчивость осесимметричного равновесия 
при больших прогибах круглой шарнирно 
опертой пластины (R=50см, толщина 
δ=0,5см), нагруженной в центре сосредото-

ченной силой (рис. 1, а) вначале исследова-
лась с помощью КЭ моделей, состоящих из 
900 элементов. Так как это равновесие не-
полное, то оно может терять устойчивость 
или в точке бифуркации или в предельной 
точке. Но переход этого равновесия в цикли-
чески симметричное означает его пополне-
ние - добавляется окружная поперечная сила 
Qt и крутящий момент Мtr. Это может про-
изойти только в результате бифуркационной 
потери устойчивости.  
В процессе решения этой задачи было уста-
новлено, что для осесимметричных систем 
чрезвычайно важную роль играет выбор сет-
ки конечных элементов. 
Исследование влияния типа сетки конечных 
элементов (осесимметричная, неосесиммте-
ричная, частично осесимметричная) показа-
ло, что неосесимметричная сетка играет роль 
начального возмущения для осесимметрич-
ной задачи. Отметим, что предварительное 
тестирование моделей пластины как со «сво-
бодными» так и осесимметричными сетками 
на линейных задачах изгибного равновесия 
показало совпадение прогибов в центре с из-
вестными решениями в пределах 3-х знаков. 
Однако, в геометрически нелинейной задаче 
устойчивости «свободные» (неосесиммет-
ричные) сетки порождали естественным об-
разом неосесимметричные несовершенства 
модели, которые, как оказалось, существен-
но снижали критические нагрузки хлопка из 
подчиненных предельных точек (max 
ΔPкр~25,8%). Эти результаты, полученные 
одновременно на NASTRANe и на ANSYSe 
почти совпали (Ркр NASTRAN ≈ 920 кН, Wmax 

NASTRAN ≈ 17,2δ; Ркр ANSYS ≈ 943 кН, Wmax ANSYS 
≈ 18,4δ). Идеальная осесимметричная модель 
пластины при критической нагрузке (Ркр ≈ 
1219 кН, Wmax ≈ 20,8δ) прощелкивала в ре-
зультате симметричной неустойчивой би-
фуркации в устойчивую неосесимметричную 
четырехволновую форму равновесия (рис. 1, 
б). 
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Рис. 1. Потеря устойчивости круглой пластины при больших прогибах:  

а) схема возникновение больших радиальных усилий; б) форма модели, потерявшей  
устойчивость; в) график вертикальных перемещений центрального узла. 

 
Влияние несовершенств создаваемых неосе-
симметричной сеткой исследовалось на 
смешанных моделях, когда центральная 
часть пластины имела свободную сетку, а 
наиболее важная приконтурная зона, в кото-
рой развивается окружное волнообразова-
ние, моделировалась осесимметричной сет-
кой (рис. 2, а). Установлено, что пока радиус 
зоны свободной сетки не превышает полови-
ны радиуса пластины, критическая нагрузка 
практически не уменьшается по сравнению в 
бифуркационной (рис. 2, б). Объясняется это 
тем, что если основная зона сильного волно-
образования и значительных окружных уси-
лий Nt  расположена в пределах осесиммет-
ричной сетки, то несовершенство свободной 
сетки слабо влияет на величину Ркр. Суще-
ственное падение критической нагрузки 
наблюдалось, когда зона КЭ сетки непра-
вильной (неосесимметричной) формы захва-
тывала наиболее нагруженную приконтур-
ную область пластины (рис. 2, а). 
Сходимость процессов численного опреде-
ления критической нагрузки волнообразова-
ния исследована на сетках двух типов: осе-
симметричной и неосесимметричной (но 
имеющую две плоскости симметрии). По 

контуру пластины были симметрично по-
ставлены четыре касательные связи, которые 
обеспечивали отсутствие жестких смещений 
и поворотов в плоскости пластины. При ис-
пользовании плоских четрехузловых элемен-
тов типа plate (комплекс NASTRAN) при 
увеличении числа элементов от 1600 до 6400 
на осесимметричной сетке, сходимость при-
ближенных значений критической силы бы-
ла сверху (рис. 3, кривая 1). Минимальное 
значение вычисленной критической нагрузки 
оказалось порядка ~1000 кН. Неосесимет-
ричные сетки также на плоских элементах 
показали сходимость критической нагрузки 
сверху (рис. 3, кривая 2). В этом случае ми-
нимальное значение критической силы со-
ставило ~941 кН. 
Эта же задача исследована при помощи 
восьмиузловых четырехугольных элементов 
в комплексе ANSYS. При неосесимметрич-
ных сетках уже на сетке с 1200 КЭ было до-
стигнуто значение Ркр~947 кН, которое почти 
не менялось при дальнейшем увеличении 
количества конечных элементов (2000 КЭ – 
950 кН; 2700 КЭ – 953 кН; 3888 КЭ – 961 кН, 
рис. 3, кривая 3). 
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Рис. 2. Влияние несимметрии сетки КЭ на критическую нагрузку потери устойчивости:  

а) использованные типы сеток; б) график зависимости величины критической силы  
от величины зоны «свободного» разбиения сетки КЭ. 

 

  
Рис. 3. Зависимость критических нагрузок потери устойчивости пластины, нагруженной 

сосредоточенной силой, от измельчения сетки КЭ. 
 

Как видно из сопоставления, результаты вы-
числения критической нагрузки при помощи 
двух различных КЭ комплексов на разных 
сетках практически совпали (Ркр ≈ 950-970 
кН). В приведенных вычислениях предкри-
тические прогибы составили ~9,3 – 9,5 см 
(~18-19δ). 

Формы волнообразования существенно зави-
сит от типа КЭ сетки. На осесимметричных 
сетках потеря устойчивости происходила с 
образованием пяти окружных полуволн (рис. 
4, а). В случае использования неосесиммет-
ричных сеток, образовывались три или даже 
одна относительно большая полуволна (рис. 
4, б, в). 
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Рис. 4. Волнообразование в результате потери устойчивости равновесия пластины,  

нагруженной сосредоточенной силой. 
 

 
Рис. 5. Зависимость критических нагрузок потери устойчивости пластины под действием 

распределенной нагрузки от измельчения сетки КЭ.
 
Отметим, что увеличение числа тангенци-
альных связей в плоскости пластины, уста-
новленных по ее контуру, приводит к суще-
ственному ужесточению модели. Так при 
осесимметричной сетке из 3600 КЭ и поста-
новке указанных связей в четырех или вось-
ми точках контура критическая нагрузка со-
ставила 1088 кН (такая же нагрузка получена 
и в случае постановки аналогичного закреп-
ления по центру пластины). Если тангенци-
альные связи поставлены во всех точках 
контура этой же модели пластины, то крити-
ческая нагрузка увеличивается до 1984 кН. 
По мнению автора, постановка большого ко-

личества тангенциальнх связей «затягивает» 
процесс волнообразования, ужесточая тем 
самым модель пластины. 
Для задачи устойчивости осесиметричного 
равновесия шарнирно опертой пластины под 
действием распределенной равномерной 
нагрузки исследована сходимость критиче-
ских нагрузок в зависимости от количества 
КЭ типа plate на осесимметричных и неосе-
симметричных сетках (рис. 5). Для осесим-
метричных сеток при изменении количества 
КЭ от 1600 до 14400 сходимость прибли-
женных критических нагрузок была сверху. 
Приближенные критические нагрузки 
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уменьшились от 26,44 до 13,36 МПа (рис. 5, 
кривая 1). При использовании неосесиммет-
ричных сеток с такими же КЭ, кривая паде-
ния критических нагрузок (рис. 5, кривая 2) 
также показала, что увеличение количества 
элементов существенно снижает величину 
приближенной критической нагрузки (с 
21,98 до 12,24 МПа). Почти на всех рассмот-
ренных моделях достижение нагрузкой кри-
тического значения сопровождалось образо-

ванием четырех волн, несимметрично рас-
пределенных по окружности пластины. От-
метим, что потеря устойчивости у шарнирно 
опертых пластин происходила хлопком. Из-
менение нагрузки на один шаг приводило 
образование волн конечной амплитуды. 
«Жесткое» изменение осесимметричного 
распределения напряжений по Мизесу в мо-
мент потери устойчивости равновесия пока-
зано на рис. 6. 

 

 
Рис. 6. Изолинии напряжений по Мизесу при потере устойчивости шарнирно опертой  

пластины: а) изолини напряжений перед потерей устойчивости; б) изолинии напряжений 
после потери устойчивости и образования пяти волн. 

 

 
Рис. 7. Потеря устойчивости «в малом» пластины с закреплением скользящая заделка: 

а) форма пластины, потерявшей устойчивость, под действием распределенной нагрузки;  
б)  форма пластины, потерявшей устойчивость, при нагружении сосредоточенной силой 
в центре; в) график развития вертикальных перемещений точек пластины, нагруженной 

распределнной нагрузкой, расположенных вдоль параллели с радиусом 0,85R;  
г) график развития вертикальных перемещений точек пластины под действием  

сосредоточенной силы в центре, расположенных вдоль параллели с радиусом 0,85R.
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В случае закрепления края пластины по типу 
скользящей заделки, под действием как рас-
пределенной нагрузки (рис. 7, а), так и со-
средоточенной силы (рис. 7, б), наблюдалась 
мягкая потеря устойчивости («в малом»). На 
модели из 1784 КЭ типа plate при действии 
распределенной нагрузки бифуркация осе-
симметричного равновесия (qкр=3,57 МПа, 
прогиб в центре Δ=6,9см =13,8δ) переводит 
пластину в циклически симметричное равно-
весие с образованием 13 полуволн по окруж-
ности (рис. 7, а). График развития верти-
кальных перемещений точек пластины, рас-
положенных вдоль параллели с радиусом 
0,85R показан на рис. 7, в. 
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О НЕКОТОРЫХ ОСОБЕННОСТЯХ РЕАЛИЗАЦИИ 
КОРРЕКТНОГО МЕТОДА ТОЧНОГО АНАЛИТИЧЕСКОГО 

РЕШЕНИЯ ДВУХТОЧЕЧНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 
СТРОИТЕЛЬНОЙ МЕХАНИКИ ДЛЯ СИСТЕМ 

ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

М.Л. Мозгалева, П.А. Акимов, В.Н. Сидоров Т.Б. Кайтуков 
ФГБОУ ВПО «Московский государственный строительный университет», г. Москва, РОССИЯ 

 
АННОТАЦИЯ: Настоящая статья посвящена описанию некоторых особенностей универсального кор-
ректного метода точного аналитического решения многоточечных краевых задач строительной механики 
для систем обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, предложенного в работах 
А.Б. Золотова и П.А. Акимова, в частных случаях рассмотрения простейших двухточечных краевых за-
дач. 
 

Ключевые слова: краевая задача, строительная механика, точное аналитическое решение,  
система обыкновенных дифференциальных уравнений 

 
 

ON SOME PECULIARITIES  
OF THE CORRECT METHOD OF EXACT ANALYTICAL 

SOLUTION OF TWO-POINT BOUNDARY PROBLEMS  
OF STRUCTURAL MECHANICS FOR SYSTEMS OF ODES 

 
Marina L. Mozgaleva, Pavel A. Akimov, Vladimir N. Sidorov,  

Taymuraz B. Kaytukov 
Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

 
ABSTRACT: The distinctive paper is devoted to description of some features of the universal correct method of 
exact analytical solution of multipoint boundary problems of structural mechanics for systems of ordinary differ-
ential equations of the first order, proposed by Prof. Alexander B. Zolotov and Prof. Pavel A. Akimov. The sim-
plest two-point boundary problems are under consideration. 

 
Key words: boundary problem, structural mechanics, exact analytical solution, ODE 

 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 
Итак, в соответствии с [1] пусть имеем си-
стему n  обыкновенных линейных диффе-
ренциальных уравнений первого порядка с 
постоянными коэффициентами и двумя ли-
нейными граничными условиями, заданными 
в граничных точках bx1  и bx2 , т.е: 
  

) ,(   , 21
)1( bb xxxfyAy  ;             (1) 

  212211 )0(  )0(  ggxyBxyB bb ,    (2) 
 

где T
n xyxyxyxyy ] )(   ...   )(   )( [)( 21  – ис-

комая n -мерная вектор-функция; 
T

n xfxfxfxff ] )(   ...   )(   )( [)( 21  – задан-
ная n -мерная вектор-функция правых ча-
стей; A  – матрица коэффициентов, квадрат-
ная n -го порядка; 

1B  и 
2B  – заданные мат-

рицы граничных условий, квадратные n -го 
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порядка; 
1g  и 

2g  – заданные n -мерные век-
торы правых частей граничных условий. 
Требуется определить вектор-функцию 

)(xyy  , являющуюся решением сформули-
рованной выше двухточечной краевой зада-
чи (1)-(2). 

 
 
2. МЕТОД РЕШЕНИЯ 
 
Решение двухточечной краевой задачи (1)-
(2) определяется формулой: 
 

), ,(                                               
   ,~))()(()(

21

21
bb

bb

xxx
fCxxxxxy


    (3) 

 
где C  – вектор искомых постоянных коэф-
фициентов n -го порядка; 
 

 ) , ,()()(~
21
bb xxxxfxf  ;               (4) 


 


). ,(   0, 
) ,(   1, 

) , ,(
21

21
21 bb

bb
bb

xxx
xxx

xxx         (5) 

 
Введя обозначения 
 

)()()( 21
bb xxxxxE   ;            (6) 

fxS ~)(   ,                        (7) 
 
Можем переписать (3) в виде 
 

) ,(   ),()()( 21
bb xxxxSCxExy  .      (8) 

 
Подставляя (8) в граничные условия (2), по-
лучим: 
 

,])0()0([     
)]0()0([ 

21222

111







ggxSCxEB
xSCxEB

bb

bb

 

 
откуда 
 

).0()0(   
 )]0()0( [

221121

2211







bb

bb

xSBxSBgg
CxEBxEB

  (9) 

На основании (7) и свойств фундаменталь-
ной матрицы-функции можем записать сле-
дующие равенства: 
 

);()0()()0(    
)0()0()0(

21

21111
bbb

bbbbb

hxx
xxxxxE







(10) 

),0()()0()(    
)0()0()0(

12

22122







bbb

bbbbb

hxx
xxxxxE

(11) 

где                      bbb xxh 12  .                      (12) 
 

Слагаемые )0(  и )0(  будем называть 
главными частями. 
Систему (9) можно переписать в матричном 
виде 
 

GCK  ;                         (13) 
где    )0()0( 2211   bb xEBxEBK ;       (14) 

)0()0( 221121   bb xSBxSBggG . (15) 
 
В матрице коэффициентов (14) полезно вы-
делить главную 0K  и дополнительную 1K  
части: 
 

10 KKK  ,                    (16) 
где          )0()0( 21

0    BBK ;            (17) 
)()( 21

bb hBhBK    .           (18) 
 
Важно отметить, что матрицы )0(  и )0(  
не зависят от x . 
Заметим, что полученная СЛАУ n -го поряд-
ка (13) не является вырожденной. 
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РАЗВИТИЕ МИКФ К ДЕФОРМАЦИОННОМУ РАСЧЕТУ 
УПРУГИХ ОРТОТРОПНЫХ ПЛАСТИНОК 

В ЗАДАЧАХ ПОПЕРЕЧНОГО ИЗГИБА 
 

С.Ю. Савин 
ФГБОУ ВПО «Государственный университет –  

учебно-научно-производственный комплекс», г. Орел, Россия 
 

АННОТАЦИЯ: В работе рассматривается поперечный изгиб упругих ортотропных пластинок с комби-
нированными граничными условиями. Для деформационного расчета таких конструкций используется 
метод интерполяции по коэффициенту формы. Приводятся аналитические выражения для максимальных 
прогибов, используемые при выборе опорных решений по МИКФ. В этих выражениях в качестве аргу-
ментов дополнительно вводятся соотношения цилиндрических жесткостей вдоль координатных осей 
пластинки. 
 

Ключевые слова: ортотропные пластинки, поперечный изгиб, коэффициент формы,  
соотношение цилиндрических жесткостей, комбинированные граничные условия,  

максимальный прогиб, метод интерполяции по коэффициенту формы 

 
 

DEVELOPMENT OF ITSF TO CALCULATION  
OF DEFORMATION OF THE ELASTIC ORTHOTROPIC PLATES 

IN THE PROBLEMS OF TRANSVERSE BENDING 
 

Sergey Yu. Savin 
State University – Educational-Science-Production Complex, Oryol, Russia 

 
ABSTRACT: This paper is about the transverse bending of elastic orthotropic plates with combined boundary 
conditions. For the calculation of the deformation of these structures it is used the interpolation technique by 
shape factor.  Analytical relations for the maximum deflections given here are used in the selection of the refer-
ence solutions of ITSF. In these relations as additional arguments it is used ratio flexural rigidities along the co-
ordinate axes of the plate. 
 

Key words: orthotropic plates, transverse bending, shape factor, ratio of flexural rigidities,  
combined boundary condition, maximal deflection, interpolation technique by shape factor 

 
 
ВВЕДЕНИЕ 
 
В настоящее время для оценки жесткости 
конструкций в виде пластинок, как правило, 
прибегают к использованию приближенных 
численных методов [1], реализованных в 
программных комплексах для ЭВМ. Обладая 
большим числом достоинств, среди которых, 
прежде всего, следует выделить универсаль-
ность и высокую точность, эти методы в то 
же время не позволяют получить в аналити-

ческом виде выражения для интегральных 
физико-механических характеристик пла-
стинок (максимальные прогибы, частоты 
собственных колебаний и т.д.), что снижает 
их эффективность при вариантном проекти-
ровании. Для преодоления этого недостатка 
разрабатываются приближенные аналитиче-
ские методы. Одним из них является метод 
интерполяции по коэффициенту формы 
(МИКФ), разработанный А.В. Коробко [2]. 
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Сущность МИКФ заключается в следующем. 
Пусть для пластинки заданной формы необ-
ходимо найти значение интегральной физи-
ческой характеристики (максимальный про-
гиб при поперечном изгибе, частота соб-
ственных колебаний, критическая сила при 
всестороннем сжатии). Если форму заданной 
пластинки можно получить в результате ка-
кого-либо геометрического преобразования 
из форм других пластинок, интегральные 
физические характеристики которых извест-
ны (опорные решения), то искомая величина 
может быть найдена интерполяцией между 
опорными решениями по коэффициенту 
формы. Поэтому одно из направлений разви-
тия МИКФ связано с построением гранич-
ных кривых для пластинок определённых 
форм при различных комбинациях гранич-
ных условий, которые бы могли использо-
ваться в качестве опорных решений. 
В данной статье рассматривается примене-
ние МИКФ к оценке жесткости упругих ор-
тотропных пластинок при их поперечном 
изгибе равномерно распределенной по по-
верхности нагрузкой. 
 
 
1. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ  

О КОЭФФИЦИЕНТЕ ФОРМЫ 
 
Одной из интегральных геометрических ха-
рактеристик формы области является коэф-
фициент формы, выражение для которого 
имеет следующий общий вид: 
 

,
h
dsK

L
fa            (1) 

 
где ds – линейный элемент контура области, 
h – перпендикуляр, опущенный из некоторо-
го полюса внутри области D на линейный 
элемент контура ds (рис. 1). 
В любой выпуклой области существует точ-
ка a, и при том единственная, для которой 
значение коэффициента формы минимально. 
В дальнейшем будем пользоваться только 
минимальными значениями Kf. 

 
Рис. 1.  Геометрия области. 

 
В работе [2] приведены выражения для опре-
деления значений коэффициента формы: 
– для треугольников (рис. 2): 
      2ctg2ctg2ctg2K f  ,      (2) 

 
– для параллелограммов (рис. 3): 
 




sin
abba4K f ,       (3) 

 
– для трапеций (рис. 4): 
 


1

2

1

1
fa hH

a
h
aK  

  2111

2
21

ctgctgha
sin1sin1H


 ,             (4) 

 
– для эллипсов: 
  abbaK f  ,      (5) 

 
где a и b – полуоси эллипса. 
 

 
Рис. 2. Пластинка в виде треугольника. 

 

 
Рис. 3. Пластинка в виде параллелограмма. 
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Рис. 4. Пластинка в виде трапеции. 

 
 
2. ПРИМЕНИЕ МИКФ К РЕШЕНИЮ 

ЗАДАЧ ПОПЕРЕЧНОГО ИЗГИБА 
ОРТОТРОПНЫХ ПЛАСТИНОК 

 
В работе А.В. Коробко [2] было выведено в 
изопериметрическом виде выражение для 
максимальных прогибов изотропных пла-
стинок, формы областей которых связаны 
некоторым геометрическим преобразовани-
ем: 
 

f
2
f

2

w0 BKK
A

D
qKw          (6) 

 
В выражении (6) wK  – некоторая функция, 
зависящая от граничных условий, постоян-
ная для пластин с формой области одного 
класса (прямоугольные, трапециевидные и 
т.д.), В – константа, определяемая из опор-
ных решений, q – интенсивность равномерно 
распределенной нагрузки. 
На рис. 5 представлены графики изменения 
значений максимальных прогибов изотроп-
ных пластинок с выпуклым очертанием в 
плане, жестко защемленных по всему конту-
ру, в зависимости от коэффициента формы. 
Из графиков видно, что множество значений 
максимальных прогибов для таких пласти-
нок ограничено снизу значениями макси-
мальных прогибов для эллиптических пла-
стинок и сверху – максимальными прогиба-
ми для пластинок в виде правильных много-
угольников и равнобедренных треугольни-
ков. Данное утверждение справедливо и для 
случая шарнирного опирания по контуру. 

 
Рис. 5. Графики изменения значений  
максимальных прогибов изотропных  

пластинок с выпуклым очертанием в плане, 
жестко защемленных по всему контуру,  

в зависимости от коэффициента формы. 
 
Для ортотропной пластинки при её попереч-
ном изгибе из теории упругости известно 
следующее дифференциальное уравнение: 
 

q
y
wD

yx
wH2

x
wD 4

4

y22

4

4

4

x 



 ,  (7) 

где .νDνDD,D2DH xyyx1xy1    
 
В этих выражениях Dx, Dy, Dxy – цилиндри-
ческие жесткости пластинки, νx, νy – коэф-
фициенты Пуассона по соответствующим 
направлениям. Разделив правую и левую ча-
сти уравнения (7) на H, получим: 
 

H
q

y
w

H
D

yx
w2

x
w

H
D

4

4
y

22

4

4

4
x 




 .  (8) 

 
В этом случае при прочих одинаковых усло-
виях (форма пластинки, нагрузка q, гранич-
ные условия и цилиндрической жесткости H) 
решение будет зависеть от двух параметров 
этого уравнения – .НD;НD уx  
Следовательно, для ортотропных пластинок 
функция Kw из (6) будет также зависеть и от 
соотношения цилиндрических жесткостей 

НDx  и .НDу  
Осуществим замену отношения  
 

f
2
f

w

BKK
K
  
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на функцию  HD;HD;Kf yxf . Тогда вы-
ражение (6) для ортотропных пластин при-
мет следующий вид: 
   .

H
qAHD;HD;Kfw

2

yxf0     (9) 

 
Из выражения (9) следует, что максималь-
ный прогиб ортотропных пластинок функ-
ционально связан с коэффициентом формы 
области и соотношениями цилиндрических 
жесткостей. 
 
 
3. ГРАНИЧНЫЕ КРИВЫЕ ДЛЯ ВЫБОРА 

ОПОРНЫХ РЕШЕНИЙ 
 
Для применения МИКФ к решению задач 
поперечного изгиба упругих ортотропных 
пластинок необходимо построить аппрокси-
мирующие функции для определенных клас-
сов форм областей: равнобедренных и пря-
моугольных треугольников, ромбов, прямо-
угольников и правильных n-угольников. 
Значения интегральных физических характе-
ристик для пластинок такого очертания об-
разуют границы изменения максимальных 
прогибов для всего множества ортотропных 
пластинок с выпуклым контуром. Построе-
ние аппроксимирующих функций выполня-
ется путем численного решения соответ-
ствующих задач с помощью МКЭ (по про-
граммному комплексу SCAD). 
Для изотропных пластинок в виде равнобед-
ренных треугольников в случае комбиниро-
ванных граничных условий f из выражения 
(9) будет различаться для тупоугольных и 
остроугольных треугольников. Если матери-
ал пластинок обладает ортотропией упругих 
свойств, то на величину f также будет влиять 
соотношение характеристик НDx  и НDу . 
С учетом указанных особенностей функцию 
f будем искать в виде выражения 
    ,;HD;HDgKgf yx2f1   (10) 

 

где 1g  – некоторая функция, зависящая от 
формы области и граничных условий; 2g  – 
функция, учитывающая соотношение упру-
гих характеристик ортотропной пластины, а 
также различие в значениях интегральных 
физических характеристик для пластин в ви-
де тупоугольных и остроугольных равнобед-
ренных треугольников. 
По результатам численных расчетов получе-
ны функции следующего вида [6]: 
  cKbKa1g f

2
f1  ,         (11) 

ABCDg 23
2  .            (12) 

 
В этих выражениях a, b, с – коэффициенты, 
зависящие от варианта граничных условий;  
α – угол при основании равнобедренного 
треугольника; A … D – некоторые однотип-
ные функции параметров Dx/H, Dy/H. 
Например, для функции A получено выра-
жение следующего вида: 
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x

3
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yx

3

9             (13) 

 
где Ai – коэффициенты, постоянные при за-
данном типе граничных условий. 
Для ортотропных пластинок в виде прямо-
угольных треугольников, прямоугольников, 
ромбов и правильных многоугольников не-
известная функция f из выражения (9) была 
получена следующим образом. По значениям 
максимальных прогибов, используя про-
граммный комплекс Table Curve 3D, были 
построены аппроксимирующие функции  HD;HD yx : 
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При этом коэффициенты a … j изменяются в 
зависимости от формы  пластинки. Учитывая 
это обстоятельство, коэффициенты a … j 
следует искать в виде функций  fK , по-
стоянных для определенных подклассов 
форм областей при заданных граничных 
условиях. Используя программный комплекс 
Table Curve 2D, были получены следующие 
выражения для  fK : 
– для пластинок в виде прямоугольных тре-
угольников [7]: 
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ff
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– для прямоугольных пластинок [8]: 
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f HKFKDKBK1
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 , (16) 

 
где m = 1, 2, 4; 
– для ромбических пластинок, оси ортотро-
пии которых проходят через вершину ромба 
[9]: 
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– для ромбических пластинок, одна из осей 
ортотропии которых направлена вдоль сто-
роны ромба [10]: 
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– для правильных многоугольников, одна из 
осей ортотропии которых направлена парал-
лельно его стороне [11]: 
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f
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ff
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BAK  ,       (19) 

 
– для правильных многоугольников, оси ор-
тотропии которых проходят через их верши-
ны [11]: 
 

  2
ff

f K
C

K
BAK  .        (20) 

 
В выражениях (15) … (20) A … J – коэффи-
циенты, зависящие от граничных условий и 
постоянные для форм областей соответству-
ющих классов. 
 
 
4. МЕТОДИКА РЕАЛИЗАЦИИ МИКФ 

К ДЕФОРМАЦИОННОМУ РАСЧЕТУ 
ОРТОТРОПНЫХ ПЛАСТИНОК 

 
Для применения МИКФ в деформационных 
расчетах упругих ортотропных пластинок 
разработана специальная методика, которая 
состоит из совокупности приведенных ниже 
практических рекомендаций. 
Расчет упругих ортотропных пластинок сле-
дует начинать с определения того, к какому 
классу относится форма области заданной 
пластинки, после  чего по формуле для соот-
ветствующего класса форм областей нахо-
дится коэффициент формы. 
На следующем этапе, на основании заданных 
физико-механических характеристик, опре-
деляются цилиндрические жесткости орто-
тропной пластинки Dx, Dy, H вдоль коорди-
натных осей по ранее приведенным выраже-
ниям. В тех случаях, когда ортотропия вы-
звана конструктивными особенностями (по-
становка ребер жесткости) или специальной 
обработкой (гофрирование) пластинки, зна-
чения цилиндрических жесткостей следует 
определять по приближенным формулам [12]. 
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Рис. 6. Примеры пластинок. 

 
Для пластинки, усиленной ребрами жестко-
сти в двух взаимно перпендикулярных 
направлениях (рис. 6а): 
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Для пластинки, усиленной ребрами жестко-
сти вдоль оси ox, расположенными по одной 
стороне (рис. 6б): 
 

t
IEDx  ,  




 


3

3

3

y

tH
bh

t
b112

EhD ,  0D1  , 

t2
C

12
ChD

3

xy  ,              (22) 

 
где I – момент инерции T – образного сече-
ния; C – крутильная жесткость одного ребра. 
Для гофрированных пластинок с синусои-
дальной формой гофра (рис. 6в): 
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где  
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– момент инерции одной волны; 
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– развернутая длина одной волны. 
Для решетчатой конструкции (рис. 6г): 
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где С1 и С2 – крутильные жесткости брусьев, 
параллельных осям ОХ и ОУ соответствен-
но. 
На основании полученных значений цилин-
дрических жесткостей вдоль координатных 
осей пластинки находят значения парамет-
ров HDx , HDy . 
Следующим шагом согласно данной методи-
ке является выбор геометрического преобра-
зования, связывающего форму области за-
данной пластинки с формами областей пла-
стинок, значения максимальных прогибов 
которых образуют одну из границ изменения 
данной характеристики для некоторого под-
множества выпуклых форм областей. При 
этом должно выполняться условие: 
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
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.KKK
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2ff1f

2ff1f  (25) 

 
В этих неравенствах Kf1 и Kf2 – коэффициен-
ты формы опорных пластинок. 
Следует учитывать, что на значения инте-
гральных физико-механических характери-
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стик ортотропных пластинок существенное 
влияние оказывает направление осей орто-
тропии. Поэтому выбор геометрического 
преобразования должен быть сделан таким 
образом, чтобы направления осей ортотро-
пии исходной и опорных пластинок совпада-
ли. 
После выбора вида геометрического преоб-
разования следует уточнить геометрические 
параметры опорных пластинок и найти зна-
чения коэффициентов формы по соответ-
ствующим формулам. 
Подставляя значения коэффициентов формы 
и соотношения цилиндрических жесткостей 

HDx , HDy  в выражения для определения 
значений максимальных прогибов ортотроп-
ных пластинок, приведенные в данной главе, 
находятся значения этих интегральных фи-
зико-механических характеристик. 
На следующем этапе выбирают тип аппрок-
симирующей функции, которая будет при-
меняться для интерполяции между значени-
ями максимальных прогибов опорных пла-
стинок. Выбор этой функции обусловлен ви-
дом геометрического преобразования, кото-
рое используется для получения формы об-
ласти заданной пластинки: 
– если формы областей заданной и опорных 
пластинок относятся к одному классу: 
 

22
f0 AKBСw  ;      (26) 

 
– если формы областей заданной и опорных 
пластинок относятся к разным классам:  
 

2
ff

2

KKB
ACw  ;      (27) 

 
– если формы областей заданной и опорных 
пластинок относятся к разным классам, но 
при этом значения коэффициентов формы 
для них равны: 
  n11ff1 AAKKww  . (28) 

 

После того, как аппроксимирующая функция 
выбрана, определяются значения неизвест-
ных коэффициентов путем подстановки в 
нее соответствующих значений для опорных 
пластинок. 
Подставляя значения полученных коэффи-
циентов и соответствующих геометрических 
параметров заданной пластинки, найдем для 
нее значение максимального прогиба. 
 
 
5. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

С ПОМОЩЬЮ МИКФ 
 
Рассмотрим несколько примеров расчета ор-
тотропных пластинок с применением мето-
дики МИКФ. 
Пример 1. Найдем максимальный прогиб 
ортотропной пластинки в виде треугольника 
(рис. 7) со следующими геометрическими и 
физическими параметрами: основание тре-
угольника a = 1 м; толщина пластинки –  
h = 0,005 м; углы при основании – α = 40◦,  
β = 60◦; модули упругости – Ex = 9000 МПа; 
Ey = 6000 МПа; модуль сдвига – Gxy = 750 
МПа; коэффициент Пуассона – νx = 0,085; 
нагрузка равномерно распределена по по-
верхности – q = 1000 Н/м2. Площадь пла-
стинки A = 0,2826 м2.  
 

 
Рис. 7. Пластинка в виде треугольника. 

 
Коэффициент формы: 
      

.34,11
280ctg260ctg240ctg2K f




 

 
Форма области в виде треугольника с гео-
метрическими параметрами, приведенными 
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выше, может быть получена в результате 
сдвига вершины равнобедренного (прямо-
угольного) треугольника параллельно его 
основанию. На рисунке 8 приведены графи-
ки зависимости W – Kf, соответствующие 
выбранному геометрическому преобразова-
нию. 
 

 
Рис. 8. Графики зависимости W – Kf,  

со-ответствующие выбранному  
геометрическому преобразованию. 

 
При таком преобразовании площадь и осно-
вание треугольников остаются постоянными, 
а остальные параметры, определяющие их 
очертание, примут следующие значения: 
- для равнобедренного треугольник:  
 

α =β= 48,51◦;   Kf 1 =11,1393 ; 
 
- для прямоугольного треугольника  

 
α= 29,48◦;   Kf 2 = 13,0301. 

 
Значения максимальных прогибов опорных 
пластинок w1 = 2,0329 мм; w2 = 1,8292 мм 
получены из выражений (10) и (15) соответ-
ственно. 
Значения неизвестных коэффициентов в (27) 
найдем, подстановкой в это выражение дан-
ных для равнобедренного и прямоугольного 
треугольников: 
    


2f021f01

2
1f01

2
2f02

KwKw
KwKwB  

   ;01,49
03,13829,114,11033,2
14,11033,203,13829,1 22 

  

  2
1f1f01 KKBwC    .576,814,1114,1101,49033,2 2   

 
Подставляя эти значения в (2.22) имеем: 
 

  ;мм007,2
34,1134,1101,49

576,8w 20   

 
С помощью МКЭ (по программному ком-
плексу SCAD) для заданной пластинки было 
получено значение максимального прогиба 
w = 2,009 мм. 
Таким образом, результат вычислений с по-
мощью МИКФ на 0,1 % отличается от реше-
ния той же задачи с помощью МКЭ. 
Пример 2. Пусть задана упругая ортотроп-
ная пластинка в виде параллелограмма жест-
ко защемленная по двум сторонам и шар-
нирно опертая по двум другим следующего 
очертания (рис. 9): a = 1,5 м; b = 1 м;  
t = 0,02 м; α = 45◦; Kf = 12,2565; A = 1,061 м2. 
Физическими параметры: модули упругости 
– Ex = 7000 МПа; Ey = 5500 МПа; модуль 
сдвига – Gxy = 800 МПа; коэффициент Пуас-
сона – νx = 0,07. Для заданной пластинки 
требуется найти значение максимального 
прогиба от действия равномерно распреде-
ленной по её поверхности нагрузки q = 1000 
кН/м2. 
 

 
Рис. 9. Упругая ортотропная пластинка  

в виде параллелограмма жестко  
защемленная по двум сторонам и шарнирно 

опертая по двум другим. 
 
Решим задачу с помощью МИКФ. Заданная 
форма области может быть получена в ре-
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зультате поворота боковых сторон прямо-
угольника (ромба), сопровождающегося их 
растяжением (сжатием). Параметры очерта-
ния прямоугольной пластинки: a = 1,5 м;  
b = 1 м; Kf 1 = 11,64; A1 = 0,8953 м2. Парамет-
ры очертания пластинки в виде ромба:  
a = 1,5 м; α = 32◦; Kf 2 = 15,10; A2 = 1,193 м2. 
Из выражений (16) и (18) получены значения 
максимальных прогибов w1 = 0,093 мм;  
w2 = 0,139 мм соответственно. 
На рис. 10 приведены графики зависимости 
W – Kf, соответствующие выбранному гео-
метрическому преобразованию. 
 

 
Рис. 10. Графики зависимости W – Kf,  

соответствующие выбранному  
геометрическому преобразованию. 

 
Найдем значение максимального прогиба 
пластинки. Для этого воспользуемся методи-
кой МИКФ. Подставляя исходные данные, 
получим: 
    

 2
22f02

2
11f01

2
1

2
1f01

2
2

2
2f02

AKwAKw
AKwAKwB  

   
 22

2222

193,11,15139,0895,064,11093,0
895,064,11093,0193,11,15139,0  

;12,51     2
1

2
1f1f01 AKKBwC     22 895,064,1164,1112,50093,0  

.21,53
  .мм178,0

26,1226,1212,51
061,121,53w 2

2

0 
  

Этот результат отличается на 1,18 % от ре-
шения, полученного с помощью МКЭ (w0 = 
0,1801 мм). 
Пример 3. Требуется найти максимальный 
прогиб ортотропной трапециевидной пла-
стинки (рис. 11) от действия равномерно 
распределенной нагрузки q = 1 кН при сле-
дующих геометрических параметрах: a = 2 м; 
b = 1 м; α = 45◦; Kf = 14,46; A = 0,75 м2. Фи-
зическими параметры: модули упругости – 
Ex = 12000 МПа; Ey = 8500 МПа; модуль 
сдвига – Gxy = 1000 МПа; коэффициент 
Пуассона – νx = 0,085. 
 

 
Рис. 11. Ортотропная трапециевидная 

пластинка. 
 
Заданная трапеция может быть получена в 
результате поворота сторон прямоугольника 
или треугольника, сопровождающегося рас-
тяжением или сжатием. На рис. 12 приведе-
ны графики зависимости W – Kf, соответ-
ствующие выбранному геометрическому 
преобразованию. 
 

 
Рис. 12. Графики зависимости W – Kf,  

соответствующие выбранному  
геометрическому преобразованию. 
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При таком преобразовании для прямоуголь-
ника: a1 = 2 м; b1 = 0,8353 м; Kf1 = 11,25; A1 =  
= 1,671 м2; w1 = 1,019 мм. Для пластинки в 
виде треугольника: a2 = 1,2883 м; α2 = 32◦;  
Kf2 = 15,20; A2 = 0,2598 м2; w2 = 0,0113 мм. 
Значения максимальных прогибов для опор-
ных пластинок получены из выражений (10) 
и (16) соответственно. 
Значения коэффициентов в выражении (27): 
    

 2
22f02

2
11f01

2
1

2
1f01

2
2

2
2f02

AKwAKw
AKwAKwB  

   
 22

2222

2598,020,150113,0671,125,11019,1
671,125,11019,12598,020,150113,0  

;812,4     2
1

2
1f1f01 AKKBwC    43,26671,125,1125,11812,4019,1 22   

 
Подставив значения коэффициентов, найдем 
максимальный прогиб пластинки: 
 

  .мм121,0
46,1446,14812,4

75,043,26w 2

2

0 
  

 
Этот результат отличается от полученного с 
помощью МКЭ на 4,12%. 
Изложенная методика определения макси-
мального прогиба ортотропных пластинок 
реализована в программном комплексе «Or-
thPlate», на который получено свидетельство 
о государственной регистрации. 
 
 
ВЫВОДЫ 
 
1. Разработана методика применения МИКФ 
к деформационному расчету упругих орто-
тропных пластинок с комбинированными 
граничными условиями. 
2. Решение тестовых задач с применением 
МИКФ показывает, что разница между зна-
чениями, полученными по этому методу и с 
по МКЭ, не превосходит ± 4,12%. 
3. Результаты, представленные в данной ра-
боте, могут быть использованы для опера-

тивного получения решений на стадии вари-
антного проектирования 
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