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AIMS AND SCOPE 
 

The aim of the Journal is to advance the research and practice in structural engineering 
through the application of computational methods. The Journal will publish original papers and 
educational articles of general value to the field that will bridge the gap between high-performance 
construction materials, large-scale engineering systems and advanced methods of analysis. 

The scope of the Journal includes papers on computer methods in the areas of structural 
engineering, civil engineering materials and problems concerned with multiple physical processes 
interacting at multiple spatial and temporal scales. The Journal is intended to be of interest and use 
to researches and practitioners in academic, governmental and industrial communities. 

 
 
 
 
 

КРАТКИЕ СВЕДЕНИЯ О ЖУРНАЛЕ 
INTERNATIONAL JOURNAL FOR COMPUTATIONAL CIVIL AND 

STRUCTURAL ENGINEERING 
 
Журнал International Journal for Computational Civil and Structural Engineering явля-

ется международным периодическим изданием, учредителями и издателями которого высту-
пают Издательство Ассоциации строительных вузов (АСВ) /Россия, г. Москва/ и Издательст-
во Begell House Inc. /США, г. Нью-Йорк/. 

В редакционный совет журнала входят известные российские и зарубежные деятели 
науки и техники. Основной критерий отбора статей для публикации в журнале − их высокий 
научный уровень, соответствие которому определяется в ходе высококвалифицированного 
рецензирования и объективной экспертизы, поступающих в редакцию материалов. 

Журнал входит в Перечень ведущих рецензируемых научных журналов и изданий, в 
которых должны быть опубликованы основные научные результаты диссертаций.  

Журнал зарегистрирован в Федеральном агентстве по средствам массовой информа-
ции и охраны культурного наследия Российской Федерации. Индекс в общероссийском ката-
логе РОСПЕЧАТЬ − 18076. 
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ABSTRACT: Each paper must be typed on snow white paper sheets of A4 (210x297mm) size only on one side 
in boxes as shown on this sample. The abstract must be typed in 16 cm width box. The text of paper in the first 
page must be written in two columns 8.25 cm in width. All next pages must also have two columns 8.25 cm in 
width. Each page should have margins: 32 mm top, 32 mm bottom and 20 mm right and left. The paper should 
be typed using 12 point size Times New Roman type-face, or very similar, using single spacing between text 
lines applying word processor and printed on laser printer. It can be here pointed such editors as Word for Win-
dows (preferable), Word Perfect, Tex or LaTeX. The appearance of manuscript of paper should be similar as far 
as possible to this sample. The paper should be submitted by traditional post: the original with 2 copies for re-
view and the electronic version on diskette or on CD. 
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preparation of manuscripts, electronic image preparation, submission of peer reviews and accepted articles 
 

 
1. PREPARATION OF MANUSCRIPTS 
 
This document is typed by Microsoft Word 2003 
and Times New Roman 12 point size type-face. 
 
The material of the paper should be arranged 
as follows: Title (16 points), Author(s) (14 
point), Affiliation(s), Abstract, key words, Intro-
duction, Main body of paper, Acknowledgements 
(if any), References (if any, 10 points), Appendi-
ces (if any), full authors addresses as endnote (10 
points, spacing within endnote=1, style for num-
bering=numbers, line separating text and end-
notes=line – margin to margin in right column). 
 
The title, author’s name(s) and affiliation(s) 
should be given in a style similar to that shown 
above in this sample and centered. The head-
ings should be bold and aligned to left. First-
order headings and parts of the text should be 
separated by one free line from the text. Second-
order headings should have capital first letters. 
 
The both columns of each page, including clos-
ing page, should be of equal length. At the bot-
tom of the last right column of last page is end-
note with author’s address(es). 

The figures can be embedded in word processor 
or must be drawn in black ink. Drawings can be 
produced directly on manuscript sheet or may 
be produced on separate piece of white paper 
and then stuck at the appropriate position. Pho-
tographs must be glossy black and white prints 
and stuck at the appropriate position. This also 
applies to other items such as tables. The best – 
drawings, photographs and tables should be 
typed by word processor. All symbols includ-
ing equations should be typed. 
 

ijijij  2 .                    (1) 

 
However, sometimes embedding figure files in 
Microsoft Word is not acceptable for final 
output, because of the loss of resolution. In this 
connection author may save in addiction all or 
selected files with figures separately on diskette 
or CD. Acceptable formats for figures are 
JPEG, TIFF or EPS files saved from original 
application at 300-600 dpi. 
 
The Figures, line drawings, photographs, tables 
may be positioned either within the one column, 
or large centered exactly across the full width of 
the page. The equations should be numbered at 
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the right side of the column. The references 
should be given at the end of the paper. 
The Figures, Tables and Equations should be sepa-
rated from the text by minimum one single free line. 
 

 
Figure 1 

 
The manuscript is expected to be written in 
correct and easily readable English. An au-
thor who is not proficient in English is advised 
to take help of linguist before typing. It should 
be thoroughly checked for spelling mistakes. 
 
2. SUBMISSION FOR PEER REVIEW 
 
Authors in all countries, at their opinion, 
should send three (3) copies of their manuscript 
to Editors-in-Chief professor Vladimir N. Si-
dorov (see chapter 4 Correspondence) or Tech-
nical editor associate professor Taymuraz B. 
Kaytukov. Electronic submissions are en-
couraged. Email a PDF or DOC (Microsoft 
Word) file with manuscript to the Editor-in-
Chief or technical editor. The Editor-in-Chief 
will seek reviews of the paper from experts and 
will assure rapid turnaround within six months 
of submission. Each manuscript will receive 
at least 2 reviews. In deciding on acceptance 
of the paper, experts will examine originality, 
quality of contents, neatness of presentation and 
readability of the submitted text. The Editor-in-
Chief will correspond with the author in the 
light of these reviews. Submission implies that 
the author will be willing to make any necessary 
revisions. Retain all original figures until con-
clusion of the review process.  
 
3. SUBMISSION OF ACCEPTED ARTICLE 
 
After manuscript has been accepted and all re-
quired revisions have been incorporated, mail 
manuscripts (black & white) and two copies 

to Editor-in-Chief by traditional post. The en-
velope for A4 sheets with stiffener may be used. 
The electronic version of the manuscript on 
diskette or CD must be mailed to Editor-in-
Chief as well. Label CD or diskette with au-
thor’s last name(s), title of the article, abbrevi-
ated journal name and date. Please provide a list 
of the software programs used for the art and 
text and the file names on the disk. 
 
4. CORRESPONDENCE 
 

Enquires regarding International Journal for 
Computational Civil and Structural Engineering 
and manuscripts should be addressed to the 
 

 Editor-in-Chief 
Professor Vladimir N. Sidorov  
Department of Applied Mathematics  
and Computer Science 
Moscow State University of Civil Engineering,  
26, Yaroslavskoe Shosse, 129337 Moscow, Russia 
e-mail: sidorov.vladimir@gmail.com 
 

 Technical Editor 
Associate Professor Taymuraz B. Kaytukov 
Research & Educational Center  
of Computational Simulation 
Moscow State University of Civil Engineering,  
26, Yaroslavskoe Shosse, 129337 Moscow, Russia 
e-mail: niccm@mgsu.ru 
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ПРАВИЛА ОФОРМЛЕНИЯ СТАТЕЙ ДЛЯ ЖУРНАЛА 
INTERNATIONAL JOURNAL FOR COMPUTATIONAL CIVIL 

AND STRUCTURAL ENGINEERING 
 

В.Н. Сидоров1, П.А. Акимов2, Т.Б. Кайтуков3 
1Главный редактор журнала International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 

2Заместитель главного редактора журнала of International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 
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АННОТАЦИЯ: Каждая статья представляется в электронном и печатном виде (бумага белая, размер А4 
(210х297 мм), печать односторонняя – см. настоящий образец). Язык публикации статей – английский 
(предпочтительно) или русский, при этом в случае публикации статьи на русском языке аннотация ста-
тьи, ключевые слова, сведения об авторах и название статьи должны быть представлены авторами на 
английском языке. Текст должен быть подготовлен в программе Microsoft Word (формат файла – DOC), 
желательно также предоставление копии статьи в формате PDF. Аннотация печатается в поле шириной 
16 см. Текст на первой странице статьи печатается в две колонки, шириной 8.25 см каждая. Поля: верх-
нее – 32 мм., нижнее – 32 мм., правое – 20 мм., левое – 20 мм. Основной шрифт для набора статьи – 
Times New Roman, 12 пт., межстрочный интервал – одинарный. Внешний вид статьи по форме оформле-
ния должен соответствовать настоящему образцу. Печатные экземпляры статьи (оригинал и две копии) и 
ее электронная форма (на дискете или компакт-диске) должны пересылаться по почте. Для пересылки 
электронной формы дополнительно необходимо использовать электронную почту. 
 

Ключевые слова: International Journal for Computational Civil and Structural Engineering, IJCCSE, 
подготовка статьи, подготовка электронных версий, рецензирование 
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1. ПОДГОТОВКА СТАТЕЙ 
 
Настоящий образец подготовлен в текстовом 
процессоре Microsoft Word 2003, использу-
ется шрифт Times New Roman, 12 пт. 

Материал статьи должен располагаться 
следующим образом: Заголовок (Times New 
Roman, 16 пт.), авторы (Times New Roman, 
14 пт.), сведения об авторах, аннотация, 
ключевые слова (Times New Roman, 10 пт.). 
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При публикации статьи на русском языке 
далее располагаются Заголовок (Times New 
Roman, 16 пт.), авторы (Times New Roman, 
14 пт.), сведения об авторах, аннотация, 
ключевые слова (Times New Roman, 10 пт.) 
на английском языке). Введение, основной 
текст статьи, приложения и замечания печа-
таются с использование шрифта Times New 
Roman, 12 пт.; список литературы, разверну-
тые сведения об авторах – Times New Roman, 
10 пт. Межстрочный интервал – одинарный. 
Выравнивание в тексте – по ширине, вырав-
нивание формул – по правому краю, форму-
лы желательно нумеровать. 
 
Заголовок статьи, сведения об авторах 
представляются в форме, приведенной в на-
стоящем образце, выравнивание по центру. 
Подзаголовки в статье выделяются полу-
жирным шрифтом с выравниванием по ле-
вому краю. Подзаголовки первого уровня 
должны быть отделены от основного текста 
одной пустой строкой, подзаголовки второго 
уровня выделяются курсивом. 
 
Обе колонки на каждой странице, включая по-
следнюю, должны иметь одинаковую длину. В 
конце статьи должны быть приведены развер-
нутые сведения об авторах, содержащие в том 
числе их контактные данные (на двух языках 
при публикации статьи на русском языке). 
 
Рисунки (черно-белые) должны быть встав-
лены в текст статьи или приложены в бумаж-
ном виде на отдельных листах, с указанием в 
каких местах статьи их следует расположить. 
Тоже касается и фотографий, формат фото-
графий – черно-белый. Желательно прила-
гать электронные версии рисунков и фото-
графий! Аналогичные требования касаются 
таблиц. Наилучший вариант такой, когда ри-
сунки, фотографии и таблицы вставлены в 
файл, подготовленный в Microsoft Word. Все 
символы, в том числе используемые в 
уравнениях, должны быть печатными.  
 

ijijij  2 .                    (1) 

Однако, рисунки и фотографии, вставлен-
ные в файл текстового процессора Micro-
soft Word не всегда имеют приемлемое 
для печати качество из-за их низкого раз-
решения. В этой связи автору настоятельно 
рекомендуется дополнительно приложить 
(на дискете или компакт-диске) к статье фай-
лы, содержащие рисунки. Допустимые 
форматы для рисунков – JPEG, TIFF или 
EPS, разрешение – 300-600 dpi. 
 
Рисунки, фотографии и таблицы, в случае их 
больших размеров, также могут располагать-
ся в одну колонку с выравниванием по ши-
рине. Формулы в статье нумеруются с вы-
равниванием по правому краю. Список ли-
тературы должен быть приведен в конце 
статьи. Рисунки, фотографии и таблицы 
должны быть отделены от основного текста 
как минимум одной пустой строкой.  
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тья не будет подробно проверяться редакци-
ей на предмет наличия лингвистических 
ошибок. В тоже время редакция оставляет за 
собой право отклонить статью, при наличии 
в последней большого количества ошибок 
лингвистического характера. 
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ABOUT INFLUENCE OF MOISTURE ON STRESS STATE  
OF SOIL TAKING INTO ACCOUNT INHOMOGENEITY 

 
Vladimir I. Andreev, Anatoliy S. Avershyev 

Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 
 

ABSTRACT: This paper contains the problems caused by the uneven distribution of moisture in the soil. As an 
example, the problem of rupture of the pipe is solved in a cylindrical formulation. The problem is solved in a sta-
tionary and non-stationary formulations taking into account changes the modulus of elasticity of soil moisture. 
The problem is reduced to a differential equation with variable coefficients. This complicates the solution of the 
problem compared with the solutions for constant modulus of elasticity, but it provides a more accurate solution. 

 
Key words: soil, clay, swelling, moisture, moisture-conductivity, moisture-elasticity, forced deformation,  

stress state, inhomogeneity 
 
 

THE PROBLEMS CAUSED  
BY THE DISTRIBUTION  
OF MOISTURE IN THE SOIL 
 
Soil is multicomponent environments which 
structure includes solid particles and pores. Par-
ticle sizes range from large (rock formation the 
size of > 2 mm) to small (clay particles < 0.005 
mm). Pores are formed by liquid and air. Usu-
ally liquids are water solutions of salts. Volume 
fractions of the phases of soil determine its 
physical and mechanical properties. 
Moisture is the ratio of water mass to the mass 
of solid particles: w = mw/ms. Change of mois-
ture promotes occurrence forced swelling strains 
εw, so that there are such things as swelling 
(when moistening) or draft (when drying) soils. 
These processes take place because of the pres-
ence capillary forces between the soil particles 
and liquid. Swellable soils are so clay soils, 
which are in increasing their moisture increase 
in volume and value of the index 
 

    03.01 00  eeeP L , 

 
where e0 – the coefficient of porosity of soil of 
natural and moisture; еL – the coefficient of po-
rosity at moisture on fluidity border [1].  
Increase in moisture and swelling can be caused 
by surface water infiltration (of atmospheric 
precipitation) or leaking of plumbing and sani-
tary. 

Some clay soils don’t swell when soaking by 
water, however swell when soaking by chemical 
solutions, for example solutions of acids and 
alkalis. In this case swelling can be even 
stronger. Leakages of the sewer waters saturated 
with solutions of organic substances also can 
cause strong swelling. 
On swelling indirectly affect phase fraction of 
clay particles in the soil and the concentration of 
dissolved salts in the unbound water [2]. 
The temperature increase of soil connected with 
leakages of hot water or with hyperthermal 
technological processes causes strengthening of 
swelling or leads to swelling of soil which don't 
swell at natural temperatures. Thus in bulking-
up soil moisture migration in the direction of a 
source of the increased temperature, a similar 
migration of moisture in heaving soil during 
freezing to the freezing front. 
In the foundations of the buildings and construc-
tions of different function is always a comple-
mentary (to natural) moisture, even in that case 
when soaking as a result of leakages is absent.In 
this case, the additional moisture due to the so-
called "screening effect" the basis under struc-
ture as a result of violations of the processes of 
natural aeration of the base. In such cases mois-
ture of soil inevitably increases to some estab-
lished, final moisture which is in balance with a 
construction weight [1]. 
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MOISTURE FROM THE POINT  
OF VIEW OF MATHEMATICS 
 
In 1855 A. Fick received the diffusion equation 
which is known as Fick's second law. This law 
is just for the description distribution of the field 
of moisture [3,4]: 
 

wc
t

w
w

2



, 
(10)

 
cw – the coefficient of moisture-conductivity, 
you were calculated using the formula [5]: 
 

 
s

w
w

ek
c

γ

1α 
 , 

 

 
when kw = kf ·(w/ws)i – the coefficient of  filtra-
tion of discontinuous flow, kf – the  coefficient 
of  filtration of continuous flow, ws – moisture  
saturated  clay, i – a relative ice content, α – a 
proportionality coefficient, e = n/(1 - n) – the 
coefficient of porosity of soil, n – porosity of 
soil, γs – the density of the soil particles. 
As moisture and temperature distribution in 
bodies are described by similar laws then the 
solution of problems moisture-conductivity can 
use ready solutions of problems of temperature-
conductivity a lot of which is given in [6]. 
The entry condition in a problem of moisture-
conductivity content represents moisture distri-
bution in an initial timepoint, i.e. 
w(x1,x2,x3,t0) = φ(x1,x2,x3). Usually for soil initial 
distribution of moisture is constant also equal to 
natural moisture of soil: 
 

w(x1,x2,x3,t0) = w0 = const. 
 
From boundary conditions is more often than 
the others use  boundary conditions of the first 
kind - distribution of the moisture on the surface 
at any time, i.e. wsurf(t) = f(t). 
Consideration of symmetry and stationarity sig-
nificantly simplifies problem. In reality, the sta-
tionary regime is reached after a large amount 
of time at constant boundary conditions. 
 

SOLUTION OF PROBLEMS  
MOISTURE-CONDUCTIVITY  
ON THE EXAMPLE OF BREAKING  
THE PIPE 
 
In solution of the problem of breaking the pipe-
line can be used axial or central symmetry. Let's 
stop on the problems with axial symmetry. Let 
on the internal radius a of the cylindrical massif 
there was rupture of a pipe. External radius is 
equal to b = 10·a. The problem is solved with 
the following initial and boundary conditions: 
 

bwrw )0,( , 

ba wwtaw  κ),( , 

bwtbw ),( . 

 
We will solve the problem in dimensionless 
variables: 
 

ρ   ,τ
2

 ar
c

a
t

w

. (2)

 
Fick's law (1) taking into account the axis of 
symmetry and the replacements (2) will be-
come: 
 

ρρ

1

ρτ 2

2










 www

. 

 
Stationary solution 
In the solution in a stationary mode when 
w/τ = 0, the distribution of moisture will be: 
 

   
 ab

baab ww
w

ρ/ρln

ρ/ρlnρ/ρln
)ρ(


 , (3)

 
where ρa and ρb correspond to the values of the 
variable ρ on a and b borders. 
 
Non-stationary solution 
Non-stationary solution will be sought in form 
[6]: 
 



Vladimir I. Andreev, Anatoliy S. Avershyev  

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 16 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

),()(),( w , (4)
 
where θ(ρ) satisfies to the equation 
 

0
ρ

θ

ρ

1

ρ

θ
2

2


d

d

d

d
 (5)

 
and to the following boundary conditions: 
 

aa w)ρ(θ , 

bb w)ρ(θ . 
(6)

 
The function ϑ(ρ,τ) satisfies to the equation 
 













 1

2

2

 (7)

 
and the following initial and boundary condi-
tions: 
 

bw )0,( , 

0)(),(),(  aaa w , 

0)(),(),(  bbb w . 
(8)

 
When performing conditions (5) – (8) equality 
(4) will be fair. 
Let's find the solution for function θ(r) with us-
ing (5) and (6): 
 

   
 ab

baab ww

ρ/ρln

ρ/ρlnρ/ρln
)ρ(θ


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Let's find the solution for function ϑ(ρ,τ) by 
means of a method of division of variables, us-
ing (7) and (8): 
 

)()(),(  TR . 
 
We get: 
 

ρ/ρ/ρ/τ/ 22 TRTRTR  . 
 
After the transformation: 
 

 
R

RR

T

T ρ/ρ/ρ/τ/ 22 



. (9)

 
Left hand side of equality depends only on τ, 
and the right only on ρ. Equality (9) will be fair 
only when both parts of equality don't depend 
neither from τ, nor from ρ, i.e.: 
 

 
constA

R

RR

T

T





 ρ/ρ/ρ/τ/ 22

.

 
Constant A we will replace with expression –k2 
to show that it is negative. If it was positive then 
the function of moisture increases without limit 
in time, which is contrary to the physics of con-
sidered process. 
After the calculation: 
 

)τexp()τ( 2  kBT , 

)ρ()ρ()ρ( 0201 kYCkJCR  . 

 
We get: 
 

  )exp()()(),( 2
0201  kkYCkJC  

 
From the boundary conditions (8) imply: 
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The system will have a non-trivial solution if its 
determinant is equal to 0: 
 

0
)ρ()ρ(
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or 
 

0)()()()( 0000  abba kYkJkYkJ . (11)
 
Bessel functions are aperiodic and have an infi-
nite number of roots. Therefore, the function 
ϑ(ρ,τ) will be a fundamental system of solutions. 
Function ϑ(ρ,τ) taking becomes: 
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Function of moisture taking into account (4) be-
comes: 
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Having expressed by means of the first equality 
(10) С2 through С1, and also having used prop-
erties of Bessel functions, we will write out in a 
general view expression for moisture function: 
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where kn – the eigenvalues of the fundamental 
system of solutions that are out of the equation 
(11). 
Of course, it is impossible to consider infinitely 
large number of members of a row therefore the 
question of the speed of convergence of the so-
lution with limited number n of terms of a row 
(fig. 1 a, b, c) is raised. 
It is impossible to be limited to one term of a 
row (fig. 1 a) as in this case, the solution doesn't 
correspond to initial distribution of moisture 
(w0 = const). At number of terms of the row, 
equal to ten (fig. 1 b), in an initial timepoint are 
traced too big deviations of moisture from the 
situation w0 = const. Satisfactory convergence 
solutions is monitored only when the number 
terms of the series nmax=100 (fig. 1 c). Also the 
solution (3) and the solution (12) at nmax=100 are 
submitted in fig. 2 [7], where it is possible to 

trace that over time function to seek to pass to a 
stationary mode. 
 

 
a) n = 1 

 
b) n = 10 

 
c) n = nmax = 100 

Fig. 1. Non-stationary moisture distribution 
with a different number of terms of a row. 

 

 
Fig. 2. Moisture distribution along the radius 

at various time points. 
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PROBLEM OF MECHANICS 
 
In many works devoted to research of swelling 
of soil, shows the experimental dependences of 
the modulus of elasticity on moisture [8, 9]. 
However, most of the problems in the mechan-
ics for the moistened soil are solved for the case 
where E=const, where E is defined as a mean 
value. Fig. 3 shows typical dependence of the 
modulus of elasticity of clay on moisture [9]. 
 

 
Fig. 3. Dependence of the modulus of  

elasticity of the clay on the relative moisture. 
1 – experimental data; 2 – approximating  

dependence. 
 

This relationship can be approximated by a 
power function of the form: 
 

   swwEwE /)( 0 . 

 
Forced strains of swelling are on a formula 
similar to the formula for finding the tempera-
ture deformations: 
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w

w
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where βsw(w) – the coefficient of swelling in the 
general view dependent on moisture, but usually 
taken for a constant: βsw = const. 
The resulting equation of the theory of elasticity 
of inhomogeneous bodies for plane deformation 
state in the presence of the forced deformations 
εв 

is given in many sources, for example, in 
[10]. If the Poisson's ratio ν is constant, and 
εв = εw, the equation in dimensionless coordi-
nates becomes: 
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The problem of moisture-elasticity was solved 
in stationary and non-stationary formulation for 
clay with the following values of parameters: 
ρa = 1, ρb = 10, ws/w0 = 1.815, wa = ws, wb = w0, 
E0 = 19.88 MPa, δ = 2.4, βsw = 0.6, ν = 0.4, 
σr(ρa) = 0, σr(ρb) = -γ∙H, γ = 2695 kN/m3, H=10 m. 
 
Stationary solution 
At the solution of a stationary problem of mois-
ture-elasticity with distribution of moisture (3) 
the reader can see how very different stress dis-
tribution, at the accounting of inhomogeneity 
and without taking into account when the 
modulus of elasticity is averaged on a formula: 
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The analytical solution can be only in the case 
of the homogeneous problem when E = Eav: 
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In fig. 4 and 5 [11, 12] stress state of the thick-
walled cylinder from the clay, arisen from 
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swelling and external pressure σ(ρb) = -γ·H in 
cases of homogeneous and inhomogeneous 
process of swelling: 
 

 
Fig. 4. Radial stresses diagrams  

in the stationary problem. 
1 – Homogeneous material (E = Eav); 

2 – Inhomogeneous material (E = E(w)) 
 

 
Fig. 5. Hoop stresses diagrams in the  

stationary problem. 
1 – Homogeneous material (E = Eav); 

2 – Inhomogeneous material (E = E(w)) 
 
To verify the results we did static test which 
consists in equilibrium half cylinder array under 
stresses σθ and external loads. The test consists 
of the equality: 
 





 

b

a

brbarad )()()( (13)

In the homogeneous case we obtain the identity, 
and in an inhomogeneous error is the 100-th 
share of percent. 
 
Non-stationary solution 
As the speed of distribution of a field of mois-
ture much smaller than a speed of distribution of 
elastic waves in the considered environment, 
and a generating factor of the stress-deformed 
state is only a field of moisture and external 
pressure in a non-stationary problem it is possi-
ble to consider that environment particles move 
to each timepoint instantly. It means that for a 
conclusion of the allowing equation can be used 
the statics equations, and time (t or τ) will be 
included in it as a parameter. Non-stationary 
solution with a large number members of the 
series the Bessel functions (nmax=100) is shown 
in fig. 6 and 7 [13]. 
 

 
Fig. 6. The distribution of radial stresses  

in the non-stationary problem 

 
Fig. 7. The distribution of hoop stress  

in the non-stationary problem. 
 
To verify the results we also did static test (13) 
for each timepoint and the maximum error is 2 
% at τ = 0.4. 
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CONCLUSIONS 
 
In conclusion we can say that in solving the 
problem of moisture-elasticity for definition of a 
field of moisture the right choice of regional 
conditions that they corresponded to real proc-
ess. It is very important for receiving adequate 
result it is necessary to take rather big number 
of members of terms of Bessel functions as well 
as the solution (12) converges slowly. Also at 
the solution of a problem of moisture-elasticity 
all factors creating inhomogeneity in the solu-
tion of a problem of mechanics must be consid-
ered that fig. 5 shows. Fig. 5 shows that by con-
sideration of inhomogeneity of the modulus of 
elasticity the plus hoop stress most dangerous to 
soil increases by 1,53 times compared to the 
homogeneous problem. 
 
 
REFERENCES 
 
1. Golly O.R. Using the laws of swelling clay 

soils in construction. Reconstruction of cit-
ies and geotechnical construction №8 
(2004), pp. 131-141. 

2. Sorochan E.A. Building structures on 
swelling soils. Moscow: Construction publ., 
p. 310, 1989. 

3. Lykov A.V. Transport phenomena in capil-
lary-porous bodies. Moscow: State publ. 
technical-theoretical literature, p. 296, 
1954. 

4. Fedosov S.V. Heat and mass transfer in 
technological processes of construction in-
dustry. Ivanovo: Publishing and Printing 
Complex «PresSto», p. 364, 2010. 

5. Ter-Martirosian Z.G. Soil mechanics, 
Publ. house ASV: Moscow, pp. 365–371, 
2005 

6. Lykov A.V. The theory of heat conduction. 
High School: Moscow, p. 600, 1967. 

7. Andreev V.I., Avershyev A.S. Moisture-
elasticity of thick-walled inhomogeneous 
cylinder with non-stationary moisture re-

gime. Structural mechanics of engineering 
structures and buildings (RUPF)  №2 
(2013), pp. 20-25. 

8. Davydov V.A. Features of survey and de-
sign of roads in permafrost regions, Omsk 
PI: Omsk, pp. 44-56, 1979. 

9. ODN 218.046-01. Design of non-rigid 
pavement. 2000 

10. Andreev V.I. Some problems and methods 
of mechanics of inhomogeneous bodies. 
Moscow: Publishing House of the ASV: 
Moscow, p. 286, 2002. 

11. Andreev V.I., Avershyev A.S. On ac-
counting mechanical heterogeneity in solv-
ing problems of moisture transfer in soils. 
Proc. of the XXI Russian – Slovak – Polish 
seminar “Theoretical foundation of civil 
engineering”, pp. 87-92, 2012. 

12. Andreev V.I., Avershyev A.S. Stationary 
Problem of Moisture-elasticity for Inhomo-
geneous thick-walled Shells. Advanced Ma-
terials Research Vols. 671-674, 2013, рр. 
571-575. 

13. Andreev V.I., Avershyev A.S. 
Nonstationary problem moisture elasticity 
for nonhomogeneous hollow thick-walled 
cylinder. Transactions of International Con-
ference on Fluid Structure Interaction. 10 - 
12 April, 2013, WITpress, p.p. 123-132. 

 
 
Vladimir I. Andreev, academician of  Russian academy of 
architecture and building sciences, doctor of technical 
sciences, professor, head of a department “Strength of 
materials”, Federal State Educational Institution of High 
Professional Education “Moscow State University of 
Civil Engineering”, 26, Yaroslavskoe shosse, Moscow, 
Russia, tel.: +7(499)183-57-42, e-mail: asv@mgsu.ru 
 
Anatoliy S. Avershyev, master-student, Federal State 
Educational Institution of High Professional Education 
“Moscow State University of Civil Engineering”, 26, 
Yaroslavskoe shosse, Moscow, Russia, tel.: +7(906)735-
27-03, e-mail: fullbass-@mail.ru 
 
 

 



International Journal for Computational Civil and Structural Engineering, 9(3) 21-24 (2013) 

 

21 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

FRACTURE TOUGHNESS PREDICTION BY MEANS  
OF INDENTATION TEST 

 
Julia S. Bakhracheva 

Volgograd branch of Moscow State Transport University (MIIT), Volgograd, RUSSIA  
 

ABSTRACT: The subject considered is the theoretical dependences between parameters in a small scale yield-
ing zone length, and a plastic zone at cave-in spherical indentor. A method for estimating the fracture toughness 
KIc through the results of ball indentation testing is suggested. The model proposed can be used for predicting 
the cracking resistance of the machine elements in a low temperature range. 
 
Keywords: machine elements, low temperature, fracture toughness, ball indentation testing, intensity of plastic 

deformation, specific plastic strain energy 
 

 
1. INTRODUCTION  
 
All characteristics of a material at various 
kinds of mechanical tests are macroscopical 
displays of its concrete physical nature, fea-
tures of structure and a chemical compound. 
Therefore resistance of weariness, fracture 
toughness, properties at a tensile test, contact 
deformation by all means should be connected 
with each other.  
Is known that increase in strength of a material 
usually is accompanied by reduction of plastic-
ity and fracture toughness. It occurs because at 
high-strength materials the energy absorbed at 
destruction is small. The level of this energy is 
determined by the size of small scale yielding 
zone. If at introduction indentor in a surface of 
a counterbody in a zone of contact there is a 
residual dent around of it always there is plas-
tically deformed area extending on some depth 
hs. This area is limited to the closed surface on 
which the condition of plasticity is satisfied 
i=Т (Fig. 1). 
Observable at increase strength, decrease in 
temperature, increase in speed of deformation 
reduction of plastically deformed volume (so 
also works of plastic deformation) at tests for 
hardness and fracture toughness are investiga-
tion of the same phenomenon: decrease reduc-
tions in mobility of dislocations. 
In works [1, 2] the method of calculation of the 
specific surface plastic strain energy p in a 
small scale yielding zone before front of a 

crack has been offered. Existence of depend-
ence between KIC and p a wide temperature 
range for steels having various structures and 
levels of mechanical properties is shown. If 
between power parameters of plastic zones at 
top of a crack and at cave-in spherical indentor 
connection will be established. It will appear 
an opportunity for predicting the cracking re-
sistance of metals through the results of ball 
indentation testing will appear will be estab-
lished. 
 

 
Fig. 1. Distribution of deformations under  

a residual print at introduction spherical indentor 
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Fig. 2. Distribution of deformations in a plastic 

zone before top of a crack: W – stretch zone width 
 
 
2. ANALYSIS 
  
Depth hs is determined as 
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where – Р - the enclosed loading, σy – yield 
stress , d - values of diameters of residual 
prints. 
For construction of the generalized curve of 
current σi = f (εi) in a plastic zone under a print 
along an axis of cave-in it is necessary to cal-
culate the current values of intensity of pres-
sure in the center of contact σi at each value of 
loading. In work [3] the size of intensity of 
stress in the center of contact σi was offered for 
determining as 
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where р0 - pressure in the center of contact, R - 
radius of indentor, εi - intensity is elastic-
plastic deformation, A and C - constants of a 
material. 
 

)exp( zkhki  ,                  (3) 
 

where k - the parameter described by elastic 
properties of a material, h - depth of a print. 
Pressure in the center of contact is calculated 
as 
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D

d
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where HM - hardness on Meyer. 
Further the current values of energy of plastic 
deformation ui, for any point on depth of dis-
tribution of a plastic zone expected at cave-in 
along an axis z from 0 up to hs 

i
iy

iu 






2

,                         (5) 

 
where σi and εi - the current values of intensity 
of stress and deformations along an axis z on 
depth of distribution of a plastic zone at the 
cave-in, designed on known dependences.  
Integrating dependence ui (z) from 0 to hs, of 
the eqn (5) gives the value of specific energy 
of plastic deformation on depth of a plastic 
zone at introduction spherical indentor: 
 


sh

ip dxuu
0

.                           (6) 

 
 

3. DISCUSSION 
 
For verification of model data obtained in [4] 
for pressure vessel and pipeline steels 
(10G2FB, VSt3kp, 17GS, 17G1S-U, 
06G2NAB, 15KH2МFA) were taken. The 
plane strain fracture toughness test, Charpy test 
and tension testing of steels were carried out 
by Krasowsky and Krasiko at the Institute of 
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Strength Problems (Kiev, Ukraine). Hardness 
measurements were then carried out at the 
Volgograd State Technical University (Russia) 
for work [5]. Experiments on contact deforma-
tion specified steels carried out spherical in-
dentor in diameter D=5 mm at loadings Р from 
150 to 11800 Н and temperatures from 77 to 
293 K on devices TSH-2 (Brinell) and ТК-2 
(Rockwell). 
The plastic zone radius ahead of a crack is de-
fined as 
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.                   (7) 

 
Comparison of values r and hs has shown that 
the size of a plastic zone before front of a crack 
is more sensitive to decrease in temperature, 
than at cave-in indentor. Therefore it was of-
fered to count, that the sizes of plastic zones 
correspond each other at temperature 77К load 
150 N, 213 K - 1000 N, 243K - 5000 N, 293K 
- 11800 N. 
The results of calculations of the eqn (6) are pre-
sented on Fig. 3. As can be seen from Fig. 3 the 
dependency of the specific surface plastic strain 
energy density, p, on specific energy of plastic 
deformation on depth of a plastic zone at introduc-
tion spherical indentor, value for all steels investi-
gated is described by single linear function. 
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Fig. 3. The relationship between up, and p 
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Fig. 4. The relationship between КIC, and up 

 

Analogous dependencies between fracture 
toughness KIC and up are presented on Fig. 4 
[1, 2]. This relationship is shown on Fig. 4 and 
is described by the following equation: 
 

КIC = 514,01 up - 27,785.             (8) 
 
 

4. CONCLUSIONS 
 
The results obtained in this work supported the 
following conclusions. 
The theoretical dependences between parame-
ters in a small scale yielding zone length, and a 
plastic zone at cave-in spherical indentor is 
analyzed. 
Analogous dependencies between fracture 
toughness KIC andup a wide temperature 
range is found [1, 2]. 
The discussed results provide the possibility of 
the cracking resistance of metals estimation 
through the results of ball indentation testing. 
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AND THE EFFECTS OF DOMESTIC GAS EXPLOION  
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ABSTRACT: Accidents caused by domestic gas explosion are known to occur regularly. Human factor is the 
main reason for these accidents and it can hardly be ignored. Explosion accidents inside buildings claim the 
development of methods to study the viability and collapse prevention of structures. The impact of explosion 
load on the premises depending on their design, different combinations of physical parameters and the computer-
simulated loads is being investigated and the methods for mitigating the destructive effects of such explosions. 
The intensity of the explosion load was determined by means of the FlowVision programming suite with using 
the method of finite volumes. To study the effect of domestic gas explosion loads on supporting structures, as 
well as to identify the most critical parameters ensuring the building safety, computing experiments based on the 
finite-element programming suite ANSYS were conducted. The analysis of the data obtained proves that when 
the equivalent static load is taken into account, the results of calculation differ from the results based on the 
dynamic effect of the load both in qualitative and quantitative terms. The availability of window and door 
openings allows to decrease shock impact on the structure/ 
 

Key words: deflagration explosion, domestic gas, building accidents, numerical modeling 
 
 

INTRODUCTION 
 
Explosion accidents inside buildings claim the 
development of methods to study the viability 
and collapse prevention of structures. For the 
most part, explosion accidents are caused by 
deflagration. The impact of explosion load on 
the premises depending on their design, 
different combinations of physical parameters 
and the computer-simulated loads is being 
investigated. 
Explosion accidents inside buildings, which 
more frequently occur compared to other types 
of explosions, are usually caused by 
deflagration rather than detonation. This fact 
determines both the methods of forecasting 
explosion loads/effects and the methods for 
mitigating the destructive effects of such 
explosions. Deflagration explosion is the 
process of subsonic burning which forms a fast-
moving zone (front) of chemical 
transformations. The energy is transferred in 
the direction of the motion of the front and 
results from heat transfer, unlike in the case of 

detonation, when the transformation zone is 
spread at a supersonic speed and the energy 
transfer is caused by shock compression. 
The specific nature of deflagration explosion is 
the following: where moving, the flame front 
creates a compression wave ahead of itself. This 
wave becomes weaker proportionately to the 
distance it has covered. As the speed at which 
the flame is spread is much less than that of 
sound (3m/sec), the quasi-static principle of 
excessive pressure applies here, which means 
that the explosion load does not depend on the 
space coordinate. In other words, the pressure 
that affects any construction element (walls, 
ceiling, floor, doors etc.) at the moment of 
explosion, is the same at any point of the room 
[1]. 
To study the effect of domestic gas explosion 
loads on supporting structures, as well as to 
identify the most critical parameters ensuring 
the building safety, computing experiments 
based on the finite-element programming suite 
ANSYS were conducted. The intensity of the 
explosion load was determined by means of the 
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FlowVision programming suite, which allows 
hydrogasdynamic problems to be solved using 
the method of finite volumes [2] and for 
attendant problems – those in which the flow 
and a deformed body interact – using finite-
element computer programs [3]. 
 
 

1. SIMULATION OF PREMISES AND 
CALCULATION OF THE STRESS-
STRAIN STATE OF THE STRUCTURES 
IN THE EXPLOSION OF DOMESTIC 
GAS 

 
Different types of premises were considered 
(fig. 1): a closed room without openings; a 
room with a window and a closed door; a room 
with a window and an open door. Apart from 
doing this, various engineering solutions for 
intermediate floors were studied: a concrete 
slab fastend at two opposite sides and a slab 
fastened on the perimeter. 
 

 
 

Fig. 1. Computer-aided models  
of kitchen design 

 
Finite-element models of the rooms where 
domestic gas explosion occurred were made 
using volume finite elements, SOLID65, with a 
bilinear approximation. 
When creating a finite-element model we used 
an effective algorithm which enabled us to 

easily assign parameters for a finite-element 
grid. The algorithm consists of the following 
steps: the selection of the two-dimensional area, 
divided into finite elements, and then the 
assignment of the element size as well as the 
volume and the pitch of extrusion. As a result, 
the grid is more regular and individual elements 
have no sharp angles and shapes which might 
otherwise cause substantial errors in 
calculations. 
As an indoor deflagration explosion is 
characterized by the same pressure at any point 
of the room and at any moment of time, the 
explosion load of 6 kPa, obtained by the 
solution of a hydrogasdynamic problem [4 - 6], 
was applied to all the surfaces of the room. 
All calculations were done taking into account 
the dynamic explosion load  in the form of an 
impulse signal and the equivalent static load 
taking into account a normative dynamic-
response factor of 1,8 [7]. 
The loads on load-bearing walls caused by 
upper floors (500 kN/m²), the loads on non-
load-bearing walls (100 kN/m²), and the 
distributed temporary load on the slab (5 
kN/m²) were also taken into account. The 
material of the walls was brick masonry 
(ceramic brick M 100 and mortar M 50); the 
material of the slabs was reinforced concrete 
(concrete class B20). 
To calculate the dynamic load effect we used 
the implicit scheme of integrating the equations 
of motion. To estimate the time of the dynamic 
load exposure on the structure, modal analysis 
of the design model was carried out. The 
increment in the load in time was calculated 
using the equation (1): 
 

fN
t




1
,    (1) 

 
where: N ≥ 20 is the number of points per cycle; 
f is the highest frequency which is relevant to. 
Another objective of the research was to study 
the influence of the material destruction process 
on the type of the stress-strain deformation of 
structural elements. To take into account the 
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non-linear effects of materials in critical 
correlation, two computational models were 
used: the William and Ranke models of 
concrete breakdown implemented by means of 
the ANSYS software suite, and a generalized 
model of the elastic-brittle failure of brick 
masonry orthotropic material – the latter was 
developed by the group of research engineers of 
Perm State Technical University working under 
the leadership of professor G.G. Kashevarova 
[8 - 11].  
In the course of tackling this physically non-
linear problem, which implies the probability of 
elastic-brittle destruction, the following values 
were considered as given: single-axle 
compression limit of brick masonry equaling 
6.38E6 Pa, single-axle compression limit of 
concrete equaling 11.5E6 Pa (concrete class 
B20); single-axle tensile strength of brick  
masonry equaling 0.5E6 Pa, single-axle tensile 
strength of concrete equaling 0.9E6 Pa 
(concrete class B 20); shear transfer coefficient 
for an open crack – 0.2, and shear transfer 
coefficient for a closed crack – 0.6. The 
residual strength after the cracking was taken 
into account by applying the three-way model 
of non-linear structural analysis KINH. As a 
criterion of strength the following was 
assumed: the destruction in material occurs 
only when strain intensity (the second invariant 
of strain tensor) becomes critical. For the 
material under deformation four types of stress-
strain conditions were considered. 
 
 
2. CALCULATION RESULTS 
 
Figures 2, 3 illustrate the computational 
experiments results of stress intensity under a 
dynamic and equivalent static load effect for 
different constructive solutions. Figures 4 
illustrate isofields of stress intensity (a) and 
cracking and crushing locations in structural 
elements under dynamic load effect with an 
allowance for physical non-linearity of material 
properties (b). 

To obtain these results we used computational 
models applied to different premises for the 
same moment of time corresponding to the 
maximum values of stress.  
Figures 5 and 6 are the diagrams showing the 
change in maximum total displacement of 
structural elements in the room (Usum) and the 
change in maximum values of intensity stress 
(Sint) within time.  
 

 
Fig.2. Stress Intensity under dynamic load 

effect 
 
Letter designations in the diagrams (fig. 5,6) 
are: O – a window opening; D – a door 
opening; (g) – a stiffly fastened intermediate 
floor; (cr) – non-linear calculation for 
destruction; stat. – the calculation for the 
equivalent static load. 
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Fig.3. Stress Intensity under equivalent static 

load effect 
 

 
Fig. 4. Stress Intensity under dynamic load 
effect with an allowance for physical non-

linearity of material properties (a) and 
cracking and crushing locations in structural 

elements (b) 

 
Fig.5. Diagrams show the changes in maximum 

total displacement of structural elements in 
rooms of different design within time, critical 
relations of those and the types of load effect 

 

 
Fig.6. Diagrams show the changes in maximum 
values of stress intensity in structural elements 

of rooms of different design, critical relations of 
those and the types of load effect. 

 
 
CONCLUSIONS 
 
The analysis of the data obtained proves:  
1. When the equivalent static load is taken into 
account, the results of calculation differ from 
the results based on the dynamic effect of the 
load both in qualitative and quantitative terms. 
2. The availability of window and door 
openings allows to decrease shock impact on 
the structure – the bigger the total space of 
openings, the weaker the shock impact (the 
difference is up to 12÷17%).  
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3. Stiffly fastened intermediate floors also 
decrease stress in structural elements – 
approximately, 2 to 5 times.  
4. The calculations of the equivalent static load 
showed lower values of the stress-strain state – 
twice as low, on average. It is worth noting, that 
in the case of stiffly fastened intermediate 
floors, the difference between the intensity 
stress and the total displacement under dynamic 
load and that under static load is smaller (nearly 
by 25%).  
5. The process of material destruction 
considered, stress-strain state is lower, and the 
deviation of the results obtained under dynamic 
load from the results obtained under static load 
is 19% on average. 
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CALCULATION OF THE PURSUIT CURVE LENGTH 
 

Ludmila I. Kuzmina, Yuri V. Osipov 
1 Higher school of Economics, Moscow, RUSSIA 

2 Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 
 

ABSTRACT: A classic pursuit problem is considered in which the pursuer is always moving towards the target. 
The shape of the mechanical trajectory is established, and the time of motion is calculated. An integral for the 
length of the pursuit curve is constructed, its asymptotics is calculated and compared with the result of the 
numerical computation. 
 

Key words: mechanics, pursuit curve, motion trajectory, integral, asymptotics. 
 
 
1. INTRODUCTION 
 
We consider the pursuit problem in which two 
material points - a Pursuer and a Pursued - move 
in a plane at constant speeds u and v. The 
velocity vector of the Pursued does not change 
its direction, and the velocity vector of the 
Pursuer turns and always aims at the Pursued.  
In an old version of the pursuit problem [1] a 
dog is chasing a hare. The hare runs along a 
straight line, and the dog always moves towards 
the hare. What is the mechanical trajectory of 
the dog? When does the dog overtake the hare? 
Below we shall use the terms “dog” and “hare”, 
although this model appears in different 
problems of mechanics. Consider for example a 
boat crossing a river and drifted down by the 
flow, its bow being always directed to a fixed 
point on the opposite bank. More recent 
versions consider a fighter plane overtaking a 
bomber or a heat-seeking homing missile 
moving at a constant speed and always aiming 
at a flying target. Yet another version describes 
a spreader catching a moving freight container. 
The container is moving uniformly and 
rectilinearly in parallel to the earth's surface. A 
stationary crane extends its telescopic boom 
with the spreader at a constant speed while 
turning it in the direction of the container. Both 
simultaneous movements of the crane boom 
occur in the horizontal plane.  
Different variants of this classical problem are 
considered in mechanics [2 - 4]. To obtain the 
formula for the mechanical trajectory we choose 
the reference frame associated with the dog and 

use the polar coordinate system (see [5]). If the 
speed v of the dog is greater than the speed u of 
the hare, the dog finally overtakes the hare and 
the length of the dog’s trajectory is finite. This 
pursuit curve [6] is called a tractrix 
[http://mathworld.wolfram.com/Tractrix.html]. 
Below we establish the shape of the trajectory, 
find the time of the pursuit motion, examine the 
trajectory length integral and calculate its 
asymptotics provided v>>u. 
 
 
2. MOTION EQUATIONS 
 
Let the hare move with a constant velocity u, 
and let the dog move with a velocity v; the 
distance between them at the initial moment t=0 
is R, the initial angle between the velocity 
vectors is . The origin O coincides with the 
initial location of the dog (A), and the X-axis is 
parallel to the velocity vector u of the hare (B) 
(see Fig. 1). 
 

y         t = 0           t > 0 
 
          В    u                     u 
      R                   v 
 
    v 
А    
 O                                        x  

Fig. 1 
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Let us move on to another reference frame, 
positioning the moving dog A at the origin. 
Then the speed of the hare with respect to the 
dog at the point B is the sum of the vectors -v 
and u (Fig. 2).  
 

y 
                          В    u 
                    -v     w 
                        
         r 
       
А                                x  

Fig. 2 
 

We choose the polar coordinate system and 
decompose the vector u into two mutually 
perpendicularcomponents: along the line AB 
(only the radius r is changing in this direction) 
and perpendicular to AB (see Fig. 3). 
 

 y                 ucos 
                    В        u 
 

           -v        usin 
          
 А                              x  

Fig. 3 
 
In a small time interval dt the hare B shifts 
along the line AB at the distance 
 

dtvudr )cos(   ,  (1) 
 

and in the perpendicular direction at the distance 
 

dtuds sin .  (2) 
 
In the rectangular triangle ABC (Fig. 4) the leg 
BC is equal to 
 

)( drtgdsÂC  .  (3) 

 y 
                      В 
                  r           ds 
                 d          C 
            
  А                             x  

Fig. 4 
 

Since 0,0  dds , then 
 

3)()(  dOrddrtgds  . (4) 
 

Here we have used the Taylor series for tgx: 
 

...
3

3


xxtgx  . 

 
Equating expressions (2) and (4) and neglecting 
the value of the third order of smallness, we find 
 

dt
r

ud  sin
 .  (5) 

 
The equations (1) and (5) are the motion 
equations of the hare with respect to the dog. 
 
 
3. THE MECHANICAL TRAJECTORY 
 
We proceed from the system of equations (1), 
(5) to a steady-state equation for the mechanical 
trajectory, dividing the left and right parts of the 
equation (1) respectively by the parts of the 
equation (5): 
 




 sin
)cos(

u
rvu

d
dr 

 . (6) 

 
The equation (6) with the initial condition 

Rr )(  can be solved by the standard variable 
separation method. The solution is the pursuit 
curve – the motion trajectory of the pursued 
hare from the pursuing dog’s point of view: 
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






sin

)
2

(

)
2

(

sin
u
v

u
v

tg

tg

Rr  .  (7) 

 
The function (7) is defined and positive when 

  0,0,0R . It describes the 
dog’s movement «after the hare», the initial 

angle being 
2

0   , as well as its movement 

«towards the hare» when 


2
. 

Use of trigonometric formulae transforms  (7)  to 
 

1

1

)
2

(cos2

)
2

(sin

)
2

(

sin





u
v

u
v

u
v

tg

Rr





 .  (8) 

 
Now let us study the motion trajectory when 

0 . When v<u, that is 01
u
v , the 

distance r  ( 0 ). This means that if the 
dog follows the chosen strategy of pursuit it will 
not overtake the hare even in case of the dog’s 

initial motion «towards the hare» ( 


2
). 

When v=u  
 

)
2

(cos
)

2
(2

sin 2 

 R

tg

Rr    (9) 

 
as 0 . In other words, for any initial angle 
the dog will, in the long run, only decrease and 
stabilize the distance between the hare and 
itself. The dog will never catch the hare! 
If v>u the dog will overtake the hare. In this 

case 01
u
v  and 0r  as 0 . This 

means that at the end of the chase the tangent 
line to the trajectory is parallel to the axis OX. 
Thus, under the assumptions made, the seizure 
of a piece of cargo by a lifting device is always 

from behind, and a boat docks parallel to the 
opposite bank of a river at the bank’s given 
point. 
 
 
4. THE LENGTH OF THE TRAJECTORY 

AND THE MOTION TIME 
 
The length of a curve defined in polar 
coordinates is determined by the formula 
 

 




drrL 22 .  (10) 

 
Using (6) we obtain: 
 




 






0

222 )
sin

cos( dr
u

uvrL

 



0

22 )cos(sin
sin

d
u
vr  

 



0

2 cos21)(
sin

d
u
v

u
vr . (11) 

 
Substituting (8) here we find the length of the 
chase trajectory:  
 

 










0

2

2

2

cos21)(
)

2
(cos4

)
2

(sin
d

u
v

u
vKL

u
v

u
v

, 

 

where 

 




)
2

(

sin

tg

RK     (12) 

 

Introducing the parameter 0
u
v  we obtain: 
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 














0

2

2

2

cos21
)

2
(cos4

)
2

(sin
dKL .(13) 

 
The last factor in the integrand is bounded away 
from zero when )(1 uv  : 
 

1cos211 2    (14) 
 

To study the integral (13) we use the Taylor 
series expansion of the sine function: 
 

)0...(
6

sin
3

 xxxx . 

For )2(2 uv   the integrand is regular at 
the point =0 and the trajectory length is finite. 
For ),2(1,2 uvuv    the integrand is 
singular at =0. 
 

For )2(21 uvu    the improper integral 
(13) converges and the trajectory length is 
finite.  
For )(1 uv   the integral (13) diverges, the 
length of the trajectory L . 
For )(1 uv   
 

2
sin2cos22cos212    (15) 

 
and the integrand is regular at the point =0. In 
this case the trajectory length is finite (in terms 
of the dog), but the motion time is infinite. 
The graph shows the motion trajectory of the 
hare from the dog’s point of view for different 
values of the parameter )0(   . Here the 
initial distance 1R  and the starting angle 

2
  . 

 

 
Fig. 5 
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To find the motion time we calculate dt using 
(5): 
 




sinu
rddt   

 
and integrate using (8): 
 

 















 





 sin)
2

(cos2

)
2

(sin

)
2

(

sin
sin 0 1

1
0

u
d

tg

R
u
rdT  



















0 4

2

)
2

(cos

)
2

(

)
2

(4

sin d
tg

tgu

R   (16) 

 
For )(1 uv   the integral diverges and the  
motion time is infinite. 
For )(1 uv   the motion time is finite. 
Using the trigonometric formulae 
 

)
2

(2

2
cos2




 tgdd
 ; 

2

2
)

2
(1

2
cos

1 


tg   (17) 

 
the integral (16) can be integrated: 
 

 





  










0

22 )
2

()
2

(1)
2

(
)

2
(2

sin tgdtgtg
tgu

RT  

























1

)
2

(

1

)
2

(

)
2

(2

sin
11
















tgtg

tgu

R .   (18) 

 
We obtain finally, using the trigonometric 
formula for the sine of a double angle: 
 
























uv

tg

uv

ctgRT 22
2

sin


  

      






















uvuv
R 2

sin
2

cos 22 

.    (19) 

 
If the hare is motionless (u=0), the dog moves 
rectilinearly at the speed v and the motion time 

is 
v
Rt  . 

 
 
5. ASYMPTOTICS OF THE INTEGRAL 

FOR THE TRAJECTORY LENGTH 
 
Consider the integral (13) when the values of 
the parameter  are large. This means that the 
speed of the dog is much greater than the speed 
of the hare. Consequently, the shape of the 
trajectory is close to a segment of the straight 
line joining the initial positions of the dog and 
the hare, and RL   for  . Following [7, 
8], we construct the expansion of the integral 
(13) into a series by powers of the small 
parameter /1  up to the third order )( 3O . 
Let us take the factor 2  out of the square root 
in the integral (13): 
 

 


















0

2
2

2

1cos21
)

2
(cos4

)
2

(sin
dKL . (20) 

 
The Taylor series expansion of the square root 
 

)(
8
1

2
111 32 xOxxx  , 

33)( xconstxO    (21) 
 

gives 
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 2
1cos21


  

  )(cos4
8
1

2
1cos1 3

2

2

2 





 O  

     )(
2

sincos1 3
2

2
 





 O . (22) 

 
and 
 

 







 
















0

3
2

2

2 )(
2

sincos1
sin

)
2

(
dO

tg
KL . 

 

The substitution 
2
tgt   and the trigonometric 

formulae 
 

2

2
2

2

1)
2

(1

2
sin

1
t

tctg 





, 

2

2

1
1cos

t
t




 , 

2
2222

1
1)

2
(sin4

2
cos

2
sin4sin

t


  (23) 

 
enable us to decompose L into four integrals 
 












 








 
 







0
2

2

2

2

0
2

2

1
11

2
1

2
dt

t
t

t
ttKdt

t
ttKL







  





 


 0

3
2

2

0
2 )(1

21
1 dtO

t
ttKdt

t
tK  

4321 LLLL  ,  (24) 
 

where 
 

 




0

2
1 )(

2
dtttKL ; 

  




0

2
2 )(

2
dtttKL ; 

 


 

 0
23 1

dt
t

tKL ; 

 


 
0

22
4 )()(

2
dtOttKL  

 

with the upper limit of integration 
2
 tg . 

Let us consider each of the four integrals 
separately. 
 















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1 112
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
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112
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
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




















1
2

1
2

2
sin








 ctgtgR . (25) 

 
Use of the Taylor series expansions 
 

)(11111

1
1

3
2












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         )(11111

1
1

3
2












 O  (26) 

 
gives 

 



  )

22
(1)

22
(

2
sin

1



 ctgtgctgtgRL



  )()

22
(1 3

2 


Octgtg .  (27) 

 
Substitution of the formulae 
 

,1)
22

(
2

sin


 ctgtg

 cos)
22

(
2

sin
 ctgtg  
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finally gives 
 

)(cos 3
21

 


 ORRRL . (28) 

 
The second integral can be transformed 
similarly to the first one: 
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
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finally 
 

)(cos 3
22

 


 ORRL . (29) 

 
The third integral 
 

 


B

dt
t

tKL
0

23 1




  (30) 

 
can be estimated: 
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Integration by parts gives: 
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Using the formula  
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the first term in 3L  can be presented as 
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Since  
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t
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the second term in 3L  can be estimated: 
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and for the whole integral 3L  we obtain: 
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2
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The last integral 4L  is similar to the first one 
multiplied by 3 . 
 

  


 
0

22
4 )()(

2
dtOttKL  

)()( 33
1

   OOL .  (36) 
 

Summing up the obtained expressions for the 
four integrals we find the asymptotic expansion 
of the trajectory length: 

 4321 LLLLL  

        )(
2
sin 3

2

2
 


 ORR . (37) 

 
In Table 1 the values numL  of the trajectory 
length (13), calculated numerically for different 
values of , are compared with the asymptotic 
estimates asympL  obtained by the formula (37). 
The last column shows the relative difference 
between these values calculated as the ratio of 
the difference numasymp LL   to the difference 

between numL and its limit at  : 
1

  numasymp LL , multiplied by 100%. 

 
Table 1 

 Lnum Lasymp Lasymp – Lnum %100
1-




num

numasymp

L
LL

 

1 1,1477935 1,5000000 0,3522065 30,69 

2 1,1234353 1,1250000 0,0015647 8,10 

3 1,0547880 1,0555556 0,0007676 1,40 

4 1,0309292 1,0312500 0,0003208 1,04 

5 1,0198493 1,0200000 0,0001507 0,76 

6 1,0138102 1,0138889 0,0000787 0,57 

7 1,0101593 1,0102041 0,0000448 0,44 

8 1,0077853 1,0078125 0,0000272 0,35 

9 1,0061553 1,0061728 0,0000175 0,28 

10 1,0049882 1,0050000 0,0000118 0,24 

20 1,0012487 1,0012500 0,0000013 0,10 

40 1,0003124 1,0003125 0,0000001 0,03 

80 1,0000781 1,0000781 0,0000000 0 

 1,0000000 1,0000000 0 0 
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6. CONCLUSIONS 
 
When )(1 uv   the tangent line to the 
motion trajectory (8) always coincides with the 
X-axis at the origin O. With the increase of the 
parameter  the shape of the trajectory changes: 
it turns from a "hockey stick" into a "crochet 
hook" (see Fig. 5). This explains the rapid 
convergence of the trajectory length Lasymp to its 
limit 1

asympL  and the absence of the first 

term )( 1O  in the asymptotic expansion (37). 
The fast decrease of the difference numasymp LL   
(see Table 1) suggests that the third term in (37) 
is also missing and the value of the difference is 
determined by the fourth term of the expansion 

)( 4O . This hypothesis may be the subject of a 
separate study. 
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SIX-DIMENSIONAL FORMALISM FOR LAMB WAVES  
IN ANISOTROPIC PLATES  

 
Sergey V. Kuznetsov 
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ABSTRACT: Propagation of the Lamb waves in elastic anisotropic plates is studied in the framework of the 
six-dimensional Cauchy formalism. The closed form secular equations for dispersion curves for Lamb waves 
propagating in a plate with arbitrary elastic anisotropy are obtained.  
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ШЕСТИМЕРНЫЙ ФОРМАЛИЗМ ДЛЯ ОПИСАНИЯ  
ВОЛН ЛЭМБА В АНИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИНАХ  

 
C.В. Кузнецов 

Институт проблем механики Российской академии наук, г. Москва, РОССИЯ 
 

АННОТАЦИЯ: Распространение волн Лэмба в пластинах с произвольной упругой анизотропией 
описывается с помощью шестимерного формализма Коши. В замкнутом виде получены разрешающие 
уравнения для определения дисперсионных соотношений. 
  

Ключевые слова: волна Лэмба, анизотропия, дисперсия 
 
 

1. INTRODUCTION  
 
Herein, a brief introduction to the theory of 
Lamb waves and the review of some of the most 
important works are presented. 
1.1. Lamb waves in an isotropic plate. The first 
works [1, 2] on waves propagating in an infinite 
isotropic plate with the traction-free boundary 
surfaces were done at assumption that the 
wavelength is much larger than the plate 
thickness.  
The complete theory of harmonic Lamb waves 
free from the long wavelength limit assumption 
was presented in [3]. The starting point of the 
Lamb theory is considering equation of motion 
in the form  
 

2

2div rot rotP Sc c
t


  



uu u    (1.1) 

 

where u  is the displacement field, Pc  and Sc  
are velocities of the longitudinal and transverse 
bulk waves respectively:  
 

2 ,P Sc c  
 

 
           (1.2) 

 
In (1.2)   and   are Lamé constants and   is 
the material density. Then, the displacement 
field was represented in terms of scalar ( ) and 
vector ( ) Helmholtz potentials  
 

rot  u        (1.3) 
 

The potentials were assumed to be harmonic in 
time: 
  

   
   

,

,

i t

i t

t e

t e





  



x x

x x 
     (1.4) 
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Substituting representation (1.3) into Eq. (1.1) 
yields two independent Helmholtz equations  
 

2 2

2 20, 0
P Sc c
              

   
       (1.5) 

 
To define the spatial periodicity and to simplify 
the analysis, the splitting spatial argument is 
needed 
  

          x x n n x x w w    (1.6) 
 
where n  is the unit wave vector,   is the unit 
normal to the median plane of the plate, and 

 w n  . 
The further assumption relates to the periodicity 
of the potentials in the direction of propagation 
 

   
   

x

x

x e

x e





   

   

x

x
     (1.7) 

 
where dimensionless complex coordinates x  
and x  are  
 

,   x ir x ir    x n x     (1.8) 
 

In (1.8) 1i    and r  is the wave number 
related to the wavelength l  by  
 

2r
l


           (1.9) 

 
Substituting representations (1.8) into Eqs. (1.5) 
results in the decoupled ordinary differential 
equations  
 

2 2

2 2

2 2

2 2

1 0

1 0

P

S

d c
dx c

d c
dx c

 
       
 

       

     (1.10) 

 
where the phase speed c  relates to the 
frequency and the wave number by the 

following relation  
 

c
r


         (1.11) 

 
The general solution of Eqs. (1.10) can be 
written the form  
 

     
     

1 1 2 1

3 2 4 2

sinh cosh

sinh cosh

x C x C x

x C x C x

      

      
  (1.12) 

 
where  
 

1/22

1 21
P

c
c

 
    

 
 

1/22

2 2
1

S

c
c

 
   

 
 

           (1.13) 

 
The unknown coefficients in (1.12) are defined 
(up to a multiplier) from the following boundary 
conditions on the free surfaces  
 

    tr 0t

h

          

  

t u I u u

x





  (1.14) 

 
where 2h  is the depth of the plate. Substitution 
representation (1.7)  into boundary conditions 
(1.14) yields boundary conditions written in 
terms of potentials   and    
 

   1
22 rot rot 0t

h

             
 
  

I

x

   



 

               (1.15) 
 

Substituting solutions (1.12) into Eq. (1.15), 
yields the desired dispersion equation, found in 
[1, 3]: 
 

 
 

1
2 1 2

2 2
1 2

tanh 4 0
tanh (1 )

rh
rh


   

      
   (1.16) 
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Sign   refers to symmetrical, and   to anti-
symmetrical modes. In view of expressions 
(1.11) and (1.13) the obtained dispersion 
equation implicitly determines phase velocity c  
as a function of frequency. Velocities related to 
both the long wave and short wave limits were 
found in [3]. 
Taking the short wave limit at rh    in (1.16) 
yields  
 

1 2
2 2
2

41
(1 )

  
     

      (1.17) 

 
The latter expression coincides with the secular 
equation for the speed of Rayleigh waves 
derived in [4], and hence the first limiting speed 
coincides with the speed of Rayleigh wave  
 

1,lim Rc c       (1.18) 
 

Analysis of Eq. (1.16) at 0rh   (the long wave 
limit) yields the following equation [5] 
 

2 1 2
2 2

1 2

4
(1 )

   
      

        (1.19) 

 
from where the values for two limiting 
velocities can be obtained  
 

2

2,lim 22 1 S
S

p

cc c
c

      (1.20) 

3,lim Sc c       (1.21) 
 

Expression (1.20) coincides with the limiting 
velocity value found in [1, 2] and differs from 
the anticipated value for the long wave limiting 
velocity of the sound waves in rods.  
For the anti-symmetric fundamental mode, Eq. 
(1.16) was analytically solved in [6] using the 
perturbation technique. One of the earliest 
works on computation of the dispersion curves 
for a layer contacting with a halfspace were 
mainly due to geophysical applications [7 - 10]. 

Analysing variation of dispersion curves at 
different Poisson’s ratios (including negative 
values) was done in [11 - 13]. Points of 
intersection of dispersion curves for isotropic 
plate were studied in [14].  
1.2. Group velocity. Consider now the notion of 
group velocity introduced by Stokes [15] for 
describing propagation of the wave packages in 
hydrodynamics and later on extrapolated to 
acoustic waves in the theory of elasticity; see 
[16 - 18]. Formally, the group velocity can be 
defined by 
 

group dc
dr


       (1.22) 

 
Numerical studies in [19 - 25] of the group 
velocity dispersion, mainly at Poisson’s 
condition    , confirmed Rayleigh’s 
anticipation [16, 17] that the negative values of 
the group velocity can appear at the very small 
wave numbers. Later on, numerical 
computations [25] revealed existence of a 
broader range of negative group velocities at 
Poisson’s ratio belonging to the interval 
0.31 0.45   . 
Several additional equations for computing 
dispersion of group velocity can be constructed 
from Eq. (1.16). For example, substituting in 
Eq. (`.22) the phase speed defined by Eq. (1.16), 
denoting the left-hand side of Eq. (1.16) by 

 ,F r  , and assuming that   is a function of 
r , the derivative of Eq.(1.16) with respect to r  
takes the form  
 

   , ,
0

F r F r d
r dr

     
 

 
  (1.23) 

 
from where in view of (1.22) the secular 
equation for the group speed follows 
 

 

 

,

,

F r
group r

F r
c





 


 



       (1.24) 
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In (1.24) the parameter r  is considered as a 
function of  . Theoretical studies of the phase, 
group, and ray velocities are contained in [26].  
1.3. Anisotropic plates, three-dimensional 
formalism. In the first works on Lamb waves 
propagating in anisotropic plates a three 
dimensional formalism suggested in [27] for 
analysing Rayleigh waves in an anisotropic 
halfspace; later on this method was applied to 
halfspaces with different groups of elastic 
symmetry [28 - 32]. With necessary 
modification that approach was used for 
analysing Lamb waves in anisotropic plates [33 
– 43].  
All these publications, except [33] where a more 
complicated case of a cylindrically anisotropic 
plate was considered, actually exploited the 
following representation for the displacement 
field 
 

6
( )

1 ( )

( , ) k

k

x i r t
k k

k x

t C e e  

 

 
    
 
 n x

u

u x m


  (1.25) 

 
where kC  are arbitrary complex coefficients 
determined up to a multiplier by satisfying 
conditions at plate boundaries; ku  is the 
displacement field of the k -th partial wave; km  
is vectorial, generally, complex amplitude, 
determined by the Christoffel equation (this 
equation will be introduced later on); k  is a 
root of the Christoffel equation. Note, that 
according to (1.13), coordinate x  is imaginary. 
Six partial waves in (1.25) correspond to six 
(not necessary aliquant) roots of the Christoffel 
equation.  
Substituting representation (1.25) into equation 
of motion  
 

( , ) div 0x t x x       A u C u u ,  (1.26) 

 
where C  is the fourth order elasticity tensor 
assumed to be positive definite, yields the 
Chrisoffel equation  

2( ) ( ) 0k k kc           n C n I m  ,  

(1.27) 

 
where I  is the unit diagonal matrix. Equation 
(1.27) admits the equivalent form  
 

2det ( ) ( ) 0k k c          n C n I  . (1.28) 

 
The left side of Eq. (1.28) represents a 
polynomial of degree six with respect to the 
Christoffel parameter k . Equations (1.27), 
(1.28) show that roots k  and the corresponding 
eigenvectors km  can be considered as functions 
of the phase speed c .  
 
Remark 1.2.  
a) A representation, similar to (1.25) is also 
used for analysis of Rayleigh waves propagating 
on the traction-free plane boundary of an elastic 
half space [27-32]; and for Stoneley interfacial 
waves propagating on the plane boundary 
between contacting dissimilar elastic half 
spaces. 
b) For Rayleigh waves roots k  in 
representation (1.25)  should be complex with 
Im( ) 0k  , this ensures attenuation of 
Rayleigh wave in the “lower” half-space 
( ) 0 x . Condition Im( ) 0k   confines the 
admissible speed interval and decreases number 
of summation terms in (1.25). If Re( ) 0k   for 
all partial waves composing Rayleigh wave, 
then such a wave is called the genuine Rayleigh 
wave; if Re( ) 0k   for some k , then it is 
called the generalized Rayleigh wave [28]. For 
Lamb waves cases Re( ) 0k   and Re( ) 0k   
are usually not distinguished.  
c) Within the discussed formalism the case of 
appearing multiple roots k  and the coincident 
kernel eigenvectors km  was considered in [44] 
with application to Rayleigh waves and in [45] 
for obtaining dispersion equation of subsonic 
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Lamb waves.  
d) For anisotropic plates limiting velocities 
(1.20, (1.21) were computed in [46, 47].  
To obtain the dispersion equation, consider the 
traction-free boundary conditions 
 

0
h h    
     xx x

t C u
 

 , (1.29) 

 
where 2h  denotes depth of the plate. 
Substituting representation (1.25) into boundary 
conditions (1.29), yields the dispersion equation  
 

 
6

1
0kir h

k k k
k

C e 


        C C n m   . 

(1.30) 

 
Finally, Eq. (1.30) can be rewritten in a form 
better suited for numerical computations 
 

  det 0kir h
k k e        C C n m   . 

(1.31) 
 
Dispersion equation (1.31) defines the phase 
speed as a function of the wave number, or in 
view of (1.11), as a function of circular 
frequency.  
1.4. Anisotropic plates, six-dimensional Stroh 
formalism. Initially Stroh formalism [48] was 
applied to analysis of Rayleigh waves 
propagating on a free boundary of anisotropic 
halfspace [49 - 55]. The case of non-semisimple 
degeneracy of the fundamental matrix (that case 
is analogous to appearing multiple roots and 
coincident kernel eigenvectors in the Christoffel 
equation) was considered in [53]. In [56, 57] the 
Stroh formalism was applied to description of 
Lamb waves propagating in anisotropic plates.  
Following [49] the displacement field for 
Rayleigh or Lamb wave is searched in the form  
 

  ( )( , ) i r tt x e   n xu x f         (1.32) 

 
with the unknown amplitude f  regarded as a 

function of the imaginary coordinate x  defined 
by (1.8). Substituting representation (1.32) into 
equation of motion (1.26) yields  
 

  2
1 2 2 3 ( ) 0t

x x x        A A A A f ,  

(1.33) 

 
where  
 

1 2
2

3

,

c

     

   

A C A C n

A n C n I

  
.    (1.34) 

 
Matrix 1A  is non-degenerate due to assumption 
of positive definiteness of the elasticity tensor.  
Remark 1.3. For isotropic material matrices 
(1.34) have the following form  
 

1 2

2 0 0 0 0
0 0 , 0 0
0 0 0 0 0

      
         
      

A A  

2

2
3

2

0 0

0 2 0

0 0

c

c

c

  
 
     
 
   

A  (1.35) 

 
Up to harmonic multiplier ( )i r te  n x , the sur-
face tractions on planes parallel to the free 
boundary or the median surface of a plate can be 
written in terms of matrices (1.35):  
 

 1 2( ) ( )xx x     t A A f .       (1.36) 

 
The main idea of Stroh formalism is in rewriting 
the equation of motion (1.26) in terms of 
displacements and surface tractions. Multiplying 
both sides of (1.33) by matrix 1

1
A  yields the 

following expression for the derivative ( )x x  f  
 

1 1
1 1 2( ) ( ) ( )x x x x 

        f A t A A f .(1.37) 



Six-Dimensional Formalism for Lamb Waves in Anisotropic Plates  

Volume 9, Issue 3, 2013 45

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Combining now (1.33) – (1.37), produces the 
desired equation of motion written in terms of 
vectors f  and t   
 

x 
 

   
     

   

f f
N

t t
,                  (1.38) 

 
where N  is the fundamental matrix: 
 

1 1
1 2 1
1 1

2 1 2 3 2 1
t t

 

 

  
 
      

A A A
N

A A A A A A
.  (1.39) 

 
The general solution of Eq. (1.38) can be 
represented in the following form 
 

6exp( )x C


    
 

f
N

t


,            (1.39) 

 
where 6C


 is the six-dimensional generally 

complex vector of the unknown coefficients, 
that can be defined (up to a multiplier) by 
boundary conditions. Substituting solution 
(1.39) into boundary conditions (1.36) yields  
 

6

6

( )
exp( )

( )
exp( )

irh
irh C

irh
irh C

 
   

 
 

   
 

f
N

0

f
N

0




           (1.40) 

 
Excluding vector 6C


 from Eq. (1.40)1 and 

substituting the resultant expression in (1.40)2 
gives the following dispersion equation for 
anisotropic plate  
 

  det , exp( 2 ) 0irh  
    

 

I
0 I N

0
.     (1.41) 

 
Despite obvious simplicity of deriving Eq. 
(1.41), the relevant works on Lamb wave 
analysis [56, 57] used a more complicated 

procedure.  
Herein, another variant of a six-dimensional 
formalism for analysing dispersion of Lamb 
waves in plates with arbitrary anisotropy is 
presented. Since the presented formalism is 
based on reduction of the second-order equation 
(1.33) to Cauchy normal form, it will be called 
as Cauchy formalism.  
 
 
2. CAUCHY FORMALISM  
 
2.1. Principal description. For the considered 
formalism the representation for harmonic 
Lamb wave is looked in the form (1.32). By 
introducing a new vector function 
 

( ) ( )xx x  v f                     (2.1) 

 
the equation of motion (1.26) can be reduced to 
Cauchy normal form  
 

x 
   

     
   

f f
G

v v
,                   (2.2) 

 
where  
 

 1 3 1 2 2

0
t

 
 
     
 

I
G

A A A A A
.     (2.3) 

 
and matrices 1 2 3, ,A A A  are defined by (1.35). 
By analogy with Stroh formalism, 6x6-matrix 
G  will be called the fundamental matrix.  
Similarly to (1.39), the general solution of Eq. 
(2.2) can be represented in Eulerian exponential 
form  
 

  6
( )

exp
( )
x

x C
x
     

f
G

v


,           (2.4) 

 
where 6C


 is the six-dimensional generally 

complex vector of the unknown coefficients 
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defined (up to a multiplier) by boundary 
conditions.  
The surface traction vector is defined by Eq. 
(1.36). Now, combining (2.1) and (2.4), the 
displacements and surface tractions on both 
sides of the plate take the form 
 

  6
( )

exp
( )

irh
irh C

irh

 
     

f
Z G

t


,      (2.5) 

 
where  
 

2 1

 
  
 

I 0
Z

A A
.                     (2.6) 

 
Note that matrix Z  is non-degenerate due to 
positive definiteness of the elasticity tensor.  
Equation (2.2) allows us to exclude 6C


 by 

expressing displacements and surface tractions 
on one side through the corresponding vectors 
on the other side; that yields  
 

( ) ( )
( ) ( )

irh irh
irh irh 

    
        

f f
T

t t
,           (2.4) 

 
where  
 

  1exp 2irh    T Z G Z .          (2.5) 

 
Matrix T  can be considered as the transfer 
matrix, as it “transfers” displacements and 
surface tractions from one side of the plate to 
another. Matrix T  is independent of the 
specified boundary conditions.  
2.2. Dispersion relations and limiting velocity. 
Equation (2.4) is a source for constructing the 
dispersion relations and obtaining an expression 
for limiting velocity 2,limc  at 0r  .  
2.2.1. Traction-free plate. If both sides of a 
plate are traction free, then  
 

( ) 0irh  t .                       (2.6) 

Condition (2.6) means that a 3 3 -mapping  
 

 ,
3 3R R

 
  

 

I
0 I T

0             (2.7) 

 
from the three-dimensional space of nontrivial 
displacements and vanishing surface-tractions 
on the “upper” surface to the three-dimensional 
space of surface-tractions on the “bottom” 
surface, is degenerate. The latter is equivalent 
 

 det , 0
  

    
  

I
0 I T

0
.             (2.8) 

 
Thus, Eq. 
Ошибка! Источник ссылки не найден. is 
the desired dispersion relation for a plate with 
free boundaries.  
Taking limit at 0r   in (2.7) does not lead to a 
meaningful condition, because of vanishing 
determinant in 
Ошибка! Источник ссылки не найден. at 

0r   irrespectively of the phase speed. To 
derive a meaningful equation, consider first 
derivative of (2.7) with respect to the wave 
number (see [59 - 61]), this yields the following 
equation for 2,limc  
 

  1det , 0  
      

  

I
0 I Z G Z

0
.      (2.9) 

 
Other types of boundary conditions considered 
below lead to obvious alterations for the 
corresponding expressions for 2,limc .  
Remark 2.1. Substituting matrices (1.35) into 
Eq. (2.9), yields for the isotropic plate Eq. 
(1.16).  
2.2.2. Clamped plate. If both sides of a plate are 
clamped, then  
 

( ) 0irh f .                       (2.10) 

 
Condition (2.10) means that mapping from the 
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space of vanishing displacements and nontrivial 
surface tractions present on the “upper” surface 
to the three-dimensional space of displacements 
on the “bottom” surface, is degenerate: 

 det , 0
  

    
  

0
I 0 T

I
.           (2.11) 

 
Equation (2.11) is the desired dispersion 
equation for a plate with clamped surfaces.  
2.2.3. Plate with traction-free and clamped 
surfaces. For a plate with “upper” clamped 
surface and “bottom” traction-free the 
dispersion equation is as follows 
 

 det , 0
  

    
  

0
0 I T

I
.            (2.12) 

 
Due to symmetry of matrix T , Eq. (2.12) is 
invariant to changing boundary conditions 
between surfaces.  
2.2.4. Plates with mixed boundary conditions. 
Two types of mixed boundary conditions at a 
boundary surface are considered: (i) vanishing 
normal to the boundary components of surface-
tractions and vanishing tangential 
displacements; (ii) vanishing tangential surface-
tractions and vanishing normal displacements. 
Boundary conditions (i) can be written in the 
following form  
 

 ( ) 0, ( ) 0irh irh       t I f   . 
(2.13) 

 
The corresponding dispersion equation takes the 
form 
 

 det , 0
  

          
I T

I
 

   
 

. 

(2.14) 
 
Similarly to (2.13), boundary conditions (ii) 
have the form 
 

  ( ) 0
( ) 0

irh
irh

    

  

I t
f
 


          (2.15) 

 
Equation (2.15) yields the following dispersion 
equation 
 

 det , 0
   

         

I
I T

 
   

 
. 

(2.16) 
 

 
3. CONCLUDING REMARKS  
 
3.1. Computation of the exponential matrix. The 
dispersion relation (2.16) containing the 
exponential matrix in (2.5), should be computed 
by decomposing fundamental matrix G  into 
Jordan normal form  
 

1  G W J W                   (3.1) 

 
where W  is a matrix composed of eigenvectors 
and possibly generalized eigenvectors and J  is 
a matrix containing eigenvalues and possibly 
Jordan blocks. With decomposition (3.1) the 
exponential matrix takes the form [62] 
 

1exp( ) exp( )  G W J W          (3.2) 

 
3.2. Improving numerical stability. The 
overflow problem can be relatively easily 
solved by a suitable normalization. Let 

 ( )
1,...,6

m
k m

  denote (not necessary aliquant) 

eigenvalues of kG , and  
 

  ( )

,
max Re 2 m

k k
k m

a i rh   .          (3.3) 

 
Multiplying all the exponential matrices in (2.5) 
by ae  yields the desired normalization. 
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Indeed, after multiplication, all the exponential 
terms in (2.5) will have powers with real parts 
not exceeding unity. 
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OSCILLATIONS OF EARTH DAMS WITH ACCOUNT  
OF GEOMETRIC NONLINEARITY 

 
Merziyed M. Mirsaidov, Tokhirjohn Z. Sultanov, Dadakhan A. Khodzhaev 

Tashkent Institute of Irrigation and Melioration, Tashkent, UZBEKISTAN 
 

ABSTRACT: Mathematical statement, methods and algorithms are given in this paper to evaluate stress-strain 
state and dynamic behavior of earth dams with account of geometric nonlinearity. Stress-strain state of three 
concrete earth dams with account of geometric nonlinearity under different static and dynamic effects was stud-
ied. The influence of heterogeneous specific features and geometric parameters of a structure on dynamic behav-
ior and stress-strain state of earth dams was investigated under geometric nonlinearity. It was revealed that an 
account of geometric nonlinearity leads to considerable change in stressed state of structures and to an increase 
of a rise in stresses between heterogeneous parts of structures. Large geometrical dimensions of a structure, am-
plitude level, duration of acting loads and oscillations near resonance mode increase non-linear effect. Thus, in 
evaluation of dynamic behavior and strength of high earth dams it is necessary to account geometric nonlinearity 
and real constructive specific features of structures. 

 
Keywords: earth dams, heterogeneity, geometric nonlinearity, stress-strain state, dynamic behavior,  

non-linear oscillations. 
 
 

КОЛЕБАНИЯ ГРУНТОВЫХ ПЛОТИН С УЧЕТОМ  
ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТИ 

 
М.М. Мирсаидов, Т.З. Султанов, Д.А. Ходжаев 

 1Ташкентский институт ирригации и мелиорации, г. Ташкент, УЗБЕКИСТАН 
 

АННОТАЦИЯ: В данной работе приводится математическая постановка, методы и алгоритмы для 
оценки напряженно-деформированного состояния и динамического поведения грунтовых плотин с уче-
том геометрической нелинейности. Исследовано напряженно-деформированное состояние 3 конкретных 
грунтовых плотин с учетом геометрической нелинейности при различных динамических воздействиях. 
Исследовано влияние неоднородной особенности конструкции и геометрических параметров сооруже-
ний на динамическое поведение и напряженно-деформированное состояние грунтовых плотин при учете 
геометрической нелинейности. Выявлено, что учет геометрической нелинейности приводит к заметному 
изменению напряженного состояния сооружений и к усилению скачка в напряжениях между разнород-
ными частями сооружений. При этом высокие геометрические размеры сооружения, уровень амплитуды, 
продолжительность действующих динамических нагрузок и колебания вблизи резонансного режима 
усиливают нелинейный эффект. Поэтому, при оценке динамического поведения и прочности высоких 
грунтовых плотин необходимо учет геометрической нелинейности и реальных конструктивных особен-
ностей сооружений. 

 
Ключевые слова: грунтовые плотины, неоднородность, геометрическая нелинейность,  

напряженно-деформированное состояние, динамическое поведение, нелинейные колебания 
 
 

1. INTRODUCTION 
 
A necessity to account geometric nonlinearity for 
earth structures becomes more important in 
connection with engineering of high earth dams. 

How much this factor effects on stress-strain 
state and strength of earth dams under different 
loads is not sufficiently dealt with in literature 
[1-8] and it demands to carry out thorough stud-
ies [9-13]. 
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Current investigations and an experience of en-
gineering of high earth dams in seismo-active 
zones show that in assessment of their stability 
and reliability it is necessary to take into ac-
count rather complex conditions of structure op-
eration, such as elastic, viscous-elastic, elastic-
plastic properties and water-saturation of soils 
and nonlinear deformation of both material and 
structure under different effects [14-17, 20, 21].  
Along with this, today not all the problems of 
soil work under load are solved; there are a 
great number of theories more or less difficultly 
realized in solution of a concrete problem. One 
of the most important one in assessment of 
structure stability is an account of geometric 
nonlinearity, occurring in earth dams, in static 
and dynamic design [9-14].  
In well known works [1-8, 15, 16, 18-21] a spe-
cial attention is paid to the solution of certain 
aspects of this problem.  
This paper is devoted to: development of 
mathematical statement, methods and algo-
rithms for assessment of dynamic behavior and 
stress-strain state of earth structures with ac-
count of geometric nonlinearity; study of stress-
strain state of concrete earth dams with account 
of geometric nonlinearity under different static 
and dynamic effects; investigation of the effect 
of heterogeneity and geometric parameters of 
structures on stress-strain state of earth dams 
with account of geometric nonlinearity. 

 
 

2. MATHEMATICAL STATEMENT, 
METHODS AND ALGORITHMS 
OF SOLUTION OF THE  
PROBLEM 

 
2.1. Statement of the problem 
Earth dam (Fig.1) is considered with volume 

321 VVVV  , being under kinematic effects 
 t,xu 

0 , applied on lower foundation  u , 

mass forces f  and hydro-static water pressure 

сp , acting on the surface pS . It is assumed that 
the crest and lower slope of a dam are stress-

free. 
Discussed structure is essentially heterogeneous 
in the sense that physical properties of its parts 
( 321 V,V,V ) greatly differ from each other. On 
the borders of division of structure parts the 
displacements, normal and tangent to the 
surface of division components of stress tensors, 
are continuous. 
In evaluation of dynamic behavior and stress-
strain state of earth dam (Fig.1) it is necessary 
to take into account geometric nonlinearity. 
The problem will be considered for plane 
deformed state of a structure; variational equation 
for this case is written in the following form: 
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with given kinematic  
 

     ttxux u 10 ,: 
               (2) 

 
and initial conditions at t=0 
 
 :Vx  );()0,( 2 xxu    )0 xxu  (),( 3   (3) 
 
Here physical properties of material of 
heterogeneous body (Fig.1) are described by 
relationships between the conponents of stress 

ij  and strain ij  tensors of the type  
 
 ijnijkknij  2 ,                (4) 
 
with account of geometrical nonlinearity the 
components of the tensor of strains ij  are taken 
in general form, that is, besides linear terms 
quadratic ones are also considered 
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Fig. 1. Design model 
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In all discussed problems displacement vector 
has two components  21 u,uu 


 in coordinate 

system  21 x,xx  . 
Here: u , ij , ij  – are components of 
displacement vector, stress and strain tensors, 
respectively; u , ij  – isochronic variations of 
displacements and strains; 321 V,V,V  – volumes 
of upper, lower retaining prisms and central 
kernel, respectively; n  and n – Lame 
constants (n – the part of the body with given 
mechanical characteristics); n  – density of ma-

terial of elements of discussed system; f


 – vec-
tor of mass forces; ij  – Kronnekker symbol; 

1


 – given function of time; 32 
 ,  – given 

functions of coordinates. 
The aim of the problem is to determine 
displacements fields  txu ,  and stresses 

 txij , , occurring in a structure (Fig.1) under 

the effect of f


 and сp , and satisfying the 
equations (1), (4), (5) and conditions (2), (3) at 
any possible displacement u . 
 

2.2. Method and algorithm of solution of the 
problem 
Under dynamic effects discussed variation prob-
lem (1), (2), (3), (4), (5) of dynamic behavior of 
heterogeneous structure (Fig.1) with the 
procedure of the method of finite elements [6, 7, 
9, 22] is reduced to resolving system of non-
linear differential equations of N order 
 
               tfPuuKuCuM *      (6) 
 
With initial conditions 
 
          0vu,uu  00 0                  (7) 
 
Here rigidity matrix   uK*  depends on both 
geometric parameters of a structure and its 
stress-strain state, expressed through nodal dis-
placements;  M  – mass matrix of discussed 
system;  C  – matrix of dissipative forces, if 
they are taken into consideration;   tu  – vector 
of sought for amplitudes of displacements; 

  tf  – vector of external load from kinematic 
effect;  P  – total vector of external loads (mass 
forces, hydrostatic water pressure, etc.).  
Solution of equations (6) with initial conditions 
(7) by Newmark’s method [9, 22] in each step at 
time t  is reduced to solution of algebraic sys-
tem of equations 
 
      11   iii Ru)u(A ,                 (8) 
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Here the right side  1iR  of equation (8) is de-
termined in the form 
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For the solution of obtained system of algebraic 
equations (8) it is necessary to give initial con-
ditions at 0t , that is, displacements  0u , ve-
locities  0u  and accelerations  0u ; usually 
  00 u . 
Newmark method is stable, when 
 

 25025050 ..,.   . 
 
Thus an algorithm of solution of non-linear sys-
tems of differential equations (6), (7) consists 
in: 
1. Initial conditions are given as 
    0000 u,u,u  . 
2. The system of algebraic equations (8) is 
formed, with right side (10). Here elements of 
matrix   iuA  are the functions of reached on 
preceding step deformed state of a structure. 
3. Obtained system of algebraic equations (8) is 
solved by the method of quadratic root at each 
step 1it . 
 
2.3. Test example 
To prove worked out algorithm for the solution 
of non-linear problems under static effects, the 
solution of a number of systems of non-linear 
algebraic equations were considered. Analysis 
of results obtained shows that the use as a zero 
approximation of the solution of linear problem 
ensures fast convergence of iteration process, 
which is reached after 3-7 iterations depending 
on a given accuracy and the type of a structure. 
In testing of worked out algorithm for the solu-
tion of non-linear dynamic problems, the solu-
tion of non-linear differential equation is con-
sidered 
 
  tfCyyy  22                (11) 
 
With initial conditions  
 
      010 y,y  ,               (12) 
 
which has an exact solution [23]   tety  . 
Here: 
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Table 1 gives a comparison of numeric solution 
by Newmark method with exact solution, de-
pending on integration step t , at different val-
ues of t. 

 
Table 1: Comparison of exact and numeric solu-

tions of an equation (18) 
Time, t 0.1 0.2 0.3 0.4 

Exact solution 
 ty  0.995 0.990 0.985 0.980 

010.t   0.996 0.992 0.988 0.983 Solution by 
Newmark 
method 0010.t 

 0.995 0.990 0.980 0.976 

 
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

0.975 0.970 0.966 0.961 0.956 0.951 

0.979 0.974 0.970 0.965 0.960 0.956 

0,971 0.976 0.966 0.961 0.956 0.952 

 
Analysis of results given in Table 1 shows high 
accuracy of results obtained while solving dy-
namic problems by Newmark method. 
 
 
3. ASSESSMENT OF STRESS-

STRAIN STATE OF EARTH 
DAMS WITH ACCOUNT OF 
GEOMETRIC NONLINEARITY 

 
In this chapter with worked out methods, algo-
rithm and PC program, dynamic behavior and 
stress-strain state of three concrete earth dams 
are studied with account of geometric nonlinearity 
under different static and dynamic effects; they 
are: 1) Nurek dam: height H=296m, crest width 
bg=20.0 m, slopes location – upper m1=2.25 and 
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lower m2=2.2; 2) Dam 2: height H =138.5 m, 
crest width bg=16.0 m, slope location – upper 
m1=2.2 and lower m2=1.9; 3) Dam 3: height 
H=70.0 m, crest width bg=8.0 m, slopes location 
– upper m1=2.0, and lower m2=2.0. In concrete 
calculations, heterogeneity and constructive 
specific features of a structure and real physical 
and mechanical characteristics of material were 
taken into consideration for each separate sec-
tion. 
Usually parameters of the effect, its intensity, 
frequency specter and velocity of damping 
should considerably influence the dynamics of 
high structures, their deformation being essen-
tially large under intensive effect and so the ef-
fects of geometric nonlinearity are revealed here 
in a greater extent. 
To evaluate the effect of account of geometric 
nonlinearity of a structure on dynamic behavior 
of different earth dams with above given meth-
ods, a non-linear system of differential equa-
tions (6) was solved with homogeneous initial 
conditions.  
Here the matrix of dissipative forces  C  is 
formed according to [3] proportionally to rigid-
ity matrix with coefficient of proportionality 
 =0.08, that is,    KC  . 
Unsteady forced oscillations of above men-
tioned three dams were studied with account of 
geometric nonlinearity and heterogeneous specific 
features of structures. These dams were consid-
ered in plane deformation under mass forces; 
they oscillated under acyclic two-component 
kinematic effect on the basement of a structure: 
 

  










 tt,

tt),ptsin(a
)t(u *

*

o 0
0

1        (13) 

  










 tt,

tt),ptsin(b
)t(u *

*

o 0
0

2        (14) 

 
Here: p – is a frequency; a, b – amplitudes; *t  
– time duration of the effect. 

Below results are given obtained at frequencies 
p=5.7 rad/sec (for dam 2), at p=6.85 rad/sec (for 
dam 3), at p=4.5 rad/sec and p 1 =5.07 
rad/sec in resonance mode (for Nurek dam), 
a=0.01m, b=0.01m – amplitudes and *t = 12 
sec – time duration of kinematic effect, 1  – 
first natural frequency of a structure. 
Fig.2 shows results of calculations with account 
of geometric nonlinearity of a structure, that is, 
the change of components of displacement 
(u1,u2) in time for points (x1=-4.0m, x2=70.0m), 
located on the crest of heterogeneous dam 3 un-
der mass forces and two-component kinematic 
effect.  
Fig.3 shows the difference between linear and 
non-linear solutions for this case (in %), that is:  
 

gnlingn
%100* uuu 







  

 

where  
gn

u  – is a vector of components of dis-

placements, obtained with account of geometri-

cal nonlinearity; 
lin

u  - vector of components of 
displacements corresponding to linear case. 
Analysis of results (Fig.2 and Fig.3) shows that 
for dams of middle height the difference of lin-
ear and non-linear solutions in components of 
displacements is no more than approximately 
10% for most points of a dam. The greatest dif-
ference is seen in upper part and in slope zones 
of a dam. These differences appear after a cer-
tain time of load acting, this is explained by the 
fact that geometric non-linearity under dynamic 
effect occur after full swinging of a structure. 
Fig.4 gives differences between linear and non-
linear solutions (in %), that is  
 

gnlingn
%100* uuu 







  

 
for components of displacement (u1,u2) in time 
for points (x1=-8.0m, x2=138.5m), located on the 
crest of heterogeneous dam 2 under mass forces 
and two-component kinematic effect. 
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a) u1,m 

 
b) u2,m 

 
Fig. 2. Change of components of displacement 

(u1,u2) in time for point (x1=-4.0m, x2=70.0m) of 
dam 3 under the effect of mass forces and  

two-component kinematic effect, obtained with 
account of geometric nonlinearity 

 
a) % 

 
b) % 

 
 
 
 
 

Fig. 3. Difference (in %) between linear and 
non-linear solutions (for components of dis-

placement u1 – (a) and u2 – (b)) in time for point 
(x1=-4.0m, x2=70.0m) of dam 3 under the effect 
on structure of mass forces and two-component 

kinematic effect 

 a) % 

 
b) % 

 
 
 
 
 

Fig. 4. Difference (in %) between linear and 
geometrically non-linear solutions  

(for components of displacement u1 – (a) and u2 
– (b)) in time for point (x1=-8.0m, x2=138.5m) 

of dam 2 under the effect on a structure of mass 
forces and two-component kinematic effect 

 
Analysis of results (Fig.4) shows that for high 
dam the difference of linear and non-linear solu-
tions is essential, that is, the maximum in com-
ponents of displacements is approximately more 
than 15% for most points of a structure. For this 
dam the greatest differences of these results is 
seen in upper part and in slope zones of the dam 
after a certain time of load action. The distinc-
tion from previous results is that the difference 
is seen in the whole range of dynamic effects. 
This proves the fact that in high structures geo-
metric nonlinearity occurs after full swinging of 
a structure and acts till the end of the effect. 
Unsteady oscillations of high Nurek dam in pre-
resonance (Fig.5) and resonance (Fig.6) modes 
of oscillations were studied with account of 
geometric nonlinearity.  
In Fig.5, as an example, the change in time of 
amplitude of stress intensity i is shown for dif-
ferent points of dam in pre-resonance mode of 
oscillation (p=4.5 rad/sec), Fig.5a for point – 
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x1=-65.5 m, x2=228.2 m; Fig.5b for point – x1=-
65.5 m, x2=265.2 m; Fig.5c for point – x1=-65.5 
m, x2=80.2 m. 
 

a) 

 
b) 

 
c) 
      

 
 
 
 

Fig. 5. Change in time of amplitude of stress 
intensity i  for different points of Nurek dam in 

pre-resonance mode (p=4.5rad/sec ) of  
oscillations under mass forces and two-

component kinematic effect: ______ linear case; 
 - - - - non-linear case 

 
Fig. 6 shows as an example the change in time 
of the amplitude of stress intensity i  for dif-
ferent points of Nurek dam in resonance mode 

of oscillations (p 1 =5.07 rad/sec), Fig.6a for 
point – x1=-65.5 m, x2=228.2 m; Fig.6b for point 
– x1=-65.5 m, x2=265.2 m; Fig.6c for point – 
x1=-65.5 m, x2=80.2 m.  

 
a) 

 
b) 

 
c) 

 
 
 
 
 

Fig. 6. Change in time of the amplitude of stress 
intensity i  for different points of Nurek dam 

near resonance mode of oscillations 
(p 1 =5.07rad/sec) under mass forces and 
two-component kinematic effect: ______ linear 

case;  - - - - non-linear case 
 

Fig. 7 shows iso-lines of distribution of stress 
intensity i  in section of heterogeneous Nurek 
dam in resonance mode of oscillations at 
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t=10.2sec for linear (Fig.7a) and non-linear 
(Fig.7b) cases. 
 

a) 

 
b) 

 
 
 
 
 
 

Fig. 7. Iso-lines of distribution of stress intensity 
i  in section of heterogeneous Nurek dam in 

resonance mode of oscillation at t=10.2sec 
 

As seen from (Fig.5-7) the occurrence of non-
linear effect is explicit both quantitatively and 
qualitatively: the amplitudes of stress inten-
sity i are changing, and the period of oscilla-
tions is almost the same. 
In stress intensity i  non-linearity in a great 
extent occurs in a lower part of a dam; here dur-
ing the whole interval of load effect the value of 
stress intensity, obtained with account of geo-
metric nonlinearity, is 2 times less than the one 
obtained for linear case. The occurrence of the 
greatest value of stress intensity i  near the 
foundation with comparison with other points of 
a structure located higher (Fig.5 and 6) is ex-
plained by the fact that the structure is subjected 
to the effect of two-component kinematic effect 
and mass forces simultaneously.  
Studies carried out at resonance mode of oscilla-
tions (Fig.6) show that non-linear character of 
oscillations is more distinctly displayed with an 
increase of the height of structure and intensity 
of the effect. 
Results of analysis of dynamic behavior and 
stress-strain state of earth dams of different 
height with account of geometric nonlinearity of 
a structure permit us to reveal the dependence of 

non-linear effect on dimensions of a structure 
and the character of the effect. It was also stated 
that non-linear effects are observed during suf-
ficiently long time and high level of the ampli-
tude of effect. Here the proximity of frequencies 
of natural vibrations of a structure to the fre-
quency of the effect (Fig.6) considerably influ-
ences the occurrence of nonlinearity. At the 
most unfavorable resonance mode an account of 
geometric nonlinearity leads at a certain mo-
ments of time to essential change in stresses in a 
lower part of high structure. An account of het-
erogeneity of a structure (Fig.7) leads to the in-
crease of a rise in stresses between various parts 
of a structure, especially with consideration of 
non-linearity. 
 
 
4. CONCLUSIONS 
 
Study of dynamic behavior and stress-strain 
state of three earth dams on the basis of worked 
out methods and algorithm with account of 
geometric nonlinearity allows us to reveal that:  

 for high dams an account of geometric 
nonlinearity and heterogeneity of struc-
tures leads to evident change in stressed 
state of the whole structure; 

 an account of geometric nonlinearity and 
heterogeneity of structures leads to an 
increase of a rise in stresses between 
heterogeneous parts of a structure; 

 large geometric dimensions of a struc-
ture, the level of amplitude and duration 
of acting dynamic loads increase non-
linear effect; 

 the proximity of the frequency of the ef-
fect to the frequency of natural vibra-
tions of a structure leads to an increase 
in observed effect of nonlinearity; 

 an account of geometric nonlinearity and 
real constructive specific features of a 
structure is necessary in assessment of 
dynamic behavior and strength of high 
earth dams. 
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APPLICATION OF ROBUST ESTIMATION METHODS  
FOR CALCULATION OF PILES' ULTIMATE RESISTANCE 

 
Zbigniew Muszynski, Jaroslaw Rybak 

Wroclaw University of Technology, Wroclaw, POLAND 
 

ABSTRACT: As far as the pre-cast concrete driven piles are concerned, the proportion of the dynamic tests in 
the overall number of performed tests in Poland reached 71% in 2007 and is still increasing . The legal basis for 
dynamic testing is the code: PN-EN 12699 “Special Geotechnical Works. Displacement Piles”, which allows for 
the dynamic testing meant as the test of load capacity. The problem which must be faced here is the need for 
a precise calibration of those tests, related both to capacity dynamic testing, as well as to the selection of the 
proper safety factor which makes it possible to determine the permissible loading of a pile. Good calibration re-
quires that the pile's ultimate resistance should be known from the prior static test, whereas it may often be im-
possible to determine that value due to limited load capacity of the testing station. The designer is then forced to 
calculate the failure load on the basis of the available data by means of the “extrapolation” of test results.  
 

Key words: pile capacity, load test, robust estimation 
 
 

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА УСТОЙЧИВОГО ОЦЕНИВАНИЯ 
ДЛЯ ИЗМЕРЕНИЯ ПРЕДЕЛЬНОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ СВАЙ 

 
Zbigniew Muszynski, Jaroslaw Rybak 

Вроцлавский политехнический университет, г. Вроцлав, ПОЛЬША 
 

АННОТАЦИЯ: Количество динамических тестов сборных железобетонных винтовых свай, проводимых 
на территории Польши, еще в 2007 году достигало уровня 71% среди от общего числа проводимых тес-
тов и продолжает увеличиваться. Правовым основанием для проведения подобного рода тестов является 
еврокод PN-EN 12699 „Special Geotechnical Works. Displacement Piles”, который позволяет считать дина-
мические тесты равносильными тестам на определение несущей способности. Тем не менее, проблема, с 
которой приходится сталкиваться при проведении данных тестов, - это необходимость точной выверки 
результатов, зависящих в равной степени от проведения самого теста, а также от выбора правильного ко-
эффициента надежности по нагрузке, который позволит определить допустимую нагрузку на сваю. Хо-
рошая выверка требует знания значения предельного отпора сваи, полученного из предшествующих ста-
тических тестов, что часто представляется невозможным по причине ограниченной несущей способности 
самой тестовой установки. Таким образом, лаборанту требуется рассчитать предельный отпор сваи на 
основе полученных тестовых результатов методом экстраполяции. 
 

Ключевые слова: несущая способность сваи, тест на нагрузку, устойчивое оценивание 
 

 
1. INTRODUCTION 
 
The Polish Code of Practice (PN-83/B-02482, 
1983) provides the procedures for performing 
capacity tests of piles, as well as for the 
subsequent interpretation of the test results, 
which sets forth the criteria for the assessment 
of the designing method and makes it possible 
to verify the conformity of the actual 

geotechnical conditions with those assumed for 
the designing purpose. In addition, the results of 
load tests form the basis for potential changes in 
the piling design. The reliability of settlement 
results must be high, as the static tests are 
expensive and time-consuming, and the ensuing 
decisions have consequences of both technical 
and economic nature. The construction of an 
additional testing station is very difficult due to 
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insufficient reinforcement and load capacity of 
anchor piles (or insufficient kentledge). 
Dynamic pile testing has recently become 
a widely adopted solution. Good calibration 
requires that the pile's ultimate resistance (fail-
ure load) should be known from the prior static 
test, whereas it may often be impossible to 
determine that value due to limited load 
capacity of the testing station. The designer is 
then forced to calculate the ultimate resistance 
on the basis of the available data by means of 
the “extrapolation” of test results. This work 
presents the results of the calculations of 
foundation piles' ultimate resistance (failure 
load) carried out in line with the so called 80 
percent method developed by Brinch-Hansen 
(1963) for non-failed reference static load tests. 
The approximation procedure has been analyzed 
with respect to: the number of settlement 
measurements taken into account in 
calculations, weights of subsequent 
measurements of the settlement and change of 
weights in subsequent measurements of the 
settlement (eliminating of mistakes by means of 
robust estimation methods). 
The conclusions derived from calculations are 
intended, in later stages, enable proposing the 
method of calculating the failure load on the ba-
sis of a static load test, and thus to address the 
need for calibration in the increasingly imple-
mented dynamic tests. 
 
 
2. STATIC LOAD TESTS – PRINCIPLES 

AND TECHNICAL PROBLEMS 
 
The regulations formulated in the Code of 
Practice (1983), concerning the rules of 
determining the number of piles under static test 
and the selection of their place, require that 
practically any structure founded on piles 
should be subject to test. Static load tests are 
usually carried out by means of the so called 
“inverted beam method”, using the neighboring 
piles as the anchor piles (see Fig. 1) or with the 
use of kentledge. Sections 7 and 8 of the Code 
of Practice (PN-83/B-02482, 1983) present 

the procedure of static load tests and provide the 
rules of the interpretation of their results. It must 
be remembered that even though the static test 
is considered to be the most reliable test (i.e. 
a reference test), it may also include various 
errors. 
 

 
Fig. 1. Typical static load test (SLT) 

 
The greatest risks are linked with the following 
errors: 
 systematic errors related to the inaccuracy of 

the loading system (calibration of the 
hydraulic jack and manometers) or the 
measurement system (settlement gauges), 

 displacement of the base on which the 
settlement gauges rest, resulting from the 
settlement of the subsoil around the pile 
(precise leveling may eliminate that 
problem), 

 displacement of the base on which the 
settlement gauges rest, caused by thermal 
factors, e.g. becoming heated due to 
insolation (the test often lasts a dozen or so 
hours), 

 non-simultaneous readouts of settlement 
gauge indications. 

Fluctuation of pressure in the hydraulic system 
(and thus fluctuation of the force acting on the 
pile) caused by the pile's settlement and the de-
formation of the loading system (occurs typi-
cally in the final stages of loading, which play 
the decisive role in the determination of ultimate 
resistance). The above-presented list of the 
potential threats to the accuracy of determining 
the loading-settlement relation includes the 
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factors that significantly affect the interpretation 
of results. For example, the differences 
observed for thermal reasons (insolation) 
amounted to 0.1 mm, which is a considerable 
deviation from the required measurement 
accuracy of 0.01 mm. 
 
 
3. CALCULATING ULTIMATE LOAD US-

ING THE BRINCH-HANSEN 80% CRI-
TERION 

 
The Brinch-Hansen method (Brinch Hansen, 
1963) defines the ultimate resistance Qult as the 
limit after the exceeding of which the settlement 
progresses freely. In that method, similarly to 
the method of determining the ultimate 
resistance Qult set forth in the Code of Practice, 
it is indispensable to perform the static test in 
the range that goes beyond the elastic work of 
the pile. In that case, for the purpose of analysis, 
this part of the loading-settlement relation is 
assumed where the force exceeds the design 
loading of the pile.  
 

Fig. 2. Calculating ultimate resistance  
using the Brinch-Hansen 80% criterion 

 
Qult is understood as such loading for which the 
settlement s exceeded the measured value four 
times only after 80% of the load has been 
applied. The loading-settlement relation (Q – s) 
is then transformed into the coordinate system:  
s - abscissae and Qs /  - ordinates (Fig. 2). For 
the last points of the performed test at which 

the settlement reached stabilization the follow-
ing linear dependence is found (by way of ap-
proximation): BsAQs / . It may easily 
be calculated that a pile's ultimate resistance in 
accordance with the 80 percent method equals: 
 

 
BA

Qult 


2
1 , (1) 

 
In the example in Figure 1, we obtain from the 
approximation the straight line: A = 0.00029756 
and B = 0.00431164. We are, therefore, able to 
calculate: Qult = 441.4 kN.  
It is noteworthy that the estimation of load 
capacity is affected by both the number of 
points the arrangement of which we subject to 
the linear approximation, as well as potential 
random inaccuracies. 
 
 
4. METHODS OF APPROXIMATION 
 
The most frequently used methods of 
approximation are based on the so called least 
squares method. The majority of spreadsheets is 
equipped with built-in solvers (using that 
method) which make it possible to describe the 
set of points under analysis in terms of a linear 
dependence (or a dependence of higher order). 
In more advanced instances of the 
implementation of the least squares method it is 
also possible to assign weights to particular 
observations. In each case under scrutiny, while 
calculating the ultimate resistance, we eliminate 
those points (by way of “zero-weighting”) 
whose distribution falls into the range of the 
elastic work of a pile in the subsoil. The data 
gained from the range of the elastic-plastic pile 
behavior may also be divided into the more and 
less significant ones. Intuition tells us that the 
calculation result is influenced most 
significantly by the last readouts of the load test, 
and in particular those which belong to the 
range of (0.8 ÷ 1.0) Qmax. 
A separate issue entails the effort at minimizing 
the influence of the aforementioned systematic 
and random errors, as well as at eliminating the 
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gross errors. One may apply with that respect 
methods of robust estimation, known from 
mathematical statistics and frequently used in 
geodesy. The essence of those methods consists 
in the application of the least squares methods 
accompanied by the iterative modification 
(decreasing) weights of those observations 
considered to be outliers. The points are thought 
to be outliers when the deviation of their 
approximation exceeds the value assumed as 
permissible. As a result, the outlying 
observations have a smaller (and in the extreme 
cases – null) impact on the obtained solution. 
That makes it possible to fit the assumed 
theoretical model of approximation into the 
largest number of congruent points. In this 
article only two methods of robust estimation: 
the Hampel method and the so called Danish 
method are being considered. 
 
 
4.1. THE HAMPEL METHOD 
 
This method was proposed by Hampel in work 
(Hampel, 1974) and described in article (Hogg, 
1979). It is a development of the Huber’s 
method originally described in the work (Huber, 
1964). For the i-th observation, the iterative 
modification of weights follows the formula (2): 
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where: 

ip - modified weight; 

ip - weight of the i-th observation from the 
previous iteration (in the initial step 
assumed from the least squares method);  

v - fitting deviation (derived from the 
approximation);  
hgf ,, - controlling parameters, determining the 

range of permissible values of fitting 
deviation v. 

 
 
4.2. THE DANISH METHOD 
 
This method was developed and described by 
Krarup (Krarup, Kubik, 1983). Unlike the 
method described above, it is marked by a more 
empirical approach to the issue of modification 
of the weights of the outlying observations. 
Those modifications, carried out in accordance 
with formula (3), employ the so-called damping 
function (4). 
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where: d, k – the damping function parameters 
with positive values. 
 
 
5. CALCULATION RESULTS 
 
The calculations of ultimate resistance were 
carried out on the basis of the results of static 
tests of four pre-cast concrete driven piles, 
tested at the construction site of a large 
commercial center in southern Poland. Using 
the Mathcad environment, an algorithm was 
developed for the purpose of calculating the 
ultimate resistance by means of the following 
methods: 
 the least squares method (LS), assuming 

identical weights for all the points under 
scrutiny; 

 the least squares method (LS+W), assuming 
differing weights for particular points; 



Application of Robust Estimation Methods for Calculation of Piles Ultimate Resistance  

Volume 9, Issue 3, 2013 65

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 the Hampel method (Hm), assuming the 
initial differentiation of weights for particular 
points; 

 the Danish method (D), assuming the initial 
differentiation of weights for particular 
points. 

The calculations were based on the last six ob-
servations from the elastic-plastic work of piles. 
The selection no other number but six 
observations before the completion of the load 
test is justified by the fact that typically no more 
than six observations are recorded between 
the load relief and the point at which the 
maximum loading is attained during the field 
test. The observations were numbered starting 
from the end of the loading: the last observation 
was numbered 1, the last but one – 2, etc. The 
differentiation of weights in the least squares 
method (and of the initial weights – in the case 
of the robust estimation) consisted in assigning 
the weight of 1.0 to observation no. 1, the 
weight of 0.8 - to observation no. 2, the weight 
of 0.6 – to observation no. 3, the weight of 0.2 – 
to observations no. 5 and 6. The application of 
the aforementioned robust estimation methods 
requires the assumption of certain values of 
controlling parameters which define the 
permissible range of fitting deviation 
(approximation). Those parameters are usually 
assumed empirically, appropriately for 
particular implementations of the methods 
described above. In this article, the value of 
parameter f was set at the level of 50%, 75% 
and 100% of the value of the standard deviation 
of approximation inaccuracies from the previous 
iteration (at the initial stage of calculations – 
from the least squares method with differing 
weights). The parameter g is equal to the pa-
rameter f plus the value of the standard devia-
tion of approximation inaccuracies. The pa-
rameter h is equal to the parameter f increased 
by two standard deviations. In the Danish 
method, the values of parameters d and k, 
affecting the “shape” of the damping function – 
formula (4) – were assumed, on the basis of 
geodetic sources, at the levels of: d = 0.05, 
k = 4.4. The test for convergence of the iteration 

process was set at the following level: the 
alteration of the values of both searched 
parameters A and B in three subsequent 
iterations should not exceed 1∙10-7 (to provide 
a proper accuracy of results).  
Table 1 presents the results of calculations of 
the ultimate resistance Qult following different 
methods. It may be observed that the mere 
assignment of weights to the subsequent points 
does not have a great influence on the fitting of 
the straight line and thus on the calculated 
ultimate resistance (failure load). 
 

Table 1. Pile ultimate resistance Qult [kN] 
Hampel/Danish method 

f = Pile LS 
method 

LS+W 
method 0.50 σ 0.75 σ 1.00 σ 

P1 680.2 682.1 704.7/704.4 695.5/692.4 691.1/691.0 
P2 573.8 575.4 597.0/597.2 597.6/597.6 597.7/597.7 
P3 441.4 441.8 444.4/444.5 448.1/448.3 442.8/442.8 
P4 690.0 686.9 687.2/687.2 685.2/685.2 685.6/685.6 

 
Only the elimination of the points which stand 
out from the mathematical model affects the 
obtained results. Figures 3 and 4 present the 
results of fitting of straight lines to the 
calculations of the ultimate resistance of pile P2, 
which show the greatest differences in the 
results obtained by means of the least squares 
method approximation in comparison with the 
results from the robust estimation methods. 
 

Fig. 3. Approximation by means of the least 
squares method (LS) and the Hampel method. 
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The analysis of the final weights assigned to the 
subsequent points leads to very interesting 
conclusions. Table 2 and 3 juxtaposes the final 
weights from the calculations performed for pile 
P2. It may be noticed that for pile P2, point 2 
was rejected in all of the variants of robust 
estimation. It was observed that point 6 obtained 
a lesser weight than initially assumed (actually, 
the calculations could as well be carried out 
only for five points).  
 

Fig. 4. Approximation by means of the least 
squares method (LS) and the Danish method (D) 
 

Table 2. Final weights of observations 
Hampel method (Hm): f = Pts LS 

method 
LS+W 
method 0.50 σ 0.75 σ 1.00 σ 

1 1.00000 1.00000 0.57545 0.86318 1.00000 
2 1.00000 0.80000 0.00000 0.00000 0.00000 
3 1.00000 0.60000 0.37428 0.56142 0.60000 
4 1.00000 0.40000 0.31246 0.40000 0.40000 
5 1.00000 0.20000 0.20000 0.20000 0.20000 
6 1.00000 0.20000 0.00000 0.00005 0.00016 

 
Table 3. Final weights of observations 

Danish method (D): f = Pts LS 
method 

LS+W 
method 0.50 σ 0.75 σ 1.00 σ 

1 1.00000 1.00000 0.56622 0.90889 1.00000 
2 1.00000 0.80000 0.00000 0.00000 0.00000 
3 1.00000 0.60000 0.40267 0.56113 0.60000 
4 1.00000 0.40000 0.34490 0.40000 0.40000 
5 1.00000 0.20000 0.20000 0.20000 0.20000 
6 1.00000 0.20000 0.00000 0.00001 0.00034 

 
A very important information from the practical 
point of view is that – for all of the piles – the 

final weights for point 1 have large values. That 
confirms the intuition that the decisive role in 
calculation of the ultimate value is played by the 
last observation before the completion of the 
load test. 
 
 
6. SUMMARY AND CONCLUSIONS 
 
The assumed degree of differentiation of 
weights in the least squares method has a minor 
influence on the obtained value of the failure 
load Qult. The results obtained from the robust 
estimation depend, to a certain degree, on the 
assumed values of the controlling parameters 
f,g,h. That, however, refers more to the weights 
assigned to particular points than to the values 
of failure load, which draw our attention. On the 
basis of the results obtained from the robust es-
timation methods (with three values of control-
ling parameter f, selected intuitively) we can 
observe that the widely used least squares 
method makes it possible to estimate the failure 
load with sufficient accuracy - from the point of 
view of practical engineering. 
The above analysis, however, has also another 
advantage which proves an engineer’s intuition 
correct. It confirms that in order to calculate the 
failure load precisely enough, it is necessary to 
obtain reliable data from the field tests – in 
measurements of the pile’s settlement at the 
final stages of the loading. That is proved by the 
very large weights attributed to point 1 (the last 
recording of settlement) in the robust estimation 
calculations. That is rather difficult in practice, 
because at the final stages of the loading – large 
settlement values are recorded with the accom-
panying long stabilization periods and huge de-
formations of the whole loading system. 
 
 
REFERENCES 
 
1. Brinch Hansen J.: (1963) Discussion, Hy-

perbolic Stress-Strain response, Cohesive 
soil. Journal of soil mechanics and founda-
tion engineering division, ASCE, 89, pp. 



Application of Robust Estimation Methods for Calculation of Piles Ultimate Resistance  

Volume 9, Issue 3, 2013 67

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

241-242 
2. Hampel F.: (1974) The Influence Curve and 

Its Role in Robust Estimation. Journal 
of American Statistical Association, 69, 346, 
pp. 383-393 

3. Hogg R.V.: (1979) Statistical Robustness: 
One View of Its Use in Applications Today. 
The American Statistician, 33, 3, pp. 108-115 

4. Huber P.J.: (1964) Robust Estimation of a 
Location Parameter. The Ann. of Math. Stat., 
35, 1, pp. 73-101 

5. Krarup T., Kubik K.: (1983) The Danish 
method. Experience and philosophy. 
Deutsche Geodätische Kommission. 
Reihe A, 98, pp. 131-134 

6. PN-83/B-02482 (1983): Foundations. The 
capacity of piles and pile foundations. 

7. PN-EN 1997-1 (2008): Eurocode 7: Geo-
technical design - Part 1: General rules. 

 
 
Zbigniew Muszynski, Wroclaw University of Technol-
ogy, Wyb. Wyspianskiego 27, 50-370 Wroclaw, Poland; 
e-mail: zbigniew.muszynski@pwr.wroc.pl  
jaroslaw.rybak@pwr.wroc.pl 
 
Jaroslaw Rybak Wroclaw University of Technology, 
Wyb. Wyspianskiego 27, 50-370 Wroclaw, Poland; 
e-mail: jaroslaw.rybak@pwr.wroc.pl 
 



International Journal for Computational Civil and Structural Engineering, 9(3) 62-71 (2013) 

 

62 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

THE ALGORITHM FOR NONLINEAR INELASTIC 
OPTIMIZATION OF 3D STEEL FRAMEWORKS 

UNDER SERVICEABILITY REQUIREMENTS 
 

Michail Popov, Romanas Karkauskas, Liudvikas Rimkus 
Vilnius Gediminas Technical University, Vilnius, LITHUANIA 

 
ABSTRACT: An actual design of 3D steel frames structures must evaluate strength, stiffness and stability 
constraints (serviceability requirements) as well as nature of external loading. A design structure must satisfy 
optimality and safety criterions. An algorithm to solve optimization problem, incorporating all above described 
criterions, taking into account the geometrically non-linear structural behaviour, is presented for the 3D frame 
structures. The internal forces of each optimization cycle are obtaining in the previous optimization cycle via 
elastic-plastic nonlinear analysis procedure. Obtained forces are employing to obtain the new optimal design 
values. The nodal displacements are restricted during the optimization procedures to limited magnitudes in 
prescribed directions. The numerical experiment of the two-storeyed 3D steel frame designing by the standard 
steel profiles cross-section optimization problem was performed to show possibilities of suggesting solution 
algorithm. 

 
Key words: optimization, stiffness and stability constraints, tangent stiffness matrix; elastic-

plastic analysis; displacement bounds. 
 
 
1. INTRODUCTION 
 
The main goal of structure’s optimization 
problem is to obtain project, which satisfy 
safety, serviceability conditions and design 
requirements from various external actions and 
loads. It can be provided by having 
comprehensive information about building 
structure behaviour in all work conditions and 
any moment of existence period. Optimization 
problem in such broad concept cannot be solved 
by linear theory methods of structural 
mechanics. Structure form and size is 
considerably varying under certain loads and 
small displacement principle become unreliable. 
In addition, Hook's law is not satisfying and 
should be substituted by nonlinear relation for 
many materials, starting from certain stress 
condition level. It is necessary to renounce linear 
theory assumptions and use much more broader 
and complicated nonlinear theory 
generalizations. At first it is necessary to 
renounce calculation by unstrained structure’s 
condition tolerating small displacements. 
Secondly, to obtain structure form and geometry 
variation influence on its deflected mode. 

Thirdly, to take on the nonlinear stressed-
deformed relation and to estimate appearing 
plastic deformations, because large 
displacements are obtaining in certain material 
structures before plastic collapse and do not 
satisfy regular service requirements. Thereby 
these above mentioned causes should be 
estimated composing structure’s optimization 
problems mathematical models. 
Building structures optimization theory, 
methods, calculating algorithms and its’ 
integration into modern computer simulation 
technique and automated design systems were 
rather intensive developing for the last thirty 
years [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7]. It should be 
noted that at the present time appeared works 
where used genetic algorithms, based on 
biological principles introduction in computer 
technologies of structures optimization problems 
realizations [8], [9], [10], [11]. Attractive 
features of these algorithms is its compatibility 
with discrete optimization and it is not require 
function derivatives disliked by structural 
engineers, which is broad using in classical 
optimization methods. 
Analysis of performed works allows to 
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predicate, that structure optimization technique 
simultaneously applying mathematical 
programming theory, extreme energy principles 
and material inelastic features is one of efficient 
techniques [5], [6], [13], [14], [15]. Here 
material plastic feature estimation is more 
exactly reveals structure behaviour in various 
load steps and allow produce considerably 
efficient project [4], [5], [14], [15], [16], [17]. It 
is worth to mention, that majority of works 
based on limit equilibrium theory assumptions 
[5], [6]. Obtained optimal structure projects for 
this reason satisfying only strength condition, 
satisfied by safety condition. It is essential to 
note that optimization results according to 
plastic collapse criterion is not always decisive, 
because optimal structure limit condition state 
can be fail even not obtaining plastic collapse 
through overestimated inelastic deflections, and 
it leading displacements occurring. In addition 
optimization problem boundary conditions are 
ordinary formulating does not considering codes 
of structural design requirements [18], [19] 
therefore optimal structure stiffness does not 
provide real structure behaviour. 
Abovementioned causes bounds practical usage 
of limit equilibrium theory in optimal structures 
projects preparation. Thereby, structure 
deflected mode parameters estimation is 
necessary in optimization problems 
mathematical models. Deformability bounds 
define displacements bounds of frame nodes or 
single parts. Design constraints define minimal 
cross-sections parameters. Structures 
optimization allowing all these requirements and 
steel inelastic behaviour is one of the major 
optimal design problems. 
Purposes of this work are: 
 To formulate mathematical model for 

elastic-plastic geometrically nonlinear 
structures optimization problem; 

 To suggest original algorithm for 
optimization problem solution; 

 To develop frame element’s tangent 
stiffness matrix composition technique; 

 To solve structure’s optimization problem 
subject to displacements boundary 

conditions enabling to control spread of 
the free plastic deformations; 

 To improve efficiency of suggesting 
solution algorithm by numerical 
experiment 

 
 
2. THE MATHEMATICAL MODEL  

OF OPTIMIZATION PROBLEM 
 
The objective of any structure optimization 
problem is to find optimal structure element’s 
cross-sections areas min

kA  distribution by k  
elements groups when structure geometry and 
external actions are known. The optimal 
criterion of such optimization problem is the 
minimum of the structure’s volume. Forasmuch 
in this work investigating elastic-plastic 
structure, so optimal criterion should be 
satisfied when plastic deformations are 
spreading at least in one structure’s element. 
Serviceability requirements of the considering 
optimization problem should to include first of 
all conditions which establish structure’s real 
stress-strain state and deflected mode. Such 
conditions are defining by using generalized 
Lagrange method dependences ([5]). Second, 
stiffness conditions should include 
displacements boundaries in certain structure’s 
nodes by defined directions: t t t

  u u u  ( t
u  

and t
u  are the codified prescribed lower and 

upper displacements variation bounds in t 
direction respectively). In addition processing of 
design boundaries for elements stability or 
lower variation limits 0

minS  of internal forces 
factors can be also used besides mentioned 
requisite conditions. All it bounds free 
distribution of inelastic deformations in 
structure’s elements. Therefore elastic and 
plastic deformations depend on residual internal 
forces rS  and residual displacements ru  
appearing in optimal cross-sections of 
structure’s elements. Structure is not reaches 
plastic collapse, if any of abovementioned 
boundaries become active. 
In such way formed optimization problem 
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mathematical model is writing ([5]): 
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where  nD  is structure’s flexibility matrix 
considering variations in the geometry of the 
structure;  nA  is matrix of coefficients of 
equilibrium condition considering variations in 
the geometry of the structure; F  is the vector 
of external forces applied to discrete model 
nodes of the structure; λ  is the vector of 
Lagrange multipliers; eS  is the vector of elastic 
response internal forces; eu  is the vector of 
elastic response displacements; 0

minS  is the 
vector of prescribed lower carrying capacity 
bounds of structure’s elements cross-sections. 
It is nonlinear mathematical programming 
problem which direct solving is rather 
complicated. Reason of complication is Kuhn-
Tucker complementarity conditions, i.e. 
equations   0, ,T

e r λ 1 f S S S 0 . 
To avoid mentioned complications authors 
suggest splitting problem solution in three 
stages:  

1. Nonlinear elastic analysis; 
2. Elastic-plastic nonlinear analysis; 
3. Structure cross-section optimization. 

Further detailed explanation of suggesting 
algorithm stages is presented. 

3. THE NONLINEAR ELASTIC ANALYSIS 
 
The structure’s nonlinear elastic analysis is the 
first stage of the suggesting algorithm. The 
structure’s behaviour is describing in nonlinear 
way, when large displacements are investigating 
in the loaded structure. Thus nonlinear members 
appear in displacements dependencies. The 
tangent stiffness method is applied to solve main 
equation of the elastic computation nonlinear 
analysis: 
 
   ,eK u F  (2) 
 
where  K  is the structure’s global tangent 
stiffness matrix.  
Results of the problem (2) is eu  and eS . First 
stage problem is solving in optimization 
problem iterative cycle, when cross-sections 
areas A  and axial inertia moments I  
dependencies on cross-sections are specified. To 
solve equation (2) structure’s tangent stiffness 
matrix should be evaluated. Structure’s small 
displacements (elastic) stiffness matrix is 
usually presented in literature ([20], [21]), but 
full expression of the tangent stiffness matrix is 
usually skipped. 
Short review of tangent stiffness matrix  K  
obtaining technology for 3D beam-column 
element (Figure 1) is presented in [24].  
Authors made symbolic calculations by using 
MATLAB Symbolic Math Toolbox to obtain 
space frame element’s tangent stiffness matrix 
expression.  
Newton-Raphson force control method is used 
for numerical realization of the tangent stiffness 
method nonlinear equations system (2) solution. 
These method mathematical calculation 
procedures are often presented in the literature 
which is observing numerical methods ([25], 
[26]). Application of this method to obtain 
values of elastic calculation nonlinear analysis is 
more widely presented in [23] work. 
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Fig. 1. Internal forces and displacements of the space frame finite element in the local x y z    

coordinate system 
 
4. THE ELASTIC-PLASTIC NONLINEAR 

ANALYSIS 
 
It is the second stage of suggesting optimization 
problem solution algorithm. The formation and 
solution features of such problem are more 
widely presented in the work [24]. 
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The problem (3) is the convex nonlinear 
mathematical programming problem, which 
main unknowns are rS , ru  and λ  vectors. First 
two vectors allow to obtain real internal forces 
S  and displacements u . Lagrange multipliers 
λ  vector allow to obtain structure’s cuts, in 
which plastic deformations occurs. 
 
 
5. STRENGTH CONDITIONS 
 
For the 3D structures it is significant to use 
strength conditions including not only tension-

compression strength, but also the strength of 
the structural element, bending about both axes, 
as well. Strength condition for a complex stress-
strain state is usually given in the design codes 
and specifications regulating the design of 
building structures ([18], [19], [22]). But as 
reveals work [24] usage of codes specification’s 
strength conditions gives results strongly 
inaccurate from the real stress-strain state. 
Though the strength conditions are provided by 
the design codes and specifications, the efforts 
of various researchers were made to accurately 
reflect a complex state of strains. The example 
is the Orbison’s full plastification surface of 
cross-section ([12]), which grafical view is 
presented in Figure 2 and described as follows: 
 

 
2 2 4 2 2

, , ,

6 2 4 2
, , ,

1 1,15 3,67

3,0 4,65 ,
j y j z j j y j

j z j y j z j

p m m p m

p m m m

    


 (4) 

 
where , ;j j y jp P P  , , ,y j y j py jm M M  (a 
„strong“ element cross-section axis (Figure 2)); 

, , ,z j z j pz jm M M  (a „weak“ element cross-
section axis (Figure 2)); jP  is an axial force 
applied to the element of the structure at the j-th 
cut and ,y jP  is the limiting axial force for 
tension or compression at the j-th cut; ,y jM  and 

,py jM  are the bending moment and the limiting 
bending moment about the cross-section’s 
“strong axis” at the structural element’s j-th cut; 
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,z jM  and ,pz jM  are the bending moment and 
the limiting bending moment about the cross-
section’s “weak axis” at the structural element’s 
j-th cut. 
 

,

,

z j

pz j

M
M

,

,

y j

py j

M
M

,

j

y j

P
P

 
Fig. 2. The full plastification surface according 

to the Orbison’s strength conditions 
 
Local elements’ stability is checking by formula 
(4) when the compression members are loaded 
up to their critical forces values. Critical forces 
values for two axes of cross-section can be 
obtained by specifications’ regulating the design 
of building structures requirements ([18], [22]). 
Global structure’s stability is checking by 
calculating determinant of all structure’s tangent 
stiffness matrix  K  at first stage’s Newton-
Raphson force control method last iteration. 
 
 
6. THE STRUCTURE CROSS-SECTIONS 

OPTIMIZATION PROBLEM 
 
It is the third stage of suggesting algorithm. At 
this stage obtaining new optimal projecting 
parameters (areas of cross-sections) by using 
information of the real structure’s deflected 
mode and stress-strain state. Third stage 
optimization problem mathematical model is 
writing: 

 

 

  0

,

, , 1,

, ,
1, 2,..., , 1, 2,..., .

k

e r k

min
t t t k k

t

find
V A min

subject to
A

u u u A A
t m k s

 





  

 

f S S S
 (5) 

 
where min

kA  is the lower bound of design 
requirements. Optimization problem (5) is 
nonlinear convex mathematical programming 
problem having global extremum ([23]). 
For the (5) problem displacements boundary 
conditions it is worth to obtain real structure 
displacements for displacements boundaries. It 
can be obtained by using formula: 
 

 , , ,
1

s

t t k k t k
k

u k


    u u  (6) 

 
where ,t ku  is nonlinear elastic-plastic analysis 
element’s nodal real displacements in t direction 
vector from specified external load, obtaining 
by solving (3); ,kk  

  is the element tangent 

stiffness matrix, combining required cross-
sections kA ; ,t ku  is element’s nodal 
displacements vector, estimated from singular 
force, applied in bounded displacement 
direction, considering structure’s discrete model 
change by obtained plastic deformations 
distribution. 
Cross-sections design requirements min

kA  for 
problem (5) can be obtained by using 
specifications’ regulating the design of building 
structures requirements, or it can be made by 
solving optimization problem of the structure 
being prior to plastic collapse. Mathematical 
model of such structure optimization problem 
writing ([7]): 
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 (7) 

 
This problem practically must be solved by 
iterations. 
 

1, ,pl hF

tu

F

,pl cF

1, ,pl hu ,pl cu,t startutu
tu

 
Fig. 3. Bounds for displacement in t direction 

 
Some words about obtaining displacements 
boundaries tu  and tu . It can be made by using 
cross-sections obtained at the result of (7) 
problem and changing applied load ratio. Upper 
bounds of the displacements can be obtained by 
using insignificantly smaller load ratio than it 
was used to solve (7) problem and solving (2) 
and (3) problems, i.e. obtaining displacements 
occurred in structure being prior to plastic 
collapse (Figure 3, ,pl cu  displacements level). 
Then obtaining displacements when the first 
plastic hinge is occurs (Figure 3, 1, ,pl hu  
displacements level). It results by decreasing 
load ratio and performing (2) and (3) problems 
solution. Such values are lower bounds of 
displacements, i.e. displacements corresponding 
elastic response. Thus, that limits of the 

displacements for (5) problem should be 
between these limit values: 
 

 1, , ,c

1, , ,c

0, ;

0, .
t pl h t pl

t pl h t pl

whenu sou u u

whenu sou u u

  

   

  

  

+

 (8) 

 
It should be made for good convergence and 
efficient mathematical model usage. 
 
 
7. THE NUMERICAL EXPERIMENT 
 
A two-storeyed space frame structure was 
chosen to illustrate suggesting optimization 
algorithm possibilities. Frame geometry and 
external load distribution is presented in Figure 
4. Forces magnitudes are: 375 P kN , 

1 150 NH k , 2 75 H kN  and 3 37,5 NH k . 
Structure elements are grouped by cross-section 
areas in 4 different groups. This distribution is 
presented on Figure 4. Material for all elements 
is the steel with following physical parameters – 
modulus of elasticity 206,85GPaE , yield 
strength 250 MPayf  . Geometrical non-linear 
deformable behaviour is considering. 
 

1
A

=?

1
A

=?

1
A

=?

1
A

=?

2
A

=?

2
A

=?

2
A

=?

2
A

=?

3A =?

3A =?

3A
=?

3A
=?

4A =?

4A =?

4A
=?

4A
=?P

P P P
P

P P

P
P

P

PP

P

P
P

P

3H

2,5
 m

x

z

y

2H

2H

1H P
1

2

1,2
5 m

1,2
5 m

 
Fig. 4. Two-storeyed frame discrete model 
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The created FEM discrete model contains 20 
nodes with degree of freedom equal 96 and 
combines two finite elements types, i.e. 8 
columns elements and 16 beams elements. All 
of them are assumed to be the compressive-
tensile-torsional-flexural in two axial directions. 
The total number of all structure’s internal 
forces is 144. 
For the suggesting algorithm numerical 
realization it is necessary to get relationships 
between elements’ cross-sections geometrical 
parameters: 
 
 ,

,
k zb

k k z kZ a A   
 
where kZ  is the any considering cross-section 
geometrical parameter of the k group elements; 

kA  is the cross-section area of the k group 
elements; ,k za  and ,k zb  are relation coefficients 
were obtained for kZ  cross-section geometrical 
parameter for k group elements. The hot rolled 
American wide flange W type cross-sections 
profiles were chosen for optimization problem. 
Shortly observe two-storeyed frame 
dimensional instability (displacements) 
boundaries. Optimizing cross-sections lower 
limits are obtaining from limit equilibrium 
problem (7) solution. Result was obtained after 
5 iterations: min 2

1A 90,64cm ; 
min 2
2A 64,08cm ; min 2

3A 66, 47 cm ; 
min 2
4A 68,96 cm . For these cross-sections 

values and load ratio γ 0,9 , are solving 
analysis problem (3) and obtaining frame 
displacements upper bounds (displacement 
values prior to plastic collapse): 
by horizontal direction (by x axis) direction – at 
the two-storeyed level (node “1”, Figure 4) 
 
 1, ,max 1, 1, 1,61 0,93 2,54cm;x e x r xu u u       
 
by vertical direction (by y axis) – deflection of 
the middle node of first fool beam by “B” axis 
(node “2”, Figure 4) 
 

 2, ,max 2, 2, 0,44 0,14 0,58cm.y e y r yu u u         
Further by decreased load ratio γ 0,6  solving 
analysis problem (3) and obtaining first plastic 
hinge occurrence place. First plastic hinge 
occurred in the top of the column element on 
two-storeyed level at “2” and “B” axes 
interception (Figure 5). For such stress-strain 
state displacements values are: 
 

 1, ,min 1, 1,

2, ,min 2, 2,

1,23 0,14 1,37 cm,

0,34 0,01 0,35cm.
x e x r x

y e y r y

u u u

u u u

    

      
  

 
It is frame displacements variation lower 
bounds. Thus bounds variations of presented 
problem conditions should between this limit 
bounds: 
 

 1,

2,

1,37cm 1,5cm 2,54cm,
0,58cm < 0,5cm 0,35cm,

x

y

u
u

  

    
  

 
what ensure elastic-plastic state of structure 
work. 
For optimization iteration process it was chosen 
element’s cross-sections values by 15 % bigger 
up on cross-sections obtained prior to plastic 
collapse. By choosing this start point, there are 
obtaining bounded displacements initial values 
from (3) analysis problem solutions, which are 
obeying necessary conditions (8): 
 

 1,

2,

1,37cm 1,40cm 2,541663cm,

0,58cm 0,40cm 0,35cm,

initial
x

initial
y

u

u

  

     
 

 
Table 1. The optimum volume of two-storeyed 

steel frame solution convergence per iterations 

It
er

at
io

n 

A1, 
 (cm3) 

A2, 
(cm3) 

A3, 
(cm3) 

A4, 
(cm3) 

V, 
(m3) 

0 104,24 73,69 76,44 79,31 0,311 
1 115,58 95,12 79,26 91,50 0,353 
2 102,74 84,08 75,43 70,15 0,306 
3 102,66 84,08 75,43 69,65 0,306 
4 102,66 84,08 75,43 69,65 0,306 
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Optimal project by prescribed accuracy was 
obtained after 4 iterations of considering frame 
iterative calculation. Criterion to stop iterative 
calculation process was chosen cross-sections 
values changes, which should be less when 
2,5% between iterations results. Projecting 
parameters results’ changes evolution during 
optimization iterative process is presented in 
Table 2. Obtained optimal frame project 
(optimal values of structure’s elements and 
structure’s volume value) is written in Table 1, 
in line denoted by number 4. Plastic hinges 
occurrence places and sequence are presented in 
Figure 5. 
 

y
x

z

 
Fig. 5. Two-storeyed steel frame deformed 
shape under applied load and plastic hinge 

distribution dynamics. 
 
The reliability of obtained optimal project result 
is proving by elastic-plastic analysis problem 
solution. Sequence of the plastic hinge 
occurrence in optimal structure project is 
presented in Table 2 and in Figure 5. 
Analysis of the results reveals that chosen 
displacements’ limit bounds make influence on 
optimization process. Optimal structure’s 

project displacements have limit or near-limit 
values under described load. Displacement 

1, 1,49 cmxu  , that is less than specified limit 
value 1,5 cm; displacement 2, 0,43 cmyu   , 
that is bigger than specified limit value –0,6 cm. 
 

Table 2. Sequence of the plastic hinge 
occurrence for structure’s optimal project 

 
Sequence  
of hinge 

formation 
1 2 3 4 

Load ratio 0,93 0,97 0,99 1,00 
 
 
8. CONCLUSIONS 
 
The improved mathematical model and it’s 
solution algorithm of the 3D steel frames cross-
section optimization problem, taking into 
consideration inelastic behaviour of the material 
and serviceability requirements has been 
developed. Nonlinear elastic analysis based on 
tangent stiffness and numerically realized by 
using Newton-Raphson force control method. 
Comprehensive information about real stress-
strain state of the structure gives the elastic-
plastic nonlinear analysis by using proper 
Orbison strength conditions. Preparing 
procedures make possible to control iterative 
process of optimization problem solution, 
structure’s plastic deformation spreading and to 
get good results convergence of structure cross-
sections optimization problem.The optimization 
problem algorithm has been verified by solving 
two-storeyed space frame structure optimization 
problem and solving analysis problem by using 
obtained optimal parameters. The studies show 
that the proposed algorithm gives very well 
solution with much less computational effort 
and more control possibilities, than it can be 
done by using straight optimization problem 
solution. Future work is envisaged using 
suggested optimization problem solution 
algorithm for other types of structures 
researches. 
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АЛГОРИТМ РЕДУКЦИИ НЕИЗВЕСТНЫХ 
В РАМКАХ МНОГОУРОВНЕВОГО ЧИСЛЕННОГО МЕТОДА 

ЛОКАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 
РАСЧЕТА КОНСТРУКЦИЙ НА ОСНОВЕ 

КРАТНОМАСШТАБНОГО ВЕЙВЛЕТ-АНАЛИЗА 
ЧАСТЬ 2: ДВУМЕРНЫЕ ПРОБЛЕМЫ 

 
П.А. Акимов, М.Л. Мозгалева, В.Н. Сидоров 

ФГБОУ ВПО «Московский государственный строительный университет», г. Москва, РОССИЯ 
 

АННОТАЦИЯ: В рамках развиваемого многоуровневого численного метода локального решения крае-
вых задач строительной механики правильнее вести речь не о крупной и мелкой аппроксимирующей 
сетках, а о малом и большом количестве учитываемых членов (уровней) разложения по вейвлет-базису 
(базису Хаара). Процесс сокращения (обоснованного) количества учитываемых членов базиса Хаара 
здесь называется редукцией неизвестных. Настоящая статья посвящена алгоритму этой редукции в рам-
ках многоуровневого численного метода локального решения краевых задач строительной механики на 
основе кратномасштабного вейвлет-анализа. Изложение материала ведется для двумерного случая. 
 

Ключевые слова: вейвлет-анализ, алгоритмы редукции неизвестных, многоуровневые методы, 
численные методы, краевая задача, строительная механика 

 
 

WAVELET-BASED ALGORITHM OF REDUCTION 
OF UNKNOWNS WITHIN MULTILEVEL NUMERICAL 

METHOD OF LOCAL SOLUTION OF BOUNDARY PROBLEMS 
OF STRUCTURAL ANALYSIS 

PART 2: TWO-DIMENSIONAL PROBLEMS 
 

Pavel A. Akimov, Marina L. Mozgaleva, Vladimir N. Sidorov 
Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

 
ABSTRACT: Considering local multilevel numerical method of solution of boundary problems of structural 
mechanics it is correct to speak not about fine and coarse approximating meshes, but about small and large num-
ber of members accounted for (levels) the expansion in the wavelet basis (Haar basis). The reduction of the sig-
nificant terms of the Haar basis is called a reduction of unknowns. The distinctive paper is devoted to the algo-
rithm of this reduction within the local multilevel numerical method for solution of boundary problems of struc-
tural mechanics based on multiresolution wavelet analysis. Two-dimensional case is under consideration. 
 

Key words: wavelet analysis, algorithm of reduction of unknowns, multilevel methods, numerical methods, 
boundary problem, structural mechanics 

 
 
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 
Пусть рассматривается двумерная прямо-
угольная область (рис. 1.1) 
 

} 0   ,0   :),( { 221121 lxlxxx  ,    (1.1) 
 

где 21  , xx  – координаты; 21  , ll  – размеры об-

ласти вдоль координатных осей 21  , OxOx  со-
ответственно. 
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Рис. 1.1. Исходная двумерная прямоугольная область и ее дискретизация. 

 
Разделим область (1.1) по горизонтали на 

)1( N  равных частей и по вертикали на 
)1( N  равных частей, где MN 2 , M  – не-

которое целое число (максимальный уровень 
функций Хаара (количество уровней)). 
Координаты точек деления, очевидно, опре-
деляются по формулам  
 

Nihix i  ..., 2, ,1  ,)1( 111,1  ; 

   Nihix i  ..., 2, ,1  ,)1( 222,2  ,   (1.2) 

 
где 1h  и 2h  – шаги деления по осям 21  , OxOx  
соответственно, 
 

)1/(11  Nlh ;   )1/(22  Nlh .         (1.3) 
 
Семейство функций Хаара 

,2,...,,1  ,2,...,,1  ),,( 121,,, 2121 p
p

jjss NjMpii   

1 ,0  1, ,0  , ..., 2, ,1 212  ssNj p  (причем не-

допустим случай 0 21  ss ), определенных 
в узлах сетки, с учетом нормировки задается 
формулами: 
 

;0   ; ..., 2, ,1   ; ..., 2, ,1         

 ,

случаях остальных   в   ,0 

)
22

1
(2

)
2

1(2
   ,)1( 

1
),(

21

2

1

1

0 1

1

21,,,

2211

2121

MpNiNi

k
ji

i
k

j

ii

q k q
q

p
q

q
q

q
p

sksk

p

p
jjss

q








































  



 




  

(1.4) 

, ..., 2, ,1   ; ..., 2, ,1                  
 ,/1),(

21

211,1,0,0

NiNi
ii M

M


 

  (1.5) 

 
причем (1.5) является дополнением семейст-
ва функций (1.4) до базиса; pp NN   – коли-

чество функций Хаара на p -ом уровне, 
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








;   ,1 
0   ,22/ )1(1

Mp
MpNN

pMp

p     (1.6) 

 

p  – норма функции Хаара на p -ом уровне 

(определяется при отсутствии в (1.4) деления 
на p ), т.е. 

 

; ||||                                      

  ..., 2, ,1    , ..., 2, ,1 

2121 ,,,

11

p
p

jjss

pp NjNj

 


 










.   ,2 
0   ,2 1

MpN
Mp

M

p

p    (1.7) 

 
Следует отметить, что значения индексов 1s  

и 2s  соответствуют трем базовым функциям: 
 

p
jj 21,,0,1  

1 –1 
1 –1 

0   ,1 21  ss  
 

p
jj 21,,1,0  

1 1 
–1 –1 

1   ,0 21  ss  
 

p
jj 21,,1,1  

1 –1 
–1 1 

1   ,1 21  ss  
 
Можно показать [1-8], что вектор (1.2) пред-
ставим в виде 
 

vQy  ,                         (1.8) 
 

где Q  – матрица нормированных базисных 
функций Хаара, записанных по столбцам; v  
– вектор коэффициентов разложения функ-
ции ),( 21 iiy  по базису Хаара, имеющий сле-
дующую структуру 
 

TTMTT vvvv ] )(   ...   )(   )( [ 10 ,         (1.9) 
где    
 

;0                                            

 ,] )(   ...   )(   )(   ...          

   ...   )(   ...   )(   )(            

 )(   ...   )(   )( [

,,2,1

2,2,22,1

1,1,21,1

Mp

vvv

vvv

vvvv

TTp
NN

Tp
N

Tp
N

Tp
N

TpTp

Tp
N

TpTpp

pppp

p

p





 

  (1.10) 
Tp

jj
p

jj
p

jj
p

jj vvvv ]        [
21212121 ,,1,1,,1,0,,0,1,  , 

Mp 0   ;   (1.11) 
MM vv 1,1,0,0 ;                   (1.12) 

,] ),(   ...   )1,(   ...   ),2(         
  ...   )1,2(   ),1(   ...   )1,1( [

TNNyNyNy
yNyyy 

(1.13) 

 
причем, как видно, векторы v  и y  имеют 
размерность 
 

2Nn  .                        (1.14) 
 

Элементы матрицы Q  определяются по 
формулам 
 

,

случаях остальных   в   ,0 

)12(2

)22(2
    

 ,)1( 

1
}{

2

1

1

0
,

2211



























 




q k qq

p
q

qqq
p

sksk

p
ti

q
kji

ikj
Q


 

               (1.15) 
 

где   ni  ..., 2, ,1 ;  индексы 21  , ii  определяют-
ся по глобальному индексу i  в соответствии 
с алгоритмом, изложенным в [1-8]; 
 

;)1(                   
)1(32

1
,,2

121



p

totcomppcomp NNj
jsst

  (1.16) 

;1 ..., 2, ,1  , ..., 2, ,1           
  , ..., 2, ,1   1, ,0   1, ,0

2

121




MpNj
Njss

p

p (1.17) 

MMiQ /1}{ ,  ,   ni  ..., 2, ,1 ,      (1.18) 

 
причем здесь были использованы обозначе-
ния 
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







;   ,1 

0   ,3 
, Mp

MpN
N p

pcomp           (1.19) 

01
, 
totcompN ; 

1 ..., 2, ,1   ,)(3
0

2
,  



MrNN
r

q
q

r
totcomp ; 

   nN M
totcomp , ;   (1.20) 

 
Очевидно, что формула для определения 
элементов матрицы Q  может быть записана 
также следующим образом (см. также фор-
мулы (1.16)-(1.17)): 
 

1 ..., 2, ,1  ),,(}{ 21,,,, 2121
 MpiiQ p

jjssti  ,  

(1.21) 
где   Nii /)1(2  ;   Niii  )1( 21 ;    (1.22) 

   MMiQ /1}{ ,  .                  (1.23) 

 
Введем в рассмотрение вектор 
 

TTMTT ] )(   ...   )(   )( [ 10   ,    (1.24) 
 

где    
 

;] )(   ...   )(   )(   ...         

   ...   )(   ...   )(   )(            

 )(   ...   )(   )( [

,,2,1

2,2,22,1

1,1,21,1

TTp
NN
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N

Tp
N

Tp
N

TpTp

Tp
N

TpTpp

pppp

p

p



 

 

   (1.25) 












ся.редуцирует               
   , ,   если   0, 

сяредуцирует не               
 , ,   если   1, 

212121

212121

21

,,1,1,,1,0,,0,1

,,1,1,,1,0,,0,1

, p
jj

p
jj

p
jj

p
jj

p
jj

p
jj

p
jj vvv

vvv

  

          (1.26) 
 

В самом деле, очевидно, что редукция коэф-
фициентов разложения по базису Хаара 

p
jj

p
jj

p
jj vvv

212121 ,,1,1,,1,0,,0,1  , ,  может быть только од-

новременной.  
Пусть rv  – соответствующий редуцирован-
ный вектор коэффициентов разложения 
функции ),( 21 iiy  по базису Хаара 
 

TTMrTrTrr vvvv ] )(   ...   )(   )( [ ,1,0, ,    (1.27) 
 

где prv ,  – rn -мерный вектор, получающийся 
путем исключения из вектора pv  элементов 

p
jjssv
2121 ,,, , для которых 0

2121 ,,, p
jjss , причем 

 

 
  


 


M

p

p
jjss

N

j

N

j
ss

s s

r
p p

n
0

,,,
1 1

0 или 0

1

0

1

0
2121

1 2

21

1 2

 ,      (1.28) 

 
т.е. в сумме (1.28) не допускается случай, 
когда 0 21  ss . 

Значения исключаемых элементов p
jjssv
2121 ,,,  

могут быть определены в соответствии с ал-
горитмом осреднения, подробно описанным 
в [1-8]. 
Очевидно, что можем записать 
 

rvRv  ,                       (1.27) 
 
где R  – прямоугольная матрица размером 

rnn , которую будем называть матрицей 
редукции. 
Основной задачей далее является построение 
матрицы редукции R . 
 
 
2. НЕКОТОРЫЙ ПРОСТОЙ ПРИМЕР 
 
Рассмотрим ниже для определенности про-
стейший частный случай 4N . Очевидно, 
имеем: 
 

2M ;   20 N ;   11 N ;   12 N ;    (2.1) 
TTTT vvvv ] )(   )(   )( [ 210 ,           (2.2) 

 
где        
 

TTTTT vvvvv ] )(   )(   )(   )( [ 0
2,2

0
2,1

0
1,2

0
1,1

0  ;  
1
1,1

1 vv  ;   2
1,1,0,0

2 vv  ;   (2.3) 

2; ,1   ;2 ,1                                  
  ,]        [

21

0
,,1,1

0
,,1,0

0
,,0,1

0
, 21212121




jj
vvvv T

jjjjjjjj    (2.4) 
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Tppp vvvv ]        [ 1,1,1,11,1,1,01,1,0,1
1
1,1  ;        (2.5) 

 
Пусть задано, что 
 

T] 1   1   0   0   0   0 [ ,              (2.6) 

т.е.   00
2,2

0
1,2

0
2,1

0
1,1   ;    

12
1,1

1
1,1   .   (2.7) 

 
Итак, следуя (2.8)-(2.9) редуцированный век-
тор имеет вид: 
 

Tr vvvvv ]           [ 2
1,1,0,0

1
1,1,1,1

1
1,1,1,0

1
1,1,0,1 ,       (2.8) 

 
причем, очевидно, что 
 

4rn .                          (2.9) 
 

В соответствии с алгоритмом, описанным в 
[1-8], исключенные на этапе редукции неиз-
вестные определяются по соответствующим 
формулам осреднения, которые в данном 
случае записываются следующим образом 
(ниже 1 ,0  1, ,0 21  ss  (причем недопустим 

случай 0 21  ss )): 
 

,           1
1,1,,,

0
2,2,,

0
2,1,,

0
1,2,,

0
1,1,,

21212121

2121

ssssssss

ssss

vvv

vv




 (2.10) 

где   25.00,1  ;   25.01,0  ;    

125.01,1  .   (2.11) 

 
Итак, матрица редукции R  сообразно выше-
приведенным формулам (2.2), (2.8) и (2.10) 
определяется в виде 








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
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
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


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


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000
000
000
000
000
000
000
000
000
000
000
000

1,1

1,0

0,1

1,1

1,0

0,1

1,1

1,0

0,1

1,1

1,0

0,1














R .             (2.14) 

 
 
3. МУЛЬТИИНДЕКСЫ И ГЛОБАЛЬНАЯ 
ИНДЕКСАЦИЯ ЭЛЕМЕНТОВ  
ВЕКТОРА КОЭФФИЦИЕНТОВ  
РАЗЛОЖЕНИЯ ИСКОМОЙ  
ФУНКЦИИ ПО БАЗИСУ ХААРА 

 
Введем глобальную систему индексации 
элементов вектора (1.9) в соответствии с 
формулой: 
 

),,,,(      2121 pjjssk  ,             (3.1) 
 
где                
 

;)(3)1(3                 

)1(32
1

0

2
2

121









p

q
qp NNj

jssk

  (3.2) 

 
k  – глобальный индекс; pjjss ,,,, 2121  – ис-
ходные индексы (мультииндекс). 
Будем использовать далее следующие обо-
значения: 
 

   








;   ,1 

0   ,3 
, Mp

MpN
N p

pcomp          (3.3) 
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01
, 
totcompN ;    

1 ..., 2, ,1   ,)(3
0

2
,  



MtNN
t

q
q

t
totcomp ; 

   2
, nN M
totcomp  ;   (3.4) 

 
Можно предложить следующим алгоритм 
определения индексов   , , , , 2121 ssjjp  по 
глобальному индексу k : 
1. Задаемся значением Mr  . 
2. Вычисляем значение r

totcompN , . 

3. Вычисляем значение r  по формуле 
 











 


r
totcomp

r N

k

,

1 ,                     (3.5) 

 
где запись типа ][a  обозначает целую часть 
числа a . 
4. Если 1r , то индекс p  определяется по 
формуле 
 

rp 1 .                        (3.6) 
 

Если Mp  , то индексы   , , , 2121 ssjj  опре-
деляются по формулам 
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
p

totcomppcomp NNjj
sks

 

   (3.7) 
 

Если Mp  , то индексы   , , , 2121 ssjj  опре-
деляются по формулам 
 

11 j ;   12 j ;   01 s ;   02 s .        (3.8) 

Если 0r  и 0r , то уменьшаем значение 
r  на единицу и переходим к пункту 2 алго-
ритма.  
Если 0r  и 0r , то следует положить 
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pcompNjjsks ,2121 )1()1(32  . 

    (3.9) 
 
 

4. МУЛЬТИИНДЕКСЫ И ГЛОБАЛЬНАЯ 
ИНДЕКСАЦИЯ ЭЛЕМЕНТОВ  
РЕДУЦИРОВАННОГО ВЕКТОРА  
КОЭФФИЦИЕНТОВ РАЗЛОЖЕНИЯ 
ИСКОМОЙ ФУНКЦИИ ПО БАЗИСУ 
ХААРА 

 
Введем обозначения: 
 

MpN
p pN

j

N

j

p
jj

r
p 

 
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1 1

,

1 2

21
 ;         (4.1) 
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0   ,3
1 1
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1 2

21
 ;    

Mr
McompN 1,1,  ;   (4.2) 

01
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redtotN ; 

   MtNN
t

q

q
pcomp

r
redtot  ..., 1, ,0   ,

0
,, 



.   (4.3) 

 
Введем глобальную систему индексации 
элементов вектора (1.27) в соответствии с 
формулой: 
 

),,,,(      2121 pjjssk  ,            (4.4) 
 
где                    



П.А. Акимов, М.Л. Мозгалева, В.Н. Сидоров  

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 84 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

;3                      

32

1
,

1

1

1
,

1

1
,21

1

2

2

21

1

1

21




















p

redtot

N

q

j

q

p
qq

j

q

p
jq

N

ssk

p




   (4.5) 

 
k  – глобальный индекс; pjjss ,,,, 2121  – ис-
ходные индексы (мультииндекс). 
Можно предложить следующим алгоритм 
определения индексов pjjss ,,,, 2121  по гло-
бальному индексу k : 
1. Задаемся значением Mr  . 
2. Вычисляем значение r

redtotN , . 

3. Вычисляем значение r  по формуле 
 











 


r
redtot

r N

k

,

1 .                    (4.6) 

 
4. Если 1r , то индекс p  определяется по 
формуле 
 

1 rp .                        (4.7) 
 

Далее вычисляем вспомогательную величи-
ну t : 
 

s
redtotNkt , .                    (4.8) 

 
Индексы 2121 ,,, jjss  определяем в рамках 
описанной ниже процедуры: 
а) Задаемся значениями 11 l , 02 l , 11 m , 

12 m  
б) Вычисляем величину 
 

1
,

1

1

1
,21,

1

2

2

2121
32 







  p
redtot

N

q

m

q

p
qqmm Nllr

p

 . 

                        (4.9) 
 
в) Если 

21,mmrt  , то  

 

11 ls  ;   22 ls  ;   11 mj  ;   22 mj  .   (4.10) 
 

В противном случае следует выполнить опи-
санные ниже действия: 
– если 11 l , 02 l , то следует положить 

01 l , 12 l ; 

– если 01 l , 12 l , то следует положить 

11 l , 12 l ; 

– если 11 l , 12 l  и pNm 1 , то следует 

увеличить значение 1m  на единицу, поло-

жить 11 l , 02 l  и перейти к пункту б) про-
цедуры; 
– если 11 l , 12 l  и pNm 1  следует увели-

чить значение 2m  на единицу, положить 

11 m , 11 l , 02 l  и перейти к пункту б) 
процедуры. 
Если 0r  и 0r , то уменьшаем значение 
r  на единицу и переходим к пункту 2 алго-
ритма.  
Если 0r  и 0r , то следует положить 
 

0p ,                          (4.11) 
 

а индексы 2121 ,,, jjss  определить согласно 
описанным выше пунктам а)-в) процедуры. 

 
 

5. АЛГОРИТМ ФОРМИРОВАНИЯ МАТ-
РИЦЫ РЕДУКЦИИ 

 
1. Изначально задаем всем элементам матри-
цы R  нулевые значения, т.е. задаем 0R . 
2. Задаемся значением ni 1 . 
3. В соответствии с описанной ранее проце-
дурой (см. пункт 3) по глобальному индексу 

1i  находим мультииндекс   , , , , 2121 ssjjp  со-
ответствующего элемента вектора (1.9). 
4. Здесь следует отдельно рассмотреть два 
различных случая. 
4.1. Если 1

21, p
jj , то в соответствии с опи-

санной ранее процедурой (см. пункт 4) по 
мультииндексу   , , , , 2121 ssjjp находим соот-

ветствующий глобальный индекс 2i  соответ-

ствующего элемента вектора (1.24), после 
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чего определяем значение элемента матрицы 
редукции по формуле 
 

1
21, iiR ,                          (5.1) 

 
где 1i  и 2i  – соответственно номер строки и 
номер столбца, в которых расположен эле-
мент матрицы. 
4.2. Если 0

21, p
jj , то далее вычисляем зна-

чения параметров 
 

1m ;   1 pq ;   11 jt  ;   22 jt  ;     (5.2) 





 


2

11
1

t
z ;   



 


2

12
2

t
z .       (5.3) 

 
4.2.1. Если 1

21 , q
zz , то в соответствии с опи-

санной ранее процедурой (см. пункт 4) по 
мультииндексу   , , , , 2121 zzttq  находим соот-

ветствующий глобальный индекс 2i  соответ-
ствующего элемента вектора (1.24), после 
чего определяем значение элемента матрицы 
редукции по формуле 
 

m
iiR 
21, .                      (5.4) 

 
4.2.2. Если 0

21 , q
zz , то увеличиваем вели-

чину m  на единицу, увеличиваем величину 
q  на единицу, задаем 11 zt  , 22 zt   и пере-
ходим к формуле (5.3). 
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ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ДИСКРЕТНО-
КОНТИНУАЛЬНОГО МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ И ФОРМ 

КОЛЕБАНИЙ КОНСТРУКЦИЙ С КУСОЧНО-
ПОСТОЯННЫМИ ФИЗИКО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИМИ 
ПАРАМЕТРАМИ ПО ОСНОВНОМУ НАПРАВЛЕНИЮ 
ЧАСТЬ 1: УПРУГИЕ ИЗОТРОПНЫЕ БАЛКИ-СТЕНКИ 

 
П.А. Акимов, М.Л. Мозгалева, В.Н. Сидоров 

ФГБОУ ВПО «Московский государственный строительный университет», г. Москва, РОССИЯ 
 

АННОТАЦИЯ: Настоящая статья посвящена численной реализации дискретно-континуального метода 
конечных элементов для определения собственных частот и форм колебаний упругих изотропных балок-
стенок с кусочно-постоянными физико-геометрическими параметрами по основному направлению. 
 

Ключевые слова: дискретно-континуальный метод конечных элементов, численная реализация, 
собственные частоты, формы колебаний, балка-стенка, кусочно-постоянные параметры 

 
 

NUMERICAL IMPLEMENTATION OF DISCRETE-CONTINUAL 
FINITE ELEMENT METHOD FOR EIGENVALUE ANALYSIS 

OF STRUCTURES WITH PIECEWISE-CONSTANT PHYSICAL 
AND GEOMETRICAL PARAMETERS IN BASIC DIMENSION 

PART 1: ELASTIC ISOTROPIC DEEP BEAMS 
 

Pavel A. Akimov, Marina L. Mozgaleva, Vladimir N. Sidorov 
Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

 
ABSTRACT: The distinctive paper is devoted to numerical implementation of discrete-continual finite element 
method (DCFEM) of eigenvalue analysis of elastic isotropic deep beams with piecewise-constant physical and 
geometrical parameters in basic dimension. 
 

Key words: discrete-continual finite element method, numerical implementation, 
eigenvalue analysis, deep beam, piecewise-constant physical and geometrical parameters 

 
 
ВВЕДЕНИЕ 
 
Проблема определения собственных частот и 
форм колебаний балок-стенок с кусочно-
постоянными физико-геометрическими па-
раметрами (характеристиками), как известно, 
связана с определением собственных значе-
ний и собственных функций соответствую-
щих краевых задач строительной механики. 

Изучение характеристик собственных коле-
баний конструкций важно для исследования 
их чувствительности к периодическим воз-
действиям. Данная проблема может быть 
эффективно решена на основе использования 
дискретно-континуального метода конечных 
элементов (ДКМКЭ), предложенного в рабо-
тах А.Б. Золотова и П.А. Акимова [9-15]. 
Метод в данном случае является дискретно-
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континуальным в том смысле, что по выде-
ляемому направлению кусочного постоянст-
ва характеристик (основное направление) 
конструкции сохраняется континуальный 
характер задачи и соответственно аналити-
ческая форма получаемого решения, в то 
время как по другому производится дискре-
тизация с использованием стандартной тех-
ники метода конечных элементов (МКЭ). 
Таким образом, построение алгоритмов ре-
шения осуществляется за счет разумного со-
четания численных и аналитических подхо-
дов. Аналитичность получаемых при этом 
решений существенно способствует улучше-
нию качества исследования рассматривае-
мых объектов. Найденная с помощью 
ДКМКЭ картина напряженно-
деформированного состояния (НДС) разви-
вает интуицию расчетчика и понимание ра-
боты конструкций, характера влияния на них 
разного рода локальных и глобальных фак-
торов. ДКМКЭ особенно эффективен в зонах 
краевого эффекта, там, где часть составляю-
щих решения представляет собой быстроиз-
меняющиеся функции, скорость изменения 
которых не всегда может быть адекватно уч-
тена традиционными численными методами. 
Преимуществами ДКМКЭ также являются 
понижение размерности при численном ре-
шении и отсутствие практических ограниче-
ний на длину объектов по основному на-
правлению. 
Континуальная постановка рассматриваемой 
далее задачи представлена в [2, 4], ниже изла-
гаются вопросы соответствующей численной 
реализации. 

 
 

1.   ДИСКРЕТНО-КОНТИНУАЛЬНАЯ 
АППРОКСИМИРУЮЩАЯ МОДЕЛЬ 
КОНСТРУКЦИИ. ДИСКРЕТНО-
КОНТИНУАЛЬНЫЙ КОНЕЧНЫЙ 
ЭЛЕМЕНТ (ДККЭ) 

 
Для постановки и решения рассматриваемой 
задачи каждая исходная подобласть 

1 ..., 1,=   ,  kk nk  окаймляется соответст-

вующей расширенной 1...,1,=   , kk nk  

[15]. Принимается следующая дискретно-
континуальная модель: по основному направ-
лению (вдоль оси 2Ox ) решается контину-

альная задача, а по другому (вдоль оси 1Ox ) 
производится конечноэлементная аппрокси-
мация, причем схема разбиения на дискрет-
но-континуальные элементы одинакова для 
всех подобластей 1 ..., 1,=   , kk nk ) (рис. 

1.1, 1.2). 
Каждая подобласть k  разбивается на дис-

кретно-континуальные конечные элементы 
(ДККЭ) 1 ..., 2, 1,=   ,1 ..., 1,=   ,,  Nink kik  

(рис. 1.1, 1.2). 
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где 1l , 2l  – соответственно размеры конст-
рукции по неосновному и основному на-
правлениям; N  – количество узлов конечно-
элементной сетки по неосновному направле-
нию; Nixx i  ..., 2,1,  ),,( 2,1   – координаты 

узлов сетки; ih  – шаги сетки (размеры эле-

ментов по неосновному направлению).  
Определяем характеристическую функцию 
дискретно-континуального конечного эле-
мента ik ,  и поэлементные функции, харак-

теризующие свойства материала конструк-
ции: 
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Рис 1.1. Схема дискретизации конструкции. 

 

 
Рис. 1.2. Типовой дискретно-континуальный конечный элемент. 

 
Рассмотрим произвольный ),( ik -й элемент 
модели (рис. 1.2). Переходим от исходной 
системы координат к элементной: 

),,(),( 221 xtixx  , т.е. выполняем локальную 

замену переменных внутри элемента. Здесь t  
– локальная координата, введенная по на-
правлению оси 1Ox  и связанная с ДККЭ: 

] ,[  1], [0, ;/)( 1,1,11,11  iiii xxxthxxt .(1.7)
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2. АППРОКСИМАЦИЯ НЕИЗВЕСТНЫХ 
ФУНКЦИЙ 

 
В качестве основных неизвестных в узлах 
принимаются составляющие перемещений 

)(
1

ku , )(
2
ku  и их производные )(

1
kv  и )(

2
kv  по 2x , 

т.е. для ),( ik -го узла это ),(
2

),(
1  , ikik uu , 

),(
2

),(
1  , ikik vv  и соответственно вектор неизвест-
ных 
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где          







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2
),(),( )( ik

ik
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а вектор неизвестных во всех узлах элемента 
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Будем полагать, что поля )(

1
ku , )(

2
ku  и )(

1
kv  и 

)(
2
kv  по «поперечному» (по отношению к ос-

новному направлению) сечению ДККЭ ап-
проксимируются линейно. Здесь можно про-
вести прямую аналогию с функциями фор-
мы, которые используются в стандартном 
МКЭ при решении задач, связанных с про-
дольными деформациями прямолинейных 

стержней. Выполним схожую процедуру по-
строения формул аппроксимации. Имеем: 
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     (2.10) 
 
или иначе в матрично-векторной форме 
 

,),(   2, ,1                            

   ,   ,

,21

),()(),()(

ik

ik
j

Tk
j

ik
j

Tk
j

xxj

tvtu







 (2.11) 
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Очевидно, имеют место соотношения: 
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Обращая матрицу C , получим: 
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Следовательно, определяем: 
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или 
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где      ]     [)( 21
1 NNСttNN T           (2.18) 
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– матрица функций формы («поперечных» 
по отношению к основному направлению) по 
сечению ДККЭ с элементами 
 

ttN 1)(1 ;   ttN )(2 .        (2.19) 
 

Итак, получили ожидаемый очевидный ре-
зультат. 
Матрица (2.18) после переобозначений также 
представима в виде 
 

0)( NttNN T ,   где   1
0

СN .    (2.20) 

 
Несложно показать, что также справедливы 
следующие важные для последующего из-
ложения соотношения: 
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  – символ, обозначающий операцию пря-
мого произведения матриц; 
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Руководствуясь (2.20) и (2.22) можем запи-
сать: 
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3. АППРОКСИМАЦИЯ ЧАСТНЫХ 
ПРОИЗВОДНЫХ ОТ ИСКОМЫХ 
ФУНКЦИЙ 

 
Выражения для частных производных перво-
го порядка от неизвестных функций по пе-
ременным 1x  и 2x  записываются следующим 

образом (ниже ikxx ,21 ),(  ): 
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где        TNNtN
dt

d
tN ]     [)()( 21  .         (3.3) 

 
Производные от матрицы функций формы 
(3.3) находятся дифференцированием ее 
элементов (2.16), т.е. 
 

1)(1  tN ;   1)(2  tN .             (3.4) 
 

Как видно, элементы (3.4) не зависят от t . 
Вместе с тем, очевидно, что при характере 
аппроксимации, отличном от (2.19), зависи-
мость соответствующих элементов от t  мо-
жет иметь место. 
Очевидно, что соответствующие узловые 
функции определяются с учетом соответст-
вующих операций осреднения по формулам, 
являющимся частными случаями (3.1)-(3.3): 
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где    
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Рассмотрим важные частные случаи формул 
(3.5) и (3.7). Очевидно, что если 

1 ..., 3, ,2  ,1,1,  Niikik    будем иметь: 
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В случае 1 ..., 3, ,2  ,1  ,0 ,1,  Niikik   

(дискретно-континуальный элемент 1, ik  

аппроксимирует «пустоту») имеем: 
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В случае 1 ..., 3, ,2  ,0  ,1 ,1,  Niikik   

(дискретно-континуальный элемент ik ,  ап-

проксимирует «пустоту») имеем: 
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Если 11, k  (дискретно-континуальный эле-

мент 1,k  аппроксимирует «пустоту»), то 

вместо (3.6) и (3.9), очевидно, будем иметь: 
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Если 11, Nk  (дискретно-континуальный 

элемент 1, Nk  аппроксимирует «пустоту»), 

то вместо (3.6) и (3.9), очевидно, будем 
иметь: 
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4. АППРОКСИМАЦИЯ ДЕФОРМАЦИЙ 
И НАПРЯЖЕНИЙ 

 
Выражения для деформаций и напряжений 
[7, 8, 16-24] на элементе на основании из-
вестных соотношений записываются сле-
дующим образом: 
– деформации 
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– напряжения 
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Приведенные к узлам деформации )()(

11 ][ ik , 
)()(

12 ][ ik , )()(
21 ][ ik , )()(

22 ][ ik  и напряжения 
)()(

11 ][ ik , )()(
12 ][ ik , )()(

21 ][ ik , )()(
22 ][ ik  определя-

ются аналогично частным производных от 
искомых функций (см. формулы пункта 3) с 
учетом соответствующих операций осредне-
ния. 

 
 
5. ПОСТРОЕНИЕ МАТРИЦ 
ЖЕСТКОСТИ ДККЭ 

 
Функционал энергии конструкции можно 
представить в виде суммы функционалов, 
определенных на дискретно-континуальных 
конечных элементах. С учетом вышеизло-
женного можем установить следующее соот-
ветствие между континуальными оператора-
ми, представленными в [2, 4] и их дискретно-
континуальными аналогами на произволь-
ном ДККЭ: 
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Имеем (см. также [2, 4]): 
 

)~ ,~~
(      ) ,( ),(),()(

,,
ikiki

vvkkkvvk vvKvv L ;      (5.7) 

)~ ,~~
(      ) ,( ),(),()(

,,
ikiki

uvkkkuvk vuKvu L ;      (5.8) 

)~ ,~~
(      ) ,( ),(),()(

,,
ikiki

vukkkvuk uvKuv L ;     (5.9) 

)~ ,~~
(      ) ,( ),(),()(

,,
ikiki

uukkkuuk uuKuu L ;    (5.10) 

 
Вычислив интегралы в (5.1)-(5.4), получим: 
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Исходя из общих, принятых в МКЭ принци-
пов нумерации неизвестных осуществим сле-
дующую перестановку неизвестных и соот-
ветствующее преобразование строк и столб-
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где P  – матрица перестановок, 
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Итак, с учетом (5.11)-(5.14) и (5.20)-(5.24) 
будем иметь: 
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6. ФОРМИРОВАНИЕ ГЛОБАЛЬНЫХ 
МАТРИЦ 

 
Формирование глобальных  матриц  

vukuvkuuk KKK ,,, ,,  и vvkK ,  N2 -го порядка сис-
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темы ДККЭ для всей конструкции осуществ-
ляется аналогично стандартной методике 
формирования глобальной матрицы жестко-
сти [8, 21, 24]. Схема формирования гло-
бальных  матриц  vukuvkvvk KKK ,,,  , ,  и uukK ,  

условно показана на рис. 6.1, 6.2, 6.3 и 6.4. 
Штриховка используется для обозначения 
элементов соответствующих поэлементных 
матриц. «Перекрывание» штриховок соот-
ветствует расположению суммируемых эле-
ментов, незаштрихованные элементы явля-
ются нулевыми. 
Заметим, что при наличии в рассматривае-
мой конструкции «пустот» (т.е. дискретно-
континуальных элементов с нулевыми зна-
чениями характеристической функции) мат-
рица vvkK ,  будет вырожденной, что, очевид-

но, приведет к невозможности вычисления 
1
,


vvkK . В этой связи необходима коррекция 

матрицы vvkK , . Алгоритм этой коррекции 

следующий:  
1. Последовательно перебираем Ni 2 ..., 2, ,1 . 
2. Для каждого значения i  следующее: если 
все элементы i -й строки матрицы vvkK ,  ну-

левые и все элементы i -го столбца матрицы 

vvkK ,  также нулевые, то следует положить 

1)( ,, iivvkK , где iivvkK ,, )(  – элемент матрицы 

vvkK , , расположенный в i -й строке и i -м 

столбце. 
Континуальные операторы [2, 4] и матрицы 
сопоставлены так: 
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где E  – тождественный оператор и единич-
ная матрица соответствующего порядка;  
 

k,vuk,uvk,uv KKK ~
.                 (6.3) 

 
 
7. УЧЕТ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
 
Статические граничные условия на прямых 

1,11 xx   и Nxx ,11   (части границы области 

 ) для рассматриваемой конструкции учи-
тываются, как правило, в векторе узловых 
нагрузок. Для решения задачи также должны 
быть приняты во внимание статические гра-
ничные условия на остальных элементах 
границы (если заданы) и кинематические 
граничные условия.  
Пусть k

b
k nkx  ..., 2, ,1  ,,2   – координаты гра-

ничных поперечных сечений конструкции 
(рис. 7.1). Граничные условия в них записы-
ваются в виде 
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где 1...,2,= ,, 
kkk nkBB  и 

1B , 
knB  – за-

данные матрицы коэффициентов граничных 
условий, квадратные N4 -го порядка; 

1 ..., 2,=   , , 
kkk nkgg  и 

kngg  ,1  – заданные 

N4 -мерные векторы правых частей гранич-
ных условий; 
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T
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nkk u   ...   u   uxuu ] )()()( [)( ),()2,()1,(
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               (7.4) 
TTNk

n
Tk

n
Tk

nkk v   ...   v   vxvv ] )()()( [)( ),()2,()1,(
2  .   

               (7.5) 
Рассмотрим задание некоторых стандартных 
типов граничных условий, поперечных по 
отношению основному направлению в фор-
ме (7.1)-(7.2) в произвольной граничной точ-
ке с координатой b

kx ,2 .  
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Рис. 6.1. Условная схема формирования глобальной матрицы vvkK , . 

 

 
Рис. 6.2. Условная схема формирования глобальной матрицы uvkK , . 

 

 
Рис. 6.3. Условная схема формирования глобальной матрицы vukK , . 
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Рис. 6.4. Условная схема формирования глобальной матрицы uukK , . 

 

 
Рис. 7.1. Пример расположения координат граничных поперечных сечений. 

 
Строго говоря, возможно три основных ва-
рианта граничной точки: 1) knk  1   – про-

межуточная граничная точка; 2) 1k  – 
крайняя левая (первая) граничная точка; 3) 

knk    – крайняя правая (последняя) гранич-

ная точка. 
Рассмотрим задание некоторых стандартных 
типов граничных условий, поперечных по 
отношению основному направлению в фор-
ме (7.1)-(7.2) в произвольной граничной точ-
ке с координатой b

kx ,2 . Строго говоря, воз-

можно три основных варианта граничной 
точки: 1) knk  1   – промежуточная гранич-

ная точка; 2) 1k  – крайняя левая (первая) 
граничная точка; 3) knk    – крайняя правая 

(последняя) граничная точка. 

Шарнирное закрепление. 
Для случая knk  1   имеем следующие гра-

ничные условия: 
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0)0,( ,21
)(

1 b
k

k xxu ,   0)0,( ,21
)(

2 b
k

k xxu , 

  ] [0, 11 lx  .     (7.7) 
 

На дискретно-континуальном уровне вместо 
(7.6)-(7.7) имеем: 
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Таблица 7.1. Алгоритм заполнения матрицы 
kB  при задании шарнирного закрепления  

в граничной точке (варианты граничной точки 1, 2). 
№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение 
элемента  
матрицы 

Эквивалентное 
Условие 

1 Niii  ..., 2, 1,   ),12 ,12(   1 0)0( ,2
),(

1 b
k

ik xu ,   1 ..., 2, 1,= Ni  

2 Niii  ..., 2, 1,   ),2 ,2(   1 0)0( ,2
),(

2 b
k

ik xu ,   1 ..., 2, 1,= Ni  

Примечание: 1. При варианте 3 граничной точки матрица 
kB  задается нулевой.  

2. Все элементы матриц 
kB  не указанные в таблице равны нулю. 

 

Таблица 7.2. Алгоритм заполнения матрицы 
kB  при задании шарнирного закрепления  

в граничной точке (варианты граничной точки 1, 3). 
№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение 
элемента  
матрицы 

Эквивалентное 
Условие 

1 NiiiN  ..., 2, 1,   ),12 ,1)(2(   1 0)0( ,2
),1(

1  b
k

ik xu ,   1 ..., 2, 1,= Ni

2 NiiiN  ..., 2, 1,   ),2 ),(2(   1 0)0( ,2
),1(

2  b
k

ik xu ,   1 ..., 2, 1,= Ni

Примечание: 1. При варианте 2 граничной точки матрица 
kB  задается нулевой.  

2. Все элементы матриц 
kB  не указанные в таблице равны нулю. 
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k
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k
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   Ni  ..., 2, 1,= .   (7.9) 
Для случая 1k  имеем следующие гранич-
ные условия: 
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  ] [0, 11 lx  .   (7.10) 
 
Дискретно-континуальный аналог (8.10) 
имеет вид: 
 

0)0( 1,2
),1(

1 bi xu ,   0)0( 1,2
),1(

2 bi xu , 

   Ni  ..., 2, 1,= .   (7.11) 
 
Для случая knk    имеем следующие гранич-

ные условия: 
 

0)0,( ,21
)1(

1  b
n

n

k

k xxu ,   0)0,( ,21
)1(

2  b
n

n

k

k xxu , 

   ] [0, 11 lx  .   (7.12) 

Дискретно-континуальный аналог (8.12) 
имеет вид: 
 

0)0( ,2
),1(

1  b
n

in

k

k xu ,   0)0( ,2
),1(

2  b
n

in

k

k xu ,  

  Ni  ..., 2, 1,= .   (7.13) 
 

Условия (7.8)-(7.9), (7.11), (7.13) представимы в 
форме (7.1)-(7.2). Алгоритм формирования 
матриц 

kB  и 
kB  указан в таблицах 7.1 и 7.2 

соответственно. Векторы 1...,2,=   , , 
kkk nkgg  

и 
kngg ,1  задаются нулевыми, т.е. 

 
1 ..., 2,=   ,0   ,0  

kkk nkgg ;    

0   ,01  
kngg .   (7.14) 

 
Идеальный контакт. 
Случаи  1k  и knk    здесь неактуальны. 

Рассмотрим случай knk  1  , причем пусть  

Nixxxx ikik  ..., 2, 1,=   ,1),(   ,1),( 21,21,1   . 

                      (7.15) 
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Для случая knk  1   имеем следующие гра-

ничные условия: 
 

0)0,()0,( ,21
)1(

1,21
)(

1   b
k

kb
k

k xxuxxu , 

   ] [0, 11 lx  ;   (7.16) 
0)0,()0,( ,21

)1(
2,21

)(
2   b

k
kb

k
k xxuxxu , 

   ] [0, 11 lx  ;   (7.17) 

;] [0,   ,0))0,(              

)0,](([              

))0,()0,](([

11,21
)1(

1

,21
)1(

211

,21
)(

1,21
)(

21

lxxxv

xxu

xxvxxu

b
k

k

b
k

k
k

b
k

kb
k

k
k













 

 (7.18) 

.] [0,                                              

  ,0)0,()2(

)0,]([

)0,()2(

)0,]([

11

,21
)1(

211

,21
)1(

111

,21
)(

2

,21
)(

11

lx

xxv

xxu

xxv

xxu

b
k

k
kk

b
k

k
k

b
k

k
kk

b
k

k
k






















 (7.19) 

 
Дискретно-континуальный аналог (7.16)-
(7.19) имеет вид: 
 

;1 ..., 2, 1,=                                     

 ,0)0()0( ,2
),1(

1,2
),(

1


 

Ni

xuxu b
k

ikb
k

ik

   (7.20) 

;1 ..., 2, 1,=                                     

  ,0)0()0( ,2
),1(

2,2
),(

2


 

Ni

xuxu b
k

ikb
k

ik

 (7.21) 

;1 ..., 2, 1,=                                 

,0)0(][)0(][ ,2
)()1(

12,2
)()(

12


 

Ni

xx b
k

ikb
k

ik 
(7.22) 

.1 ..., 2, 1,=                                       

,0)0(][)0(][ ,2
)()1(

22,2
)()(

22


 

Ni

xx b
k

ikb
k

ik 
(7.23) 

 
После записи граничных условий в виде 
(7.20)-(7.23), переписываем их в форме (7.1)-
(7.2), используя при этом формулы (3.6) и 
(3.10). Алгоритм формирования матриц 

kB  и 

kB , учитывающих приведенные выше соот-

ношения, описан в таблицах 7.3 и 7.4 соот-
ветственно. Векторы 1 ..., 2,=   , , 

kkk nkgg  

задаются нулевыми, т.е. определяются фор-
мулой (7.14). 
 
Свободный край. 
Рассмотрим ниже два наиболее характерных 
частных случая. 

При 1k  имеем следующие граничные ус-
ловия: 
 

0))0,()0,](([ 1,21
)1(

11,21
)1(

211  bb xxvxxu ,   

 ] [0, 11 lx  ;   (7.24) 

,0)0,()2(             

)0,]([

1,21
)1(

211

1,21
)1(

111




b

b

xxv

xxu




 

] [0, 11 lx  .   (7.25) 
 

Дискретно-континуальный аналог (7.24)-
(7.25) имеет вид: 
 

1 ..., 2, 1,=   ,0)0(][ 1,2
)()1(

12  Nixbi ;    (7.26) 

1 ..., 2, 1,=   ,0)0(][ 1,2
)()1(

22  Nixbi .    (7.27) 

 
При knk    имеем следующие граничные ус-

ловия: 
 

,0))0,(                         

)0,](([

,21
)1(

1

,21
)1(

211









b
n

n

b
n

n
n

k

k

k

k

k

xxv

xxu
 

   ] [0, 11 lx  ;   (7.28) 

,0)0,()2(   

)0,]([

,21
)1(

211

,21
)1(

111











b
n

n
nn

b
n

n
n

k

k

kk

k

k

k

xxv

xxu




    

] [0, 11 lx  .   (7.29) 
 
Дискретно-континуальный аналог (7.28)-
(7.29) имеет вид: 
 

1 ..., 2, 1,=   ,0)0(][ ,2
)()1(

12  Nixb
n

in

k

k ; 

                          (7.30) 
1 ..., 2, 1,=   ,0)0(][ ,2

)()1(
22  Nixb

n
in

k

k . 

                          (7.31) 
 
После записи граничных условий в виде 
(7.26)-(7.27) и (7.30)-(7.31), представляем их 
в форме (7.1)-(7.2), используя формулы (3.6) 
и (3.10). 
Алгоритм формирования соответствующих 
матриц 

1B  и 
knB , учитывающих приведен-

ные выше соотношения, описан в таблицах 
7.5 и 7.6.  
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Таблица 7.3. Алгоритм заполнения матрицы 
kB  при задании идеального контакта  

в граничной точке b
kx ,2 , knk  1   при условии (7.15). 

№ 
п/п 

Номера заполняемых  
элементов матриц 

Значение элемента  
матрицы 

Соответствующее 
условие 

1 2 3 4 
1 Niii  ..., 2, 1,   ),12 ,(   1 (7.20) 
2 NiiiN  ..., 2, 1,   ),2 ,(   1 (7.21) 

3 )2 ,12( N  )0(
1

1
1

1, N
hk   

4 )4 ,12( N  )0(
1

2
1

1, N
hk   

5 )12 ,12(  NN  
1,k  

(7.22) 
1i  

6 
1 ..., 3, ,2              

 )),1(2 ,2(



Ni

iiN
 )1(

1

2

1
1

1
1, N

hi
ik 


  

7 
1 ..., 3, ,2              

 ),2 ,2(



Ni

iiN
 












 )0()1(
2

1
1

,
2

1

1, N
h

N
h i

ik

i

ik 
 

8 
1 ..., 3, ,2              

  )),1(2 ,2(



Ni

iiN
 )0(

1

2

1
2, N

hi
ik   

9 
1 ..., 3, ,2              

  ),1)(2 ,2(



Ni

iNiN
 )(

2

1
,1, ikik    

(7.22) 

1   
...,3, ,2



N

i
 

10 )22 ,3( NN  
)1(

1
1

1
1, N

hN
Nk 


  

11 )2 ,3( NN  )1(
1

2
1

1, N
hN

Nk 


  

12 )14 ,3( NN  
1, Nk  

(7.22) 
Ni   

13 )1 ,13( N  )0(
1

1
1

1, N
hk   

14 )3 ,13( N  )0(
1

2
1

1, N
hk   

15 )12 ,13(  NN  
1,1, 2 kk    

(7.23) 
1i  

14 
1 ..., 3, ,2              

 ),32 ,3(



Ni

iiN
 )1(

1

2

1
1

1
1, N

hi
ik 


  

15 
1 ..., 3, ,2              

 ),12 ,3(



Ni

iiN
 












 )0()1(
2

1
1

,
2

1

1, N
h

N
h i

ik

i

ik 
 

16 
1 ..., 3, ,2              

 ),12 ,3(



Ni

iiN
 )0(

1

2

1
2, N

hi
ik   

17 
1 ..., 3, ,2              

 ),)(2 ,3(



Ni

iNiN
 ikikikik ,1,,1, )(

2

1     

(7.23) 

1   
...,3, ,2



N

i
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1 2 3 4 
18 )32 ,4( NN  

)1(
1

1
1

1, N
hN

Nk 


  

19 )12 ,4( NN  )1(
1

2
1

1, N
hN

Nk 


  

20 )4 ,4( NN  
1,1, 2   NkNk   

(7.23) 
Ni   

Примечание: Все элементы матрицы 
kB  не указанные в таблице равны нулю. 

 
Таблица 8.4. Алгоритм заполнения матрицы 

kB  при задании идеального контакта  

в граничной точке b
kx ,2 , knk  1   при условии (7.15). 

№ 
п/п 

Номера заполняемых  
элементов матриц 

Значение элемента  
матрицы 

Соответствующее 
условие 

1 2 3 4 
1 Niii  ..., 2, 1,   ),12 ,(   1  (7.20) 
2 NiiiN  ..., 2, 1,   ),2 ,(   1  (7.21) 

3 )2 ,12( N  )0(
1

1
1

1,1 N
hk    

4 )4 ,12( N  )0(
1

2
1

1,1 N
hk    

5 )12 ,12(  NN  
1,1 k  

(7.22) 
1i  

6 
1 ..., 3, ,2              

 )),1(2 ,2(



Ni

iiN
 )1(

1

2

1
1

1
1,1 N

hi
ik 


  

7 
1 ..., 3, ,2              

 ),2 ,2(



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iiN
 








 



 )0()1(
2

1
1

,1
2

1

1,1 N
h

N
h i
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i

ik 
 

8 
1 ..., 3, ,2              

  )),1(2 ,2(



Ni

iiN
 )0(

1

2

1
2,1 N

hi
ik    

9 
1 ..., 3, ,2              

  ),1)(2 ,2(



Ni

iNiN
 )(

2

1
,11,1 ikik     

(7.22) 

1   
...,3, ,2



N
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10 )22 ,3( NN  )1(
1

1
1

1,1 N
hN

Nk 


  

11 )2 ,3( NN  
)1(

1
2

1
1,1 N

hN
Nk 


  

12 )14 ,3( NN  
1,1  Nk  

(7.22) 
Ni   

13 )1 ,13( N  
)0(

1
1

1
1,1 N

hk    

14 )3 ,13( N  
)0(

1
2

1
1,1 N

hk    

15 )12 ,13(  NN  )2( 1,11,1   kk   

(7.23) 
1i  
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1 2 3 4 
14 

1 ..., 3, ,2              
 ),32 ,3(




Ni
iiN

 )1(
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2

1
1

1
1,1 N
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ik 


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1 ..., 3, ,2              

 ),12 ,3(



Ni

iiN
 








 



 )0()1(
2

1
1

,1
2

1

1,1 N
h

N
h i

ik

i

ik 
 

16 
1 ..., 3, ,2              

 ),12 ,3(



Ni

iiN
 )0(

1

2

1
2,1 N

hi
ik    

17 
1 ..., 3, ,2              

 ),)(2 ,3(



Ni

iNiN
 ikikikik ,11,1,11,1 )(

2

1
    

(7.23) 

1   
...,3, ,2



N

i
 

18 )32 ,4( NN  )1(
1

1
1

1,1 N
hN

Nk 


  

19 )12 ,4( NN  )1(
1

2
1

1,1 N
hN

Nk 


  

20 )4 ,4( NN  )2( 1,11,1   NkNk   

(7.23) 
Ni   

Примечание: Все элементы матрицы 
kB  не указанные в таблице равны нулю. 

 

Таблица 7.5. Алгоритм заполнения матрицы 
1B  при задании свободного края  

в граничной точке 01,2 bx . 

№ 
п/п 

Номера заполняемых  
элементов матриц 

Значение элемента  
матрицы 

Эквивалентное 
условие 

1 2 3 4 
1 (1,2) )0(

1
1

1
1,1 N

h
  

2 (1,4) )0(
1

2
1

1,1 N
h

  

3 )12 ,1( N  
1,1  

(7.26) 
1i  

4 
1 ..., 3, ,2               

 )),1(2 ,(



Ni

ii
 )1(

1

2

1
1

1
1,1 N
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i 


  

5 1 ..., 3, ,2   ),2 ,(  Niii  












 )0()1(
2

1
1

,1
2

1

1,1 N
h

N
h i

i

i

i 
 

6 
1 ..., 3, ,2              

  )),1(2 ,(



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ii
 )0(

1

2

1
2,1 N

hi
i   

7 
1 ..., 3, ,2              

  ),1)(2 ,(



Ni

iNi
 )(

2

1
,11,1 ii    

(7.26) 
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...,3, ,2



N
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8 )22 ,( NN  )1(
1

1
1

1,1 N
hN

N 

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1
2

1
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hN
N 


  

10 )14 ,( NN  
1,1 N  

(7.26) 
Ni   
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




 )0()1(
2

1
1

,1
2

1

1,1 N
h

N
h i

i

i

i 
 

16 
1 ..., 3, ,2              

 ),12 ,(



Ni

iiN
 )0(

1

2

1
2,1 N

hi
i   

17 
1 ..., 3, ,2              

 ),)(2 ,(



Ni

iNiN
 iiii ,11,1,11,1 )(

2

1     

(7.27) 

1   
...,3, ,2



N

i
 

18 )32 ,2( NN  
)1(

1
1

1
1,1 N

hN
N 


  

19 )12 ,2( NN  
)1(

1
2

1
1,1 N

hN
N 


  

20 )4 ,2( NN  
1,11,1 2   NN   

(7.27) 
Ni   

Примечание: Все элементы матрицы 
1B  не указанные в таблице равны нулю. 

 
Таблица 7.6. Алгоритм заполнения матрицы 

knB  при задании свободного края 

в граничной точке 2,2 lxb
nk
 . 

№ 
п/п 

Номера заполняемых  
элементов матриц 

Значение элемента  
матрицы 

Эквивалентное 
условие 

1 2 3 4 
1 )2 ,12( N  

)0(
1

1
1

1,1 N
h

  

 
2 )4 ,12( N  

)0(
1

2
1

1,1 N
h

  

 
3 )12 ,12(  NN  

1,1  

 

(7.30) 
1i  

4 
1 ..., 3, 2,               

  )),1(2 ,2(



Ni

iiN
 )1(

1

2

1
1

1
1,1 N

hi
i 


  

5 
1 ..., 3, ,2               

),2 ,2(



Ni

iiN
 












 )0()1(
2

1
1

,1
2

1

1,1 N
h

N
h i

i

i

i 
 

(7.30) 

1   
...,3, ,2



N

i
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1 2 3 4 
6 

1 ..., 3, ,2              
 )),1(2 ,2(




Ni
iiN

 )0(
1

2

1
2,1 N

hi
i   

7 
1 ..., 3, ,2              

  ),1)(2 ,2(



Ni

iNiN
 )(

2

1
,11,1 ii    

(7.30) 

1   
...,3, ,2



N

i
 

8 )22 ,3( NN  
)1(

1
1

1
1,1 N

hN
N 


  

9 )2 ,3( NN  
)1(

1
2

1
1,1 N

hN
N 


  

10 )14 ,3( NN  
1,1 N  

(7.30) 
Ni   

11 )1 ,13( N  
)0(

1
1

1
1,1 N

h
  

12 )3 ,13( N  
)0(

1
2

1
1,1 N

h
  

13 )12 ,13(  NN  
1,11,1 2   

(7.31) 
1i  

14 
1 ..., 3, ,2             

 ),32 ,3(



Ni

iiN
 )1(

1

2

1
1

1
1,1 N

hi
i 


  

15 
1 ..., 3, ,2             

 ),12 ,3(



Ni

iiN
 












 )0()1(
2

1
1

,1
2

1

1,1 N
h

N
h i

i

i

i 
 

16 
1 ..., 3, ,2             

 ),12 ,3(



Ni

iiN
 )0(

1

2

1
2,1 N

hi
i   

17 
1 ..., 3, ,2             

 ),)(2 ,3(



Ni

iNiN
 iiii ,11,1,11,1 )(

2

1     

(7.31) 

1   
...,3, ,2



N

i
 

18 )32 ,4( NN  )1(
1

1
1

1,1 N
hN

N 


  

19 )12 ,4( NN  )1(
1

2
1

1,1 N
hN

N 


  

20 )4 ,4( NN  
1,11,1 2   NN   

(7.31) 
Ni   

Примечание: Все элементы матрицы 
knB  не указанные в таблице равны нулю. 

 
Векторы 

kngg  ,1  задаются нулевыми, т.е. оп-

ределяются формулой (7.14). 
 
О задании граничных условий в объекте с 
«пустотами». 
Выше были рассмотрены алгоритмы задания 
граничных условий в виде шарнирного за-
крепления, идеального контакта и свободно-
го края, при этом всюду полагалось, что в 

рассматриваемом объекте отсутствуют «пус-
тоты», т.е. выполняется условие: 
 

kikik nkNi  ..., 2, ,1   , ..., 2, 1,=   ,1   ,1 ,,1   .  

               (7.32) 
 
Вместе с тем, очевидно, что в рассматривае-
мой конструкции могут иметься пустоты.  
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Рис. 7.2. Пример конструкции с «пустотами». 

 
Рассмотрим, например, случай, изображен-
ный на рис. 7.2. 
Заштрихованная область здесь условно пока-
зывает материал конструкции, а незаштри-
хованная – «пустоты». 
В данном случае для узлов с номерами 

pi  ..., 2, 1,=  и Nqqi  ..., ,1 ,=   следует задать 
условия идеального контакта, тогда как для 
узлов с номерами 1 ..., 2, 1,=  qppi  – 
условия свободного края. 

 

8. ФОРМИРОВАНИЕ РАЗРЕШАЮЩЕЙ 
МНОГОТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ 
ЗАДАЧИ. 

 
Итак, согласно (6.1)-(6.3) континуальной по-
становке соответствует дискретно-
континуальная постановка в виде систем 
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний: 








,
~

 

 

kkk,uvkk,uukk,vv

kk

usvKuKvK

vu
 

   1 ..., 1,= knk ,   (8.1) 
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где s  – искомое собственное значение; 
)( 2xuu kk   – искомая собственная функция 

на подобласти 1 ..., 1,=   ,  kk nk ; 
 

 k,vuk,uvk,uv KKK
~~  ;   *

k,uvk,vu KK  .      (8.2) 
 

Системы (8.1) могут быть записаны иначе в 
более удобной форме 
 

,1 ..., 1,=                                       

 ,~
)(

0
11


























k

k

k

k,uvk,vvk,uuk,vvk

k

nk

v
u

KKsEKK
E

v
u

 (8.3) 

 
где E  – единичная матрица соответствую-
щего порядка. Вводя обозначения 
 









 
k,uvk,vvk,uuk,vv

sk KKsEKK
E

A ~
)(

0
11, ; 

   kk UU 2 .   (8.4) 

 
и рассматривая соотношения (8.3) совместно 
с граничными условиями (7.1)-(7.2), заклю-
чаем, что определение собственных частот и 
форм колебаний конструкции в рамках 
ДКМКЭ сводится к решению набора много-
точечных краевых задач для систем N4  
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний первого порядка: 
 
































.)0()0( 

;1 ..., 2,=                                   

 ,)0()0( 

;1 ..., 2, 1,=                                

  ),()( 

1,211,211

,2,21

2,2

kkkk n
b

nnn
b

k

kk
b

kkk
b

kkk

k

kskk

ggxUBxUB

nk

ggxUBxUB

nk

xUAxU

 

      (8.5) 
 
 
9. ОБ УЧЕТЕ УПРУГОПОДАТЛИВЫХ  
ОПОР 

 
Пусть ikС ,  – матрица характеристик упруго-

податливых опор для i -го узла модели на 
подобласти k , 

} ,{ ,,2,,1, ikikik ccdiagС  .               (9.1) 

 
Глобальная матрица G

kС  характеристик уп-

ругоподатливых опор всей элементной мо-
дели на подобласти k  и модифицированная 

матрица коэффициентов разрешающей мно-
готочечной краевой задачи формируются 
следующим образом: 
 





















Nk

k

k

G
k

C

C
C

С

,

2,

1,

 ; 









 
k,uvk,vv

G
kk,uuk,vv

sk KKsEСKK
E

A ~
)(

0
11, . (9.2) 

 
 

10. УЧЕТ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
ВДОЛЬ ОСНОВНОГО 
НАПРАВЛЕНИЯ.  
ЗАДАНИЕ СТАНДАРТНЫХ ТИПОВ 
ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

 
Опишем вопросы учета граничных условий 
вдоль основного направления с позиций ука-
зания корректировок, которые вносятся в по-
становку (8.5). Описание будем вести на 
примерах простейших типовых случаев: 
шарнирное закрепление и свободный край. 
Пусть для определенности граничные усло-
вия вдоль основного направления задаются 
по «продольному» сечению конструкции 

1,11 xx   (рис. 10.1), причем b
k

b
k xxx 1,22,2  . 

 
Свободный край.  
Имеем континуальные граничные условия: 
 

0)(][ 2
)()(

11 xik ;   0)(][ 2
)()(

12 xik .   (10.1) 
 
Данный тип граничных условий вдоль ос-
новного направления является простейшим с 
точки зрения учета, а именно, никаких мо-
дификаций в постановку (8.5) вносить не 
требуется, такие граничные условия вдоль 
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основного направления будут учтены авто-
матически. 
 
Шарнирное закрепление.  
Континуальные граничные условия, очевид-
но, записываются в виде: 
 

0)( 2
)1,(

1 xu k ;   0)( 2
)1,(

2 xu k .       (10.2) 
 

В данном случае вместо (8.5) следует ис-
пользовать постановку 
 
































,)0()0( 

;1 ..., 2,=                                

 ,)0()0( 

;1 ..., 2, 1,=                             

 ),()( 

1,211,211

,2,21

2,2

kkkk n
b

nnn
b

k

kk
b

kkk
b

kkk

k

kskkk

ggxUBxUB

nk

ggxUBxUB

nk

xUAxU 

 

      (10.3) 
 

где k  – матрица N4 -го порядка, элементы 

которой определяются по формуле 
 

.4 ..., 2, 1,=   ,4 ..., 2, 1,=               

  ,)( 2,1,,,

NjNi
iijijik  

 (10.4) 

 
Кроме того, из соображений совместности 
неизвестных при задании граничных усло-
вий в сечениях, поперечных по отношению к 
основному направлению следует положить 
перемещения узла 1 равными нулю, т.е. 
 

0)()( 1,2
)1,(

1,2
)1,(

1  
b

k
kb

k
k xuxu ; 

   0)()( 1,2
)1,(

2,2
)1,(

2  
b

k
kb

k
k xuxu .   (10.5) 

 
 
11. ПЕРЕХОД К НАБОРУ 

МНОГОТОЧЕЧНЫХ КРАЕВЫХ 
ЗАДАЧ С БЛОЧНО-
ДИАГОНАЛЬНЫМИ МАТРИЦАМИ 
КОЭФФИЦИЕНТОВ 

 
Матрицы коэффициентов 1 ..., 1,=  ,, ksk nkA  

можно привести к блочно-диагональному 

виду, выполнив следующую перестановку 
неизвестных: 
 

kk UU
~

       ,                      (11.1) 

где  

];      ...                               

                                

                      

  ...             [

),(
2

),(
1

)2,(
2

)2,(
1

)1,(
2

)1,(
1

),(
2

),(
1

)2,(
2

)2,(
1

)1,(
2

)1,(
1

NkNk

kkkk

NkNk

kkkk
k

vv

uvvv

uu

uuuuU 

  (11.2) 

];            ...                       

     ...                             

          [

),(
2

),(
1

),(
2

),(
1

)2,(
2

)2,(
1

)2,(
2

)2,(
1

)1,(
2

)1,(
1

)1,(
2

)1,(
1

NkNkNkNk

kkkk

kkkk
k

vvuu

vvuu

vvuuU 
 

 (11.3) 
 

Тогда преобразованный набор многоточечных 
краевых задач имеет вид: 
 

































,~~)0(
~~

)0(
~~

 

;1 ..., 2,=                                 

 ,~~)0(
~~

)0(
~~

 

;1 ..., 2, 1,=                              

   ),(
~~

)(
~

 

1,211,211

,2,21

2,2

kkkk n
b

nnn
b

k

kk
b

kkk
b

kkk

k

kskk

ggxUBxUB

nk

ggxUBxUB

nk

xUAxU

 

     (11.4) 
где                

;1 ..., 1,=                                       

 ,)()(
~

   ,
~

22,,




k

k
T
GkGsk

T
Gsk

nk

xUIxUIAIA  (11.5) 

;1 ..., 2,=   ,~   ,~    

  ,
~~

   ,
~~








kk
T
Gkk

T
Gk

Gk
T
GkGk

T
Gk

nkgIggIg

IBIBIBIB
 

  (11.6) 

,~   ,~                       

  ,
~~

   ,
~~

11

11









kk

kk

n
T
Gn

T
G

Gn
T
GnG

T
G

gIggIg

IBIBIBIB
  (11.7) 

 

GI  – матрица перестановок, элементы кото-

рой определяются по таблице 11.1.  
Матрицы коэффициентов 1 ..., 1,=  ,

~
, ksk nkA  

в системах (11.4) по аналогии с матрицами 
жесткости в традиционном МКЭ имеют 
блочно-диагональную структуру. 
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Таблица 11.1. Алгоритм заполнения матрицы перестановок GI . 

№ 
п/п 

Номера 
заполняемых  

элементов матриц 

Значение  
элемента  
матрицы 

Эквивалентное условие 

1. Nppp  ..., 2, ,1   ),12 ,34(   1 перестановка элементов 
Niu ik  ..., 2, ,1  ,),(

1   
2. Nppp  ..., 2, ,1   ),2 ,24(   1 перестановка элементов 

Niu ik  ..., 2, ,1  ,),(
2   

3. 
Np

pNp
 ..., 2, ,1                   

 ),1)(2 ,14(



 

1 перестановка элементов 
Niv ik  ..., 2, ,1  ,),(

1   
4. 

Np
pNp

 ..., 2, ,1              
 ),)(2 ,4(




 
1 перестановка элементов 

Niv ik  ..., 2, ,1  ,),(
2   

Примечание: Все элементы матрицы GI  не указанные в таблице равны нулю. 

 
12. О КОРРЕКТНОМ 

АНАЛИТИЧЕСКОМ РЕШЕНИИ 
МНОГОТОЧЕЧНЫХ КРАЕВЫХ 
ЗАДАЧ ДЛЯ СИСТЕМ 
ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ С КУСОЧНО-
ПОСТОЯННЫМИ  
КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 

Корректное аналитическое решение много-
точечных краевых задач для систем обыкно-
венных дифференциальных уравнений с ку-
сочно-постоянными коэффициентами произ-
водится по методу, аналогичному описанно-
му в [1]. После определения узловых пере-
мещений и их производных по переменной 

2x  по формулам (4.1)-(4.12) вычисляются 
деформации и напряжения. 
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ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ДИСКРЕТНО-
КОНТИНУАЛЬНОГО МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ И ФОРМ 

КОЛЕБАНИЙ КОНСТРУКЦИЙ С КУСОЧНО-
ПОСТОЯННЫМИ ФИЗИКО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИМИ 
ПАРАМЕТРАМИ ПО ОСНОВНОМУ НАПРАВЛЕНИЮ 

ЧАСТЬ 2: УПРУГИЕ ИЗОТРОПНЫЕ ТРЕХМЕРНЫЕ ТЕЛА 
 

П.А. Акимов, М.Л. Мозгалева, В.Н. Сидоров 
ФГБОУ ВПО «Московский государственный строительный университет», г. Москва, РОССИЯ 

 
АННОТАЦИЯ: Настоящая статья посвящена численной реализации дискретно-континуального метода 
конечных элементов для определения собственных частот и форм колебаний упругих изотропных трех-
мерных конструкций с кусочно-постоянными физико-геометрическими параметрами по основному на-
правлению. 
 

Ключевые слова: дискретно-континуальный метод конечных элементов, численная реализация, 
собственные частоты, формы колебаний, трехмерная конструкция, кусочно-постоянные параметры 

 
 

NUMERICAL IMPLEMENTATION OF DISCRETE-CONTINUAL 
FINITE ELEMENT METHOD FOR EIGENVALUE ANALYSIS 

OF STRUCTURES WITH PIECEWISE-CONSTANT PHYSICAL 
AND GEOMETRICAL PARAMETERS IN BASIC DIMENSION 

PART 2: ELASTIC ISOTROPIC THREE-DIMENSIONAL BODIES 
 

Pavel A. Akimov, Marina L. Mozgaleva, Vladimir N. Sidorov 
Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

 
ABSTRACT: The distinctive paper is devoted to numerical implementation of discrete-continual finite element 
method (DCFEM) of eigenvalue analysis of elastic isotropic deep beams with piecewise-constant physical and 
geometrical parameters in basic dimension. 
 

Key words: discrete-continual finite element method, numerical implementation, 
eigenvalue analysis, three-dimensional structures, piecewise-constant physical and geometrical parameters 

 
ВВЕДЕНИЕ 
 
Проблема определения собственных частот и 
форм колебаний трехмерной конструкции с 
кусочно-постоянными физико-геометриче-
скими параметрами (характеристиками) по 
одному из направлений может быть решена в 
аналитической форме вдоль данного направ-
ления (рис. 0.1). Именно эта идея и реализо-

вана в разработанном дискретно-
континуальном методе конечных элементов 
(ДКМКЭ) [13-18]. Метод является дискретно-
континуальным в том смысле, что по выде-
ляемому направлению кусочного постоянства 
параметров (основное направление) сохраня-
ется континуальный характер задачи и соот-
ветственно аналитическая форма получаемо-
го решения, в то время как по другим направ-
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лениям производится дискретизация с ис-
пользованием стандартной техники метода 
конечных элементов (МКЭ). Таким образом, 
построение алгоритмов решения осуществля-
ется за счет разумного сочетания численных 
и аналитических подходов. Аналитичность 
получаемых при этом решений существенно 
способствует улучшению качества исследо-
вания рассматриваемых объектов. Найденная 
с помощью ДКМКЭ картина напряженно-
деформированного состояния (НДС) развива-
ет интуицию расчетчика и понимание работы 
конструкций, характера влияния на них раз-
ного рода локальных и глобальных факторов. 
ДКМКЭ особенно эффективен в зонах крае-
вого эффекта, там, где часть составляющих 
решения представляет собой быстроизме-
няющиеся функции, скорость изменения ко-
торых не всегда может быть адекватно учтена 
традиционными численными методами. Пре-
имуществами ДКМКЭ также являются пони-
жение размерности при численном решении и 
отсутствие практических ограничений на 
длину объектов по основному направлению. 

 
 

1. ДИСКРЕТНО-КОНТИНУАЛЬНАЯ 
АППРОКСИМИРУЮЩАЯ МОДЕЛЬ 
КОНСТРУКЦИИ. ДИСКРЕТНО-
КОНТИНУАЛЬНЫЙ КОНЕЧНЫЙ 
ЭЛЕМЕНТ (ДККЭ) 

 
Для постановки и решения рассматриваемой 
краевой задачи каждая исходная подобласть 

k  ( 1 ..., 1,= knk ) с поперечным (по отно-

шению к основному направлению) сечением 
)(kS  окаймляется соответствующей расши-

ренной k  [19]. Каждая расширенная об-

ласть k  выбирается стандартной, в виде 

параллелепипеда. Принимается дискретно-
континуальная модель следующего типа: по 
основному направлению (вдоль оси 3Ox ) ре-

шается континуальная задача, а по другим 
направлениям (вдоль осей 1Ox  и 2Ox ) произ-

водится конечноэлементная аппроксимация. 
Аппроксимация поперечного по отношению 
к основному направлению сечения стандарт-
ной области состоит в задании сетки, топо-
логически эквивалентной прямоугольной 
так, чтобы она как можно лучше соответст-
вовала очертаниям поперечного сечения 
конструкции (рис. 1.1). Понятие топологиче-
ской эквивалентности в данном случае озна-
чает, что она может быть получена из пря-
моугольной сетки в результате некоторой 
невырожденной деформации ячеек послед-
ней без их «перекручивания». Выбор такого 
класса сеток, с одной стороны, дает возмож-
ность аппроксимировать большое количест-
во разнообразных конструкций, а с другой – 
позволяет использовать простую регулярную 
нумерацию узлов, что приводит в дальней-
шем к удобным математическим формулам, 
эффективным вычислительным схемам и ал-
горитмам, а также существенно упрощает 
сбор исходной информации и вывод резуль-
татов. Переход к прямоугольной сетке с еди-
ничным шагом легко осуществляется ло-
кальной заменой координат внутри сеточной 
ячейки. При «выпрямлении» сетки общий 
вид уравнений сохраняется – меняются лишь  
элементы матрицы коэффициентов исходной 
системы. Во многих случаях эффективно не-
посредственное применение прямоугольных 
сеток, поскольку это значительно упрощает 
и ускоряет алгоритмы, а следовательно, по-
зволяет использовать большое количество 
узлов, что в результате приводит к увеличе-
нию точности. Допускается несогласован-
ность сетки и очертания «поперечного» се-
чения конструкции (рис. 1.1). 
Заметим, что схема разбиения на дискретно-
континуальные элементы одинакова для всех 
подобластей 1 ..., 1,=   , kk nk ) (рис. 1.2, 

1.3). Область k  разбиваем на подобласти – 

дискретно-континуальные конечные элемен-
ты (ДККЭ) ji,  (рис. 1.2, 1.3): 
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Рис 1.1. Пример выбора сетки, аппроксимирующей «поперечное» по отношению к основному 

направлению сечение конструкции. 
 

 
Рис 1.2. Схема дискретизации конструкции. 

 

 
Рис. 1.3. Типовой дискретно-континуальный конечный элемент. 
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Рис. 1.4. Переход к локальной системе координат на ДККЭ. 
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Определяем характеристическую функцию 
элемента и сеточные функции, характери-
зующие свойства материала конструкции: 
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Рассмотрим произвольный ),( ji -й элемент 
модели (рис. 1.3).  
Произведем локальную замену переменных 
внутри элемента, введя в произвольном «по-
перечном» (по отношению к основному на-
правлению) сечении рассматриваемого эле-
мента локальную систему координат 1Ot  и 

2Ot  (рис. 1.4), при этом ]1 ,0[   1]; ,0[ 21  tt . 

Для «поперечного» (по отношению к основ-
ному направлению) сечения конструкции 
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имеют вид: 
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Здесь ),( ji
nx , ),( ji

nt  – векторы координат узла 

элемента в исходной и элементной системах 
координат соответственно, 12,...,1, Ni  ; 

22,..., 1, Nj  . 
В результате замены переменных вычисле-
ние производных по 1x  и 2x   производится 
согласно формулам дифференцирования 
сложной функции: 
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Величины sk xt  /  из (1.14) образуют якоби-

ан системы. Матрица Якоби: 
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Элементы матрицы функционального опреде-
лителя tDxD /  находятся как 
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т.е. с учетом (1.7), (1.8) можем записать: 
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Матрицы функциональных определителей 

tDxD /  и xDtD /  взаимосвязаны: 
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2. АППРОКСИМАЦИЯ НЕИЗВЕСТНЫХ 
ФУНКЦИЙ 

 
В качестве основных неизвестных в узлах 
принимаются  составляющие перемещений 

)(
3

)(
2

)(
1  , , kkk uuu  и их производные )(

3
)(

2
)(

1  , , kkk vvv  

по  переменной 3x , т.е. для ),( qp -го узла это 
),,(

3
),,(

2
),,(

1  , , qpkqpkqpk uuu , ),,(
3

),,(
2

),,(
1  , , qpkqpkqpk vvv  и 

соответственно вектор неизвестных 
 











),,(

),,(

3
),,(),,( )(

qpk
n

qpk
nqpk

n
qpk

n v

u
xUU ,       (2.1) 



П.А. Акимов, М.Л. Мозгалева, В.Н. Сидоров  

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 116 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

где     

















),,(
3

),,(
2

),,(
1

3
),,(),,( )(

qpk

qpk

qpk

qpk
n

qpk
n

u

u

u

xuu ;        (2.2) 

      

















),,(
3

),,(
2

),,(
1

3
),,(),,( )(

qpk

qpk

qpk

qpk
n

qpk
n

v

v

v

xvv ,        (2.3) 

 
а вектор неизвестных во всех узлах элемента 
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В простейшем случае поля )(
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или иначе в матрично-векторной форме 
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где                        
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– матрица функций формы («поперечных» 
по отношению к основному направлению) по 
сечению ДККЭ с элементами 
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Матрица (2.20) после переобозначений также 
представима в виде 
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следующим образом: 
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Можно обосновать справедливость следую-
щих важных для последующего изложения 
соотношений (ниже jikxxx ,,321 ),,(  ): 
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  – символ, обозначающий операцию пря-
мого произведения матриц; 
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Руководствуясь (2.20) и (2.28) можем запи-
сать: 
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где                         
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3. АППРОКСИМАЦИЯ ЧАСТНЫХ 
ПРОИЗВОДНЫХ ОТ ИСКОМЫХ 
ФУНКЦИЙ 

 
Введем обозначения: 
 

3 2, ,1   , 



 i
xi

i .               (3.1) 

 
На основании формул (1.14), (1.21) и (2.23), 
(2.24) выражения для частных производных 
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первого порядка от неизвестных функций по 
переменным 1x , 2x  и 3x  записываются сле-

дующим образом (ниже jikxxx ,,321 ),,(  ): 

 

);( )],(),(       

),(),([),(       

),,(

3
),,(

21
),(

1,221
)1,0(

21
),(

2,221
)0,1(

21
1

,

321
)(

1

xuttttN

ttttNttJ

xxxu

jik
p

ji

ji
ji

k
p









  

 (3.2) 

);( )],(),(     

),(),([),(     

),,(

3
),,(

21
),(

2,121
)0,1(

21
),(

1,121
)1,0(

21
1

,

321
)(

2

xuttttN

ttttNttJ

xxxu

jik
p

ji

ji
ji

k
p









  (3.3) 

)(),(),,( 3
),,(

21321
)(

3 xvttNxxxu jik
p

k
p  ;   (3.4) 

);( )],(),(      

),(),([),(      

),,(

3
),,(

21
),(

1,221
)1,0(

21
),(

2,221
)0,1(

21
1

,

321
)(

1

xvttttN

ttttNttJ

xxxv

jik
p

ji

ji
ji

k
p









  (3.5) 

),( )],(),(     

),(),([),(     

),,(

3
),,(

21
),(

2,121
)0,1(

21
),(

1,121
)1,0(

21
1

,

321
)(

2

xvttttN

ttttNttJ

xxxv

jik
p

ji

ji
ji

k
p









  (3.6) 

где       ),(),( 21
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q

q

p

p
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
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Производные (3.7) от (2.21) находятся по-
элементно: 
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Введем следующие обозначения: 
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С учетом (3.9)-(3.10) можем переписать (3.2), 
(3.3), (3.5) и (3.6) в виде 
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Соответствующие узловые функции опреде-
ляются с учетом операций осреднения по 
формулам, являющимся частными случаями 
(3.4), (3.12)-(3.14): 
 
– «срединные» элементы сетки  
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– элементы «левой вертикальной границы» 
( 1i ; 1 ..., 3, ,2 2  Nj ): 
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– элементы «правой вертикальной границы» 
( 1Ni  ; 1 ..., 3, ,2 2  Nj ): 
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      (3.33) 
 
– элементы «нижней горизонтальной грани-
цы» ( 1 ..., 3, ,2 1  Ni ; 1j ): 
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– элементы «верхней горизонтальной границы» 
( 1 ..., 3, ,2 1  Ni ; 2Nj  ): 
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где 
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– «угловая точка границы»  1i ;  1j : 
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– «угловая точка границы»  1i ;  2Nj  : 
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– «угловая точка границы»  1Ni  ;  1j : 
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– «угловая точка границы»  1Ni  ;  2Nj  : 
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4. АППРОКСИМАЦИЯ ДЕФОРМАЦИЙ 
И НАПРЯЖЕНИЙ 

 
Выражения для деформаций и напряжений 
на элементе на основании известных соот-
ношений [12, 20-29] имею вид: 
– деформации 
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– напряжения 
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Приведенные к узлам деформации 

3 2, ,1  3; 2, ,1  ,][ ),()(
,  qpjik
qp  и напряжения 

3 2, ,1  3; 2, ,1  ,][ ),()(
,  qpjik
qp  определяются 

аналогично частным производных от иско-
мых функций (см. формулы пункта 3) с уче-
том соответствующих операций осреднения. 

 
 
5. ПОСТРОЕНИЕ МАТРИЦ  
ЖЕСТКОСТИ ДККЭ 
 

Прежде всего, отметим, что методика по-
строения матриц жесткости для ДККЭ в ча-
стном случае прямоугольного поперечного 
(по отношению к основному направлению) 
сечения достаточно подробно описана в [2]. 
Ниже будет рассматриваться более общий 
случай, когда поперечное сечение ДККЭ 
представляет собой произвольный четырех-
угольник. 
Очевидно, что квадратичная часть исходного 
функционала Лагранжа [12, 26, 29] может 
быть представлена в виде суммы квадратич-
ных частей функционалов, определенных на 
полученных дискретно-континуальных ко-
нечных элементах на соответствующих 
фрагментах конструкции: 
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),( ji
kK  – матрица жесткости ),( ji -го дискрет-

но-континуального конечного элемента, оп-
ределенного на интервале k , формирова-

ние которой может быть произведено мето-
дом базисных вариаций. Формула для опре-
деления ее элементов: 
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где je , 0e  – 24-х мерные векторы, элементы 

которых определяются по формуле 
 

24 ..., 2, 1,   ,0)(   ;)( 0,  lee lljlj  ;    (5.5) 

 

lj ,  – символ Кронекера. 

Структура матрицы жесткости ),( ji
kK  ДККЭ 
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где 4 3, 2, 1, ,   , , , , ,
,
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m
uuk ll,  – 

матрицы третьего порядка): 
На основе матрицы жесткости ДККЭ (5.6) 
формируются соответствующие поэлемент-
ные матрицы ),(
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порядка: 
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6. ФОРМИРОВАНИЕ ГЛОБАЛЬНЫХ  
МАТРИЦ 

 
Формирование глобальных  матриц  

vukuvkuuk KKK ,,, ,,  и vvkK ,  213 NN -го порядка 

всей системы дискретно-континуальных 
элементов, аппроксимирующих конструк-
цию осуществляется аналогично стандарт-
ной методике формирования глобальной 
матрицы жесткости (метод конечных вкла-
дов – суммирование с накоплением [12, 26, 
29]). 
Заметим, что при наличии в рассматривае-
мой конструкции «пустот» (т.е. дискретно-
континуальных элементов с нулевыми зна-
чениями характеристической функции) мат-
рица vvkK ,  будет вырожденной, что, очевид-

но, приведет к невозможности вычисления 
1
,


vvkK . В этой связи необходима коррекция 

матрицы vvkK , . Алгоритм этой коррекции 

следующий:  
1. Последовательно перебираем 213 ..., 2, ,1 NNi . 
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2. Для каждого значения i  следующее: если 
все элементы i -й строки матрицы vvkK ,  ну-

левые и все элементы i -го столбца матрицы 

vvkK ,  также нулевые, то следует положить 

1)( ,, iivvkK , где iivvkK ,, )(  – элемент матрицы 

vvkK , , расположенный в i -й строке и i -м 

столбце. 
Континуальные операторы [5, 6] и матрицы 
сопоставлены так: 
 

k,uuk,uu KL ;   k,uvk,uv KL ;   k,vuk,vu KL ; 
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где E  – тождественный оператор и единич-
ная матрица соответствующего порядка;  
 

k,vuk,uvk,uv KKK ~
.             (6.3) 

 
 

7. УЧЕТ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
 
Статические граничные условия на части 
границы, расположенной вдоль основного 
направления конструкции, учитываются, как 
правило, в векторе узловых нагрузок. Для 
решения задачи также должны быть приняты 
во внимание статические граничные условия 
на остальных элементах границы (если зада-
ны) и кинематические граничные условия.  
Пусть k

b
k nkx  ..., 2, ,1  ,,3   – координаты гра-

ничных поперечных сечений конструкции. 
Граничные условия в них записываются в ви-
де 
 

;1 ..., 2,=                                      

,)0()0( ,3,31


 



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          (7.1) 
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                       (7.2) 

где 1...,2,= ,, 
kkk nkBB  и 

1B , 
knB  – за-

данные матрицы коэффициентов граничных 
условий, квадратные 216 NN -го порядка; 

1 ..., 2,=   , , 
kkk nkgg  и 

kngg  ,1  – заданные 

216 NN -мерные векторы правых частей гра-

ничных условий; )( 3xU k  – искомая вектор-

функция, 
 

TT
k

T
kkk vuxUU ] )(   )( [)( 3  ,         (7.3) 
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 (7.5) 
 
Рассмотрим случай шарнирного закрепления 
в произвольной граничной точке с координа-
той b

kx ,3 . Строго говоря, возможно три ос-

новных варианта граничной точки: 1) 

knk  1   – промежуточная граничная точка; 

2) 1k  – крайняя левая (первая) граничная 
точка; 3) knk    – крайняя правая (последняя) 

граничная точка. 
Для случая knk  1   имеем следующие гра-

ничные условия: 
 

;),(   ,3 ,2 ,1                   

,0)0,,(
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,321
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b
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k
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 xxxu
  (7.6) 
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b
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k
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 xxxu


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    (7.7) 

 
На дискретно-континуальном уровне вместо 
(7.6)-(7.7) имеем: 
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Для случая 1k  имеем следующие гранич-
ные условия: 
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Дискретно-континуальный аналог (7.10) 
имеет вид: 
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Для случая knk    имеем следующие гранич-

ные условия: 
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Дискретно-континуальный аналог (7.12) 
имеет вид: 
 

. ..., ,2 ,1, ..., ,2 ,1             
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 (7.13) 

 
Условия (7.8)-(7.9), (7.11), (7.13) представи-
мы в форме (7.1)-(7.2). Алгоритм формиро-
вания матриц 

kB  и 
kB  указан в таблицах 7.1 

и 7.2 соответственно.  
Векторы 1 ...,2,=   , , 

kkk nkgg  и 
kngg ,1  

задаются нулевыми, т.е. 
 

1 ..., 2,=   ,0   ,0  
kkk nkgg ;    

0   ,01  
kngg .   (7.14) 

 
 

8. ФОРМИРОВАНИЕ РАЗРЕШАЮЩЕЙ 
МНОГОТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ 
ЗАДАЧИ 

 
Итак, согласно (6.1)-(6.3) континуальной по-
становке соответствует дискретно-
континуальная постановка в виде систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений: 
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   1 ..., 1,= knk ,   (8.1) 

 
где s  – искомое собственное значение; 

)( 3xuu kk   – искомая собственная функция 

на подобласти 1 ..., 1,=   ,  kk nk ; 

 

k,vuk,uvk,uv KKK
~~  ;   *

k,uvk,vu KK  .       (8.2) 

 
Системы (8.1) могут быть записаны иначе в 
более удобной форме 
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  (8.3) 
 
где E  – единичная матрица соответствую-
щего порядка. 
Вводя обозначения 
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   kk UU 2 .   (8.4) 

 
и рассматривая соотношения (8.3) совместно 
с граничными условиями (7.1)-(7.2), заклю-
чаем, что расчет конструкции в рамках 
ДКМКЭ сводится к решению набора много-
точечных краевых задач для систем 216 NN  
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний первого порядка: 
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Таблица 7.1. Алгоритм заполнения матрицы 
kB  при задании шарнирного закрепления  

в граничной точке (варианты граничной точки 1, 2). 
№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение 
элемента  
матрицы 

Эквивалентное 
Условие 

1 
21 ..., 2, 1,   ),23 ,23( NNppp   1 

11

,3
),,(

1

 ..., 2, 1,   , ..., 2, 1,      

 ,0)0(

NjNi

xu b
k

jik




 

2 
21 ..., 2, 1,   ),13 ,13( NNppp   1 

11

,3
),,(

2

 ..., 2, 1,   , ..., 2, 1,      

 ,0)0(

NjNi

xu b
k

jik




 

3 
21 ..., 2, 1,   ),3 ,3( NNppp   1 

11

,3
),,(

3

 ..., 2, 1,   , ..., 2, 1,      

 ,0)0(

NjNi

xu b
k

jik




 

Примечание: 1. При варианте 3 граничной точки матрица 
kB  задается нулевой.  

2. Все элементы матриц 
kB  не указанные в таблице равны нулю. 

 
Таблица 7.2. Алгоритм заполнения матрицы 

kB  при задании шарнирного закрепления  

в граничной точке (варианты граничной точки 1, 3). 
№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение 
элемента  
матрицы 

Эквивалентное 
Условие 

1 
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 ..., 2, 1,                  
 ),23 ,2)(3(
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
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jik




 

Примечание: 1. При варианте 2 граничной точки матрица 
kB  задается нулевой.  

2. Все элементы матриц 
kB  не указанные в таблице равны нулю. 
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      (8.5) 
 
 
9. ОБ УЧЕТЕ УПРУГОПОДАТЛИВЫХ 
ОПОР 

 
Пусть ikС ,  – матрица характеристик упруго- 

податливых опор для i -го узла модели на 
подобласти k , 

 
} , ,{ ,,3,,2,,1, ikikikik cccdiagС  .         (9.1) 

 
Глобальная матрица G

kС  характеристик уп-

ругоподатливых опор всей элементной мо-
дели на подобласти k  и модифицированная 

матрица коэффициентов разрешающей мно-
готочечной краевой задачи формируются 
следующим образом: 
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10. УЧЕТ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
ВДОЛЬ ОСНОВНОГО 
НАПРАВЛЕНИЯ. ЗАДАНИЕ  
СТАНДАРТНЫХ ТИПОВ 
ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

 
Опишем вопросы учета граничных условий 
вдоль основного направления с позиций ука-
зания корректировок, которые вносятся в 
приведенную ранее постановку (8.5). Описа-
ние будем вести на примерах двух простей-
ших типовых случаев: шарнирное закрепле-
ние и свободный край. Пусть для определен-
ности b

k
b

k xxx 1,33,3  . 

 
Свободный край.  
Имеем континуальные граничные условия 
(рис. 10.1): 
 

0)(][)(][ ,,22
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11  ji
ik
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ik lxlx  ;  (10.1) 

 0)(][)(][ ,,22
)()(
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)()(

21  ji
ik

ji
ik lxlx  , (10.2) 

где   jijiji xl ,1,,,1 cos),cos(   ; 

    jijiji xl ,2,,,2 sin),cos(   ;   (10.3) 

 

ji,  – внешняя нормаль к границе Г , прохо-

дящей через соответствующую грань рас-

сматриваемого ДККЭ; ji,,1  и ji,,2  – соответ-

ствующие составляющие этой нормали; jil ,,1 , 

jil ,,2  – направляющие косинусы нормали ji, . 

Данный тип граничных условий вдоль ос-
новного направления является простейшим с 
точки зрения учета, а именно, никаких мо-
дификаций в постановку (9.5) вносить не 
требуется, такие граничные условия вдоль 
основного направления будут учтены авто-
матически. 
 
Шарнирное закрепление.  
Континуальные граничные условия, во всех 
соответствующих точках границы (т.е. во 
всех узлах ),( ,

2
,

1
jiji xx  дискретно-

континуальной модели таких, что 
Гxx jiji ),( ,

2
,

1 ), очевидно, записываются в 
следующем виде:  
 

0)( 3
),,(
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),,(

2 xu jik ;  

  0)( 3
),,(

3 xu jik ,   b
k

b
k xxx 1,33,3  .   (10.4) 

 
В данном случае вместо (9.5) следует ис-
пользовать постановку 
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Рис. 10.1. К заданию граничных условий на свободном крае. 

 
где k  – матрица 216 NN -го порядка, эле-

менты которой определяются по следующей 
формуле (ниже ),( ji  – номера упомянутых 
выше узлов): 
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Из соображений совместности неизвестных 
при задании граничных условий в сечениях, 
поперечных по отношению к основному на-
правлению, перемещения соответствующих 
узлов следует задать нулевыми, т.е. 
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11. ПЕРЕХОД К НАБОРУ 

МНОГОТОЧЕЧНЫХ КРАЕВЫХ 
ЗАДАЧ С БЛОЧНО-
ДИАГОНАЛЬНЫМИ МАТРИЦАМИ 
КОЭФФИЦИЕНТОВ 

 
Матрицы коэффициентов 1...,1,=  ,, ksk nkA  

можно привести к блочно-диагональному 

виду, выполнив следующую перестановку 
неизвестных: 
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Тогда преобразованный набор многоточечных 
краевых задач имеет вид: 
 






























,~~)0(
~~

)0(
~~

 

1 ..., 2,=                                              

 ,~~)0(
~~

)0(
~~

 

1 ..., 2, 1,=   ),(
~~

)(
~

 

1,311,311

,3,31

3,3

kkkk n
b

nnn
b

k

kk
b

kkk
b

kkk

kkskk

ggxUBxUB

nk

ggxUBxUB

nkxUAxU

 

     (11.3) 
 
где  
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Таблица 11.1. Алгоритм заполнения матрицы перестановок GI . 

№ 
п/п 

Номера заполняемых элементов мат-
риц 

Значение 
элемента 
матрицы 

Эквивалентное 
условие 

1. 216 ..., 2, ,1   ),23 ,56( NNppp   1 перестановка элементов ),,(
1

jiku , 

2

1

 ..., 2, ,1
, ..., 2, ,1

Nj
Ni




 

2. 216 ..., 2, ,1   ),13 ,46( NNppp   1 перестановка элементов ),,(
2

jiku , 

2

1

 ..., 2, ,1
, ..., 2, ,1

Nj
Ni




 

3. 216 ..., 2, ,1   ),3 ,36( NNppp   1 перестановка элементов ),,(
3

jiku , 

2

1

 ..., 2, ,1
, ..., 2, ,1

Nj
Ni




 

4. 

21

21

6 ..., 2, ,1                             
  ,)2)3( ,26(

NNp
pNNp



 
1 перестановка элементов ),,(

1
jikv , 

2

1

 ..., 2, ,1
, ..., 2, ,1

Nj
Ni


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5. 

21

21

6 ..., 2, ,1                                  
 ,)1)3( ,16(

NNp
pNNp




 
1 перестановка элементов ),,(

2
jikv , 

2

1

 ..., 2, ,1
, ..., 2, ,1

Nj
Ni




 

6. 2121 6 ..., 2, ,1   ,))3( ,6( NNppNNp   1 перестановка элементов ),,(
3

jikv , 

2

1

 ..., 2, ,1
, ..., 2, ,1

Nj
Ni




 

Примечание: Все элементы матрицы GI  не указанные в таблице равны нулю. 
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GI  – матрица перестановок, элементы кото-

рой определяются по таблице 11.1.  
Матрицы коэффициентов 1 ..., 1,=  ,

~
kk nkA  

в системах (11.3) по аналогии с матрицами 
жесткости в традиционном методе конечных 
элементов имеют блочно-диагональную 
структуру. 

 

12. О КОРРЕКТНОМ  
АНАЛИТИЧЕСКОМ РЕШЕНИИ 
МНОГОТОЧЕЧНЫХ КРАЕВЫХ 
ЗАДАЧ ДЛЯ СИСТЕМ 
ОБЫКНОВЕННЫХ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ С КУСОЧНО-
ПОСТОЯННЫМИ  
КОЭФФИЦИЕНТАМИ. 

 
Корректное аналитическое решение много-
точечных краевых задач для систем обыкно-
венных дифференциальных уравнений с ку-
сочно-постоянными коэффициентами произ-
водится по методу, описанному в [1]. 
После определения узловых перемещений и 
их производных по переменной 3x  по фор-
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мулам (4.1)-(4.12) вычисляются деформации 
и напряжения. 

 
 
ЗАМЕЧАНИЯ 
 
Исследования проводились в рамках сле-
дующих работ: 
1. Грант 3.1.7 Российской академии архи-

тектуры и строительных наук «Разработ-
ка, исследование и верификация коррект-
ных численных методов решения геомет-
рически, физически и конструктивно не-
линейных задач деформирования, устой-
чивости и закритического поведения тон-
костенных оболочечно-стержневых кон-
струкций» на 2013-2015 гг. 

2. Грант 3.1.8 Российской академии архи-
тектуры и строительных наук «Разработ-
ка, исследование и верификация коррект-
ных многоуровневых численных и чис-
ленно-аналитических методов локального 
расчета строительных конструкций на ос-
нове кратномасштабного вейвлет-
анализа» на 2013-2015 гг. 

3. НИР «Разработка, исследование, про-
граммно-алгоритмическая реализация и 
верификация многоуровневых методов 
прогнозного математического моделиро-
вания состояния и техногенной безопас-
ности ответственных объектов и ком-
плексов мегаполиса», выполняемая в 
рамках государственного задания Мини-
стерства образования и науки Российской 
Федерации на оказание услуг (выполне-
ние работ) на 2013 год. 
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ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ДИСКРЕТНО-
КОНТИНУАЛЬНОГО МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ И ФОРМ 

КОЛЕБАНИЙ КОНСТРУКЦИЙ С КУСОЧНО-
ПОСТОЯННЫМИ ФИЗИКО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИМИ 
ПАРАМЕТРАМИ ПО ОСНОВНОМУ НАПРАВЛЕНИЮ 

ЧАСТЬ 3: УПРУГИЕ ИЗОТРОПНЫЕ ТОНКИЕ ПЛАСТИНЫ 
 

П.А. Акимов, М.Л. Мозгалева, В.Н. Сидоров 
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ВВЕДЕНИЕ 
 
Проблема определения собственных частот и 
форм колебаний пластины с кусочно-
постоянными физико-геометрическими пара-
метрами (характеристиками) по одному из 
направлений может быть решена в аналити-
ческой форме вдоль данного направления 

(рис. 0.1). Именно эта идея и реализована в 
разработанном дискретно-континуальном ме-
тоде конечных элементов (ДКМКЭ) [7-12]. 
Метод является дискретно-континуальным в 
том смысле, что по выделяемому направле-
нию кусочного постоянства параметров (ос-
новное направление) сохраняется контину-
альный характер задачи и соответственно 
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аналитическая форма получаемого решения, в 
то время как по другим направлениям произ-
водится дискретизация с использованием 
стандартной техники метода конечных эле-
ментов (МКЭ). Таким образом, построение 
алгоритмов решения осуществляется за счет 
разумного сочетания численных и аналитиче-
ских подходов. Аналитичность получаемых 
при этом решений существенно способствует 
улучшению качества исследования рассмат-
риваемых объектов. Найденная с помощью 
ДКМКЭ картина напряженно-деформиро-
ванного состояния (НДС) развивает интуи-
цию расчетчика и понимание работы конст-
рукций, характера влияния на них разного 
рода локальных и глобальных факторов. 
ДКМКЭ особенно эффективен в зонах крае-
вого эффекта, там, где часть составляющих 
решения представляет собой быстроизме-
няющиеся функции, скорость изменения ко-
торых не всегда может быть адекватно учтена 
традиционными численными методами. Пре-
имуществами ДКМКЭ также являются пони-
жение размерности при численном решении и 
отсутствие практических ограничений на 
длину объектов по основному направлению. 

 
 
1. ДИСКРЕТНО-КОНТИНУАЛЬНАЯ 
АППРОКСИМИРУЮЩАЯ МОДЕЛЬ 
КОНСТРУКЦИИ. ДИСКРЕТНО-
КОНТИНУАЛЬНЫЙ КОНЕЧНЫЙ 
ЭЛЕМЕНТ (ДККЭ) 

 
Для постановки и решения рассматриваемой 
задачи каждая исходная подобласть 

1 ..., 1,=   ,  kk nk  окаймляется соответст-

вующей расширенной 1 ..., 1,=   , kk nk  

[13]. Принимается следующая дискретно-
континуальная модель: по основному направ-
лению (вдоль оси 2Ox ) решается контину-

альная задача, а по другому (вдоль оси 1Ox ) 
производится конечноэлементная аппрокси-
мация, причем схема разбиения на дискрет-
но-континуальные элементы одинакова для 
всех подобластей 1 ..., 1,=   , kk nk ) (рис. 

1.1, 1.2). Следует отметить, что каждая по-
добласть k  разбивается на дискретно-

континуальные конечные элементы (ДККЭ) 
1 ..., 2, 1,=   ,1 ..., 1,=   ,,  Nink kik : 
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где 1l , 2l  – размеры принятой сетки элемен-
тов, аппроксимирующих плиту  соответст-
венно по направлениям осей 1Ox  и 2Ox , 
причем 
 


1

1
,22






kn

k
kll ;                        (1.6) 

 
Nixx i ...,2,1,  ),,( 2,1   – координаты узлов 

сетки по неосновному направлению; N  – 
количество узлов по неосновному направле-
нию; ih  – шаги сетки (размеры элементов по 

неосновному направлению). 
Определяем характеристическую функцию 
дискретно-континуального конечного элемен-
та ik ,  и поэлементные функции, характери-

зующие свойства материала конструкции: 
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kik
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Рассмотрим произвольный ),( ik -й элемент 
модели (рис. 1.2). Переходим от исходной 
системы координат к элементной: 

),,(),( 221 xtixx  , т.е. выполняем локальную 
замену переменных внутри элемента.  
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Рис 1.1. Схема дискретизации конструкции. 

 

 
Рис. 1.2. Типовой дискретно-континуальный конечный элемент. 

 
Здесь t  – локальная координата, введенная по 
направлению оси 1Ox  и связанная с ДККЭ: 

 
] ,[  1], [0,  ;/)( 1,1,11,11  iiii xxxthxxt .(1.6) 

 
 
2. АППРОКСИМАЦИЯ НЕИЗВЕСТНЫХ 
ФУНКЦИЙ 

 
Введем в рассмотрение функции 
 

4 ,3 ,2 ,1   ),,(),( 21
)(

121
)(  jxxyxxz k

j
k

j .   (2.1) 

 

В качестве основных неизвестных в узлах 
принимаются функции 4,3,2,1 ),,( 21

)( jxxy k
j  

и 4,3,2,1 ),,( 21
)( jxxz k

j , т.е. для  i-го узла это 

функции 4 ,3 ,2 ,1  ),( 2
),( jxy ik

j  и 

4 ,3 ,2 ,1  ),( 2
),( jxz ik

j . Соответственно вектор 

неизвестных имеет вид: 
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Вектор неизвестных во всех узлах элемента 
имеет вид: 
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Будем полагать, что поля 4 ,3 ,2 ,1  ,)( jy k

j  по 

«поперечному» (по отношению к основному 
направлению) сечению ДККЭ аппроксими-
руются кубическими полиномами. Здесь 
можно провести прямую аналогию с функ-
циями формы, которые используются в стан-
дартном МКЭ при решении задач, связанных 
с поперечным изгибом балок Бернулли [6, 
14]. Выполним схожую процедуру построе-
ния формул аппроксимации. Имеем: 
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Выражения для функций 4 ,3 ,2 ,1  ,)( jz k
j  

естественным образом получаются из фор-
мул (2.7)-(2.8) путем их дифференцирования: 
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Итак, очевидно, что имеют место следующие 
соотношения: 
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Обращая матрицу iC , получим: 
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Следовательно, определяем 
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– матрица функций формы («поперечных») 
по сечению ДККЭ с элементами 
 

32
1, 231)( tttNi  ;   )2()( 32

2, ttthtN ii  ;    
32

3, 23)( tttNi  ;   )()( 32
4, tthtN ii  .  (2.17) 

 
Итак, получили ожидаемый очевидный ре-
зультат. Матрица (2.16), в свою очередь, после 
переобозначений также представима в виде: 
 

0)( i
T

i NttN  ,   где   10  ii CN .      (2.18) 

 
 
3. АППРОКСИМАЦИЯ ЧАСТНЫХ 
ПРОИЗВОДНЫХ ОТ ИСКОМЫХ 
ФУНКЦИЙ 

 
Выражения для частных производных от не-
известных функций по переменным 1x  и 2x  
записываются следующим образом (ниже 

ikxx ,21 ),(  ): 
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– частные производные второго порядка 
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– частные производные третьего порядка 
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где 
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d
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                 (3.12) 
 
Производные от матрицы функций формы 
(2.16) находятся дифференцированием ее 
элементов (2.17), т.е. 
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)21(6)(3, ttNi  ;   )13(2)(4,  thtN ii ;  (3.14) 

12)(1,  tNi ;   ii htN 6)(2,  ;   12)(3,  tNi ;    

ii htN 6)(4,  .   (3.15) 
 

Очевидно, что соответствующие узловые 
функции определяются с учетом соответст-
вующих операций осреднения по формулам, 
являющимся частными случаями (3.1)-(3.9): 
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– частные производные первого порядка 
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– частные производные второго порядка 
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– частные производные третьего порядка 
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Рассмотрим важные частные случаи выше-
приведенных формул. Очевидно, что если 

1 ..., 3, ,2  ,1,1,  Niikik  , то вместо 

формул (3.18), (3.23) и (3.26) будем соответ-
ственно иметь: 
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В случае 1 ..., 3, ,2  ,1  ,0 ,1,  Niikik   

(дискретно-континуальный элемент 1, ik  

аппроксимирует «пустоту»), то вместо фор-
мул (3.18), (3.23) и (3.26) получим: 
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В случае 1 ..., 3, ,2  ,0  ,1 ,1,  Niikik   

(дискретно-континуальный элемент ik ,  ап-

проксимирует «пустоту»), то вместо формул 
(3.18), (3.23) и (3.26) будем иметь: 
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Если 11, k  (дискретно-континуальный эле-

мент 1,k  аппроксимирует «пустоту»), то 

вместо (3.19), (3.24) и (3.27) получим: 
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Если 11, Nk  (дискретно-континуальный 

элемент 1, Nk  аппроксимирует «пустоту»), 

то вместо (3.20), (3.25) и (3.28) будем иметь: 
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4. АППРОКСИМАЦИЯ ИЗГИБАЮЩИХ 
МОМЕНТОВ, ПОПЕРЕЧНЫХ СИЛ, 
КРУТЯЩИХ МОМЕНТОВ И 
ПРИВЕДЕННЫХ ПОПЕРЕЧНЫХ СИЛ 

 
После определения (3.1)-(3.9) выражения для 
изгибающих моментов на элементе на осно-
ве известных соотношений записываются 
следующим образом: 
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где ikD ,  и ik ,  – соответственно значение ци-

линдрической жесткости и коэффициента 
Пуассона на дискретно-континуальном ко-
нечном элементе ik , . 

Поперечные силы, в свою очередь, вычис-
ляются по формулам: 
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Крутящий момент определяется выражением 
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Приведенные поперечные силы, часто ис-
пользуемые при задании граничных условий, 
вычисляются по формулам: 
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Приведенные к узлам изгибающие моменты 

)()(
1 ][ ikM , )()(

2 ][ ikM , поперечные силы )()(
1 ][ ikQ , 

)()(
2 ][ ikQ , крутящий момент )()( ][ ikH  и приве-

денные поперечные силы )()(
1 ][ ikV , )()(

2 ][ ikV  
определяются аналогично частным произ-
водных от искомых функций (см. формулы 
пункта 3) с учетом соответствующих опера-
ций осреднения. 
 
 
5. ПОСТРОЕНИЕ МАТРИЦ 
ЖЕСТКОСТИ ДККЭ 

 
Функционал энергии конструкции можно 
представить в виде суммы функционалов, 
определенных на дискретно-континуальных 
конечных элементах. С учетом вышеизло-
женного можем установить следующее соот-
ветствие между континуальными оператора-
ми, представленными в [2] и их дискретно-
континуальными аналогами на дискретно-
континуальном конечном элементе: 
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ikc ,  – значение коэффициента, характеризую-
щего жесткость основания на дискретно-
континуальном конечном элементе ik , . 

Вычислив интегралы в (5.4)-(5.9), получим: 
 

;

422313

221561354
313422

135422156

 

420

22

22

,,)(
4,




























iiii

ii

iiii

ii

iikiki
k

h        h    h    h

h           h            
h    h       h        h  

 h              h         

hD
K



   (5.11) 

;

4333

336336
3433

336336
30

22

22

,,,)(
12,





























iiii

ii

iiii

ii

i

ikikiki
,k

h     h                hh 

h                h             
h          h        h    h

 h               h        
h

D
K



  (5.12) 

;

433

336336
343

336336
15

)1(

22

22

,,,)(
22,
































iiii

ii

iiii

ii

i

ikikiki
,k

h       h       h       h   

h               h       
h       h     h        h   

 h               h             
h

D
K



   (5.13)  



П.А. Акимов, М.Л. Мозгалева, В.Н. Сидоров  

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 140 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

;

433

3336336
343

3363336
30

22

22

,,,)(
32,





























iiii

ii

iiii

ii

i

ikikiki
,k

h     h                  hh 

h              h             
h          h        h     h 

 h               h      
h

νD
K



  (5.14) 

;

233

3636
323

3636

2

22

22

3

,,)(
10,





























iiii

ii

iiii

ii

i

ikiki
,k

h        h              hh   

h                  h       
         hh      h       h   

 h                  h             
h

D
K



  (5.15) 

;

422313

221561354
313422

135422156
420

22

22

,,)(
20,




























iiii

ii

iiii

ii

iikiki
,k

h        h   h   h 

h            h            
h      h      h      h   

 h              h          

hc
K



  (5.16) 

 
Формулы (5.11)-(5.16) удобно представить в 
мультипликативном виде (верхний индекс T 
обозначает операцию транспонирования): 
 

ii
iikiki

k HAH
hDθ

K 4
,,)(

4, 420
 ;          (5.17) 

i,i
i

ikikiki
,k HAH

h

νDθ
K 12

,,,)(
12, 30

 ;   

ii
i

ikikiki
,k HAH

h

D
K 2,2

,,,)(
22, 15

)1(  
 ; 

i,i
i

ikikiki
,k HAH

h

νDθ
K 32

,,,)(
32, 30

 ;      (5.18) 

ii
i

ikiki
,k HAH

h

D
K 1,03

,,)(
10, 2


 ; 

  i,i
ikikiki

,k HAH
hcθ

K 20
,,,)(

20, 420
 ;        (5.19) 

где   
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
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
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



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
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4         22     3     13
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 13    54         22     156  

 2,04 AA ; 

                         (5.20) 
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6. ФОРМИРОВАНИЕ ГЛОБАЛЬНЫХ 
МАТРИЦ 

 
Формирование  глобальных  матриц  

2,4,  , kk KK  и 0,kK  2N-мерного порядка для 

всего ансамбля дискретно-континуальных 
конечных элементов осуществляется анало-
гично стандартной методике формирования 
глобальной матрицы жесткости (метод «ко-
нечных вкладов» – суммирование с накопле-
нием [6, 14, 16]).  
Заметим, что при наличии в рассматривае-
мой конструкции «пустот» (т.е. дискретно-
континуальных элементов с нулевыми зна-
чениями характеристической функции) мат-
рица 4,kK  будет вырожденной, что, очевид-

но, приведет к невозможности вычисления 
1
4,


kK . В этой связи необходима коррекция 

матрицы 4,kK . Алгоритм этой коррекции 

следующий:  
1. Последовательно перебираем 

Ni 2 ..., 2, ,1 . 
2. Для каждого значения i  следующее: если 
все элементы i -й строки матрицы 4,kK  нуле-

вые и все элементы i -го столбца матрицы 
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4,kK  также нулевые, то следует положить 

1)( ,4, iikK , где iikK ,4, )(  – элемент матрицы 

4,kK , расположенный в i -й строке и i -м 

столбце. 
Континуальные операторы, представленные 
в [2], и матрицы сопоставлены следующим 
образом: 
 

4,4, kk KL ;  2,2, kk KL ;  0,0, kk KL ;  (6.1) 





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000
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000

    
~

2,
1
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1
4, kkkk

kk

KKKK
E

E
E

AL .(6.2) 

 
 

7. УЧЕТ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
 
Статические граничные условия на прямых 

1,11 xx   и Nxx ,11   (части границы области 

 ) для рассматриваемой конструкции учи-
тываются, как правило, в векторе узловых 
нагрузок. Для решения задачи также должны 
быть приняты во внимание статические гра-
ничные условия на остальных элементах 
границы (если заданы) и кинематические 
граничные условия.  
Пусть  k

b
k nkx  ..., 2, 1,  ,,2   – координаты  гра-

ничных  поперечных  сечений конструкции 
(рис. 7.1). Граничные условия в них записы-
ваются в виде: 
 

;1 ..., 3, ,2                                   
,)0()0( ,2,21


 




k
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b

kkk
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ggxYBxYB

 

(7.1) 



 

kkkk n
b

nnn
b ggxYBxYB 1,211,211 )0()0( , 

                         (7.2) 
 

где 
kk BB  ,   –  матрицы  граничных  условий,   

квадратные   8N-го   порядка; 
1 ..., 3, ,2  , , 

kkk nkgg ; 
kngg  ,1  – заданные 

8N-мерные векторы правых частей гранич-
ных условий; 
 

TT
k

T
k

T
k

T
kkk yyyyxYY ] )(   )(   )(   )( [)( 4,3,2,1,2  , 

                    (7.3) 
где   

  

4 3, 2, ,1                                              

  ,] )(   ...   )(   )( [   

)(
),(

,
)2,(

,
)1,(

,

2,,






j

yyy

xyy
TTNk

jn
Tk

jn
Tk

jn

jkjk

  (7.4) 

 
– глобальные вектор-функции узловых неиз-
вестных. 
Рассмотрим задание некоторых стандартных 
типов граничных условий, поперечных по 
отношению основному направлению в фор-
ме (7.1)-(7.2) в произвольной граничной точ-
ке с координатой b

kx ,2 . Строго говоря,  воз-

можно три основных варианта граничной 
точки: 1) knk  1   – промежуточная гранич-

ная точка; 2) 1k  – крайняя левая (первая) 
граничная точка; 3) knk    – крайняя правая 

(последняя) граничная точка. 
 
Жесткая заделка.  
Имеем следующие граничные условия: 
– для случая knk  1   

 
00),( ,21

)1(
1  b

k
k xxy , 

   00),( ,21
)1(

2  b
k

k xxy ,    ]  0, [ 11 lx  ;   (7.5) 

00),( ,21
)(

1 b
k

k xxy , 

   00),( ,21
)(

2 b
k

k xxy ,   ]  0, [ 11 lx  ;   (7.6) 

 
– для случая 1k  
 

00),( 1,21
)1(

1 bxxy ,    

00),( 1,21
)1(

2 bxxy ,   ]  0, [ 11 lx  ;   (7.7) 

 
– для случая knk    

 
00),( ,21

)1(
1  b

n
n

k

k xxy , 

   00),( ,21
)1(

2  b
n

n

k

k xxy ,   ]  0, [ 11 lx  .   (7.8) 

 
На дискретно-континуальном уровне усло-
виям (7.5)-(7.8) отвечают условия вида 
– для случая knk  1   
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Рис. 7.1. Пример расположения координат граничных сечений, 

поперечных по отношению к основному направлению конструкции. 
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– для случая 1k  
 

Nixy bi  ..., 2, 1,   ,0)0( 1,2
),1(

1  ;     (7.13) 

Nixz b
k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,2
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Nixy b
k
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),1(
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Nixz b
k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,2
),1(

2  .       (7.16) 

 
– для случая knk    

 
Nixy b

n
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k

k  ..., 2, 1,   ,0)0( ,2
),1(
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Nixz b
n
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k
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),1(

1  ;   (7.18) 

Nixy b
n

in

k

k  ..., 2, 1,   ,0)0( ,2
),1(

2  ;   (7.19) 

Nixz b
n

in

k

k  ..., 2, 1,   ,0)0( ,2
),1(

2  .   (7.20) 

 

В данном случае уместно пояснить связь 
между континуальными и дискретно-
континуальными условиями. Первые зада-
ются по «поперечному» (по отношению к 
переменной 2x ) сечению плиты непрерывно 
( ]0,[ 11 lx  ), тогда как вторые дискретно в 
конечном наборе точек 
( Nixxi  ..., 2, 1,   ,),( 21  ). В этой связи, напри-
мер, для выполнения условия (7.5)-(7.6) мало 
потребовать равенств (7.9) и (7.11), которые 
означают лишь равенство нулю соответст-
вующих функций в узлах. Для тождествен-
ного непрерывного равенства соответст-
вующих функций нулю по всему сечению, 
очевидно, следует дополнительно положить 
их первые производные по 1x  также нуле-
выми в этих же самых узлах (т.е. задать ра-
венства (7.10) и (7.12)).  
Записав граничные условия в виде (7.7)-
(7.18), перейдем теперь к вопросу их пред-
ставления в форме (8.1)-(8.2). Алгоритм 
формирования матриц 

kB  и 
kB  представлен 

в таблицах 7.1 и 7.2 соответственно. Векторы 
1...,3,,2 ,, 

kkk nkgg ,  
1g  и 

kng  задаются 

нулевыми, т.е. 
 

1 ..., 3, ,2   ,00  
kkk nkg,   g ; 

   0   ;01  
kngg .    (7.21) 
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Таблица 7.1. Алгоритм заполнения матрицы 
kB  при задании жесткой заделки 

 в граничной точке (варианты граничной точки 1, 2). 
№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение 
элемента  
матрицы 

Эквивалентное 
условие 

1 Niii  ..., 2, 1,   ),12 ,(   1 Nixy b
k

ik  ..., 2, 1,   ,0)0( ,2
),(

1   

2 NiiiN  ..., 2, 1,   ),2 ,(   1 Nixz b
k

ik  ..., 2, 1,   ,0)0( ,2
),(

1   

3 NiiNiN  ..., 2, 1,   ,)122 ,2(   1 Nixy b
k

ik  ..., 2, 1,   ,0)0( ,2
),(

2   

4 NiiNiN  ..., 2, 1,   ,)22 ,3(   1 Nixz b
k

ik  ..., 2, 1,   ,0)0( ,2
),(

2   

Примечание: 1. При варианте 3 граничной точки матрица 
kB  задается нулевой.  

2. Все элементы матриц 
kB  не указанные в таблице равны нулю. 

 
Таблица 7.2. Алгоритм заполнения матрицы 

kB  при задании жесткой заделки 

 в граничной точке (варианты граничной точки 1, 3). 
№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение 
элемента  
матрицы 

Эквивалентное 
условие 

1 NiiiN  ..., 2, 1,  1),2 ,4(   1 Nixy b
k

ik  ..., 2, 1,   ,0)0( ,2
),1(

1   

2 NiiiN  ..., 2, 1,   ),2 ,5(   1 Nixz b
k

ik  ..., 2, 1,   ,0)0( ,2
),1(

1   

3 NiiNiN  ..., 2, 1,   ),122 ,6(   1 Nixy b
k

ik  ..., 2, 1,   ,0)0( ,2
),1(

2   

4 NiiNiN  ..., 2, 1,   ),22 ,7(   1 Nixz b
k

ik  ..., 2, 1,   ,0)0( ,2
),1(

2   

Примечание: 1. При варианте 2 граничной точки матрица 
kB  задается нулевой.  

2. Все элементы матриц 
kB  не указанные в таблице равны нулю. 

 
Шарнирное закрепление.  
Имеем следующие граничные условия: 
– для случая knk  1   

 
00),( ,21

)1(
1  b

k
k xxy ,    

00),( ,21
)1(

3  b
k

k xxy ,   ]  0, [ 11 lx  ;   (7.22) 

00),( ,21
)(

1 b
k

k xxy , 

   00),( ,21
)(

3 b
k

k xxy ,   ]  0, [ 11 lx  ;   (7.23) 

 
– для случая 1k  
 

00),( 1,21
)1(

1 bxxy , 

   00),( 1,21
)1(

3 bxxy ,   ]  0, [ 11 lx  ;   (7.24) 

 

– для случая knk    
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)1(
1  b

n
n

k

k xxy , 

   00),( ,21
)1(

3  b
n

n

k

k xxy ,   ]  0, [ 11 lx  ;   (7.25) 

 
На дискретно-континуальном уровне усло-
виям (7.22)-(7.25) отвечают условия вида 
– для случая knk  1   
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Таблица 7.3. Алгоритм заполнения матрицы 
kB  при задании шарнирного опирания  

в граничной точке (варианты граничной точки 1, 2). 
№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение 
элемента  
матрицы 

Эквивалентное 
условие 

1 Niii  ..., 2, 1,   ),12 ,(   1 Nixy b
k

ik  ..., 2, 1,   ,0)0( ,2
),(

1   

2 NiiiN  ..., 2, 1,   ),2 ,(   1 Nixz b
k

ik  ..., 2, 1,   ,0)0( ,2
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Примечание: 1. При варианте 3 граничной точки матрица 
kB  задается нулевой.  

2. Все элементы матриц 
kB  не указанные в таблице равны нулю. 

 
Таблица 7.4. Алгоритм заполнения матрицы 

kB  при задании шарнирного опирания  

в граничной точке (варианты граничной точки 1, 3). 
№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение 
элемента  
матрицы 

Эквивалентное 
условие 

1 NiiiN  ..., 2, 1,  1),2 ,4(   1 Nixy b
k
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),1(
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),1(
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4 NiiNiN  ..., 2, 1,   ),24 ,7(   1 Nixz b
k

ik  ..., 2, 1,   ,0)0( ,2
),1(

3   

Примечание: 1. При варианте 2 граничной точки матрица 
kB  задается нулевой.  

2. Все элементы матриц 
kB  не указанные в таблице равны нулю. 
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– для случая 1k  
 

Nixy bi  ..., 2, 1,   ,0)0( 1,2
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1  ;    (7.30) 
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k
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1  ;    (7.31) 
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k
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3  ;    (7.32) 

Nixz b
k
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– для случая knk    
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n
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k  ..., 2, 1,   ,0)0( ,2
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3  .  (7.37) 

 
Граничные условия (7.26)-(7.37) можем пе-
реписать в форме (7.1)-(7.2). Алгоритм фор-
мирования матриц 

kB  и 
kB  представлен в 

таблицах 7.3 и 7.4.  
Векторы 1 ..., 3, ,2 ,, 

kkk nkgg ,  
1g  и 

kng   

задаются нулевыми, т.е. определяются фор-
мулой (7.21). 
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Свободный край.  
Рассмотрим ниже два наиболее характерных 
частных случая: 
– при 1k  
 

0)0,( 1,21
)1(

2 bxxM , 

0)0,( 1,21
)1(

2 bxxV ,   ]  0, [ 11 lx  ;   (7.38) 

 
– при knk    
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k xxV ,   ]  0, [ 11 lx  .   (7.39) 

 
Принимая во внимание известные соотно-
шения [5, 16], можем переписать (7.38) и 
(7.39) в следующем виде: 
– при 1k  
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]  0, [ 11 lx  .   (7.41) 
 

На дискретно-континуальном уровне усло-
виям (7.40) и (7.41) отвечают условия вида 
– при 1k  
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– при knk    
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Граничные условия (7.42)-(7.49), очевидно, 
можно переписать в матричной форме (7.1)-
(7.2). Соответствующие таблицы приведены 
в [4]. 

 
Идеальный контакт. 
Характерным здесь, очевидно, является слу-
чай knk  1  . Имеем: 
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    ]  0, [ 11 lx  .   (7.53) 
 
Принимая во внимание известные соотно-
шения [5, 16], можем переписать (7.52) и 
(7.53) в следующем виде: 
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На дискретно-континуальном уровне услови-
ям (7.50)-(7.51), (7.54)-(7.55) отвечают условия 
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Граничные условия (7.56)-(7.64), очевидно, 
можно переписать в матричной форме (7.1)-
(7.2). Соответствующие таблицы приведены 
в [4]. 

 
О задании граничных условий в объекте с 
«пустотами». 
Выше были рассмотрены алгоритмы задания 
граничных условий в виде шарнирного за-
крепления, идеального контакта и свободно-
го края, при этом всюду полагалось, что в 
рассматриваемом объекте отсутствуют «пус-
тоты», т.е. выполняется условие: 
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  (7.65) 

 
Вместе с тем, очевидно, что в рассматривае-
мой конструкции могут иметься пустоты. 
Рассмотрим, например, случай, изображен-
ный на рис. 7.2. 
Заштрихованная область здесь условно пока-
зывает материал конструкции, а незаштри-
хованная – «пустоты». 
В данном случае для узлов с номерами 

pi  ..., 2, 1,=  и Nqqi  ..., ,1 ,=   следует задать 
условия идеального контакта, тогда как для 
узлов с номерами 1 ..., 2, 1,=  qppi  – 
условия свободного края. 
 
 
8. ФОРМИРОВАНИЕ РАЗРЕШАЮЩЕЙ 
МНОГОТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ 
ЗАДАЧИ 

 
Итак, согласно (7.1)-(7.3) континуальной по-
становке соответствует дискретно-
континуальная постановка в виде систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений: 
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Рис. 7.2. Пример конструкции с «пустотами». 

 
где s  – искомое собственное значение; 

)( 21,1, xyy kk   – искомая собственная функ-

ция на подобласти 1 ..., 1,=   ,  kk nk ; 
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Системы (8.1) могут быть записаны иначе в 
более удобной форме 
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(8.3) 
 

где E  – единичная матрица N2 -го порядка. 
Вводя обозначения 
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и рассматривая соотношения (8.3) совместно 
с граничными условиями (8.1)-(8.2), заклю-
чаем, что расчет конструкции в рамках 
ДКМКЭ сводится к решению набора много-
точечных краевых задач для систем N8  
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний первого порядка: 
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        (8.5) 
 
 
9. ОБ УЧЕТЕ УПРУГОПОДАТЛИВЫХ 
ОПОР. 

 
Пусть ikс ,  – характеристика упругоподатли-

вой опоры в i -м узле модели на подобласти 
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k . Тогда глобальная матрица G
kС  характе-

ристик упругоподатливых опор всей эле-
ментной модели на подобласти k  и моди-

фицированная матрица коэффициентов раз-
решающей многоточечной краевой задачи 
формируются следующим образом: 
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10. УЧЕТ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ВДОЛЬ ОСНОВНОГО 
НАПРАВЛЕНИЯ. ЗАДАНИЕ 
НЕКОТОРЫХ СТАНДАРТНЫХ 
ТИПОВ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
ВДОЛЬ ОСНОВНОГО  
НАПРАВЛЕНИЯ.  

 
Рассмотрев ранее алгоритм задания гранич-
ных условий, поперечных по отношению к 
основному направлению, опишем теперь во-
просы учета граничных условий вдоль ос-
новного направления с позиций указания 
корректировок, которые вносятся в поста-
новку (8.5). Описания будем вести на приме-
ры простейших типовых случаев: жесткая 
заделка, шарнирное закрепление и свобод-
ный край. Пусть для определенности гра-
ничные условия вдоль основного направле-
ния задаются по «продольным» сечениям 
плиты 1,11 xx   и Nxx ,11  , показанным на 

рис. 10.1. Условимся для большей компакт-
ности дальнейшего изложения описывать 
задание граничных условий только в сечении 

1,11 xx  , для сечения Nxx ,11   задание осуще-

ствляется аналогично. 
 
Свободный край.  
Имеем континуальные граничные условия 
для 1,11 xx  : 

 
0),( 21,1

)(
1 xxM k ,   0),( 21,1

)(
1 xxV k , 

    ]  , [ 1,2,22
b

k
b

k xxx  .   (10.1) 

 
Данный тип граничных условий вдоль ос-
новного направления является простейшим с 
точки зрения учета, а именно, никаких мо-
дификаций в постановку (8.5) вносить не 
требуется, такие граничные условия вдоль 
основного направления будут учтены авто-
матически. 
 
Шарнирное закрепление.  
Континуальные граничные условия для сече-
ния 1,11 xx  , очевидно, записываются в виде: 
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Второе из условий (11.2) будет выполнено 
автоматически и не требует учета в (9.5). Что 
касается первого условия в (11.2), то здесь 
следует использовать вместо (9.5) следую-
щую постановку: 
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      (10.3) 
 

где k  – матрица N8 -го порядка, элементы 

которой определяются по формуле  
 

Njiijijik 8 ..., 2, 1, ,  ,}{ 1,,,   .    (10.4) 
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Рис. 10.1. Задание граничных условий вдоль основного направления. 

 
Кроме того, из соображений совместности 
неизвестных, при задании граничных усло-
вий в сечения поперечных по отношению к 
основному направлению следует положить 
перемещение узла 1 и его производную по 
переменной 2x  равными нулю, т.е. 
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Жесткая заделка.  
Для сечения 1,11 xx   имеем пару контину-

альных граничных условий:  
 

0)( 2
)1,(

1 xy k ,   0)( 2
)1,(

1 xz k , 

    ]  , [ 1,2,22
b

k
b

k xxx  .   (10.6) 

 
Здесь, как и в случае шарнирного закрепле-
ния, постановку (8.5) следует модифициро-
вать, представив в виде (10.3), при этом эле-
менты матрицы k  необходимо вычислять 

по формуле 
 

Njiiijijik 8 ..., 2, 1, ,  ,}{ 2,1,,,   . 

                      (10.7) 

11. О КОРРЕКТНОМ 
АНАЛИТИЧЕСКОМ РЕШЕНИИ 
МНОГОТОЧЕЧНЫХ КРАЕВЫХ 
ЗАДАЧ ДЛЯ СИСТЕМ 
ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ С КУСОЧНО-
ПОСТОЯННЫМИ  
КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

 
Корректное аналитическое решение много-
точечных краевых задач для систем обыкно-
венных дифференциальных уравнений с ку-
сочно-постоянными коэффициентами произ-
водится по методу, описанному в [1]. После 
определения узловых перемещений и их 
производных по переменной 2x  по форму-
лам (4.1)-(4.7) вычисляются изгибающие 
моменты, поперечные силы, крутящие мо-
менты и приведенные поперечные силы. 

 
 
ЗАМЕЧАНИЯ 
 
Исследования проводились в рамках сле-
дующих работ: 
1. Грант 3.1.7 Российской академии архи-

тектуры и строительных наук «Разработ-
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ка, исследование и верификация коррект-
ных численных методов решения геомет-
рически, физически и конструктивно не-
линейных задач деформирования, устой-
чивости и закритического поведения тон-
костенных оболочечно-стержневых кон-
струкций» на 2013-2015 гг. 

2. Грант 3.1.8 Российской академии архи-
тектуры и строительных наук «Разработ-
ка, исследование и верификация коррект-
ных многоуровневых численных и чис-
ленно-аналитических методов локального 
расчета строительных конструкций на ос-
нове кратномасштабного вейвлет-
анализа» на 2013-2015 гг. 

3. НИР «Разработка, исследование, про-
граммно-алгоритмическая реализация и 
верификация многоуровневых методов 
прогнозного математического моделиро-
вания состояния и техногенной безопас-
ности ответственных объектов и ком-
плексов мегаполиса», выполняемая в 
рамках государственного задания Мини-
стерства образования и науки Российской 
Федерации на оказание услуг (выполне-
ние работ) на 2013 год. 
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СПОСОБ СОЗДАНИЯ  КОНЕЧНЫХ  ЭЛЕМЕНТОВ   
ВЫСОКОГО ПОРЯДКА 

 
М.П. Саинов  

Московский государственный строительный университет, г. Москва, РОССИЯ 
 

АННОТАЦИЯ: Рассмотрен способ создания конечных элементов высокого порядка и конечных элемен-
тов с неравномерным распределением степени аппроксимации перемещений внутри элемента. 
Предложено для создания конечных элементов высокого порядка не вводить дополнительные узлы на 
сторонах элемента, а вводить внеузловые степени свободы. В этом случае через функции формы угловых 
узлов будет выражаться только линейное распределение перемещений в элементе. Повышение степени 
аппроксимации может быть достигнуто путём введения дополнительных степеней свободы на рёбрах 
элемента и соответствующих им функций формы. При этом каждая из дополнительных функций формы 
будет “отвечать” только за свою степень аппроксимации (квадратичная, кубическая) и не будет зависеть 
от вида других функций формы. 
Такой подход позволяет легко создавать элементы, в которых по разным осям степени аппроксимации 
будут разными. Это удобно для сопряжения конечных элементов с разными степенями свободы и для 
описания работы элементов, в которых один размер намного больше другого. 

 
Ключевые слова: метод конечных элементов, функции формы, аппроксимация перемещений 

 
 

METHOD OF CREATING HIGH-ORDER FINITE ELEMENTS 
  

Michail P. Sainov 
Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

 
ABSTRACT: The method is considered for creation of high-order finite elements and finite elements with non-
uniform distribution of approximation level of movements inside the element. 
For creating high-order finite elements it is suggested not to introduce additional nodes at the element sides, but 
introduce out-of-node degree of freedom. In this case only linear distribution of movements in the element will 
be expressed through the function of corner node shapes. Increase of approximation level may be reached by in-
troducing additional degrees of freedom at the element edges and shape functions corresponding to them. At 
that, each of additional shape functions will be “responsible” only for its own degree of approximation (square, 
cubical) and will be free from other shape function types.  
Such an approach permits easy creation of elements, whose degrees of approximation on various axes will be 
different. This is convenient for adjoining finite elements with different degrees of approximation and for de-
scription of elements operation, where one dimension is much higher than the other.  
 

Key words: finite element method, shape function, approximation of movements 
 

 
Метод конечных элементов (МКЭ) в на-
стоящее время является основным методом 
расчёта при проектировании сооружений и 
конструкций различного назначения. Это 
объясняется тем, что он позволяет решать 
самые сложные задачи прикладной механи-
ки, при чём в пространственной постановке. 
МКЭ применяется для выполнения статиче-

ских, динамических, фильтрационных, тем-
пературных расчётов. 
При расчётах напряжённо-
деформированного состояния (НДС) грунто-
вых и бетонных плотин только МКЭ позво-
ляет наиболее полно и точно учесть после-
довательность возведения сооружения, не-
линейность деформирования материалов и 
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взаимодействия между элементами конст-
рукции, между сооружением и основанием. 
В зависимости от класса решаемых задач ис-
пользуются разные виды конечных элемен-
тов: стержневые, плоские, объёмные, эле-
менты-оболочки, контактные элементы и др. 
Кроме того, конечные элементы различаются 
и по степени аппроксимации неизвестной 
функции внутри элемента. 
В частности, при решении задач о напря-
жённо-деформированном состоянии плотин 
неизвестной функцией является функция пе-
ремещений. При решении пространственных 
задач чаще всего используют объёмные ко-
нечные элементы в виде тетраэдра. Такой 
конечный элемент имеет линейную аппрок-
симацию перемещений, а деформация явля-
ется константой. Реже используют шести-
гранные неправильные призмы с квазили-
нейной аппроксимацией перемещений и со-
ответственно линейной функцией деформа-
ций. Обычно точности этих элементов впол-
не достаточно, если конечно-элементная 
дискретизация является довольно подроб-
ной. 
Однако, как показала практика, существует 
класс задач, в котором нельзя применять ко-
нечные элементы низкого порядка. Это зада-
чи о НДС грунтовых плотин с тонкими не-
грунтовыми противофильтрационными эле-
ментами (“стена в грунте”, железобетонные 
экраны, жёсткие диафрагмы и др.). Их осо-
бенностью является то, что деформируе-
мость материала тонкостенной конструкции 
очень сильно (на порядок или на два) отли-
чается от деформируемости вмещающего 
грунта. Из-за этого в них возникают напря-
жения, на порядок отличающиеся от напря-
жений в грунте. При этом напряжения зна-
чительно изменяются как по длине, так и по 
толщине жёсткой тонкостенной конструк-
ции. Многочисленные расчёты показали, что 
с помощью конечных элементов низкого по-
рядка не удаётся отразить сложный характер 
деформирования и напряжённого состояния 
тонкостенной конструкции [1]. 

Существует две способа решения этой про-
блемы: 
1) максимально “сгустить” сетку МКЭ в тон-
кой конструкции, 
2) применить конечные элементы высокого 
порядка. 
Первый способ ведёт к резкому увеличению 
узлов сетки МКЭ, но не гарантирует дости-
жение требуемой точности решения, поэто-
му обычно применяют второй способ. 
Обычно достаточно применять элементы с 
квадратичной аппроксимацией перемеще-
ний. Это гарантированно увеличивает точ-
ность решения, а также упрощает процедуру 
генерации сетки МКЭ. 
В элементе высокого порядка количество 
узлов больше, чем в обычном. Например, в 
шестигранном объёмном элементе при ли-
нейной аппроксимации 8 узлов, а при квад-
ратичной – 20 (рис. 1), а при кубической – 
321. Поэтому использование элементов более 
высокого порядка также ведёт к росту числу 
узлов в сетке МКЭ. При решении простран-
ственных задач увеличение количества узлов 
– не всегда желательно. Оно ведёт к возрас-
танию порядка системы, к резкому увеличе-
нию объёма используемой памяти ЭВМ и 
времени счёта. 
 

 
 

Рис. 1. Объёмные конечные элементы  
(а – с линейной аппроксимацией  
перемещений, б -с квадратичной  

аппроксимацией). 
 

                                                 
1 Сказанное относится к конечным элементам Сирен-
дипова семейства. В Лагранжевом элементе с квадра-
тичной аппроксимацией перемещений 21 узел, а с 
кубической – 40. 
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Поэтому логично использовать конечные 
элементы высокого порядка только там, где 
это действительно необходимо, а в осталь-
ной области – применять обычные элементы. 
Например, при решении задачи о НДС грун-
товой плотины с железобетонным экраном 
целесообразно грунтовую насыпь разбивать 
на простые элементы, а железобетонный эк-
ран – на элементы с квадратичной аппрок-
симацией перемещений. 
Однако возникает проблема сопряжения ко-
нечных элементов с разной степенью ап-
проксимации. На рис. 2a показана одна из 
возможных схем сопряжения, в которой одна 
сторона квадратичного элемента сопрягается 
с двумя сторонами линейных элементов.  
 

 
 

Рис. 2. Схемы сопряжения элементов  
с линейной и квадратичной степенями  

аппроксимации перемещений (а – неверная,  
б – правильная, с помощью элементов  
промежуточной аппроксимацией  

перемещений) 
 
Такая схема сопряжения является неверной, 
она не удовлетворяет требованиям совмест-
ности элементов [2]. У одного из гранича-

щих друг с другом элементов функция пере-
мещений – линейная, а другого – квадратич-
ная. Это означает, что между элементами 
может образовываться зазор и они могут не 
взаимодействовать друг с другом. 
Таким образом, в зоне сопряжения линейных 
и квадратичных элементов необходимо ис-
пользовать элементы с некоей промежуточ-
ной степенью аппроксимации перемещений, 
у которых на границе с линейными элемен-
тами функция перемещений – линейна, а на 
границе с квадратичными – квадратичная 
(рис. 2б). 
Итак, необходимо создать конечные элемен-
ты с промежуточной степенью аппроксима-
ции.  
Обычно в элементах любой степени аппрок-
симации функцию перемещений обычно за-
писывают через перемещения узлов и их 
функции формы: 
 

nn2211 uNuNuNU   ,       (1) 
 

где 1u , 2u , nu – перемещения соответственно 
узлов 1, 2 и n. 

1N , 2N , nN  – функции формы соответст-
венно узлов 1, 2 и n. 
Функции формы узлов элемента обычно за-
писывают в локальных координатах, в кото-
рых любой элемент представляет себя пра-
вильную фигуру с длиной стороны, равной 2 
(в плоской задаче – квадрат, в пространст-
венной – куб). Чтобы перемещение, вычис-
ленное по (1) для узла j, соответствовало пе-
ремещению этого узла, функции формы 
должны быть записаны таким образом, что 
при подстановке локальных координат сво-
его узла они принимали бы значение 1, а при 
подстановке координат другого узла были 
равны 0. 
В шестигранной призме с линейной аппрок-
симацией перемещений функции формы 8 
угловых узлов определяются формулой: 
 

   jjjj 111
8

1
N  ,      (2) 
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где , ,  – координаты произвольной точки 
в локальной системе координат, 
j, j, j – локальные координаты узла j. 
Если степень аппроксимации – квадратич-
ная, то в элементе появляются ещё 12 узлов в 
серединах каждого из рёбер, так называемые 
промежуточные узлы. Их функции формы 
выражаются формулами: 
 

    jj
2

j 111
4

1
N      (3а)  

 
– для узлов на сторонах, параллельных оси , 
 

    jj
2

j 111
4

1
N      (3б)  

 
–для узлов на сторонах, параллельных оси , 
 

    jj
2

j 111
4

1
N      (3в)  

 
– для узлов на сторонах, параллельных оси . 
Однако при этом должны быть изменены 
функции формы угловых узлов: 
 

   
   .21

11
8

1





jjjj

jjjN




       (4). 

 
Они получены путём вычитания из функций 
формы угловых узлов функций формы узлов 
на рёбрах [2]: 
 

   NNN
2

1
NN jj ,           (5) 

 
где jN  – функция формы узла j при линей-

ной аппроксимации перемещений, опреде-
лённая в соответствии с (2), 

N , N , N  – функции формы узлов, рас-

положенных на рёбрах, исходящих из узла j. 
Из формулы (5) видно, что в элементе с про-
межуточной аппроксимацией, функции фор-
мы угловых узлов будут изменяться в зави-

симости от того, есть ли на исходящих рёб-
рах промежуточные узлы. 
Это неудобно, потому нами предлагается 
применять другой подход – использовать для 
создания нелинейных функций перемещений 
внеузловые степени свободы. Это означает, 
что в формуле (1) дополнительные слагае-
мые, отвечающие за нелинейность функции, 
не относятся к каким-либо узлам. Дополни-
тельные узлы не вводятся, соответственно их 
функции формы не изменяются. В этом слу-
чае дополнительные слагаемые формулы (1) 
будут представлять собой приращения пере-
мещений относительно перемещений, соз-
данных угловыми узлами (рис. 3). 
 

 
Рис. 3. Способы создания нелинейной  

функции перемещений на грани (стороне) 
конечного элемента (а – с помощью введения 

дополнительных узлов, б – с помощью  
внеузловых степеней свободы). 

 
Формулы квадратичных функций формы 
внеузловых степеней свободы элемента бу-
дут такими же, как для дополнительных уз-
лов – (3). Их максимум приходится на сере-
дину стороны (когда локальная координата 
равна 0), следовательно, перемещение uj для 
квадратичной функции формы представляет 
собой приращение перемещения в середине 
стороны по сравнению с линейной функцией 
перемещений. 
Формулы для кубических функций формы 
предложены следующими: 
 

    
8

27
111N jj

2
j    (4а) 

 
– для узлов на сторонах, параллельных оси  
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8

27
111N jj

2
j   (4б) 

 
– для узлов на сторонах, параллельных оси  
 

    
8

27
111N jj

2
j   (4в) 

 
– для узлов на сторонах, параллельных оси . 
Максимум кубических функций наблюдает-
ся сразу в двух точках (с относительной ко-

ординатой  3/1 ). Её нельзя отнести к ка-

кому либо узлу, эта степень свободы – вне-
узловая. 
В кубических функциях формы перемещение 
uj представляет собой дополнительное пере-
мещение относительно квадратичной функ-
ции распределения перемещения 
Как видим, предложенный подход обеспечи-
вает независимость степени аппроксимации 
по каждой из сторон рёбер. За счёт этого 
можно создавать элементы, в которых степе-
ни аппроксимации в направлении каждой из 
локальных осей координат (, , ) будут 
разными. Это удобно не только для сопря-
жения разных типов элементов, но и для 
элементов в которых один из размеров зна-
чительно превышает другой. 
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