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AIMS AND SCOPE 
 

The aim of the Journal is to advance the research and practice in structural engineering 
through the application of computational methods. The Journal will publish original papers and 
educational articles of general value to the field that will bridge the gap between high-performance 
construction materials, large-scale engineering systems and advanced methods of analysis. 

The scope of the Journal includes papers on computer methods in the areas of structural 
engineering, civil engineering materials and problems concerned with multiple physical processes 
interacting at multiple spatial and temporal scales. The Journal is intended to be of interest and use 
to researches and practitioners in academic, governmental and industrial communities. 
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ОБЩАЯ ИНФОРМАЦИЯ О ЖУРНАЛЕ 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 
(Международный журнал по расчету гражданских и строительных конструкций) 

 

Международный научный журнал “International Journal for Computational Civil 
and Structural Engineering (Международный журнал по расчету гражданских и строитель-
ных конструкций)” (IJCCSE) является ведущим научным периодическим изданием по 
направлению «Инженерные и технические науки», издаваемым, начиная с 1999 года (ISSN 
2588-0195 (Online); ISSN 2587-9618 (Print) Continues ISSN 1524-5845). В журнале на высоком 
научно-техническом уровне рассматриваются проблемы численного и компьютерного модели-
рования в строительстве, актуальные вопросы разработки, исследования, развития, верифика-
ции, апробации и приложений численных, численно-аналитических методов, программно-
алгоритмического обеспечения и выполнения автоматизированного проектирования, монито-
ринга и комплексного наукоемкого расчетно-теоретического и экспериментального обоснова-
ния напряженно-деформированного (и иного) состояния, прочности, устойчивости, надежности 
и безопасности ответственных объектов гражданского и промышленного строительства, энер-
гетики, машиностроения, транспорта, биотехнологий и других высокотехнологичных отраслей. 

В редакционный совет журнала входят известные российские и зарубежные деятели 
науки и техники. Основной критерий отбора статей для публикации в журнале − их высокий 
научный уровень, соответствие которому определяется в ходе высококвалифицированного 
рецензирования и объективной экспертизы, поступающих в редакцию материалов. 

Журнал входит в Перечень ВАК РФ ведущих рецензируемых научных изданий, в кото-
рых должны быть опубликованы основные научные результаты диссертаций на соискание 
ученой степени кандидата наук, на соискание ученой степени доктора наук по отраслям науки  

 01.00.00 Физико-математические науки; 
 05.00.00 Технические науки 

и группам специальностей 
 01.02.00 Механика 
 05.13.00 Информатика, вычислительная техника и управление 
 05.23.00 Строительство и архитектура. 
В Российской Федерации журнал индексируется Российским индексом научного ци-

тирования (РИНЦ).  
Журнал входит в базу данных Russian Science Citation Index (RSCI), полностью инте-

грированную с платформой Web of Science. Журнал имеет международный статус и высыла-
ется в ведущие библиотеки и научные организации мира.  

Учредители журнала – Издательство Ассоциации строительных высших учебных 
заведений /АСВ/ (Россия, г. Москва) и Издательский дом Begell House Inc. (США, г. Нью-
Йорк). 

Издатели журнала – Издательство Ассоциации строительных высших учебных за-
ведений /АСВ/ (Россия, г. Москва) и до 2017 года Издательский дом Begell House Inc. (США, 
г. Нью-Йорк). Официальными партнерами издания является Российская академия архитек-
туры и строительных наук (РААСН), осуществляющая научное курирование издания, и 
Научно-исследовательский центр СтаДиО (ЗАО НИЦ СтаДиО). 

Цели журнала – демонстрировать в публикациях российскому и международному 
профессиональному сообществу новейшие достижения науки в области вычислительных ме-
тодов решения фундаментальных и прикладных технических задач, прежде всего в области 
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2018 ГОДА В РОССИИ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ  
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Аннотация: В настояшей статье представлены: описание особенностей расчетного обоснования механи-
ческой безопасности трехмерных большепролетных систем «грунтовое основание – железобетонные 
конструкции фундаментов и трибун – металлические конструкции покрытия и фасадов» футбольных 
стадионов к чемпионату мира по футболу 2018 года в России при основных и особых сочетаниях нагру-
зок и постановка задач будущих исследований. 
 

Ключевые слова: математическое моделирование, численные методы, метод конечных элементов, 
напряженно-деформированное состояние, механическая безопасность, футбольный стадион. 
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Abstract: The article presents structural safety analysis of the three-dimensional long-span systems “ground base – 
reinforced concrete foundation structures and stands - metal structures of the coating and facades” of football stadiums 
for the 2018 World Cup in Russia with basic and special combinations of loads and formulation problems of future in-
vestigations. 
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Современное проектирование и строитель-
ство уникальных зданий и сооружений 
немыслимо без расчетного обоснования и 

глубоких всесторонних исследований пове-
дения несущих конструкций под действием 
разного рода воздействий. 
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Одними из наиболее грандиозных и ответ-
ственных объектов строительства являются 
уникальные большепролетные сооружения, 
такие как: стадионы, дворцы спорта и аква-
парки, торгово-развлекательные комплексы, 
пешеходные, автомобильные и железнодо-
рожные мосты различных конструктивных 
решений. 
В этом году в период с 14 июня по 15 июля 
в России пройдет Чемпионат Мира по фут-
болу. Подготовка к этому мероприятию 
требует значительных затрат и, в первую 
очередь, проектирования и строительства 
новых весьма вместительных стадионов, 
отвечающие современным требованиям 
безопасности и критериям FIFA. 
К проведению чемпионата построены и ре-
конструированы 12 футбольных стадионов: 
«Лужники» и «Открытие Арена» в г.Москва, 
«Санкт-Петербург Арена» («Зенит»), 
г.Санкт-Петербург, «Казань Арена» в 
г.Казань, «Нижний Новгород Арена» в 
г.Нижний Новгород, «Волгоград Арена» в 
г.Волгоград, «Ростов Арена» в г.Ростов-на-
Дону, «Екатеринбург Арена» в 
г.Екатеринбург, «Самара Арена» в г.Самара, 
«Мордовия Арена» в г.Саранск, «Арена Бал-
тика» в г.Калининград, «Фишт» в г.Сочи. 
Несущие конструкций футбольного стадиона 
представляют собой пространственную 
большепролетную систему, состоящую из 
следующих основных фрагментов: грунтовое 
или свайное основание, железобетонные 
конструкции фундаментов и трибун, метал-
лические конструкции покрытия и фасада. 
Расчетное обоснование механиче-
ской/конструктивной безопасности (напря-
женно-деформированного состояния (НДС), 
динамики, прочности и устойчивости) такого 
рода комбинированных систем имеет ряд 
особенностей. Ниже приведены наиболее 
значимые из них: 
1) «Экстремальная» вычислительная раз-

мерность задач, с известными послед-
ствиями. Очевидная сложность заключа-
ется в анализе и обработке значительного 
объема проектной и нормативной доку-

ментации и построения в точном соответ-
ствии с ними подробной геометрической, 
а затем и конечноэлементной модели си-
стемы «основание – железобетонные 
конструкции фундаментов и трибун – ме-
таллоконструкции покрытия и фасадов» 
при основных и особых сочетаниях 
нагрузок и воздействий. Модели вклю-
чают в себя внушительное (несколько со-
тен-тысяч) количество типов сечений, 
жесткостей, материалов конструкций. 

2) Как правило, разработку и расчетную 
оптимизацию связанных основных под-
систем, таких как основание, железобе-
тонные конструкции чаши стадиона, ме-
таллические конструкции покрытия, фа-
садные конструкции и т.д. ведут незави-
симо друг от друга различные проектные 
организации. Зачастую построить рас-
четную модель полной системы «осно-
вание – железобетонные конструкции 
чаши стадиона – металлические кон-
струкции крыши» этим фирмам не пред-
ставляется возможным. Препятствиями к 
этому служат различные факторы, от 
большой вычислительной размерности 
таких моделей до несовместимости фор-
матов файлов расчетных моделей в раз-
личных программных комплексах и 
коммерческих тайн. В такой ситуации 
рациональным решением был бы пере-
ход к исследованию НДС, прочности, 
устойчивости и динамики простран-
ственной системы несущих железобе-
тонных и металлических конструкций 
футбольного стадиона в рамках сепарат-
ных моделей, что позволяет решить про-
блемы организационного характера при 
проектировании уникальных сооруже-
ний, а также значительно снизить вы-
числительную размерность задачи. Для 
обоснования такого перехода требуется 
провести сравнительный анализ соб-
ственных частот и форм колебаний пол-
ной модели конструкций стадиона (си-
стемы «основание  – железобетонные 
конструкции  фундаментов  и  трибун –  
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Рисунок 1. Разработанные расчетные КЭ-модели несущих конструкций стадиона  
в г. Екатеринбург. ПК ANSYS Mechanical и ПК SCAD Office.
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металлоконструкции покрытия и фаса-
дов») и моделей подсистем и оценить 
насколько велико влияние податливости 
опорной подсистемы «основание – желе-
зобетонные конструкции фундаментов и 
трибун» на статическое состояние, ди-
намику и устойчивость подсистемы «ме-
таллоконструкции покрытия и фасадов». 
При слабом влиянии, т.е. при отсутствии 
совместных форм и незначительном рас-
хождении значений частот колебаний 
для родственных форм, можно сделать 
вывод о возможности исследования НДС 
в рамках сепаратных моделей.  
Альтернативным подходом, который 
можно применить даже в том случае, ко-
гда сравнительный анализ собственных 
частот и форм колебаний полной модели 
конструкций стадиона и моделей подси-
стем не дает удовлетворительного ответа 
(возможность декомпозиции), является 
метод суперэлементов (МСЭ) или метод 
динамического синтеза подконструкций. 

3) При устройстве свайных или свайно-
плитных фундаментов футбольных ста-
дионов возникает задача моделирования 
неоднородного грунтового основания и 
свайного поля, содержащего порядка де-
сяти тысяч свай. Процесс моделирования 
такого количества свай требует приме-
нения макросов – написанных на встро-
енном в программный комплекс (или 
стороннем) языке программирования 
скриптов или подпрограмм-макросов, 
что позволяет эффективно, автоматизи-
ровано и в короткие сроки задавать и 
итерационно корректировать жесткости 
и обрабатывать выходные данные для 
такого массива свай.  

4) Динамические воздействия, обусловлен-
ные согласованными движениями боль-
шого числа людей, находящихся на три-
бунах спортивных сооружений, вызыва-
ют колебания конструкций, которые, в 
свою очередь, могут снижать комфорт-
ность пребывания людей в таких соору-
жениях. 

При проектировании конструкций трибун 
спортивных сооружений необходимо ис-
ключить возможность их резонансного 
возбуждения, от синхронного движения 
людей. Для этого предельные прогибы 
конструкций трибун должны быть опре-
делены исходя из физиологических тре-
бований («зыбкости») по п.10.10 СНиП 
2.01.07-85*. Кроме того, частоты соб-
ственных колебаний конструкций трибун 
должны быть в вертикальном направле-
нии больше 5 Гц, а в горизонтальном 
направлении – больше 3 Гц (данные кри-
терии могут незначительно отличаться и 
определяются в СТУ).  
Расчет на динамическую комфортность 
неразрывно связан с многоитерационным 
процессом дополнения и корректировки 
положения несущих конструкций стади-
она на основании результатов статиче-
ских и динамических расчетов для удо-
влетворения критериям динамической 
комфортности (иными словами зыбкости) 
конструкции «гребенки» трибун. 

5) Для металлических конструкций покры-
тий и фасада требуется провести расчет 
на устойчивость с учетом физической и 
геометрической нелинейностей и 
начальных несовершенств. Также необ-
ходимо геометрически нелинейное мо-
делирование предварительно напряжен-
ных вантовых элементов в составе кон-
струкций покрытия (для стадионов, по-
крытия которых имеют соответствую-
щие конструктивные решения), в том 
числе, при расчете на прогрессирующее 
обрушение. 

6) Для наиболее сложных и ответственных 
узлов металлических конструкций по-
крытий требуется проводить уточненный 
трехмерный физически нелинейный КЭ-
анализ НДС и прочности наиболее 
напряженных конструктивных узлов с 
учетом реальной диаграммы деформиро-
вания. Как правило, такой расчет прово-
дит с использованием оболочечно-
стержневой конечноэлементной  модели  
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Стадион в г. Самара «Самара Арена» 
 

 
Рисунок 2. Архитектурный проект стадиона в г. Самара. 

 

 
Рисунок 3. Разработанная трехмерная оболочечно-стержневая КЭ-модель стадиона 

в г. Самара (ПК ANSYS Mechanical). 
 

 
Рисунок 4. Фотография стадиона в г. Самара (по состоянию на январь 2018 года).  
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Стадион в г. Нижний Новгород «Нижний Новгород Арена» 
 

Рисунок 5. Архитектурный проект стадиона в г. Нижний Новгород. 
 

 
Рисунок 6. Разработанная трехмерная оболочечно-стержневая КЭ-модель стадиона 

в г. Нижний Новгород (ПК ANSYS Mechanical). 
 

 
Рисунок 7. Фотография стадиона в г. Нижний Новгород (по состоянию на декабрь 2017 года).  
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Стадион в г. Волгоград «Волгоград Арена» 
 

 
Рисунок 8. Архитектурный проект стадиона в г. Волгоград. 

 

 
Рисунок 9. Разработанная трехмерная оболочечно-стержневая КЭ-модель стадиона 

в г. Волгоград (ПК ANSYS Mechanical). 
 

 
Рисунок 10. Фотография стадиона в г. Волгоград (по состоянию на декабрь 2017 года).  
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Стадион в г. Екатеринбург «Екатеринбург Арена» 
 

 
Рисунок 11. Архитектурный проект стадиона в г. Екатеринбург. 

 

 
Рисунок 12. Разработанная трехмерная оболочечно-стержневая КЭ-модель стадиона 

в г. Екатеринбург (ПК ANSYS Mechanical). 
 

 
Рисунок 13. Фотография стадиона в г. Екатеринбург (по состоянию на декабрь 2017 года).  
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покрытия, в которую встраивается  объ-
емная  модель  исследуемого узла, име-
ющая необходимые зоны сгущения сет-
ки конечных элементов для более адек-
ватного воспроизведения НДС. Разрабо-
танные таким образом модели верифи-
цируются путем сравнения максималь-
ных перемещений до и после включения 
узла в общую модель от расчетной 
нагрузки. 

7) Некоторые стадионы к чемпионату мира 
по футболу в России расположены в 
сейсмически активных районах (Кали-
нинград, Ростов-на-Дону, Краснодар, 
Сочи). Соответственно для них необхо-
димо проводить динамические расчеты 
систем «основание – железобетонные 
конструкции фундаментов и трибун – 
металлоконструкции покрытия и фаса-
дов» на сейсмические воздействия уров-
ня ПЗ (по линейно-спектральной мето-
дике на трехкомпонентные спектры 
ускорений) и МРЗ (прямым интегриро-
ванием уравнений движения на трех-
компонентные акселерограммы). 

8) В составе конструкций стадионов возво-
димых и реконструируемых к проведе-
нию чемпионата мира для увеличения 
количества зрительских мест может 
быть предусмотрено устройство времен-
ных сборно-разборных трибун. Модели-
рование и расчет временных сборно-
разборных трибун, как правило, имеет 
многоитерационный характер. Для удо-
влетворения критериев прочности тре-
буется корректировать первоначальные 
варианты конструкций временных три-
бун на основании результатов статиче-
ских и динамических расчетов. В ре-
зультате такого оптимизационного про-
цесса могут быть удовлетворены как 
требования прочности и устойчивости 
конструкций так и физиологические тре-
бования по «зыбкости» или, другими 
словами, динамической комфортности.  

9) Для повышения качества расчетных 
обоснований проектных решений совре-

менных сложных объектов строитель-
ства, во избежание просчетов в проекти-
ровании, приводящих к аварийным ситу-
ациям в ходе строительства и эксплуата-
ции, разработаны требования, согласно 
которым проектным организациям реко-
мендуется осуществлять расчеты не ме-
нее чем по двум моделям, независимо 
разработанным в двух верифицирован-
ных ПК, проводить сопоставительный 
анализ полученных результатов. 
Сопоставляются основные интегральные 
характеристики конструкций, такие как 
масса сооружения, собственные частоты 
и формы колебаний, перемещения со-
оружения целиком и отдельных кон-
структивных элементов, усилия в основ-
ных типах несущих конструктивных 
элементов. Для того чтобы добиться 
приемлемого различия значений, в тес-
ном взаимодействии с коллегами, вы-
полняющими альтернативный расчет, 
требуется провести калибровки расчет-
ных моделей и устранить все возможные 
расхождения в жесткостных характери-
стиках, нагрузках и т.д. что в свою оче-
редь позволяет свести значениях сравни-
ваемых параметров конструкций до при-
емлемых величин. 

10) Научно-техническое сопровождение 
прохождения в ФАУ «Главгосэкспертиза 
России» в части расчетного обоснования 
проектов стадионов. Успешному про-
хождению экспертизы предшествует 
большая предварительная работа, в том 
числе, со смежниками-
«альтернативщиками» по достижению 
приемлемого соответствия основных ре-
зультатов расчетов, предоставление раз-
вернутых ответов на замечания и пред-
ложения штатных и приглашенных экс-
пертов, которые, в ряде случаев могут 
потребовать серьезных дополнительных 
исследований. 

Эти и ряд других проблем численного моде-
лирования требуют углубленных математи-
ческих исследований, разработки эффектив-
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ных методик решения указанных наукоем-
ких задач строительства. 
В связи с вышеизложенным, целью даль-
нейшего исследования является разработка, 
верификация и апробация эффективной ме-
тодики численного моделирования, нагрузок 
и воздействий при максимально адекватном 
отражении конструктивных особенностей и 
напряженно деформированного состояния 
систем «основание – железобетонные кон-
струкции фундаментов и трибун – металло-
конструкции покрытия и фасадов». При этом 
ставится задача обоснования возможности 
независимой работы конструкторов и рас-
четчиков, разрабатывающих разные разделы 
проекта (железобетонные конструкции фун-
даментов и трибун, металлоконструкции по-
крытия и фасадов). 
Описание разрабатываемой методики и ре-
зультаты её верификации и апробации на ре-
альных объектах будут изложены в следую-
щих статьях. 
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АПРОБАЦИЯ ЧИСЛЕННОЙ МЕТОДИКИ РАСЧЕТА 
ДИНАМИЧЕСКОГО НДС ТРЕХМЕРНОЙ СИСТЕМЫ  

«ОСНОВАНИЕ – СООРУЖЕНИЕ НАПОРНОГО  
ФРОНТА ГТС – ВОДОХРАНИЛИЩЕ» НА ПРИМЕРЕ  

ШЛЮЗА-РЕГУЛЯТОРА КУБАНСКИХ ГЭС 
 

Д.С. Дмитриев 
Научно-исследовательский центр СтаДиО, г. Москва, РОССИЯ 

 
Аннотация: В настоящей статье представлены результаты апробации разработанной методики уточнен-
ного численного моделирования динамического НДС трехмерной системы «грунтовое основание – водо-
хранилище – сооружение напорного фронта ГТС» при сейсмических воздействиях, на реальном гидро-
энергетическом объекте. Проведено сопоставление двух различных способов моделирования жидкости, 
взаимодействующего с сооружением и основанием гидроузла. Затронуты вопросы выбора размеров бло-
ка основания и учета инерционной нагрузки от него, а также способа задания исходного сейсмического 
воздействия. 
 

Ключевые слова: математическое моделирование, численные методы, метод конечных элементов,   
связанные системы «сооружение – жидкость», сейсмостойкость,  

собственные частоты и формы колебаний, динамическое напряженно-деформированное состояние 
 
 

APPROBATION OF THE NUMERICAL METHOD  
OF CALCULATING THE DYNAMIC STRESS-STRAIN STATE  
OF THE THREE-DIMENSIONAL SYSTEM “FOUNDATION –  

FACILITY OF THE PRESSURE FRONT HYDRAULIC  
ENGINEERING STRUCTURE – WATER RESERVOIR”  
ON THE EXAMPLE OF THE CLUSTER-REGULATOR  

OF THE KUBAN HYDROELECTRIC POWER STATIONS 
 

Dmitry S. Dmitriev 
Scientific Research Center “StaDyO”, Moscow, RUSSIA 

 
Abstract: In the article, the results of approbation of the developed technique of the refined numerical simula-
tion of the dynamic stress-strain state of the three-dimensional system “ground base (earth foundation) – reser-
voir – construction of the pressure head of the hydraulic system” under seismic influences. A comparison is 
made between two different ways of modeling the fluid interacting with the structure and the base of the hydroe-
lectric power station. The issues of choosing the dimensions of the base unit and taking into account the inertial 
load from it, as well as the method of determining the initial seismic action, are touched upon. 

 
Keywords: mathematical modeling, numerical methods, finite element method, connected systems  

“structure – fluid”, seismic stability, natural frequencies and vibration modes, dynamic stress-strain state 
 
 
1. ВВЕДЕНИЕ 
 
Апробация разработанной численной мето-
дики расчета динамического НДС трехмер-

ной системы «грунтовое основание – водо-
хранилище – сооружение напорного фронта 
ГТС» при сейсмических воздействиях [1,2,3] 
выполнена на реальном гидротехническом 
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сооружении при действии постоянных, ста-
тических и сейсмических нагрузок с исполь-
зованием расчетного программного ком-
плекса ANSYS Mechanical. 
В качестве объекта для апробации разрабо-
танной численной методики выбран шлюз-
регулятор №1 (ШР-1) Кубанских ГЭС. Это 
низконапорное гидротехническое сооруже-
ние относящиеся ко II классу опасности (из-
за своего назначения и условий эксплуата-
ции). Для гидротехнических сооружений вы-
сокой опасности (II класс), согласно [4] 
необходимо проводить расчеты на сейсмиче-
ские воздействия с использованием методов 
динамической теории (ДТ) сейсмостойкости. 
В расчетах данного типа имеется целый ряд 
условностей и неопределенностей, в том 
числе касающихся учета водного массива, 
взаимодействующего с сооружением [13]. В 
разработанной численной методике расчета 
динамического НДС гидросооружений 
именно вопросу учета жидкости уделено 
особое внимание. В данной статье приведе-
ны результаты апробации данной методики. 
 
 
2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 
Перед данными расчетными исследованиями 
были поставлены следующие задачи: 
1. разработать подробную, пространствен-

ную, конечноэлементную модель систе-
мы «грунтовое основание - сооружение 
шлюза-регулятора №1 – водный мас-
сив»; 

2. провести комплекс вариантных расчетов 
системы по разработанной и верифици-
рованной численной методике, в соот-
ветствии с положениями, заложенными в 
действующих нормах; 

3. провести сопоставительный анализ ре-
зультатов, полученных при двух различ-
ных способах моделирования жидкости; 

4. проанализировать трехмерное НДС гид-
росооружения и основания при сейсми-
ческих воздействиях. 

 

3. ОПИСАНИЕ СООРУЖЕНИЯ 
 
Шлюз-регулятор №1 предназначен для деле-
ния потока воды между ГАЭС, находящейся 
в составе Каскада Кубанских ГЭС и Боль-
шим Ставропольским каналом в республике 
Карачаево-Черкесия. В весенне-летний пе-
риод излишки воды забираются из Большого 
Ставропольского канала и через гидроагре-
гаты ГАЭС и холостой водосброс наполняют 
Кубанское водохранилище. В осенне-зимний 
период гидроагрегаты ГАЭС работают в 
насосном режиме и подают воду из водохра-
нилища в Большой Ставропольский канал. 
Данное гидротехническое сооружение пред-
ставляет собой трехпролетный водослив с 
широким порогом, выполненный из моно-
литного железобетона. Ширина каждого 
пролета 6 м, высота 2.3 м. Отметка порога на 
входе и выходе равна 639.3 м. Напор на по-
роге при НПУ составляет 5.95 м. Расчетная 
пропускная способность ШР-1 составляет 
150 м3/с. Плановые размеры подводной ча-
сти здания раны 18.4×10.0 м, высота здания - 
8.0 м. 
В пролетах предусмотрены 3 пары пазов для 
аварийно-ремонтных, рабочих и ремонтных 
затворов. Рабочий - плоский, колесный, глу-
бинный со стороны НБ. Аварийно-
ремонтный – плоский, скользящий, двухсек-
ционный, поверхностный со стороны НБ. 
Ремонтный – плоский, скользящий, поверх-
ностный со стороны ВБ. Маневрирование 
рабочими затворами производится за счет 
стационарных подъемных механизмов, сум-
марный вес которых составляет 12.3 т. Ре-
монтные и аварийно-ремонтные затворы 
опускаются с помощью катучей лебедки ве-
сом 13.3 т. 
Надводная часть шлюза представляет собой 
одноэтажное каркасное здание со следую-
щими размерами: в плане 23.45×5.4 м, высо-
той 7.5 м. Колонны и подкрановые балки 
выполнены из сборного железобетона, стены 
(ограждающие конструкции) и перегородки 
кирпичные. Несущими конструкциями кров-
ли являются железобетонные плиты. Пло-
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щадь производственных помещений состав-
ляет 120 м2. Над пролетами водослива устро-
ен мостовой переезд. Балки, на которых ле-
жат плиты автодороги шарнирно опираются 
на бычки монолитной части. 
Подводящий и отводящий каналы имеют 
крепление откосов каменной наброской и в 
месте сопряжения с сооружением крепление 
выполнено железобетонными плитами. 
 

 
Рисунок 1. Поперечный разрез ШР-1. 

 

 
Рисунок 2. продольный разрез ШР-1. 

 
 

4. ОПИСАНИЕ РАСЧЕТНОЙ МОДЕЛИ 
 
Расчетная модель шлюза-регулятора №1 со-
здавались в препроцессоре программного 
комплекса ANSYS Mechanical с использова-
нием специально разработанных параметри-
зированных макросов, написанных на внут-
реннем языке программирования APDL. 
Для моделирования подводной железобетон-
ной части сооружения (плиты основания, 
бычков и боковых устоев) использовались 

восьми узловые конечные элементы 
SOLID45. Массив грунта, включая подводя-
щий и отводящий каналы, так же моделиро-
вался объемными элементами SOLID45. Для 
моделирования стен, плит мостового переез-
да и кровли использовались четырёхуголь-
ные и треугольные в плане конечные эле-
менты оболочки Кирхгофа-Лява типа 
SHELL43. Балки, колонны и пешеходный 
мостик моделировались пространственными 
стержневыми конечными элементами типа 
BEAM44. Нагрузки от механического обору-
дования задавались, как присоединенные 
массы, с помощью конечных элементов типа 
MASS21. 
В рамках исследований, посвященных выбо-
ру оптимального метода моделирования 
жидкости, водный массив моделировался 
двумя методами:  
1. с использованием объемных акустиче-

ских элементов типа FLUID30; 
2. с использованием объемных элементов 

гидродинамической среды типа 
FLUID80. 

 

 
Рисунок 3. Общий вид КЭ-модели ШР-1  

без грунтового массива. 
 

Для монолитных железобетонных конструк-
ций материал принят, соответствующий бе-
тону класса Б25, со следующими параметра-
ми: Плотность: ρ=2.2 т/м3, модуль упругости: 
E=2.7×E3 кН/м2, коэффициент Пуассона 
μ=0.2. Так как моделирование сложного, не-
линейного поведения железобетона не вхо-
дило в задачи данного исследования, мате-
риал был принят упругим и изотропным. 
При моделировании массива грунта основа-
ния были приняты некоторые упрощения. 
Геологическое строение массива было реду-
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цированно до двух инженерно-
геологических слоев с ровной горизонталь-
ной границей по основанию сооружения. 
Подводящий и отводящий каналы приняты 
трапецеидальной формы, а береговые при-
мыкания имеют более упрощенные очерта-
ния. 
Четких рекомендаций по назначению разме-
ров грунтового массива не существует, что 
приводит к некоторому произволу в выборе 
габаритных размеров основания. Многоите-
рационные расчеты с поиском несжимаемой 
толщи позволяют определить оптимальный 
размер основания для конкретной задачи, но 
чаще всего они вписываются в рамки от 2H 
до 4H, где H – высота гидросооружения [5]. 
Итоговые размеры массива грунта имеют 
следующие параметры: глубина – 36 м, дли-
на (вдоль потока) – 90 м, ширина поперек 
потока – 72 м. 
В практике расчетов гидросооружений на 
сейсмостойкость получил распространение 
учет основания, обладающего лишь упругими 
(но не инерционными) свойствами [5,6, 
14,15]. Эта условная схема позволяет добить-
ся внутренней сходимости частот и форм ко-
лебаний для рассматриваемой системы пло-
тина-основание, при расчете по линейно-
спектральной теории (ЛСТ). Расчет шлюза-
регулятора по ЛТС также проводился в рам-
ках этой работы, но результаты этих исследо-
ваний не отражены в данной статье. Для рас-
четов сооружения прямым динамическим ме-
тодом с использованием трехкомпонентных 
синтезированных акселерограмм, грунтовому 
массиву задавалась плотность, тем самым 
учитывалась инерционная нагрузка. 
В качестве граничных условий узлам на 
внешних поверхностях грунтового массива 
были ограничены линейные перемещения в 
направлении перпендикулярном плоскости 
массива, а также наложены условия не отра-
жения волн. Контакт сооружения с грунтом 
принимался абсолютно жестким (элементы 
сооружения и основания имеют общие узлы 
на контакте). 

Материалы массива грунта принимались 
упругими, со следующими физическими 
свойствами: 
1. Насыпные и погребные почвы (верхний 

слой) – плотность ρ=1.86 т/м3, модуль 
упругости E=15 МПа, коэффициент 
Пуассона μ=0.3 (деформационные харак-
теристики приняты по[7]); 

2. Коренные грунты – плотность ρ=1.98 
т/м3, модуль упругости E=15 МПа, ко-
эффициент Пуассона μ=0.3. 

 

 
Рисунок 4. Общий вид КЭ-модели ШР-1  

с грунтовым и водным массивами. 
 

Вычислительная размерность расчетной мо-
дели ШР-1 – 245 528 конечных элементов и 
265 422 узлов. Из них 37 648 элементов яв-
ляются конечными элементами водного мас-
сива. Характерный размер конечных элемен-
тов изменяется в диапазоне от 0.5 м до 4 м. 
 
 
5. ПАРАМЕТРЫ РАСЧЕТА 
 
Исходное сейсмическое воздействие. При 
проведении расчетов ШР-1 на сейсмостой-
кость прямым динамическим методом были 
использованы исходные акселерограммы, 
рекомендованные для сейсмических расче-
тов рассматриваемого района. В отчете по 
сейсмическому микрорайонированию участ-
ка расположения сооружения представлен 
набор акселерограмм. Из этого набора была 
выбрана одна трехкомпонентная акселеро-
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грамма рис.5. Критериями выбора были мак-
симальное пиковое значение ускорений и 
наибольший спектр ускорений. При сопоста-
вительном анализе результатов с разным 
способом учета жидкости, использовалась 
одна компонента X (вдоль потока) исходной 
акселерограммы продолжительностью 10 
секунд с максимальным ускорением -9.813 
м/с2 рис. 6. 
 

 
Рисунок 5. Исходная трехкомпонентная  
акселерограмма. Ускорение в долях от g. 

 

 
Рисунок 6. Акселерограмма по X.  
Для сопоставительного анализа.  

Ускорение в м/с2. 
 
Исходное сейсмическое воздействие в виде 
ускорения прикладывалось в качестве инер-
ционной нагрузки. Данный подход доста-

точно широко применяется в практике рас-
четов гидросооружений на сейсмостойкость. 
Метод и шаг интегрирования. При решении 
задачи использовался метод интегрирования 
Ньюмарка Параметры интегрирования Нью-
марка α, δ по умолчанию приняты равными 
α=0.2525 и δ=0.505. После выбора типа инте-
грирования, задавался шаг интегрирования 
по времени. Шаг интегрирования принят 
кратным шагу исходной акселерограммы, 
для исключения возможности пропуска пи-
кового значения и равным 1/6 от минималь-
ного периода собственных колебаний кон-
струкции. Значение шага интегрирования 
принято равным 0.005 с. 
Демпфирование. Для железобетонных кон-
струкций сооружения задавалось 5% демп-
фирование Релея, константы демпфирования 
принимали следующие значения (α=4.44 и 
β=0.000379). Для массива грунта коэффици-
ент ξ задавался равным 15% от критического 
[8], при этом константы демпфирования рав-
ны (α=7.754817 и β=0.00126). 
Моделирование водной среды. Как отмеча-
лось ранее, в рамках данного исследования 
моделирование водного массива проводи-
лось с использованием двух разных типов 
конечных элементов, каждый из которых 
имеет свои особенности.  
При использовании акустических элементов 
типа FLUID30 для них применялись различ-
ные внутренние настройки. Внешний слой 
элементов, который контактировал с грун-
том и сооружением, задавался элементами, у 
которых в качестве узловых степеней свобо-
ды выступают линейные перемещения и 
давление. У остальных элементов в узлах 
только одна степень свободы - давление. 
Всем узлам, находящимся на контакте воды 
с ограничивающими поверхностями, задава-
лись условия контакта Fluid–structure 
interaction (FSI). В качестве граничных усло-
вий, помимо ограничения перемещений на 
внешней границе водного массива, на сво-
бодной поверхности жидкости задавалось 
нулевое давление. 
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При моделировании водного массива эле-
ментами FLUID80 на контактной поверхно-
сти жидкость и сооружение/основание не 
имели общих узлов, в отличии от случая с 
акустическими элементами. У совпадающих 
узлов объединялись перемещения в направ-
лении перпендикулярном контактной по-
верхности. В качестве граничных условий 
задавались только ограничения перемеще-
ний по нормали на внешней границе водного 
массива. Следует отметить, что для возмож-
ности использования элементов FLUID80 
расчетная модель была упрощена (фактиче-
ски изменена). Часть водного массива, кон-
тактирующая с наклонными стенками отво-
дящего и подводящего каналов, была исклю-
чена из расчетной модели рис.7. Это вынуж-
денное упрощение связано с особенностью 
элементов гидродинамической среды типа 
FLUID80. В работах [9,11] подробно описа-
ны особенности данного типа конечных эле-
ментов, которые усложняют, а в некоторых 
случаях делают невозможным проведение 
динамических расчетов. 
 

 
Рисунок 7. Упрощенная расчетная модели  

с элементами жидкости – FLUID80. 
 
 

6. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА 
 
На первых этапах были приведены важные 
для понимания объекта расчеты собственных 
частот и форм колебаний и сейсмических 
реакций по линейно-спектральной теории, но 
в рамках данной статьи эти результаты не 
представлены. 

Для вывода результатов в модели были вы-
браны точки, которые являются характерны-
ми для данного сооружения. При сопостав-
лении результатов с использованием двух 
разных методов моделирования жидкости 
оценивались перемещения рельса катучей 
лебедки по X (вдоль потока) и эквивалент-
ные напряжения по Мизесу в элементе на 
напорной грани. Горизонтальные перемеще-
ния имеют идентичный характер для обоих 
вариантов моделирования жидкости и отли-
чаются в приделах 3%. Горизонтальные пе-
ремещения без учета жидкости также хоро-
шо соотносятся, что говорит о малом влия-
нии массива жидкости для конкретного со-
оружения и конкретного исходного воздей-
ствия рис.9. Сопоставление результатов по 
изменению эквивалентных напряжений в 
элементе на напорной грани показало ожи-
даемую картину рис.10.  
По результатам сопоставительного анализа 
сделан вывод о возможности использования 
для данной задачи только элементов типа 
FLUID30, для элементов FLUID80 необхо-
димо значительно упростить расчетную схе-
му. Необходимо отметить, что даже при 
упрощении модели продолжительность рас-
чета при использовании элементов FLUID80 
больше в 2.3 раза по сравнению с элемента-
ми FLUID30. Что делает более предпочти-
тельным использование именно акустиче-
ских элементов. 
Расчет на полную акселерограмму прово-
дился только с акустическими элементами. В 
качестве результатов выводились и анализи-
ровались следующие данные: линейные пе-
ремещения, ускорения, эквивалентные 
напряжения. Для получения истинного уско-
рения в рассматриваемых точках сооружения 
из ответной акселерограммы вычиталась ис-
ходная. Эти преобразования касались только 
ускорений. Помимо результатов по выбран-
ным точкам, анализировалось и общее НДС 
всего сооружения в целом. 
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7. ВЫВОДЫ 
 
В результате расчетных исследований, вы-
полненных в рамках апробации численной 
методики, можно сформулировать следую-
щие выводы: 
1. разработана адекватная пространствен-

ная динамическая конечноэлементная 
модель системы «грунтовое основание - 
сооружение шлюза-регулятора №1 – 
водный массив», комбинирующая объ-
емные элементы жидкости и твердого 
тела и оболочечно-стержневые элементы 
сооружения; 

2. на базе выполненных разработок и ис-
следований можно сделать вывод о до-
стоверности полученных расчетами кри-
териальных параметров системы «осно-
вание - водная среда - сооружение», 
определяющих прочность, устойчивость 
и динамику несущих железобетонных и 
металлических конструкций шлюза-
регулятора №1; 

3. сопоставительный анализ результатов 
расчета с использованием объемных 
элементов жидкости типа FLUID30 и 
FLUID80 позволил сделать вывод о воз-
можности использовать оба варианта на 
простых по форме сооружениях (с вер-
тикальными стенками). Для гидросо-
оружений более сложной формы приме-
нение элементов FLUID80 невозможно; 

4. применение описанных подходов к мо-
делированию жидкости в расчетах на 
сейсмостойкость гидросооружений воз-
можно не только для низконапорных 
гидроузлов. Аналогичный подход ис-
пользован при расчете арочной плотины 
Нам Чиен во Вьетнаме, высотой 132.5 м 
[10]; 

5. следует рекомендовать численную мето-
дику, изложенную в [1,2,3] и применен-
ную в настоящем исследовании, к ис-
пользованию в практике динамических 
расчетов гидротехнических сооружений 
[12]. 

 

 
Рисунок 8. Горизонтальные перемещения  

по X. Время – 6.27 с. Элементы жидкости – 
FLUID30. 
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Рисунок 10. Эквивалентные напряжения по Мизесу в элементе на напорной грани  

сооружения, кПа. 
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FOR WAVE DISPERSION PROBLEMS 
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Abstract: The extended plate theory of I.N. Vekua – A.A. Amosov type is constructed on the background of the 
dimensional reduction approach and the Lagrangian variational formalism of analytical dynamics. The proposed  
theory allows one to obtain the hierarchy of refined plate models of different orders and to satisfy the boundary 
conditions on plates’ faces exactly by introducing the corresponding constraint equations into the Lagrangian 
model of two-dimensional continuum. The normal wave dispersion in an elastic layer is considered, the 
convergence of the two-dimensional solutions to the exact one is studied for the locking phase frequencies, the 
dimensionless stress distributions across the thickness of a layer are shown. 
 

Keywords: hierarchical modeling of plates, dimensional reduction, analytical continuum dynamics, 
constrained Lagrangian systems, elastic layer, wave dispersion 

 
 

О ПРИМЕНЕНИИ РАСШИРЕННЫХ ТЕОРИЙ ПЛАСТИН  
И.Н. ВЕКУА – А.А. АМОСОВА  

К ЗАДАЧАМ О ДИСПЕРСИИ ВОЛН  
 

С.И. Жаворонок 

Институт прикладной механики Российской Академии наук, г. Москва, РОССИЯ 
Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), г. Москва, РОССИЯ 

 
Аннотация: Расширенная теория пластин И.Н. Векуа – А.А. Амосова построена на базе метода 
пространственной редукции задачи механики деформируемого твердого тела и Лагранжева 
вариационного формализма аналитической динамики континуальных систем. Предложенная общая 
теория позволяет получить иерархическую систему моделей пластин различных порядков и притом 
точно удовлетворить краевым условиям на лицевых поверхностях, вводя соответствующие краевым 
условиям уравнения связей в Лагранжеву формулировку модели двумерного континуума. Рассмотрена 
задача о дисперсии нормальных волн в упругом слое, изучена сходимость последовательности решений 
двумерных задач к точному решению трехмерной задачи теории упругости по частотам запирания 
распространяющихся мод, приведены безразмерные распределения компонентов тензора напряжения, 
соответствующие собственным функциям, по толщине слоя. 
 

Ключевые слова: иерархические модели пластин, редукция пространственной размерности, 
аналитическая динамика континуума, Лагранжевы системы со связями, слой упругий, 

нормальных волн дисперсия 
 
 

INTRODUCTION 
 
An accurate and reliable modeling of high-
frequency and wave dynamics of various thin-
walled structures requires refined shell and plate 
models [1] accounting for higher-order degrees 
of freedom and of transverse normal strains [2] 

besides the translation and rotation of mid-
surface’s points and the transverse shear. 
Indeed, essentially three-dimensional stress and 
strain states were found even in homogeneous 
isotropic plates [3, 4] and conical shells [5]; 
such a strain state with boundary layers 
appearing near the faces could be properly 
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described by at least fourth-order polynomial 
approximation of displacement field [3] even 
for a thin plate. Thus, various traditional models 
of shear-deformable shells and plates fail in the 
case of high-frequency dynamics while the 
refined models based on special function 
expansions [4] or power series expansions [5] 
may be quite efficient. Moreover three-
dimensional field distributions should be 
accounted for laminated structures [2, 6, 7] due 
to the effects of anisotropy and weak transverse 
stiffness. The detail survey of refined theories 
for laminated structures is presented in [8] by 
Carrera who proposed the “Carrera Unified 
Formulation” of refined shell models [7].  
Another topical problem that needs for higher 
order shell and plate modeling consists in the 
modeling of dynamics of functionally graded 
structures with high heterogeneity across their 
thickness [9]. The known exact solutions 
obtained for such structures primarily in statics 
(e. g. see [10]) could be useful as appropriate 
reference solutions. It has to be noted that only a 
few exact solutions were obtained for free 
vibration problems for graded plates [11]. Thus, 
reliable approximate models are strictly 
required; the higher-order shear theories 
accounting for the transverse normal strain were 
used [12, 13], including non-polynomial based 
ones [14]. On the other hand, the proper choice 
of assumption-based plate model for reliable 
modeling of high frequency dynamics could 
become too complex. Thus, the power series 
expansion [5, 15, 16], generalized Fourier 
expansions [17], or sampling surfaces approach 
[18] resulting in full hierarches of two-
dimensional models may be efficient 
alternatives in mechanics of heterogeneous thin-
walled structures. Let us also note that the 
hierarchical approach could be very useful for 
wave dispersion problems where the use of 
different plate theories should be well-founded 
[19]. Such an approach based on the use of 
Legendre polynomials as expansion functions 
was developed in [20, 21]. This method results 
in the classical spectral problem statement; it 
has shown its reliability and simplicity and was 

further used for Lamb wave dispersion problem 
in graded plates [22], moreover its state-space 
formalism was developed recently [23]. Thus, 
the hierarchical modeling could be also efficient 
in such problems for heterogeneous thin-walled 
structures as boundary resonances [24] or edge 
waves analysis [25-27] where three-dimensional 
elasticity solutions or higher-order asymptotic 
approximations may become too complex. 
On the other hand, the general dimensional 
reduction approach based on the generalized 
Fourier series results in the one of most general 
shell theories proposed by I.N. Vekua [28]. Its 
efficiency in various transient dynamics 
problems for shells was shown, for instance, in 
[29]. The further development of the 
hierarchical theory of shells of Vekua type was 
proposed by A.A. Amosov [30]; in particular 
the exact dependency of the metrics on the 
normal coordinate was taken into account. The 
Amosov’s formalism [31] is based on the 
Galerkin method and on the tensor algebra of 
linear operators in Hilbert spaces; such a 
formulation make it possible, among other 
things, to use powerful computer algebra 
systems to construct higher-order models of 
shells of variable thickness and curvature and 
allows one the automation level close to the 
finite element modeling. Several other versions 
of the Vekua’s approach were also proposed 
recently (e. g. see [32-34]). 
The Amosov’s shell theory results in the set of 
various models of two-dimensional Lagrangian 
systems in terms of the analytical dynamics of 
continua. Indeed, the continuum system can be 
defined on a two-dimensional manifold within a 
set of field variables and the Lagrangian 
density; the type of a theory depends on the 
definition of the field variables. In particular, 
the use of expansion factors of the three-
dimensional displacement field with respect to 
the orthogonal function system of normal 
coordinate as field variables leads to the 
classical higher-order shell theory [28-34]. As 
well Legendre polynomials as trigonometric 
expansion functions could be used under the 
same formalism; in other word the theory [31] 
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secures the covariance of  the governing 
equations with respect to the expansion system. 
The further development consists in the 
biorthogonal expansion of the displacement 
vector; it allows the introduction of finite 
element, or finite layer discretization similar to 
[18] into the unified formulation of the shell 
theory of A.A. Amosov’s type [35].  
The higher-order plate models obtained in terms of 
the variational formalism [35] were validated on 
the background of the well-known Rayleigh-Lamb 
problem of wave dispersion in a plane elastic layer 
[36]. The satisfying convergence of approximate 
solutions given by plate models to the exact one 
[36] was shown for phase frequencies [37, 39] and 
for normal waveforms [38-42]. 
It must be noted nevertheless that the so-called 
“elementary” theory [42] allows one to satisfy 
the boundary conditions on the faces of a plate 
only approximately as a result of the 
convergence of a sequence of two-dimensional 
solutions [31, 43], therefore the reflection 
condition on the face of a layer cannot be 
secured for all computed wave forms. This 
drawback can be eliminated in “extended” 
higher-order theories; the earliest one was based 
on the use of series residuals as supplementary 
variables [28]. The analytical dynamics 
formalism offer another possibility. Indeed, the 
boundary conditions shifted from the faces onto 
the base surface become constraint equations for 
the Lagrangian system [44, 45]. Thus, the 
dynamic equations can be derived by means of 
the Lagrange multipliers method [44, 45] that 
allows one to obtain asymptotically consistent 
low-order models [46, 47]. On the other hand, 
the spectral problem of the wave dispersion is 
can be solved using the approach [48]; the use 
of this method and the accuracy of extended 
higher-order plate models is shown below. 

1. BASICS OF THE EXTENDED PLATE 
THEORY OF N-TH ORDER 

Let us consider a plate as a three-dimensional 
body of thickness 2h , bounded by faces S

 and 

a lateral surface BS , and let its two-dimensional 
model be defined on the manifold S ,
corresponding to the mid-plane and furnished 
by the curvilinear coordinates 

2,D

   2 , 1,2 

[35, 46, 49]. A Lagrangian continuum system 
on S  can be defined within the configuration 
manifold N , the set of field variables ( )ku

,
( )
3

ku  being the biorthogonal expansion factors
for the displacement u  with respect to the 
system ( ) ( )kp  , ( ) ( )kp  [35, 46],  
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here [ 1,1]   denotes the dimensionless 
normal coordinate. The surface Lagrangian 
densitiy can be written as follows [49]: 
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while the contour density is represented as 
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( )kmC  , ( )kmC ,

3
( )kmC  , 333

( )kmC ,… are linear operators [31,35,43]:
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The following constraint equations follow from 
the boundary conditions on S

[44-46]:  
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Thus, the plate model is defined as a two-
dimensional continuum within the field 
variables ( )ku

, ( )
3

ku  the Lagrangian densities 
(1.1), (1.2) and the constraints (1.3). The 
appropriate equations of dynamics could be 
obtained as generalized Lagrange equations of 
the second kind [44, 45] by means of Lagrange 
multiplier method. They coinside with the 
“elementary” theory [35] if the constraints (1.3) 
are neglected: 
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 (1.4) 

The problem statement is closed by the 
boundary conditions (1.5) on the contour S
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and the initial conditions (1.6): 
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2. STATEMENT OF THE WAVE
DISPERSION PROBLEM FOR THE 
EXTENDED PLATE THEORY 

Let us consider hence a plane isotropic layer: 
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Let the wave propagate along the axis 1Ox  of 
the Cartesian frame and let us introduce the 
following dimensionless variables: 
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is the shear wave velocity. As a result, we 
obtain the following dimensionless dynamic 
equations for the Nth order theory: 
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is the bulk wave velocity. The dimensionless 
constraint equations corresponding to (1.3) can 
be written as 
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( ) ( ) 1)(k kp p   ,
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the sign “+” corresponds to the upper face and 
the “−“ to the lower one; therefore we have two 
pairs of constraint equations on both faces.   
Let us consider normal waves, i. e.  

     exp ,k ku U i      (1.10) 
kh 

is the dimensionless wavenumber and 

2h c  

is the dimensionless phase frequency.
Substituting (1.10) into (1.8) we obtain the 
spectral problem (1.11) for the linear operator 
A given by (1.12) (see [37-42]): 

      2
1 20, ,m mU U   A I U U  (1.11) 
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The linear constraints (1.9) can be hence
formulated for the images ( )k

iU as follows: 
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Here the symmetry conditions for the 
constraints are taken into account. Considering 
hence for (1.13), (1.14), we obtain the solution 
of the constrained stationary values problem for 

two quadratic forms A  and I  accordingly to 
[48]: 

0, 0.      U A U U U B U  (1.15) 

Following [48], let us introduce the QZ 
decomposition for the constraint matrix (1.13) 
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S 0
Q B Z

0 0
 (1.16) 

As a result, we obtain the following operator 
accounting for the constraints (1.13): 

,C
  A Q A Q  (1.17) 
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and the stationary values for (1.15) can be found 
from the unconstrained problem: 

 2
22

T0, .    A I V V Q U   (1.18) 

The spectrum of the system consists in two 
subspectra S  and A  corresponding to the 
longitudinal and bending waves in the layer: 

1
2

: , {2 , 2 };
: , {2 1, 2 2},

[0,[ ( 1)]] Z.

S k m n N n
A k m n N n

n N

 

   

  

The waveforms can be defined hence in terms 
of the Nth order plate theory as follows [37]: 
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n kn
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k N n N
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 1 2 , 1,2 2 Z.m km kmV V m N      U Q
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3. CONVERGENCY ANALYSIS 
 
Accordingly to [37-42], let us use Legendre 
polynomials as expansion functions ( ) ( )kp  . 
The locking phase frequencies computed as 

stationary values of the problem (1.15), or the 
eigenvalues for the spectral problem (1.18) at  

0 , are presented below in the Table 1 and 
Table 2 for longitudinal and bending waves 
respectively.

 
Table 1. Convergence of dimensionless locking frequencies of longitudinal waves to the Rayleigh-

Lamb problem solution. 
   n 
N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

2 0.00 − − − − − − − − − 
3 0.00 1.89 − − − − − − − − 
4 0.00 1.89 1.97 − − − − − − − 
5 0.00 1.91 1.98 5.68 − − − − − − 
6 0.00 1.91 2.00 4.03 5.68 − − − − − 
7 0.00 1.91 2.00 4.03 5.74 9.83 − − − − 
8 0.00 1.91 2.00 4.02 5.73 6.37 9.82 − − − 
9 0.00 1.91 2.00 4.02 5.72 6.37 9.64 14.67 − − 
10 0.00 1.91 2.00 4.00 5.72 6.11 9.13 9.64 14.67 − 
11 0.00 1.91 2.00 4.00 5.72 6.11 9.13 9.51 13.73 20.40 
12 0.00 1.91 2.00 4.00 5.72 6.00 8.35 9.52 12.40 13.73 
13 0.00 1.91 2.00 4.00 5.72 6.00 8.35 9.53 12.40 13.32 
14 0.00 1.91 2.00 4.00 5.72 6.00 8.00 9.53 10.84 13.32 
15 0.00 1.91 2.00 4.00 5.72 6.00 8.00 9.53 10.84 13.34 
16 0.00 1.91 2.00 4.00 5.72 6.00 8.00 9.53 10.05 13.34 
Ex. 0.00 1.91 2.00 4.00 5.72 6.00 8.00 9.53 10.00 12.00 

 
Table 2. Convergence of dimensionless locking frequencies of bending waves to the Rayleigh-Lamb 

problem solution. 
   n 
N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

2 0.00 − − − − − − − − − 
3 0.00 0.99 − − − − − − − − 
4 0.00 0.99 3.77 − − − − − − − 
5 0.00 1.00 2.98 3.77 − − − − − − 
6 0.00 1.00 2.98 3.82 7.68 − − − − − 
7 0.00 1.00 3.00 3.81 5.16 7.68 − − − − 
8 0.00 1.00 3.00 3.81 5.16 7.67 12.14 − − − 
9 0.00 1.00 3.00 3.81 5.06 7.67 7.70 12.14 − − 
10 0.00 1.00 3.00 3.81 5.06 7.62 7.70 11.65 17.41 − 
11 0.00 1.00 3.00 3.81 5.00 7.20 7.62 10.70 11.65 17.41 
12 0.00 1.00 3.00 3.81 5.00 7.20 7.62 10.70 11.41 15.92 
13 0.00 1.00 3.00 3.81 5.00 7.00 7.62 9.56 11.41 14.21 
14 0.00 1.00 3.00 3.81 5.00 7.00 7.62 9.56 11.42 14.21 
15 0.00 1.00 3.00 3.81 5.00 7.00 7.62 9.00 11.42 12.19 
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n
N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

16 0.00 1.00 3.00 3.81 5.00 7.00 7.62 9.00 11.41 12.19
Ex. 0.00 1.00 3.00 3.81 5.00 7.00 7.62 9.00 11.00 11.43

(a)                                                                            (b) 
Figure 1. Normal waveforms of longitudinal waves: exact solution [36] (solid line),  

plate theory of 15th order (dots).

The approximate solutions given by the 
extended plate theories converge to the exact 
solutions of the three-dimensional Rayleigh-
Lamb problem [36] at the orders shown in the 
Table 3 (the convergence is estimated by the 
relative error computed at 0 as follows: 

 0 0 0 0,05L L    .

Table 3. The approximate solutions by the 
extended plate theories at various 
orders.

n 2 3 4 5 6 7 8 9
Longitudinal modes

N 3 3 4 6 6 10 10 16
Bending modes

N 3 5 5 9 11 9 15 12

Let us compute the stress profiles corresponding 
to the approximate wave forms obtained from 
the plate theory of Nth order: 
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The normalized stress forms corresponding to 
longitudinal waves are shown on the Figure 1. 
It can be seen that for all stress profiles the 
homogeneous boundary condition on the faces 
of the layer are satisfied exactly. 

CONCLUSIONS 

The solution of the wave dispersion problem for 
the plane elastic layer is obtained on the 
background of the extended plate theory of Nth

order. This theory allows the exact satisfaction 
of the boundary conditions on the faces of the 
layer, thus, the wave reflection condition on the 
faces is secured. The convergence of the 
approximate locking phase frequencies to the 
exact ones following from the solution of the 
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three-dimensional Rayleigh-Lamb problem is 
shown.  
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АНАЛИЗ ВОЗМОЖНЫХ ПРИЧИН И МЕХАНИЗМОВ 
РАЗРУШЕНИЙ СТРОИТЕЛЬНЫХ СООРУЖЕНИЙ 
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Аннотация: С целью лучшего понимания волновых свойств уравнения Тимошенко произведен вывод 
уточненного уравнения из уравнений плоской задачи теории упругости для длинной полосы. Для вывода 
используется метод простых итераций включающий в себя в задачах теории упругости известные мето-
ды: полуобратном метод Сен-Венана и оператор Пикара. В соответствии с полуобратном методом зада-
ется часть неизвестных, которые трактуются как величины начального (нулевого) приближения. По ним 
производятся вычисления с помощью последовательности из четырех операторов Пикара таким образом, 
что выходные данные одного оператора являются входными для следующего. Вычислив таким образом 
все искомые неизвестные в нулевом приближении путем прямого интегрирования по поперечной коор-
динате, вычисляются величины начального приближения в первом приближении. Эти величины являют-
ся малыми второго порядка по безразмерной толщине. Выражения для неизвестных получаются как сте-
пенные функции от поперечной координаты и как функции производных по продольной координате. В 
силу теоремы Банаха о неподвижной точке процесс вычисления является асимптотически сходящимся. 
После этого выполняются граничные условия на длинных сторонах с помощью производных от произ-
волов интегрирования, зависящих только от продольной координаты. Отсюда получаются обыкновенные 
дифференциальные уравнения для определения этих произвольных функций. В свою очередь постоян-
ные интегрирования последних уравнений могут быть найдены из условий на коротких сторонах полосы. 
Обыкновенные дифференциальные уравнения расщепляются на уравнения для медленно изменяющихся 
и быстро изменяющихся величин. Медленно изменяющиеся величины дают классическое решение коле-
баний балки. Быстро изменяющиеся дают возмущенные решения, описывающие высокочастотные коле-
бания и сингулярно возмущенные волновые решения для сосредоточенных в пространстве и времени 
воздействий. Часть таких решений отсутствует в уравнении Тимошенко. Предполагается, что выделен-
ные сдвиговые волны провоцируют в зданиях, подверженных быстрым воздействиям (тараны самолетом, 
взрывы, сейсмические подвижки основания) обрывы связей междуэтажных перекрытий с последующим 
прогрессирующим обрушением. 
 

Ключевые слова: уравнение Тимошенко, плоская задача теории упругости, полуобратный метод, 
классическое решение, волна, быстрые воздействия, сингулярные решения, 

прогрессирующее обрушение 
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Annotation: In order to better understand the wave properties of the Timoshenko equation, the derivation of the 
refined equation from the equations of the plane elasticity problem for a long band is carried out. The simple it-
erations method is used for the derivation. It includes known methods: the semi-inverse method of Saint-Venant 
and Picard operator. In accordance with the semi-inverse method, a part of the unknowns is defined, which are 
interpreted as the values of the initial (zero) approximation. Proceeding from them, a sequential computation is 
carried out using a sequence of the four Picard operators in such a way that the outputs of the one operator are 
the inputs for the next. Calculating in this way all the unknowns in the zeroth approximation by the direct inte-
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gration over the transverse coordinate, the values of the initial approximation are calculated in the first approxi-
mation. These quantities are small of the second order with respect to the dimensionless thickness. Expressions 
for the unknowns are obtained as power functions of the transverse coordinate and as a function of the deriva-
tives along the longitudinal coordinate. By the Banach fixed point theorem, the computation process is asymptot-
ically convergent one. After this, boundary conditions on the long sides are satisfied by means of the derivatives 
of the arbitrariness, depending only on the longitudinal coordinate. This gives us the ordinary differential equa-
tions for the determination of these arbitrary functions. In turn, the integration constants of the last equations can 
be found from the conditions on the short sides of the strip. The ordinary differential equations are split into 
equations for slowly varying and quickly varying quantities. The slowly changing values give the classical solu-
tion of the beam oscillations. The quickly varying solutions give the perturbed solutions describing high-
frequency oscillations and singularly perturbed wave solutions for time-concentrated effects. Some of these solu-
tions are absent in the Timoshenko equation. It is assumed that the selected shear waves provoke in the buildings 
subjected to the rapid impacts (shock by airplane, explosions, and seismic movements of the base) the interrup-
tions of interlayers between the floors and subsequent progressive collapse. 
 

Keywords: Timoshenko equation, plane elasticity problem, semi-inverse method, classic solution, wave,  
fast effects, singular solutions, progressive collapse 

 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 
Исследование различных сооружений и кон-
струкций проводится исходя из некоторой 
идеализированной схемы объекта. Реальные 
сооружения и конструкции имеют разнооб-
разные физические свойства и несовершен-
ства всякого рода, не в полной мере подда-
ющиеся теоретическому описанию. Для ма-
тематического анализа и расчета необходима 
ясность схемы и какое-то конечное число 
выделенных для учета исходных свойств, 
которое не охватывает все множество 
свойств реального объекта, но заключает в 
себе главное. Только в силу этого возможно 
математическое описание объекта и понима-
ние. Такая расчетная модель нужна как при 
проектировании объекта, так и при наличии 
существующего объекта, когда на основании 
его поведения при разрушении нужно вы-
брать уточненную расчетную схему, лучше 
отражающую механические свойства этого 
объекта. Особенно это важно в случае тон-
костенных систем, обладающих повышен-
ным уровнем деформативности. 
Существующие силовые воздействия на тон-
костенные сооружения можно как нагрузки 
по лицевым поверхностям разделить на три 
вида по признаку изменяемости: 
‒ медленноменяющиеся распределенные; 
‒ быстроменяющиеся распределенные; 

‒ локальные (сосредоточенные). 
Медленноменяющиеся состояния (решения) 
также называют Сен-Венановыми, поскольку 
они в большинстве случаев описываются по-
линомами или другими похожими простыми 
функциями. Нахождение таких решений не 
вызывает больших трудностей в силу зара-
нее известного их поведения. Нахождение 
решений при быстроменяющихся и локаль-
ных нагрузках связывается с теориями типа 
Тимошенко. Считается, что эти теории поз-
воляют соответствующим образом описать 
их воздействие на тонкостенную систему. 
Наибольший интерес представляют задачи 
связанные также с быстрыми во времени 
воздействиями: сейсмическими ‒ на основа-
ние сооружения, поверхностными взрывны-
ми и сосредоточенными. 
Уравнению Тимошенко посвящено большое 
количество исследований. Обзор работ, ис-
пользующих это уравнение, содержится в 
статьях [1-3]. Вывод уравнения типа Тимо-
шенко с учетом рассеяния энергии дан в ра-
боте [4]. Традиционно уравнения типа Ти-
мошенко выводятся исходя из уравнений 
равновесия для балки в усилиях и моментах. 
Считается, что продольные напряжения рас-
пределены по высоте балки линейно, а каса-
тельные равномерно. Однако поскольку по-
следнее положение не соответствует дей-
ствительности, а из статической теории балок 
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известно, что касательные напряжения рас-
пределены по параболе, вводится поправоч-
ный коэффициент 1k  . Существуют иссле-
дования посвященные определению этого 
коэффициента, например [6-8]. Изучаются 
вопросы существования поперечных волн, их 
фазовые скорости и дисперсионные соотно-
шения, наличие «двух спектров» собствен-
ных частот [4, 8]. Аспекты волн и колебаний 
балки также рассматривались в ряде работ 
исходя из балочных представлений [9-13].  
Мы здесь не претендуем на полное пред-
ставление работ по динамике балки Тимо-
шенко, а приводим только примеры работ, 
использующие балочное приближение в 
усилиях и моментах. Настоящее исследова-
ние ставит себе цель произвести анализ ди-
намических свойств длинной полосы с по-
мощью уравнений плоской задачи теории 
упругости в напряжениях и перемещениях 
без традиционных гипотез. Вывод уточнен-
ного уравнения Тимошенко из уравнений 
теории упругости произведен в работе [14] 
на основе принципа сжатых отображений 
методом простых итераций. Какие-либо ги-
потезы о распределении перемещений и 
напряжений по толщине полосы не исполь-
зуются. 
В связи с развитием численных методов рас-
чета конструкций имеется необходимость 
качественных исследований уравнений со-
стояния тонкостенных элементов с тем, что-
бы увеличить возможности осмысления фи-
зического смысла численных результатов. 
 
 
1. МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ 
 
Фридрихс называет явления, в которых 
наблюдаются разрывы, быстрые переходы, 
неоднородности или другие неправильности, 
возникающие из приближенного описания, 
асимптотическими [15]. Большинство диф-
ференциальных уравнений механики и фи-
зики обладает такими решениями, и инте-
ресна задача изучения тех черт этих уравне-
ний, которые делают такие быстрые перехо-

ды возможными. Понижение порядка диф-
ференциального уравнения в сочетании с по-
терей граничного условия, является харак-
терной чертой асимптотического явления. 
Цель асимптотического анализа задачи за-
ключается в подробном описании решения 
граничной задачи внутри переходного слоя. 
Потребность в таких уточненных теориях 
связана с несколькими причинами. Во-
первых, уточнение классической теории тре-
буется для более полного понимания самой 
классической теории. Существует мнение, 
что настоящее понимание теории возникает 
после того, как становятся видны ее обобще-
ния. Уточненные теории тонкостенных си-
стем позволяют лучшим образом охаракте-
ризовать погрешность классических теорий. 
Построение уточненных теорий является бо-
лее сложной задачей, чем построение клас-
сических моделей. Классическая теория учи-
тывает "грубые" эффекты или медленно ме-
няющиеся напряженные состояния, и для 
того чтобы разобраться в них зачастую до-
статочно физической интуиции. В уточнен-
ных теориях включаются в рассмотрение ма-
лые эффекты, и построение теорий последо-
вательных в смысле учёта всех малых одного 
порядка, крайне трудно сделать, руковод-
ствуясь только физической интуицией и не 
располагая регулярными методами [1].  
Считается, что возникающие при построении 
теории пластин и оболочек противоречия от-
сутствуют в задаче построения теории изгиба 
стержня. В основе такого впечатления лежит 
различие в методах построения определяю-
щих уравнений. Если построение теорий пла-
стин и оболочек осуществлялось в некоторой 
степени на основе математической теории 
упругости, то построение теории балок вы-
полнено на основе физических и геометриче-
ских соображений без использования уравне-
ний теории упругости. Однако, если все эти 
теории тонкостенных тел, балок, пластин и 
оболочек, строить на одной математической 
основе с помощью метода простых итераций, 
являющимся методом построения решения, 
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удовлетворяющим принципу сжатых отобра-
жений, различие исчезает. 
Истоки идеи метода простых итераций в тео-
рии упругости просматриваются в полу-
обратном методе Сен-Венана. «Сен-Венану 
принадлежит заслуга приведения проблемы 
кручения и изгиба балок в связь с общей тео-
рией. Он учитывал трудность нахождения 
общих решений и настоятельную необходи-
мость получения в практических целях ка-
кой-либо теории, которая могла бы служить 
для определения деформаций в сооружениях; 
ему было вполне ясно также, что только в 
очень редких случаях можно знать точное 
распределение нагрузки, приложенной к ча-
сти какой-либо конструкции; это привело его 
к размышлениям о методах, применявшихся 
к решению частных задач до того, как были 
получены общие уравнения. Таким образом, 
он пришел к изобретению полуобратного ме-
тода, который носит его имя. Многие из 
обычных допущений и выводов, оказываются 
верными, по крайней мере, в большинстве 
случаев; следовательно, сохраняя некоторые 
из этих допущений и выводов, можно упро-
стить уравнения и получить их решения; 
правда, пользуясь этими решениями, мы не 
можем удовлетворить любым наперед задан-
ным граничным условиям; однако же гра-
ничные условия практически наиболее важ-
ного типа могут быть удовлетворены» [16]. 
Если метод Сен-Венана трактовать, придавая 
«обычным допущениям и выводам» роль ве-
личин начального приближения, по которым 
вычисляются остальные искомые неизвест-
ные, можно по этим остальным вычислить 
поправку к величинам начального прибли-
жения и по тому, является ли эта поправка 
существенной или малой, сделать вывод о 
применимости предположений. Малость по-
правки говорит о том, что начальные вели-
чины выбраны удачно и данные вычисления 
могут быть рассмотрены как нулевое при-
ближение некоторого итерационного про-
цесса. Построенный таким образом итераци-
онный процесс конечно нуждается в обосно-
вании своей сходимости. Поскольку Сен-

Венан применил свою идею к решению за-
дачи кручения и изгиба стержня, нетрудно 
оценить сходимость вычислений к некото-
рому решению с помощью асимптотических 
рассуждений используя наличие малого па-
раметра, обеспечивающего асимптотическую 
сходимость. Таким образом, приходим к 
принципу сжатых отображений, теореме Ба-
наха о неподвижной точке и методу простых 
итераций. 
Вопросы, связанные с существованием и 
единственностью решений уравнений можно 
сформулировать в виде вопроса о существо-
вании и единственности неподвижной точки 
при некотором отображении соответствую-
щего метрического пространства в себя. 
Среди различных критериев существования 
и единственности неподвижной точки 
наиболее общим является принцип сжатых 
отображений. 
Отображение y Ay  метрического про-
странства M  в себя называется сжимающим 
отображением, если существует такое число 

1  , что для любых двух точек ,x y M  
выполняется условие    , ,Ax Ay x y  . 
Точка y  называется неподвижной точкой 
отображения, если y Ay . Иначе говоря, 
неподвижные точки – это решения уравне-
ния y Ay . Итерационный процесс начина-
ется, исходя из некоторого начального при-
ближения  0y . Если оператор A  является 
сжимающим, процедура сходится к некото-
рому решению y  независимо от выбора ве-
личины начального приближения. Последо-
вательные приближения      1 2 3, , ...y y y  нахо-

дятся с помощью формулы    1n ny Ay

 . 

Используемый в настоящей работе метод 
простых итераций близок к методу, встре-
чающемуся в литературе под названием ме-
тода последовательных приближений Пика-
ра-Линделефа для решения дифференциаль-
ного уравнения  ,y f x y  , разрешенного 
относительно производной [17]. Это диффе-
ренциальное уравнение с условием 
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 0 0y t y равносильно интегральному урав-
нению

    
0

0,
x

x

y x f t y t dt y   

Для него на основании принципа сжатых
отображений строится итерационный про-
цесс по следующей схеме

        
0

01 ,
x

n n
x

y x f t y t dt y


  
 

Метод позволяет построить последователь-
ность функций    ny t , сходящихся к реше-
нию уравнения, и эти функции получаются
гладкими. Очевидно, что метод Пикара-
Линделефа является частным случаем мето-
да простых итераций для дифференциально-
го уравнения первого порядка.
В настоящей работе метод простых итераций
применяется для построения уравнений де-
формирования тонкой полосы из общих
уравнений теории упругости, содержащих в
себе малый параметр, обеспечивающий
асимптотическую сходимость метода про-
стых итераций.
Заметим, что метод простых итераций не ре-
гламентирует процедуру выполнения началь-
ных или граничных условий. Важно доста-
точно или нет произволов интегрирования
для выполнения всех граничных условий.

2. ПРОИЗВОЛЬНО НАГРУЖЕННАЯ
ПОЛОСА. ИСХОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ
И ИХ РЕШЕНИЕ

Длинную прямоугольную полосу отнесем к
прямоугольной системе координат * *,х z , так
что *0 ,x l  *h z h   . Длинные стороны
полосы несут некоторую произвольную
нагрузку, короткие стороны полосы могут
быть так или иначе закреплены или нагру-

жены. Уравнения движения плоской задачи
теории упругости, описывающие напряжен-
но-деформированное состояние такой поло-
сы, возьмем в виде:
‒ уравнения равновесия

* * * *

* * * *0,    0z x

z x x z
      

   
   

‒ соотношения упругости

 
 

* *
2 ,

1 2 1x x z
E E

    
 

  
 

 *
21z z x

E
  


 



‒ формулы, связывающие компоненты де-
формации и перемещения

* * * *

* * * *, ,   z x
w u u w
z x z x

  
   

   
   

Здесь использованы традиционные обозна-
чения теории упругости. Звездочки указы-
вают на то, что координаты и отмеченные
ими искомые величины размерные. Ведем
безразмерные величины: безразмерные ко-
ординаты lxx /* , hzz /* , безразмерные
перемещения huu /* , hww /* , безраз-
мерные напряжения Exx /*  , Ezz /*  ,

E/*  и безразмерное время Ttt / , в
котором T – некоторое характерное время,
определенное ниже. Безразмерные уравне-
ния

2x u
x z
 

 
 

 
 

u , 2z w
z x
 

 
 

 
 

w

 2

1
1x x z  


 


,

 
1

2 1
 






 2

1
1z z x  


 



z
w
z







, x
u
x

 





,
u w
z x

 
 

 
 
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где lh / и

2

2
2

ET
h

  (1)

‒ малые параметры, перепишем в таком по-
рядке

2(1 )u w
z x

  
 

   
 

2z w
z x
 

 
 

  
 

w

x
u
x

 





, x x z    (2)
2(1 )z z x     

z
w
z







2x u
z x


 


  
 

u

чтобы, задав две функции
 0w и

 0 в каче-
стве начального приближения, вычислить
остальные искомые неизвестные последова-
тельно по следующей схеме:

    0 0,w w         0 0, zu  

    1 1,w         0 0 0, ,x x z  
(3)

В работе [14] введено понятие о w ,  и 0-
процессах, позволяющих построить решение
системы (2) по схеме (3). Если выбрать в ка-
честве начального приближения функции,
задающие прогиб и касательное напряжение
не зависящим от координаты z , т.е. принять

)(0 xww ,  x0  (4)

Процесс вычисления всех неизвестных про-
изводится по такой последовательности
уравнений

 

 

n
z n

w
z







,    

 

n n
n

u w
z x

 
 

  
 

     

1
2 1n n 





,    z n n

z x
 


 

 
 

 

 n
x n

u
x

 





,  
     x n x n z n   

       
2

1 1z n z n x n   

   ,  

 

1
1

n
z n

w
z











   

     

1
1 1, 2 1n x n

n nz x
 

   


 

 
   

 

дающей все компоненты полного НДС в лю-
бом приближении. Уравнения для вычисле-
ния искомых величин в нулевом приближе-
нии выглядит так

   00w w x ,    00 x 

   0
0 00

wu dz dz u x
x

 


   
 

   20
0 00 zz m w dz x

x


 
 

    
 

 0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x m w dz x0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0
 m w dz x m w dz xm w dz x   m w dz xm w dz x m w dz x   m w dz x m w dz x0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0   0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0m w dz x m w dz x m w dz x m w dz xm w dz x   m w dz x m w dz x   m w dz xm w dz x m w dz x   m w dz x m w dz x m w dz x m w dz x   m w dz x m w dz x0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0   0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0   0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0m w dz x m w dz x   m w dz x m w dz x m w dz x m w dz x   m w dz x m w dz x 
 
 0 0 0 0
 

0 0 0 0   
 

   0 0 0 0 0 0 0 0
 

0 0 0 0 0 0 0 0m w dz x m w dz x m w dz x m w dz x
 

m w dz x m w dz x m w dz x m w dz x0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0
 

0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0m w dz x m w dz x   m w dz x m w dz x m w dz x m w dz x   m w dz x m w dz x
 

m w dz x m w dz x   m w dz x m w dz x m w dz x m w dz x   m w dz x m w dz x0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0   0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0   0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0
 

0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0   0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0   0 0m w dz x0 0 0 0m w dz x0 0 (5)

 

 0
0x

u
x

 





,      0 0 0x x z   

       
2

0 0 01z z x     

   01 0zw w dz  

 
20

01
x m u dz

x


 
 

   
 

 m u dz m u dz m u dzm u dz m u dz0m u dz0 0m u dz0m u dz m u dz m u dz m u dz 
 
 0 0
 

0 0m u dz m u dz
 

m u dz m u dz0m u dz0 0m u dz0
 

0m u dz0 0m u dz0

Отмеченные нулем без скобок в индексе вели-
чины являются произволами интегрирования.
Четыре произвола интегрирования 0w , 0 ,  

0z , 0u должны быть определены из гранич-
ных условий на длинных сторонах полосы. 
Легко видеть, что интегральные выражения
являются операторами Пикара. Таким обра-
зом, сложный оператор четвертого порядка
по координате z расщеплен на последова-
тельность простых интегральных операто-
ров. Вычисления производятся таким обра-
зом, что выходные величины одного опера-
тора являются входными для следующего.
Все вычисленные величины являются непре-
рывными функциями.
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В силу линейности задачи начальное при-
ближение может быть разложено на два:

)(0 xww , 0 0  

0 0w w  ,  x0 
(6)

Величины начального приближения в пер-
вом случае совпадают с гипотезами
Кирхгоффа

0z  , 0 0 0    

Итерационный процесс вычисления неизвест-
ных при таком начальном приближении назван
w -процессом. Искомые величины нулевого
приближения (и w ,  ‒ нулевого и первого), 
вычисленные при таких значениях заданных
начальных величин, записываются так: 
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Найдем неизвестные во втором итерацион-
ном  -процессе
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Этот процесс можно сравнить с учетом сдви-

га в теории Тимошенко.
Вычисление произволов интегрирования 0w ,

0 , 0z , 0u и операции с ними выделим в 0-
процесс
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Здесь и далее штрихом обозначена операция
дифференцирования по x .
Вычисленные в трех процессах искомые пе-
ремещения и напряжения должны быть про-
суммированы. Имеем формулы
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Неизвестные записаны в форме полиномов
по степеням координаты z и малого пара-
метра  и определяются функциями 0w , 0 ,

0z , 0u . Они в свою очередь зависят от гра-
ничных условий на длинных сторонах поло-
сы при 1z   и на концах 0;1x  .

3. ВЫПОЛНЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ
УСЛОВИЙ НА ДЛИННЫХ
СТОРОНАХ ПОЛОСЫ

На лицевых поверхностях полосы z h  
надо выполнить граничные условия, соот-
ветствующие условиям нагружения. Примем
их такими

* *
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 при *z h 

* *
z Z  , *X 

 при *z h  

В безразмерном виде эти условия записыва-
ются так

z Z  , X  при 1z 

z Z  , X  при 1z  

Безразмерные нагрузки получены путем де-
ления размерных на жесткость E .
Условия будем выполнять величинами пер-
вого приближения, считая, что они с доста-
точной точностью аппроксимируют искомые
величины, т.е.
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На основании формул (7) запишем выраже-
ния для напряжений, на которые накладыва-
ются условия на длинных сторонах
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Складывая и вычитая попарно эти выраже-
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относительно неизвестных 0z , 0u и уравне-
ния
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относительно неизвестных 0w , 0 . Уравне-
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ния (8) описывают продольные и попереч-
ные деформации растяжения-сжатия. Урав-
нения (9) описывают задачу изгиба с учетом
инерции вращения элемента и сдвига.
Если первое уравнение системы (9) умно-
жить на  , продифференцировать по x
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и сложить со вторым, получим соотношение
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При отсутствии нагрузки, т.е. считая
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во второе уравнение системы (9). Получим
уравнение
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которое сравним с известным уравнением
Тимошенко [5]
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Здесь E – модуль Юнга,  

 2 1
EG





– модуль сдвига, k  – коэффициент, завися-
щий от формы поперечного сечения, F –
площадь поперечного сечения,  – масса
единицы длины балки, *y – прогиб, I – мо-
мент инерции поперечного сечения. Имеют-
ся различные рекомендации по выбору вели-
чины коэффициента k  : для прямоугольного
поперечного сечения используется значение
0.833, а также значение 2 3 и значение 3 4
для круглого сечения; указывалось 2 /12 ,
но также допускались значения 5 6 и
 5 6  [6]. Приведенное к безразмерному

виду уравнение
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22 0y 2 0y2 0y2 02 0 2 02 0y2 0 2 0y2 0

где *y y h ,

в случае прямоугольного сечения балки

( 32 3I bh , 2F bh ) 

при 2 3k  , как это рекомендовалось [5], по
существу совпадает с уравнением (11). При
наибольшем из рекомендуемых значений

5 6k  различие будет больше. В то же
время можно показать, что уравнение (11) 
получено для правильного параболического
распределения касательных напряжений по
высоте с точностью до  2O  .
Замечание 1. Подстановка формулы (10) во
второе уравнение системы (9) является оши-
бочной операцией, поскольку система имеет
пятый порядок относительно величины 0 и
четвертый после дифференцирования перво-
го уравнения относительно 0  . Это означает,
что, по крайней мере, не меньше четырех
решений в подстановке (10) потеряно. Отсю-
да следует, что для получения уравнения
Тимошенко из двумерных уравнений надо



Е.М. Зверяев, Е.А. Ларионов

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering58 

совершать неправильные операции. На неэк-
вивалентность перехода от системы уравне-
ний в частных производных к одному урав-
нению указывал P. Курант [18].
Замечание 2. Первое уравнение системы (9) 
содержит операторы  

 3 2
0 01w w    0 0w w0 0w w0 0

 ; 
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Соответствующие первому однородное
уравнение
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имеет медленноменяющееся решение, тогда
как уравнение  
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содержащее малые параметры  и  при
производных, имеет быстроменяющееся ре-
шение.
Второе уравнение также состоит из двух
операторов, которым соответствуют уравне-
ния
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Здесь также первое уравнение имеет мед-
ленноменяющиеся решения, второе ‒ быст-
роменяющиеся. Из первого также следует
оценка 2 4~s  , из второго ‒ 2 2~q  . В
формуле (1) эти величины будут определять-
ся так:

2
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ET


  ;
2

2
2

q
q

h
ET


  ,

где sT и qT ‒ периоды поперечных и про-
дольных колебаний соответственно.

4. РАСЩЕПЛЕНИЕ ОПЕРАТОРОВ
УРАВНЕНИЙ СИСТЕМЫ (9)

Медленноменяющиеся решения обладают
свойством малой изменяемости, означающим,
что при дифференцировании по аргументам
асимптотический порядок искомой величины
не меняется, т.е. можно написать [19] 

0, ~
x t


 

 
.

Быстроменяющиеся функции при диффе-
ренцировании увеличиваются в 1  раз. Со-
ответственно можно написать асимптотиче-
скую оценку применения символов диффе-
ренцирования  

1, ~
x t

  

 
.

В соответствии с этим запишем уравнения
(9) для медленных величин
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Вторые члены в этих уравнениях на основа-
нии оценок, полученных в Замечании 2, мо-
гут быть отброшены как  2O  по сравне-

нию с первыми. После этого, исключив 0 из
второго уравнения с помощью первого, по-
лучим уравнение для медленной функции 0
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При отсутствии продольной нагрузки это
уравнение совпадает с классическим уравне-
нием поперечных колебаний балки.
Быстроменяющиеся величины удовлетворя-
ют уравнениям
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q q q      q q q    q q q      q q q6q q q6      6q q q6    6q q q6      6q q q6

 3 q qZ Z  

(14)

При приложении сосредоточенных нагрузок
первое уравнение описывает распростране-
ние волны разрыва, спровоцированное тан-
генциальной нагрузкой, а второе ‒ нормаль-
ной.
Рассмотрим случай приложения сосредото-
ченной силы

     3 q qZ Z x c t    

в точке 0 1с  . Функция  показывает из-
менение силы во времени,  

0q qX X   .

Проинтегрируем уравнение (14) 

   

   

3 2
0 0 02 2 1 6q q q q

x c t

      

 

      

 

q q q6q q q6 q q q q q q6q q q6 6q q q60 0      0 0      0 00 060 0      0 060 0
q q q    q q q6q q q6    6q q q60 0    0 0                0 0      0 0    0 0      0 06      6    6      60 060 0      0 060 0    0 060 0      0 060 0
q q q      q q q    q q q      q q q6q q q6      6q q q6    6q q q6      6q q q6

по x в пределах от 0 до x . Получим

   2 2
0 0 02 2 1 6m С          2 2 1 60 0     0 0     0 02 2 1 6     2 2 1 60 02 2 1 60 0     0 02 2 1 60 0     0 0     0 02 2 1 6     2 2 1 6               0 0     0 0     0 0     0 02 2 1 6     2 2 1 6     2 2 1 6     2 2 1 60 02 2 1 60 0     0 02 2 1 60 0     0 02 2 1 60 0     0 02 2 1 60 0

при 0 x c 

   

   

2 2
0 0 02 2 1 6m

P c t С

     

 

     

 

2 2 1 60 0     0 0     0 02 2 1 6     2 2 1 60 02 2 1 60 0     0 02 2 1 60 0     0 0     0 02 2 1 6     2 2 1 6               0 0     0 0     0 0     0 02 2 1 6     2 2 1 6     2 2 1 6     2 2 1 60 02 2 1 60 0     0 02 2 1 60 0     0 02 2 1 60 0     0 02 2 1 60 0

при 1c x  .
Здесь  ‒ функция Хэвисайда. Поскольку 

везде на отрезке  0,1 кроме точки c посто-
янная величина, частное решение находится
из уравнения

     2
0 02 1 6m P c t          2 1 6    2 1 6m P c t    m P c t2 1 6m P c t2 1 6    2 1 6m P c t2 1 6    0 0    0 0m P c t    m P c t0 0m P c t0 0    0 0m P c t0 02 1 6m P c t2 1 6    2 1 6m P c t2 1 60 02 1 60 0m P c t0 02 1 60 0    0 02 1 60 0m P c t0 02 1 60 0m P c t    m P c t  m P c t    m P c t0 0m P c t0 0    0 0m P c t0 0  0 0m P c t0 0    0 0m P c t0 02 1 6m P c t2 1 6    2 1 6m P c t2 1 6  2 1 6m P c t2 1 6    2 1 6m P c t2 1 60 02 1 60 0m P c t0 02 1 60 0    0 02 1 60 0m P c t0 02 1 60 0  0 02 1 60 0m P c t0 02 1 60 0    0 02 1 60 0m P c t0 02 1 60 0 (15)

описывающего распространение скачка ка-
сательного напряжения в виде функции
Хэвисайда со скоростью

1 21
3

Ta
h E

 


 
  

 
(16)

Физический смысл этого уравнения поясним
на примере удара по балке с жестко защем-
ленными краями (Рис. 1).

Рисунок 1. Пример удара по балки с жестко 
защемленными краями.

Выделим мысленно из балки элемент неко-
торой длины под силой P . Этот элемент,
будучи нагруженным силой P , нагружает
левую и правую части балки касательным
напряжением  . Скачки напряжения дви-
жутся от места приложения силы к опорам.
Поскольку движущиеся элементы балки ис-
кривлены сдвигом, так как это показано вни-
зу рисунка, при вступлении элемента в кон-
такт с опорой в ней возникает усилие, стре-
мящее совершить поворот концевого эле-
мента, провоцирующего прогиб балки вниз.
Волна, пробежав по балке несколько, может
быть 5‒10 [20] раз, затухнет. Поскольку ско-
рость волны велика и соответствующее вре-
мя ее пробега qT в 1  меньше периода по-
рождаемых ею поперечных колебаний sT ,
наблюдаемые поперечные колебания суще-
ственно запаздывают относительно момента
удара.
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5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Перечислим теперь полученные результаты 
исследования и применим их через выясне-
ние механического смысла для построения 
модели прогрессирующего разрушения.  
Показано, что известное уравнение Тимо-
шенко, рекомендуемое для расчетов балок 
при высокоскоростных воздействиях, может 
быть получено путем сведения двух уравне-
ний в одно с потерей быстроменяющейся 
компоненты. Такие явления известны [18]. 
Система уравнений (9) расщепляется на три 
уравнения: одно из них параболического ти-
па совпадает с классическим уравнением 
низкочастотных колебаний балки под дей-
ствием медленно меняющихся нагрузок, два 
других гиперболического типа описывают 
возникающие в полосе высокочастотные ко-
лебания и волны под действием быстроме-
няющихся распределенных или сосредото-
ченных нагрузок. В случае поперечного уда-
ра по высотному зданию волна сдвига волна 
(15) будет двигаться в обе стороны от места 
удара, вполне возможно разрушая, вообще 
говоря, некоторые узлы крепления перекры-
тий этажей к внешним несущим конструкци-
ям здания. В силу высокой скорости распро-
странения волны сдвига это может вызвать 
прогрессирующее разрушение без видимых 
поперечных колебаний здания. 
Такой вывод подтверждает заключение Фе-
дерального Агентства Чрезвычайных Ситуа-
ций (FEMA), которое изучило обстоятельств 
разрушения башен Всемирного торгового 
центра (ВТЦ) в Нью-Йорке в мае 2002 года. 
Агентство признало, что конструкция башен 
ВТЦ соответствовала требованиям, предъяв-
ляемым к прочности конструкции, а разру-
шение башен объясняется действием экстра-
ординарных факторов, находящихся вне 
возможностей контроля проектировщиков и 
строителей. FEMA высказало мнение, что 
разрушение возможно было вызвано ослаб-
лением конструкций, поддерживающих пе-
рекрытия этажей. В тот момент, когда под-
держивающие фермы на этажах зоны удара 

отделились от центральных опорных колонн, 
верхние этажи стали падать на нижние, и 
здание «сложилось» 
https://dic.academic.ru/dic.nsf/ruwiki/1329423. 
Предложенная FEMA версия была впослед-
ствии отвергнута в процессе завершившегося 
в сентябре 2005 года более детального рас-
следования, произведенного Национальным 
институтом стандартов и технологии (NIST). 
Так же как и FEMA, NIST не имел претензий 
к конструкции башен ВТЦ, отмечая, что са-
ми атаки, а так же величина нанесенных зда-
ниям повреждений были далеко за предела-
ми всего того, что когда-либо происходило в 
США. NIST объяснил разрушение башен 
тем, что оседающий пол (точнее, перекры-
тие) загнул внутрь внешние колонны здания, 
что вызвало обрушение верхних этажей.  
Однако, можно предположить, что ослабле-
ние креплений конструкций, поддерживаю-
щих перекрытия этажей и оседающий пол 
явилось следствием волны сдвига. Таким об-
разом, следует считать, что FEMA и NIST 
говорят одно и то же. 
Поскольку выделенные в работе элементар-
ные движения описываются простыми урав-
нениями, интегралы которых могут быть за-
писаны в замкнутом виде, мы имеем воз-
можность выполнять любые граничные 
условия на длинных сторонах и торцевых, в 
том числе условия сопряжения. 
Подобные рассуждения можно применить и 
к случаю сейсмического воздействия  на ос-
нование здания и сооружения. Быстрая по-
движка основания приводит к искажению 
формы непосредственно к нему примыкаю-
щего элемента здания, рассматриваемого как 
балка. Далее происходит движение волны 
типа (15) вверх по зданию и при отражении 
от верхнего конца возможны повреждения в 
его верхней части. Кроме того, возможны 
искажения элемента стены здания, непосред-
ственно примыкающего к основанию. Это 
будет второй возможной моделью для проч-
ностного расчета, применимой и к невысо-
ким зданиям. 

https://dic.academic.ru/dic.nsf/ruwiki/238398
https://dic.academic.ru/dic.nsf/ruwiki/238398
https://dic.academic.ru/dic.nsf/ruwiki/238398
https://dic.academic.ru/dic.nsf/ruwiki/1329423
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Уравнения движения (8) здесь не рассмотре-
ны. Они тоже имеют волновой характер, и 
им отвечает равномерно распределенная по 
толщине продольная волна или продольные 
колебания, в зависимости от вида заданной 
нагрузки, отсутствующие в уравнении Ти-
мошенко. 
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ИНДУКТИВНЫЙ АНАЛИЗ ДЕФОРМАЦИИ  
АРОЧНОЙ ФЕРМЫ 

 
М.Н. Кирсанов 

Национальный исследовательский университет «МЭИ», г. Москва, РОССИЯ 
 

Аннотация:  Получено и проанализировано аналитическое решение задачи о прогибе плоской арочной 
статически определимой фермы под действием равномерно распределенной и сосредоточенной нагрузки. 
Для получения зависимости прогиба от числа панелей использован метод индукции по двум параметрам 
– по числу панелей в ригеле и числу панелях в опорных боковых фермах. Все преобразования и анализ 
выполнены в системе компьютерной математики  Maple. Найдены выражения для усилий в отдельных 
стержнях. Получено асимптотическое приближение решений. 
 

Ключевые слова: ферма, прогиб, индукция, интеграл Мора, Maple 
 
 

INDUCTIVE ANALYSIS OF THE DEFORMATION  
OF THE ARCHED TRUSS 

 
Mikhail N. Kirsanov 

National research University “MPEI”, Moscow, RUSSIA 
 

Abstract: An analytical solution to the problem of the deflection of a flat arched statically determinate truss un-
der the action of a uniformly distributed and concentrated load is obtained and analyzed. To obtain the depend-
ence of the deflection on the number of panels, an induction method was used in two parameters — the number 
of panels in the crossbar and the number of panels in the supporting side trusses. All transformations and analy-
sis are performed in the system of computer mathematics Maple. Expressions for the forces in individual rods 
are found. The asymptotic approximation of solutions is obtained. 
 

Keywords: truss, deflection, induction, Mohr' integral, Maple 
 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 
Развитие аналитических методов на основе 
систем компьютерной математики  дало воз-
можность получать точные формульные ре-
шения задач механики, в том числе и меха-
ники стержневых систем. Простые формуль-
ные решения могут быть использованы как 
при проектировании сооружений, так и для 
оценки решений, полученных в стандартных 
программных комплексах, основанных на 
численных преобразованиях. Особенно эф-
фективны такие оценки в случае анализа си-
стем большой размерности, где накопление 
ошибок округления является существенной 
проблемой. Большинство известных анали-
тических решений для регулярных конструк-

ций с произвольным числом ячеек периодич-
ности построены методом индукции по од-
ному натуральному параметру, характеризу-
ющему сложность конструкции - числу ячеек 
периодичности. Многократно сложнее и 
важнее получить решение для конструкций с 
двумя и более параметрами индукции. Это 
существенно расширяет область применимо-
сти полученных формул, увеличивает разно-
образие видов рассчитываемых конструкций. 
Кроме того, аналитическое представление 
решения дает возможность проанализировать 
поведение конструкции, выделив некоторые 
ее особенности.  
Рассмотрим распорную ферму арочного типа 
(рис. 1), содержащую два независимых па-
раметра m и n, характеризующих ее форму.  
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Рисунок 1. Ферма при n=4, m=2.  

Загружение верхнего пояса. 
 
В ферме с n панелями в половине пролета 
ригеля и m вертикальными панелями в боко-
вых опорных частях содержится 
M=8(n+m)+12 стержней, включая шесть 
стержней, моделирующих опоры. Ферма ста-
тически определима — число узлов в два раза 
больше числа стержней. Однако, независимо 
от усилий определить шесть реакций опор в 
опорных стержнях нельзя. Ферма внешне ста-
тически неопределима.   
 
 
2. РАСЧЕТ УСИЛИЙ 
 
Пользуясь программой  [1], ранее успешно 
использованной для вывода аналитических 
зависимостей в плоских [2-7] и простран-
ственных [8,9] фермах  методом индукции, 
пронумеруем узлы и стержни и внесем в 
программу координаты узлов (рис.  2). 
 

 
Рисунок 2. Номера стержней и узлов, 

n=m=2. 
 
Матрица G уравнений равновесия узлов со-
стоит из направляющих косинусов стержней, 
которые вычисляются через длины стержней 

il , 1,..,i M   и их условные проекции ,j il , 
1,2j   на оси координат. Матрица направ-

ляющих косинусов   имеет следующие эле-
менты:  
 

, , / ,t i j i iG l l  ,22 2,it V j   ,t M 1,2,j   

, , / ,t i j i iG l l ,12 2,it V j    , 1,2,t M j 

1,..., .i M  
 
Система уравнений равновесия узлов имеет 
вид  
 

,S BG  
 
где 1{ ,..., }MS S S  — вектор усилий, B — 
вектор внешних нагрузок.   
Для случая нагружения верхнего пояса  (рис. 
1) имеем: 
 

2 1, 2 3 2,...,4 3 6iB i n m n m      . 
 
В четные элементы вектора нагрузок запи-
сываются вертикальные силы, в нечетные — 
горизонтальные. Первые же расчеты ферм с 
различными n и m показали, что для нечет-
ных m определитель матрицы G обращается 
в нуль, что свидетельствует о кинематиче-
ской изменяемости конструкции [10]. Дей-
ствительно, при m=1 можно выявить схему 
возможных скоростей узлов (рис. 3). 
 

 
Рисунок 3. Схема возможных скоростей  

узлов изменяемой фермы (n=2, m=1). 
 
Соотношение возможных скоростей опреде-
ляется из кинематики механизма:  
 

2 2/ / 2 '/v h u a v a h   . 
 
Аналогичные схемы скоростей, доказываю-
щие изменяемость конструкции, существуют 
и для других нечетных значений m. 
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3. ПРОГИБ 
 
Для определения прогиба фермы используем 
интеграл Мора в виде,  
 

6
( ) (1)

1
/ ( )

M
P

i i i
i

S S l EF




   , 

 
где суммирование ведется по стержням фер-
мы и обозначено: (1)

iS  — усилия от единич-
ной силы, приложенной к середине нижнего 
пояса ригеля, ( )P

iS — усилия  в стержнях от 
заданной нагрузки, il —  длины стержней. 
Жесткости стержней EF   приняты одинако-
выми для всех стержней. Расчет ферм с раз-
личными n и m=2k выявил, что формула для 
прогиба имеет один и тот же вид 
 

            
3 3 3

, , ,
2

n k n k n kA a C c H h
P

h EF
 

  ,               (1) 

 
отличаясь только коэффициентами при сте-
пенях (кубах) размеров a, h и  
 

2 2c a h  . 
  
Индукция проводилась в два этапа. Сначала 
по числу n при фиксированном k был полу-
чен ряд формул, затем эти коэффициенты 
этих формул обобщались по числу k. При 
этом выяснилось, что коэффициент при 3a  
не зависит от k: 
 

4 3 2
, (10 2(5 2( 1) ) 2(1 3( 1) )

5(1 ( 1) ) 3 3( 1) ) / 24.

n n
n k

n n

A n n n

n

       

     

 
Этот коэффициент получен из решения ре-
куррентного уравнения девятого порядка 
 

, 1, 2, 3, 4,

5, 6, 7, 8, 9,

4 4 6
6 4 4 .

n k n k n k n k n k

n k n k n k n k n k

A A A A A
A A A A A

   

    

    

       
 

Для построения рекуррентного уравнения по 
последовательности коэффициентов приме-
нялся оператор rgf_findrecur, а  для его ре-
шения — оператор rsolve системы Maple. 
Несколько сложнее были получены коэффи-
циенты: 
 

2
, ( ((2 1) 4 1)(1 ( 1) )) / 4,n

n kC n k n k        
2

,

3

((7 ( 1) ) 17 11( 1) ) / 6 (3

(2 7)( 1) ) / 2 4 (1 ( 1) )( 2) / 3.

n n
n k

n n

H k n k

n k n

       

      
 

 
Учитывая, что символьные преобразования в 
системе Maple выполняются медленно, при 
выводе этих формул необходимо было пра-
вильно выбрать порядок двойной индукции. 
Сначала по предварительным расчетам с ма-
лыми значениями m и n выяснялся прибли-
зительный порядок степеней полиномов, да-
лее выполнялась индукция по параметру с 
большим порядком (для ,n kH  это параметр 
n), затем по параметру с меньшим порядком. 
Для случая нагружения фермы по нижнему 
поясу (рис. 4) решение меняется не сильно. 
 

  
Рисунок 4. Ферма при n=5, m=2.  
Загружен нижний пояс ригеля. 

 
Коэффициент ,n kA  остается прежним, а дру-
гие коэффициенты имеют вид: 
 

2
, (2 (1 ( 1) )(2 1) 4 (1 ( 1) ) ) / 8n n

n kC n n k n        , 
3 2

, (4 (1 ( 1) ) 3 (1 ( 1) (2 1)) / 2

((7 ( 1) ) 3( 1) 3) / 2) / 3.

n n
n k

n n

H k n k n

k n

       

     
   

 
Прогиб от действия одной вертикальной си-
лы в точке C также вычисляется по формуле 
(1) с коэффициентами 
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3 2
, (4 3(1 ( 1) ) (5 3( 1) )

3 3( 1) ) /12,

n n
n k

n

A n n n       

  
  

, (2 (2 1)(1 ( 1) )) / 4,n
n kC n k       

2
, ((1 ( 1) )(3 4 ) (7 ( 1) ) / 2) / 3n n

n kH k k k       .  
  
 
4. АНАЛИЗ  ПРОГИБА. УСИЛИЯ В 

СТЕРЖНЯХ И РЕАКЦИИ ОПОР 
 
Рассмотрим случай фермы с заданным про-
летом L, высотой H и произвольным числом 
панелей в ригеле, так что  
 

/ (2 2)a L n  . 
 
Аналитическая форма решения позволяет 
наглядно выявить некоторые его  особенно-
сти. Зафиксируем также общую нагрузку на 
ферму по верхнему поясу 
 

(2 5)sumP n P  . 
 
Введем обозначение для безразмерного про-
гиба  
 

' / ( )sumEF P L   . 
 
На рисунке 5 при 12H mh м   и L=100 м 
даны три ломаные кривые, имеющие явно 
выраженный минимум и немонотонно рас-
тущие с числом n. Асимптотику этого роста 
выявляет следующий предел: 
 

2lim '/ / (8 )
n

n H kL


  . 

 
Помимо оценки величины прогиба фермы 
для проектировщика желательно иметь ин-
формацию об усилия в наиболее сжатых и 
растянутых стержнях с целью проверки их 
на устойчивость и прочность. В процессе 
вывода формул для прогиба программа по-
лучала аналитические выражения для усилий 
во всех стержнях конструкции. В качестве 
тестируемых выберем по два стержня в 
верхнем и нижнем поясе ригеля. 

 
Рисунок 5. Зависимость прогиба  

от числа панелей. 
 
Совершенно очевидно, что это только неко-
торые стержни, опасные с точки зрения поте-
ри устойчивости или прочности. Полноцен-
ный расчет должен включать в себя и другие 
(в лучшем случае — все) стержни. Формулы 
для усилия в этих стержнях приводим лишь 
для примера.  Для определения закономерно-
сти образования коэффициентов в усилиях 
стержней потребовалась последовательность 
расчетов меньшей длины. Как и в процедуре 
вывода формулы для прогиба, необходимая 
длина последовательности коэффициентов 
определяется получением рекуррентного 
уравнения с физически достоверным реше-
нием, тестируемым в численной моде про-
граммы на произвольных числах панелей. 
Индукция по числу n дает решение, не зави-
сящее от числа m. Стержни нижнего пояса в 
середине пролета растянуты: 
 
 2

1 ( 3) / (2 ),U P n a h   2
2 ( 1) / (2 ),U P n a h   

 
стержни верхнего пояса сжаты: 
 

1 ( 2)( 1) / (2 ),O P n n a h     
2 ( 1) / (2 ).O Pn n a h    

 
Эти формулы справедливы как при загруже-
нии верхнего так и нижнего пояса.  Реакции 
неподвижных опор зависят от числа панелей 
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m=2k и при загружении верхнего пояса име-
ют вид: 
 

(4 4 (2 1)) / 2,AY P k n k   

( 2) / (2 ).AX Pa n h   
 
Реакции симметрично расположенных по-
движных шарниров: 
 

(4 1 (2 1)) / 2BY P k n k     . 
 

Для случая загружения нижнего пояса эти 
реакции другие: 
 

(2 1) / 2,AY P k n  / (2 ),AX Pan h  
( (2 1) 1) / 2.BY P n k     

 
 

5. ВЫВОДЫ 
 
Предложенная схема статически определи-
мой арочной фермы, несмотря на ее внеш-
нюю статическую неопределимость [11], до-
пускает точное аналитическое решение для 
прогиба в зависимости от числа панелей при 
различных нагрузках. При этом выявлены 
случаи кинематической изменяемости кон-
струкции. Решение имеет полиномиальный 
вид по числам панелей, а ломаные кривые 
зависимости прогиба от n обнаруживают как 
локальные так и глобальные минимумы. 
Найдена квадратичная асимптотика полу-
ченной зависимости. Примененный алгоритм 
и выведенные формулы могут быть исполь-
зованы в задачах оптимизации конструкций 
[12-14]. Обзоры задач для плоских ферм, 
решенных методом индукции, содержатся в 
[15-17]. 
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МЕТОД КОМПЕНСИРУЮЩИХ НАГРУЗОК 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ОБ АНИЗОТРОПНЫХ СРЕДАХ 

 
Е.Б. Коренева 

Московское высшее общевойсковое командное орденов Жукова, Ленина и Октябрьской Революции 
Краснознаменное училище, г. Москва, РОССИЯ 

 
Аннотация: К решению задач статики и колебаний плит, обладающих цилиндрической анизотропией, 
применяется метод компенсирующих нагрузок (МКН) [1]. Для получения решений поставленных задач и 
построения основного и компенсирующего решений используется приём Нильсена, так как при рассмот-
рении анизотропных тел разрешающее дифференциальное уравнение четвёртого порядка с переменными 
коэффициентами не удаётся расчленить на два взаимно сопряжённых дифференциальных уравнения 
второго порядка. Вследствие этого удаётся получить решения в функциях Бесселя и функциях, им род-
ственных. Такой приём может быть использован при рассмотрении задач об осесимметричном, антисим-
метричном и несимметричном изгибе круглых ортотропных пластин, лежащих на упругом винклеров-
ском основании, а также об осесимметричных колебаниях круглых ортотропных пластин и о колебаниях 
с одним или несколькими узловыми диаметрами. Решения получаются в замкнутом виде в цилиндриче-
ских функциях. 
 

Ключевые слова: ортотропия, круглые пластины, метод компенсирующих нагрузок, функции Бесселя 
 
 

METHOD OF COMPENSATING LOADS FOR SOLVING  
OF ANISOTROPIC MEDIUM PROBLEMS 

 
Elena B. Koreneva 

Moscow Higher Combined-Arms Command Academy, Moscow, RUSSIA 
 
Abstract: The work applies the method of compensating loads (MCL) for solution of statics and vibrations 
problems of plates with cylindrical anisotropy. For receiving of basic and compensating solutions Nielsen’s 
equation is used. The solution expressed in terms of Bessel functions is obtained. Such way can be used in con-
sideration of symmetric, antisymmetric and unsymmetric flexure of orthotropic circular plates resting on an elas-
tic Winkler’s subgrade. The similar method can be also utilized for examination of the symmetric vibrations of 
the orthotropic circular plates as well as for the cases of vibrations with one or a few nodal diameters. The solu-
tions are obtained in closed form in terms of the cylindrical functions. 
 

Keywords: orthotropic circular plate, method of compensating loads, Bessel functions 
 
 
1. РАЗРЕШАЮЩИЕ УРАВНЕНИЯ 
 
Рассмотрим осесимметричную деформацию 
круглой ортотропной пластины постоянного 
сечения, лежащей на упругом винклеров-
ском основании [2]: 
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Здесь D – цилиндрическая жёсткость, k  – 
коэффициент постели основания,   - Пуас-
соново отношение. 
Используя зависимости 
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В литературе, например в [1], рассматрива-
лись вопросы изгиба круглых пластин по-
стоянной толщины, лежащих на упругом ос-
новании, свойства которого описываются 
моделью Винклера. Там исходное разреша-
ющее уравнение четвёртого порядка с пере-
менными коэффициентами можно заменить 
системой двух сопряжённых дифференци-
альных уравнений второго порядка, каждое 
из которых является уравнением Бесселя. 
При рассмотрении случаев изгиба пластин из 
анизотропного материала анализ разрешаю-
щего дифференциального уравнения четвёр-
того порядка показал, что никогда, ни при 
каких значениях параметров оно не распада-
ется на два взаимно сопряжённых. Таким об-
разом, существовавшая ранее методика, 
предложенная для изотропных пластин и 
связанная с применением МКН [3], [4], при 
рассмотрении вопросов об анизотропных 
средах и получении решений в замкнутом 
виде в функциях Бесселя в подобных задачах 
не годится. 
Введём в рассмотрение уравнение Нильсена, 
имеющее следующий вид [4]: 
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где соответственно 
 

;4463 caA   
;1)1)(1(4)1(4)(2 2222
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Решение уравнения (3) выражается в функ-
циях Бесселя и может быть представлено в 
следующей форме: 
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здесь J , Y , I , K  - функции Бесселя. 

Далее сопоставим уравнения (3) и (4). Они 
подобны, если мы положим, что 

 
0222  ca   (5) 

 
или 
 

.044 2222  ccaca   (6) 
 

В результате получим  
 

1c , 0a , 214
2

iDn
kb  . 

 
Из условия (5) получим 0 , а из условия 
(6) имеем 2 . 
Общее решение дифференциального уравне-
ния для случая 0 : 
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При 2  общее решение того же уравне-
ния имеет следующий вид: 

 
     

 .4

321

brgB
brfBbrBbruBw



 




 (8) 

 
Выражения для u ,  , f , g  приводятся в 
[2]. 
Таким образом, с помощью указанного выше 
приёма удалось получить решение исследу-
емой задачи в функциях Бесселя. 
 
 
2. МЕТОД КОМПЕНСИРУЮЩИХ 

НАГРУЗОК 
 
Применим метод компенсирующих нагрузок 
к рассмотрению задачи о круглой ортотроп-
ной пластине, лежащей на упругом винкле-
ровском основании. Ищем решение задачи в 
виде суммы основного 0w  и компенсирую-
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щего kw  решений [1], [3], [4]. Основным 
назовём такое решение, которое, удовлетво-
ряя дифференциальному уравнению, описы-
вающему задачу, содержит особенности, от-
ражающие тот или иной тип нагрузки. В 
большинстве случаев основное решение рас-
сматривается как решение задачи о загруже-
нии неограниченной пластины. Для того 
чтобы искомое решение удовлетворяло гра-
ничным условиям, вводится компенсирую-
щее решение. 
 
 
3. ОСНОВНОЕ РЕШЕНИЕ 
 
Рассмотрим задачу о бесконечной ортотроп-
ной пластине, загруженной сосредоточенной 
силой. Примем начало координат в точке 
приложения силы. В качестве примера рас-
смотрим случай 2 . Тогда уравнение 
упругой поверхности имеет вид (8). Введём 
безразмерную координату brx  . 
Определим постоянные интегрирования 1B , 

2B , 3B , 4B . Для бесконечной пластины, ко-
гда аргумент x , как следует из теории 
специальных функций, )(xu  и )(x  обра-
щаются в бесконечность. Поскольку для 
изучаемой задачи перемещения и усилия при 

0x  должны обращаться в нуль, примем  
 

021  BB . 
 
Рассмотрим условия в начале координат; при 

0x  прогиб должен оставаться конечным. 
Поскольку при 0x  функция g  стремит-

ся к бесконечности, а функция f  остаётся 
конечной, положим 04 B . Таким образом, 
имеем: 

 
).(3 xfBw   (9) 

 
Для определения постоянной 3B  запишем 
выражение для поперечной силы 1Q . Для 

этого, исходя из условий равновесия, следует 
приравнять предел, к которому стремится 
эта сила при 0x , величине  
 

x
Pb
2 . 

 
С другой стороны, исходя из уравнения 
упругой поверхности (8) и формул, приве-
дённых в [2], запишем 

 
).(03

3 xgBDbQ   
 
Исходя из теории,  
 

при 0x  ,2)(' xxg
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получим выражение для  
 

.
4 23 Db
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В результате уравнение упругой поверхно-
сти изучаемой пластины имеет вид: 

 
).(

4 02 xf
Db
Pw   (10) 

 
Положим 1P ; в этом случае указанное 
выше выражение является основной функци-
ей влияния. Определив указанную основную 
функцию влияния, можно получить решения 
ряда задач о бесконечных пластинах при 
различных загружениях. Упомянутые реше-
ния назовём основными. Для этого восполь-
зуемся принципом сложения воздействий, 
дающим возможность при интегрировании 
основной функции влияния (10) получить 
искомое решение. 
Перейдём к решению задачи о бесконечной 
ортотропной пластине, загруженной нагруз-
кой q , равномерно распределённой по 
окружности с приведённым радиусом  . 
Для составления уравнения упругой поверх-
ности следует сначала найти элементарный 
прогиб в точке A  с приведёнными коэффи-
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циентами ),( x  от действия элементарной 
нагрузки, приходящейся на участок дуги 
длиной  
 

 db  

 
 и приложенной в точке B  с приведёнными 
коэффициентами ),(   [1]. 
Запишем выражение для приведённого рас-
стояния между точками A  и B : 

 
.)cos(222   xxz  

 
Элементарный прогиб в точке A , вызванный 
элементарной нагрузкой, равен 

 

).(
4 3 zf

Db
dqdw 


  (11) 

 
Интегрируя приведённое выше выражение 
(11), получим: 

 
  .)cos(2

4

2

0

22
3 

 

 dxxf
Db
qw    (12) 

 
Используя формулу сложения цилиндриче-
ских функций, выполняя интегрирование и 
отделяя действительную часть, получим вы-
ражения для прогибов: 
при x  

 
 ,)()()()(

2 3 xgxuf
Db
qw  


  (13) 

 
при x  

 
 .)()()()(

2 3 xgxfu
Db
qw  


  (14) 

 
Далее можно получить формулы для углов 
поворота, изгибающих моментов и попереч-
ных сил. В качестве примера приведём фор-
мулы для изгибающего момента 1G : 
 
 

при x  
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 (15) 

 
при x  

 

.
)('

)-(1)()(

)('
)-(1-)()(21





























x
xg

xf

x
xf

xgαub
πqαG μμ


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
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 (16) 

 
Рассмотрим решение задачи о пластинах 
бесконечного радиуса, загруженных осесим-
метричными нагрузками, распределёнными 
по круговым областям. Для этого следует 
интегрировать приведённые выше решения. 
В качестве примера решим задачу о беско-
нечной ортотропной пластине, находящейся 
под действием нагрузки 0q , равномерно рас-
пределённой по площади кольца, ограничен-
ного двумя концентрическими окружностя-
ми с приведёнными радиусами 1  и 2 . 
Пусть 21   . Для построения решения сле-
дует проинтегрировать выражения (13) и 
(14), заменив в них нагрузку q  элементар-
ной нагрузкой  
 

b
dq 0 . 

 
В результате получим: 
 
при 1x  

 

 

  ;)()(')('

)()(')('2
0101202

0101202
0

xff

xuggk
qw









 (17) 
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при 21   x  
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при 2x  
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Для того чтобы получить решение о неогра-
ниченной пластине, загруженной силами 0q , 
равномерно распределёнными по площади 
круга, ограниченного окружностью с приве-
дённым радиусом  , следует в решениях 
(17)-(19) положить  
 

01  ,  2 . 
 
Используя полученные результаты, можно 
получить основные решения для случаев за-
гружения угловыми деформациями и момен-
тами, распределёнными по окружностям, и 
другие задачи. 
 
 
4. КОМПЕНСИРУЮЩИЕ РЕШЕНИЯ 
 
Решение представим в виде: 

 
.0 kwww   (20) 

 
Рассмотрим осесимметричную деформацию 
круглой ортотропной пластины, лежащей на 
упругом винклеровском основании. Пласти-
на не имеет отверстия и её приведённый ра-
диус равен  . Искомую компенсирующую 
нагрузку kw  можно рассматривать как ре-
зультат влияния некоторой специально по-
добранной нагрузки, действующей по 
окружности с радиусом, равным или боль-
шим  . При 0x  функции )(xf  и )(xg  

имеют особенности, поэтому не войдут в 
компенсирующее решение. Представим его в 
следующем виде: 

 
).()( xBxAuw    (21) 

 
Для сокращения записи будем пользоваться 
соотношениями: 
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 (22) 

 
Обозначим через 0w , 0 , 0M , 0Q  соответ-
ственно прогиб, угол поворота, радиальный 
изгибающий момент и перерезывающую си-
лу для основного решения при x . Рас-
смотрим несколько частных примеров. 
а) Пластина со свободным контуром. В этом 
случае на контуре при x  радиальный 
изгибающий момент и поперечная сила рав-
ны нулю: 

 
0)(1 M , .0)(1 Q  (23) 

 
Внесём в граничные условия (23) зависимо-
сти (20) и (21) и получим следующие выра-
жения: 
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Отсюда определим коэффициенты A  и B ; 
имеем: 
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Далее внесём (26) и (27) в выражения (20) и 
(21) и получим искомое решение. Затем 
можно приступить к нахождению усилий. 
б) Пластина с зажатым наружным контуром. 
В этом случае  
 

при x  0w , 0dx
dw . 

 
Коэффициенты A  и B  определяются из 
следующих выражений: 
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и, следовательно, 
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в) Пластина с шарнирным опиранием по 
контуру. В этом случае граничные условия 
имеют вид: 
 
при x  0w , ,01 G  
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откуда имеем: 
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5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
В работе впервые удалось получить решение 
задачи об осесимметричном изгибе круглой 
пластины, лежащей на упругом винклеров-
ском основании, сделанной из материала, 
обладающего цилиндрической анизотропи-
ей. Результат даётся в цилиндрических 
функциях. К полученному решению приме-
нён метод компенсирующих нагрузок. 
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ОБ ОДНОМ ЧИСЛЕННОМ СПОСОБЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ОСАДКИ ПОВЕРХНОСТИ ГРУНТОВОГО МАССИВА,  

ВЫЗВАННОЙ СООРУЖЕНИЕМ ОБОЛОЧКИ ОБДЕЛКИ 
ТОННЕЛЯ 

 
С.Б. Косицын, В.Ю. Акулич 

Российский университет транспорта (МИИТ), г. Москва, РОССИЯ 
 

Аннотация: Работа направлена на геотехнический прогноз влияния строительства перегонного тоннеля 
на изменение напряженно-деформированного состояния окружающего грунтового массива, а именно на 
возникающие при этом осадки на поверхности земли. Работа предполагает как численное, так и аналити-
ческое решения с последующим сравнительным анализом. 
 

Ключевые слова: тоннель, грунтовый массив, геотехника,  
тоннелепроходческий механизированный комплекс, мульда оседания,  

плоские и пространственные конечные элементы, контактные конечные элементы 
 

ON ONE NUMERICAL METHOD FOR THE COMPUTING  
OF SEDIMENTATION OF THE SURFACE  

OF THE SOIL MASSIVE CAUSED BY THE CONSTRUCTION  
OF THE SHELL LINING OF THE TUNNEL 

 
Sergey B. Kosytsyn, Vladimir Y. Akulich 

Russian University of Transport (MIIT), Moscow, RUSSIA 
 

Abstract: The distinctive work is aimed at the geotechnical forecast of the influence of the construction of the 
tunnel on the change in the stress-strain state of the surrounding soil mass, namely, the precipitations that arise 
on the surface of the earth. The work assumes both a numerical and an analytical solution with subsequent com-
parative analysis. 
 
Keywords: tunnel, soil massif, geotechnics, slurry shield, sedimentation mold, shell and spatial finite elements, 

contact finite elements 
 
ВВЕДЕНИЕ 

 
Целью настоящей работы является 
геотехнический прогноз влияния 
строительства перегонного тоннеля на 
изменение напряженно-деформированного 
состояния окружающего грунтового массива, 
а именно на возникающие при этом осадки 
на поверхности земли. 
В процессе ведения работ тоннеле-
проходческим механизированным 
комплексом (щитовой проходкой), на 
участке тоннеля, который не закреплен или 
частично закреплен, происходит смещение 

породы в сторону тоннеля. Таким образом, 
количество породы, которое вынимается из 
подземного пространства, всегда больше, 
чем теоретическое, посчитанное из 
проектного профиля тоннеля. 
Дополнительный объем породы, 
извлеченный из подземного пространства, 
носит название «потерянный объем» и 
определяется через параметр V, который 
является отношением между объемами 
извлеченной породы и самого тоннеля 
(определенному по внешнему диаметру 
тоннеля). 

DOI:10.22337/2587-9618-2018-14-1-78-91
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Потерянный объем является мерой 
нарушенности массива проходческими 
работами и вызывает развитие мульды 
оседания земной поверхности. 
Для решения поставленной задачи 
необходимо составить такую расчетную 
модель тоннеля с окружающим его 
грунтовым массивом, которая позволяла бы 
учитывать объем дополнительного 
потерянного грунта, извлеченного из 
подземного пространства в процессе ведения 
работ тоннелепроходческим 
механизированным комплексом, с 
последующим анализом полученного 
напряженно-деформированного состояния 
системы и сравнением результатов с 
аналитическим методом определения осадок. 
Моделирование и расчеты произведены в 
современном конечно-элементном 
программном комплексе MSC PATRAN – 
NASTRAN в конструктивно нелинейной 
постановке задачи. 
 
 
1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОСАДКИ ЗЕМНОЙ 

ПОВЕРХНОСТИ В ПРОЦЕССЕ 
ВЕДЕНИЯ РАБОТ 
ТОННЕЛЕПРОХОДЧЕСКИМ 
МЕХАНИЗИРОВАННЫМ 
КОМПЛЕКСОМ ЧИСЛЕННЫМ 
МЕТОДОМ В ПЛОСКОЙ И 
ПРОСТРАНСТВЕННОЙ 
ПОСТАНОВКАХ 

 
В основу расчетного комплекса MSC 
PATRAN – NASTRAN положен метод 
конечных элементов, позволяющий 
выполнять математическое моделирование 
процессов, протекающих в грунте. 
Результаты расчетов напряженно-
деформированного состояния 
представляются как в табличном, так и в 
графическом виде [1]. 
При решении задач методом конечных 
элементов массив считается сплошным. 
Условие сплошности удовлетворяется тем, 
что элементы в процессе деформирования 

области не теряют контакта друг с другом. 
Деформирование элемента обусловлено 
приложением со стороны соседних 
элементов или внешних воздействий 
узловых сил, каждая из которых 
раскладывается на составляющие вдоль 
координатных осей. В итоге получается 
уравнение в матричной форме, связывающее 
известные внешние силы с неизвестными 
перемещениями узлов через матрицу 
жесткости элемента. После определения 
узловых перемещений в соответствии с 
известными соотношениями теории 
упругости находятся деформации и 
напряжения внутри элементов [2, 3, 4]. 
Проведены расчеты осадок земной 
поверхности в плоской и пространственной 
постановках задачи. В табл. 1 представлены 
основные физико-механические свойства 
грунтов. 
Тоннель запроектирован в монолитном 
железобетоне из бетона В45 и арматуры 
A240, A400. 
Геометрические характеристики кольца 
обделки перегонного тоннеля: наружный 
диаметр – 5800 мм; внутренний диаметр – 
5300 мм; средняя длина кольца обделки 
вдоль тоннеля – 1400 мм; толщина блока – 
250 мм; величина расстояния между грунтом 
и наружной поверхностью обделки 
составила – 50 мм. 
Геометрические схемы плоской и 
пространственной расчетных моделей 
разработаны на основании исходных данных 
по конструктивным решениям 
проектируемого объекта и данных 
инженерно-геологических изысканий. В 
начале, для апробации предлагаемого 
метода, расчетные модели составлялись для 
одного тоннеля как в плоской, так и 
пространственной постановках. 
В плоской постановке задачи (рис. 1) для 
расчета из рассматриваемого участка 
выделена полоса шириной 1,4 м, равная 
ширине кольца обделки строящегося 
тоннеля. Рассмотренная часть тоннеля 
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Таблица 1. Физико-механические характеристики грунтов. 

№ Описание грунтов Плотность, 
кг/м3 

Коэффициент 
Пуассона ν 

Модуль  
деформации 

E, МПа 

Удельное 
сцепление С, 

МПа 

Угол внутр. 
трения φ, 

град. 
1 Насыпной грунт 1920 0,3 13 0,015 13 
2 Суглинки пылеватые 2080 0,37 22 0,033 21 
3 Суглинки песчанистые 2160 0,35 27 0,045 23 
4 Суглинки песчанистые 2120 0,35 27 0,046 24 
5 Пески пылеватые 2000 0,31 30 0,006 33 
6 Пески мелкие 2010 0,3 33 0,004 34 
 

 
Рисунок 1. Плоская расчетная схема с одним 

тоннелем. 
 

 
Рисунок 2. Пространственная расчетная 

схема с одним тоннелем. 
 

 
Рисунок 3. Оболочка тоннеля  

в пространственной расчетной схеме. 

смоделирована прямыми балочными 
конечными элементами с шестью степенями 
свободы в каждом узле. Области грунта 
аппроксимированы четырехузловыми 
плоскими конечными элементами также с 
шестью степенями свободы в каждом узле. 
В пространственной постановке задачи  
(рис. 2) грунт смоделирован однородным 
трехмерным массивом. Оболочка 
аппроксимирована двумерными плоскими 
четырехузловыми элементами, основанными 
на гипотезе прямых нормалей, с шестью 
степенями свободы в каждом узле (рис. 3). 
Объемный массив, моделирующий грунт, 
представлен трехмерными конечными 
элементами в форме четырехузловых 
тетраэдров и восьмиузловых 
параллелепипедов [5]. Использование 
тетраэдров вызвано тем, что в месте 
расположения отверстия, подкрепленного 
оболочкой, геометрия массива является 
сложной. 
Для моделирования контакта между внешней 
стенкой обделки тоннеля и окружающего 
грунта использовались контактные 
элементы, позволяющие задавать начальный 
зазор (в комплексе NASTRAN их называют 
GAP элементами), что позволило учесть 
изъятие дополнительного объема грунта, 
происходящего при продвижении 
тоннелепроходческого механизированного 
комплекса, благодаря созданию зазора 
между внешней стенкой обделки тоннеля и 
окружающим грунтом. Эти элементы имели 
ненулевые длины и стремящиеся к нулю 
жесткости при растяжении. Их жесткости 
при сжатии стремились к бесконечности. 
Величина начального зазора принята равной 
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50 мм. Расчетная область закреплена от 
перемещений, нормальных к поверхностям 
массива, по торцам, с боков и снизу. 
Оболочка по торцам имеет аналогичные 
опорные закрепления, обеспечивающие 
геометрическую неизменяемость расчетной 
модели [6, 7, 8]. 
Расчеты произведены в конструктивно 
нелинейной постановке (контактные усилия 
определены методом последовательных 
приближений) и разбиты на два этапа. На 
первом этапе определено начальное 
напряженно-деформированное состояние 
грунта от его собственного веса (бытовое 
состояние); на втором этапе определено 
конечное напряженно-деформированное 
состояние грунта после возведения тоннеля с 
нагрузками от собственного веса грунта и 
веса тоннельной обделки. На рис. 4 и рис. 5 
представлены поля вертикальных 
перемещений в грунтовом массиве в 
результате первого и второго этапа расчета 
для плоской и пространственной расчетной 
модели соответственно. 
 

 
 
Рисунок 4. Поля вертикальных перемещений 
в грунтовом массиве в результате первого и 
второго этапов расчета соответственно 

для плоской расчетной модели. 

 
Рисунок 5. Поля вертикальных перемещений 
в грунтовом массиве в результате первого и 
второго этапов расчета соответственно 
для пространственной расчетной модели. 

 
Максимальная осадка над осью тоннеля 
после проходки составила 13,0 мм как в 
плоской, так и в пространственной 
постановках задачи (получена как разность 
осадок конечного и бытового состояний). 
Усилия, возникающие в контактных GAP 
элементах показаны на рис. 6. 
Следует отметить, что при отказе от 
использования контактных элементов типа 
GAP, которые позволяют учитывать изъятие 
дополнительного объема грунта (создают 
зазор), происходящего при продвижении 
тоннелепроходческого механизированного 
комплекса, расчётная модель ведёт себя не 
вполне корректно и даёт несоответствующее 
действительности поле вертикальных 
перемещений грунтового массива [9, 10] 
(поверхность грунта поднимается, а не 
просаживается, что показано на рис. 7). 
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Рисунок 6. Внутренние усилия в контактных 

GAP элементах. 
 

 
Рисунок 7. Поля вертикальных перемещений 

в грунтовом массиве без использования 
контактных GAP элементов. Подъем 

поверхности над тоннелем. 
 
Для сравнительного анализа полученного 
результата произведен расчет осадки земной 
поверхности при продвижении 
тоннелепроходческого механизированного 
комплекса по аналитической методике. 
 

 
2. АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД 

ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОСАДОК ЗЕМНОЙ 
ПОВЕРХНОСТИ ЗА СЧЕТ  
«ПОТЕРИ ОБЪЕМА» ГРУНТА 

 
Обобщенный полуэмпирический метод 
определения осадки земной поверхности для 
случая строительства одиночного тоннеля в 
однородных породах был предложен 
Attewell и Woodman [11, 12]. Мульда 
оседания земной поверхности  
(рис. 8), образующаяся в результате 

строительства тоннеля, может быть описана 
зависимостью: 
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где S – величина осадки земной поверхности 
в точке (x, y); x – расстояние от 
рассматриваемой точки до продольной оси 
тоннеля; y – координата точки по 
продольной оси тоннеля; Vs – полезный 
объем мульды оседания земной поверхности; 
yi – начальная позиция тоннеля; yf – 
расположение лба забоя; ix – ширина мульды 
оседания, ix=kZ; k – безразмерная константа, 
характеризующая параметры породы; Z – 
расстояние от поверхности земли до 
продольной оси тоннеля; G – функция 
распределения: 
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Рассматривая характер мульды оседания 
земной поверхности (рис. 8), можно 
выделить интересующее нас поперечное 
направление развития осадок над забоем 
тоннеля. 
Peck R.B. [13, 14] показал, что мульду 
оседания земной поверхности в поперечном 
направлении можно описать функцией 
Гаусса, и такое описание получило широкое 
распространение при анализе вертикальных 
осадок в поперечном направлении: 
 

 
2

2

2
max,)( xi

x

vv eSxS


  (3) 
 
где Sv,max – величина осадки земной 
поверхности над продольной осью тоннеля; 
x – расстояние от центра тоннеля до 
рассматриваемой точки; ix – параметр 
ширины мульды, представляющий собой 
стандартное отклонение функции Гаусса. 
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Рисунок 8. Форма мульды оседания земной поверхности, вызванная процессом продвижения 

тоннелепроходческого комплекса. 
 

 
Рисунок 9. Осадка земной поверхности в поперечном направлении при проходке 

тоннелепроходческого комплекса. 
 
Типовой характер мульды оседания земной 
поверхности в поперечном направлении 
показан на рис. 9. Максимальный наклон 
мульды оседания расположен в точке 
перегиба, которая располагается на 
расстоянии ix от центральной продольной 
оси тоннеля. Точка перегиба отделяет зону 
выгиба от зоны прогиба [15,16]. 
Площадь области, ограниченной Гауссовой 
функцией, по определению равна единице. 

Следовательно, площадь, определяемая 
кривой мульды осадки (3) представленной 
выше, определяется формулой: 
 

 
dxSVs 





 

 
(4) 

 
где Vs – объем мульды осадки на единицу 
длины тоннеля. 
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В грунтах с малой водопроницаемостью 
смещение частиц грунта к тоннельной обде-
лке происходит без дренирования. Другими 
словами, зазор между тоннельной обделкой 
и границей разработанной полости полно-
стью заполняется грунтом. Поэтому объем 
поверхностной мульды осадки равен объему 
грунта, удаленному сверх объема, занимае-
мого тоннелем. Обычно он определяется как 
отношение этого дополнительного (поте-
рянного) объема к объему тоннеля (на еди-
ницу его длины): 
 

 4

2DVV Lsp



 
(5) 

 
где VL – потеря объема; D – внешний 
диаметр тоннеля. 
На практике выражение (5) применяется в 
процентах. 
Учитывая зависимости (4) и (5), выражение 
(3) можно преобразовать к виду: 
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Для данного диаметра тоннеля D форма и 
величина поперечной кривой осадки 
зависит только от потери объема грунта VL и 
ширины мульды ix. Эти два критических 
параметра будут обсуждены более подробно 
далее. 
«Потеря объёма» грунта VL равна разности 
выбранного грунта и теоретического объёма 
тоннеля, приходящейся на единицу длины 
тоннеля. 
При строительстве тоннелей щитовым 
способом на деформации поверхности 
грунта влияют следующие факторы: 
перебор и выпуски породы в забое; 
передвижение щитов даже с небольшим 
углом атаки; увеличенный строительный 
зазор между обделкой и грунтовым 
массивом; податливость обделки; 
деформации щитов и их вибрации. 

Примечание: перебор – выработка большего 
объёма породы по сравнению с объёмом 
тоннеля; выпуски – превышенное 
количество тампонажного раствора или 
породы за тоннельную обделку. 
Все эти факторы определяют величину 
«потери объема» грунта, от которой в 
большей мере зависят осадки дневной 
поверхности. 
Современная технология проходки 
позволяет ограничить перемещения грунта 
до такой степени, чтобы ущерб от него 
подземным сооружениям и сооружениям на 
поверхности был минимальным. Тем не 
менее, полностью избежать воздействия 
щитовой проходки на окружающую среду 
не представляется возможным. 
Для оценки ширины впадины поверхности 
грунта удобно использовать параметр 
мульды осадки ix. В поперечном сечении 
кривой осадки это расстояние от точки 
перегиба (то есть точки максимального 
наклона) до оси тоннеля. O`Reilly и New [17, 
18] выполнили большое количество замеров 
по этим кривым при проходке тоннелей в 
глинистых породах. В результате обработки 
экспериментальных данных ими была 
получена следующая линейная зависимость 
параметра ширины мульды ix от глубины 
заложения тоннеля z0: 
 

 1,143,0 0  zix  (7) 
 
На основании анализа экспериментальных 
данных авторы работы [17, 18] сделали 
вывод о том, что для глинистых грунтов во 
многих случаях значение коэффициента К, 
определяющего точку перегиба, можно 
определять по формуле K=0,5. В то же 
время они указали, что эта величина может 
меняться в диапазоне 0,4 – 0,7 для жесткой 
и мягкой глины соответственно. Как видно 
из рис. 10 простая линейная функция 
достаточно хорошо описывает зависимость, 
полученную экспериментальным путем в 
полевых условиях.  
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Рисунок 10. Зависимость расстояний  

от точек перегиба ix поверхности осадки  
до оси тоннеля от глубины тоннеля z0. 

 
Тем не менее, для удобства использования с 
достаточной для инженерных расчетов 

точностью авторы [17, 18] упростили 
уравнение (7), приведя его к виду: 
 

 0Kzix   (8) 
 
Позднее Rankin [19] на основании большого 
количества данных, полученных в полевых 
условиях, подтвердил величину K=0,5. 
Таким образом получается простая 
зависимость: 

 05,0 zix   (9) 
Кроме полевых замеров Kimura и Mair [20] 
были выполнены испытания на центрифуге. 
Результаты испытаний показали, что 
величина K=0,5 не зависит от жесткости 
тоннельной конструкции. Авторы [20] 
пришли к выводу, что значение K не зависит 
от способа проходки тоннеля. 
Для сравнительного анализа полученного 
результата методом конечных элементов 

 

 
Рисунок 11. Кривые мульды осадок, полученные аналитическим и численным 

методами. 
 
был произведен расчет осадки земной 
поверхности при проходке 
тоннелепроходческого механизированного 
комплекса по аналитической методике 
изложенной выше. 
Диаметр оси оболочки тоннельной обделки: 
D = 5,8 м = 5800 мм; 
Глубина заложения оси тоннеля z0 = 22,7 м 
=22700 мм;  
Параметр ix = 11350 мм; 

Объем мульды осадки на единицу длины 
тоннеля: 
 

max,max, 284432 vvxvs SSidxSV  




  (10) 

 
Объем «потерянного грунта» на единицу 
длины тоннеля принимается в размере 0,015 
(1,5%) объема тоннеля VL=0,015. 
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Объем «потерянного грунта» на единицу 
длины тоннеля: 
 

 )(396111
4

2
2

ммDVV Lsp 
  (11) 

 
Приравнивая объем мульды осадки объему 
«потерянного грунта»: 
 
 39611128443 max,  vS  (12) 
 
получим максимальный размер осадки 
поверхности: 
 

 )(9,13
28443
396111

max, ммSv   (13) 

 
В результате аналитического расчета 
максимальная осадка поверхности земли 
над осью тоннеля составила: 
 
 )(9,13max, ммSv   (14) 
 
Кривые мульды осадок, полученные 
аналитическим и численным методами, 
показаны на рис. 11. Расхождение 
составляет 6,4% от значения осадки, 
полученной в MSC PATRAN – NASTRAN. 
Это говорит о хорошей сходимости 
результатов численного и аналитического 
расчетов и о корректной работе 
построенной конечноэлементной модели. 
 
 
3. ПРИМЕНЕНИЕ ПРЕДЛОЖЕННОГО 

МЕТОДА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОСАДКИ 
ЗЕМНОЙ ПОВЕРХНОСТИ ПРИ 
СТРОИТЕЛЬСТВЕ  
КАЛИНИНСКО-СОЛНЦЕВСКОЙ 
ЛИНИИ МЕТРОПОЛИТЕНА 

 
Предложенный метод нашел применение 
при определении осадок земной 
поверхности, расположенной в пределах 
зоны влияния строительства перегонных 

тоннелей Калининско-Солнцевской линии 
Московского метрополитена. 
Геометрические схемы плоской и 
пространственной расчетных моделей для 
решения поставленной задачи разработаны 
на основании исходных данных по 
конструктивным решениям проектируемого 
объекта и данных инженерно-геологических 
изысканий, приведенных в табл. 1. 
Плоская и пространственная расчетные 
модели показаны на рис. 12 и рис.13 
соответственно. 
 

 
Рисунок 12. Плоская расчетная схема  

с четырьмя проектируемыми тоннелями 
линии метрополитена. 

 

 
Рисунок 13. Пространственная расчетная 

схема с четырьмя проектируемыми 
тоннелями линии метрополитена. 

 

 
Рисунок 14. Расположение четырех 

проектируемых тоннелей линии 
метрополитена. Вид сверху. 
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Один из четырех проектируемых тоннелей 
линии метрополитена расположен под 
углом относительно других тоннелей в 
горизонтальной плоскости (рис. 14). Эту 
особенность позволила учесть 
пространственная расчетная модель. 
Расчеты произведены в конструктивно 
нелинейной постановке (контактные усилия 
определены методом последовательных 
приближений) и разбиты на два этапа. На 
первом этапе определено начальное 
напряженно-деформированное состояние 
грунта от его собственного веса (бытовое 
состояние); на втором этапе определено 
конечное напряженно-деформированное 
состояние грунта после возведения тоннеля 
с нагрузками от собственного веса грунта и 
веса тоннельной обделки. На рис. 15 и  
рис. 16 представлены поля вертикальных 
перемещений в грунтовом массиве в 
результате второго этапа расчета для 
плоской и пространственной расчетной 
модели соответственно. 
Максимальная осадка над осью тоннеля 
после проходки составила 23,0 мм как в 
плоской, так и в пространственной 
постановках задачи. 
 
 

4. ВЫВОДЫ 
 
Разработан приближенный численный 
способ учета пропуска грунта в 
разрабатываемую область тоннеля. Для 
одного тоннеля численные результаты 
сопоставлены с результатами, полученными 
известным аналитическим методом. 
Расхождение максимальной осадки (над 
осью тоннеля) составило 6,4% от значения 
осадки, полученной в комплексе MSC 
PATRAN – NASTRAN. Это говорит о 
хорошей сходимости результатов 
численного и аналитического расчетов и о 
корректной работе построенной 
конечноэлементной модели. 
Работоспособность предложенного метода 
проверена на примере расчета четырех 
перегонных тоннелей линии московского 
метрополитена. 
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Рисунок 15. Поля вертикальных перемещений в грунтовом массиве в результате второго 

этапа расчета плоской расчетной модели. 
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Рисунок 16. Поля вертикальных перемещений в грунтовом массиве в результате второго 

этапа расчета пространственной расчетной модели. 
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Abstract: The filtration problem in a porous medium is an important part of underground hydromechanics. 
Filtration of suspensions and colloids determines the processes of strengthening the soil and creating waterproof 
walls in the ground while building the foundations of buildings and underground structures. It is assumed that 
the formation of a deposit is dominated by the size-exclusion mechanism of pore blocking: solid particles pass 
freely through large pores and get stuck at the inlet of pores smaller than the diameter of the particles. A one-
dimensional mathematical model for the filtration of a monodisperse suspension includes the equation for the 
mass balance of suspended and retained particles and the kinetic equation for the growth of the deposit. For the 
blocking filtration coefficient with a double root, the exact solution is given implicitly. The asymptotics of the 
filtration problem is constructed for large time. The numerical calculation of the problem is carried out by the 
finite differences method. It is shown that asymptotic approximations rapidly converge to a solution with the 
increase of the expansion order. 

 
Keywords: filtration, porous medium, suspended and retained particles, mathematical model, asymptotics 

 
 

РАСЧЕТ ДОЛГОВРЕМЕННОЙ ФИЛЬТРАЦИИ  
В ПОРИСТОЙ СРЕДЕ 

 
Л.И. Кузьмина1, Ю.В. Осипов2, Н.В. Ветошкин2 

1 Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики», г. Москва, РОССИЯ 
2 Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет,  

г. Москва, РОССИЯ 
 

Аннотация: Рассматривается задача фильтрации в пористой среде – важная составная часть подземной 
гидромеханики. Задачи фильтрации суспензий и коллоидов описывают процессы укрепления грунта и 
создания водонепроницаемых стен в грунте при строительстве фундаментов зданий и подземных 
сооружений. Предполагается, что при образовании осадка основную роль играет механико-
геометрический механизм блокирования пор: твердые частицы беспрепятственно проходят через 
большие поры и застревают на входе пор, размеры которых меньше диаметра частиц. Одномерная 
математическая модель фильтрации монодисперсной суспензии включает уравнение массообмена 
взвешенных и осажденных частиц и кинетическое уравнение роста осадка. Для блокирующего 
коэффициента фильтрации с двукратным корнем приводится точное решение в неявном виде. Строится 
асимптотика задачи фильтрации при большом значении времени. Численный расчет задачи выполнен 
методом конечных разностей. Показано, что с ростом порядка асимптотические приближения быстро 
сходятся к решению. 

 
Ключевые слова: фильтрация, пористая среда, взвешенные и осажденные частицы,  

математическая модель, асимптотика 
 
 
1. INTRODUCTION 
 
The filtration of suspension in a porous medium 
is one of the most important problems of 

underground hydromechanics. The transport and 
retention of suspended particles in the pores of 
soil and rock are actual for the oil industry, 
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strengthening of foundations, cleaning of 
surface waters and liquid industrial wastes [1-3]. 
The nature of filtration of the suspension in a 
porous medium depends on the composition of 
the fluid, the material of the porous medium, the 
ratio of the dimensions of the suspended 
particles and pores. We assume that the 
electrostatic and gravitational forces, the 
viscosity of the liquid, and the diffusion of the 
particles do not have a significant effect on the 
filtration process. If the particle and pore size 
distributions overlap, then the main mechanism 
of particle capture is size-exclusion interaction 
of particles and pores: the suspended particles of 
the suspension are freely transferred by the fluid 
flow through the large pores and get stuck in the 
small pore throats [4,5]. 
The paper considers the filtration of identical 
solid suspended particles in a homogeneous 
porous medium. It is assumed that the 
distribution of the pore sizes is constant on each 
cross-section of the framework of the porous 
medium. A one-dimensional model of filtration, 
including the equation of mass transfer of 
suspended and retained particles and the kinetic 
equation of the deposit growth, is used below. 
The conditions of a constant concentration of 
suspended particles at the porous medium inlet 
and the absence of suspended and retained 
particles in a porous medium at the initial time 
determine a unique solution of the problem. 
Some mathematical models of filtration have 
exact analytical solution [6-8]. In the absence of 
exact solutions, an asymptotics can be 
constructed [9-11]. If analytical solutions are 
unknown, numerical methods are used [12-15]. 
The exact solution of the filtration problem for a 
quadratic filtration coefficient with a multiple 
root is obtained in the paper. Since the solution 
is given by an implicit formula, an asymptotics 
is constructed to determine the properties of the 
solution for large time. It is shown that general 
limit conditions for the solution are insufficient 
to obtain an asymptotic expansion for t  , so 
it is necessary to use the exact solution for 
construction of the asymptotics. 

In Section 2 a mathematical model of the 
filtration problem is presented, the exact 
solution of the problem is obtained in Section 3. 
In Section 4, asymptotics is constructed for 
large time; the results of numerical calculations 
are given in Section 5. Conclusion finalize the 
paper in Section 6. 
 
 
2. MATHEMATICAL MODEL 
 
The one-dimensional filtration problem of a 
monodisperse suspension in a porous medium is 
considered in a half-strip 
 

{( , ) : 0 1, 0}x t x t    . 
 

The mathematical model of the filtration 
problem includes a hyperbolic system of two 
first-order equations with unknown 
concentrations of suspended particles ( , )C x t  
and retained particles ( , )S x t  
 

 0C C S
t x t

  
  

  
; (1) 

 ( )S S C
t


 


; (2) 

 
with boundary and initial conditions 
 
 0 1xC


 ; (3) 

 0 00; 0t tC S
 

  . (4) 
 
Here ( )S  is a decreasing nonnegative 
function, which is called the filtration 
coefficient. 
The inconsistency of conditions (3), (4) at the 
origin leads to the discontinuity of the solution. 
The discontinuity line t x  is called the 
concentrations front of the suspended and 
retained particles. It is a mobile boundary of two 
phases - a suspension and an empty porous 
medium. Before the concentrations front in the 
domain 
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0 {( , ) : 0 1, 0 }x t x t x       
 

the solution is zero; in the domain 
 

{( , ) : 0 1, }S x t x t x      
 

the solution is positive. At the front t x , the 
solution ( , )C x t  has a strong discontinuity (the 
suspended particles concentration has a gap); 
the solution ( , )S x t  has a weak discontinuity 
(the retained particles concentration is 
continuous, but has a break, that is, a derivative 
jump occurs). 
During the filtration, the retained particles 
concentration increases, and the number of free 
small pores of the porous medium is reduced. 
With prolonged filtration, more and more 
suspended particles pass unobstructed through 
the large pores without precipitation, and the 
growth rate of the retained particles 
concentration slows down. When all small pores 
are blocked by the particles, the formation of the 
deposit ceases, and the suspended particles pass 
freely through the porous medium. The 
maximum value of the retained particles 
concentration maxS  is the minimum positive 
root of ( )S . Such filtration coefficient is 
called a blocking coefficient. 
Consider the third-order polynomial with a 
double root 
 
 2 3( ) (1 ) (1 ) , 0S S a S a      . (5) 
 
Below, the exact solution of the problem (1) - 
(4) with the blocking filtration coefficient (5) is 
constructed by the methods used in [16, 17]. 
 
 
3. EXACT SOLUTION 
 
First, we determine the solution at the porous 
medium inlet 0x  . According to (3), equation 
(2) takes the form 
 

 2 3(1 ) (1 )S S a S
t


   


. (6) 

 
Division of the variables and integration with 
respect to t yields 
 

 2 3
0

/
(1 ) (1 )

t S t dt t
S a S
 


   . (7) 

 
Using the initial condition (4), the integral in the 
left side of (7) can be written in the form 
 

 
0

2 3
0 (1 ) (1 )

S dS t
S a S


    (8) 

 
Calculation of the integral in the left side of (8) 
gives 
 

 

0

0

2

2
0

0

1
(1 ) (1 ) (1 )

1ln(1 ) ln(1 ) .
1

S

S

a a dS
S S a aS

a S a a aS
S

 
    

    

 
      

 


 (9) 

 
The solution 0( )S t  at the porous medium inlet is 
determined in implicit form 
 

 0 0

0 0

(1 )(1 )ln
1 1

S a Sa t
a aS S

  
  

   
. (10) 

 
Now the solution for 0x   can be obtained. 
From equation (2) 
 

 /
( )

S tC
S

 



. (11) 

 
Substitution of (11) into equation (1) yields 
 

 / / 0
( ) ( )

S t S t S
t S x S t
         

     
       

. (12) 

 
Using the equality 
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2

2

/ 1
( ) ( )

( ) / ,
( ) ( )

S t S
x S S x t

S S S S x
S x t t S

    
  

     

       
   
     

 (13) 

 
the equation (12) can be written in the form 
 

 / / 0
( ) ( )

S t S x S
t S S
     

   
   

. (14) 

 
Integration of (14) with respect to the variable t 
gives 
 

 / / ( )
( ) ( )

S t S x S K x
S S

   
  

 
. (15) 

 
Since the solution is zero in the domain 0 , the 
function ( , )S x t  and its partial derivatives are 
zero for 0t  . Then the integration constant is 
determined from (15): ( ) 0K x  . Equation (15) 
takes the form 
 

 / / 0
( ) ( )

S t S x S
S S

   
  

 
. (16) 

 
Multiplication of (16) by ( )S  yields 

 ( ) 0S S S S
t x

 
   

 
. (17) 

 
Denote the characteristic variables 
 

 ,t y x y    . (18) 
 
The partial derivatives in new variables 
 

 ;S S S S S
t x y

    
  

    
. 

 
Equation (17) takes the form 
 

 ( ) 0S S S
y


  


. (19) 

 
Division of the variables and integration of 
equation (19) with respect to the variable y gives 
 

 
0

/
( )

y S y dy y
S S
 

 
 . (20) 

 
Using the condition 
 
 00

( , ) ( )
y

S y S


   , (21) 

 
the integral in the left side of equation (20) can 
be written in a form 
 

 
0

( )

S

S

dS y
S S

 
 . (22) 

 
The integral in the left side of equation (22) can 
be calculated for the filtration coefficient (5) 
 

 

 
0

31 1ln ( 1) ln(1 ) ln( 1 )
1 1 1

S

S

aS a S a aS y
a a S

 
         

   
, (23) 

or                   
3

0 0 0 0

1 1 1 1 1ln ( 1) ln ln
1 1 1 1 1 1

S S a a aSa y
a S S a a aS S S

  
     

      
. (24) 

 
In the variables x, t the relation (24) has the form 
 

 
3

0 0 0 0

1 1 1 1 1ln ( 1) ln ln
1 1 1 1 1 1

S S a a aSa x
a S S a a aS S S

  
     

      
, (25) 
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where 0( )S t  is determined by formula (10). 
The relation (27) defines in an implicit form the 
exact solution ( , )S x t  of problem (1) - (4) in the 
domain S . For a known function ( , )S x t , the 
solution ( , )C x t  is determined by formula (11). 
 
 
4. ASYMPTOTICS FOR LARGE TIME 
 
4.1 Asymptotic solution at the inlet 0x   
Asymptotics 0 ( )asS t  at the inlet of the porous 
medium  for t   is constructed in a form 
 

 

1 2 3
0 2

2 3
4 5 6

3 4

ln1

ln ln ln ,

as b b t bS
t t

b t b t b tO
t t


   

  
   

 

 (26) 

 
where  
 

3

4

ln tf O
t

 
  

 
 

 
is a function satisfying the estimate  
 

3 4ln /f const t t  . 
 
Substitution of the series (26) into the left side 
of equation (10) yields 
 

 2 3
12 2

1 1 1

2 2 2
2 1 4 1 2 2 3 1 5

3
1

2 2 2 4 3
1 3 3 1 1 6

3 2
1

ln ln (1 ) 1

( ) ln ( 2 ) ln

ln .

t b ba t a a b
b b b

b b b t ab b b b b b t
b t

ab b b a b b b tO t
b t t

   
         
   

   
 

   
   

 

(27) 

 
Equation of the coefficients with the same 
powers lnk lt t  gives a recurrent system of 
equations with the unknowns , 1,...,6ib i  : 
 

 2 3
12 2

1 1 1

1 1; 0; ln (1 ) 1 0b ba a a b
b b b
       ; 

2 2
2 1 4 1 2 2 3 1 50; 2 0b b b ab b b b b b     ; 

2 2 2 4
1 3 3 1 1 6 0ab b b a b b b    . 

 
Substitution of the obtained coefficients into the 
expansion (26) yields 
 

 

2 2

0 2 3

2 2 2

3

1 ln ln( ) 1

(2 ) ln ( ) ,

as a t A a tS t
t t t

aA a t A Aa a
t


    

   


 (28) 

 
where 
 

(0) 1 ln(1 )A A a a    . 
 
4.2 Asymptotic solution for 0x   
The asymptotic solution of problem (1) - (4) for 

t  is constructed in a form 
 

 

1 2 3
2

2 3
4 5 6

3 4

ln( , ) 1

ln ln ln .

as a a aS y

a a a O

 
    

 

     
   

  

 (29) 

 
Substitution of the expansion (29) into the 
relation (24) gives the recurrent system of 
equations with the unknowns , 1,...,6ia i  . The 
asymptotic solution ( , )asS y   is obtained 
similarly to Sec. 4.1 
 

 
   

2 2

2 3

2 2 2

3

1 ln ln( , ) 1

2 ln
,

as a A aS y

aA a A aA a y

  
     

  

     




 (30) 

 
where ( ) 1 ln(1 )A A y a a y     . 
 
The asymptotic solution ( , )asC y   is obtained 
from the relation (11) 



Calculation of Long-Term Filtration in a Porous Medium 

Volume 14, Issue 1, 2018 97 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
3

2 3

ln( , ) 1as yC y O  
     

  
. (31) 

 
Next terms of the asymptotics (31) can be obtained 
from the equation (1). In the characteristic 
variables (18), equation (1) has the form 

 0C S
y t

 
 

 
. (32) 

 
Substitution of the expansion (30) into the 
equation (32) and integration of (32) with 
respect to y using the condition (3) yields 

 

 

2 2

2 3 4

2 2 2 2 2

4

2 ln 2 3 ln (6 5 3 ) ln( , ) 1

6 10 4 9 5 2 (10 12 6 ) ln(1 ) 6 ln (1 ) .
2

as y a A a y a a A a yC y y y

a a y ay y a a ay a a a y

        
     

  

          




 (33) 

 
In the variables x, t the asymptotic solution of the problem (1) – (4) for t   takes the form 
 

 
   2 2 2 2 2

2 3

ln ( ) 2 ln( )1 ln( )( , ) 1
( ) ( )

as a t x aA a t x A aA a xa t x AS x t
t x t x t x

        
   

  
; (33) 

 
2 2

2 3 4

2 2 2 2 2

4

2 ln( ) 2 3 ln ( ) (6 5 3 ) ln( )( , ) 1
( ) ( ) ( )

6 10 4 9 5 2 (10 12 6 ) ln(1 ) 6 ln (1 ) .
2( )

as x a t x A a x a t x a A a x t xC x t x x
t x t x t x

a a x ax x a a ax a a a x
t x

        
    

  

          




 (34) 

 
Here ( ) 1 ln(1 )A A x a a x     . 
 
 
5. NUMERICAL CALCULATION 
 
Calculation of the solution of the problem (1)-
(4)  and its asymptotics (33), (34) is performed 
for 1a  . In Fig. 1 graphs of exact 0S  and 
asymptotic solutions iS  of various orders at the 
porous medium inlet 0x   are presented. 
 

 
Figure 1. Retained concentration 0( )S t  for 0x  . 

 
Laboratory experiments allow determining the 
concentrations of suspended and retained 
particles at the filter outlet at any time after 
breakthrough. Therefore, the solution for 1x   
is of the utmost interest. 
Graphs of the exact solution C, S and 
asymptotic solutions ,i iC S  of various orders at 
the porous medium outlet are shown in Fig. 2, 3. 
 

 
Figure 2. Suspended concentration 1

( , )
x

C x t


. 
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Figure 3. Retained concentration 1

( , )
x

S x t


. 
 
The graphs show that the asymptotics converge 
rapidly to the solution and the solution does not 
exceed the limit values 
 

 
0

max

lim ( , ) ( , ) 1;

lim ( , ) 1.
xt

t

C x t C x t

S x t S




 

 
 (35) 

 
The convergence of the asymptotics improves 
with increasing order of the asymptotic 
approximation. 
 
 
6. CONCLUSION 
 
The one-dimensional mathematical model of 
filtration of a monodisperse suspension in a 
porous medium with size-exclusion mechanism 
for particles retention is considered. The exact 
solution of the problem for the blocking 
filtration coefficient with double root is 
obtained. An asymptotics for t   is 
constructed. It is shown that the asymptotic 
solution rapidly converges to the limiting 
values. 
Asymptotics near the porous medium inlet and 
near the concentrations front of the suspended 
and retained particles is constructed by 
substituting asymptotic expansions into the 
filtration equations and boundary conditions [9, 
18]. In contrast to this, it was found out that the 
equations (1), (2) and the limit conditions (35) 
do not determine uniquely the asymptotic 
solution of the filtration problem for t  . To 

obtain the asymptotics, it is necessary to use the 
exact solution of the problem. 
It is proved that the asymptotic solution of the 
filtration problem with a a double root blocking 
filtration coefficient includes terms of the form 
ln /k lt t . Note that in the case of a simple root 
the asymptotics decreases exponentially [19]. 
Determination of asymptotic expansion for the 
filtration coefficient with a root of multiplicity 
above two requires a separate study. 
In contrast to the implicit form of the exact 
solution, the asymptotics of the filtration 
problem is constructed in explicit form. The 
explicit dependence of the suspended and 
retained particles concentrations on time and 
coordinate makes it possible to reduce the 
amount and cost of field studies and laboratory 
experiments [20, 21]. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ АЭРОДИНАМИЧЕСКОЙ  
НЕУСТОЙЧИВОСТИ СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ  

НА ПРИМЕРЕ СЕЧЕНИЯ МОСТА  
ЧАСТЬ 1: ОЦЕНКА АЭРОДИНАМИЧЕСКОЙ  

НЕУСТОЙЧИВОСТИ СЕЧЕНИЯ ИНЖЕНЕРНЫМИ  
МЕТОДАМИ 

 

И.Ю. Ланцова1, И.Н. Афанасьева2,3 
1 Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет,  

г. Москва, РОССИЯ 
2 ЗАО «Научно-исследовательский центр «СтаДиО», г. Москва, РОССИЯ 

3 Флоридский университет, г. Гейнсвилл, США 
 
Аннотация: Данная статья посвящена оценке аэродинамической неустойчивости мостовых конструк-
ций. В ходе численного моделирования были получены аэродинамические характеристики, которые бы-
ли использованы для оценки аэродинамической неустойчивости согласно Еврокоду. В многовариантных 
расчетах для исследования влияния турбулентности использовались две модели турбулентности (k-w 
SST и DES). Используя инженерные оценки, приведенные в Еврокоде, были определены критические 
скорости возникновения галопирования, дивергенции и вихревого возбуждения для сечения Такомского 
моста. Также представлено сравнение результатов для критериев аэродинамической неустойчивости, по-
лученные для разных моделей турбулентности. Полученные результаты показали качественное совпаде-
ние для рассмотренных моделей турбулентности. 
 

Ключевые слова: аэродинамическая неустойчивость, галопирование, дивергенция,  
вихревое возбуждение, CFD, мост 

 
 

SIMULATION OF AERODYNAMIC INSTABILITY  
OF STRUCTURES  

ON THE EXAMPLE OF THE BRIDGE SECTION 
PART 1: EVALUATION OF AERODYNAMIC INSTABILITY  

OF THE SECTION BY ENGINEERING METHODS  
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Abstract: This paper is devoted to aerodynamic instability of bridge structures. CFD simulation was used to ob-
tain criteria of aerodynamic instability by Eurocode. Two models of turbulence (k-w SST and DES) were used in 
multivariate calculations to investigate influence of turbulence. Galloping, divergence and vortex shedding were 
investigated for Takoma bridge using engineering criteria from Eurocode. Comparison of results of all criteria is 
presented as well. Results show qualitative coincidence of two different models. 
 

Keywords: aerodynamic instability, galloping, divergence, vortex shedding, CFD, bridge 
 
 
1. ВВЕДЕНИЕ 
 
Висячие мосты обладают рядом неоспори-
мых достоинств по сравнению с конструкци-

ями мостов других типов. Однако уже давно 
было замечено, что висячие мосты весьма 
ненадежны при сильном ветре. Одной из 
крупнейших в истории мостостроения ката-

DOI:10.22337/2587-9618-2018-14-1-102-112
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строф стало обрушение моста через реку Та-
кома (США) 7 ноября 1940 года. Строитель-
ство этого моста (рис. 1) было закончено ле-
том 1940 года. Пролет − третий в мире по 
длине − имел длину 854 м. Большого движе-
ния не ожидалось, и мост был построен 
очень узким - шириной 11,9 м. Проезжая 
часть была рассчитана на 2 ряда автомоби-
лей. Полотно дороги было подвешено на 
двух стальных канатах со стрелой провеса 
70,7 м. 

 
Рисунок 1. Обрушение Такомского моста. 

 
Сразу после постройки была обнаружена 
большая чувствительность моста к действию 
ветра − амплитуды (размахи) колебаний мо-
ста достигали 1,5 м. Было сделано несколько 
попыток устранить эти большие колебания 
путем введения дополнительных связей и 
установки гидравлических демпферов (амор-
тизаторов) на пилонах. Но это не предотвра-
тило катастрофы. 
Начиная с 8 часов утра 7 ноября наблюда-
лись не очень сильные вертикальные (в фор-
ме нескольких волн) изгибные колебания с 
частотой 0,8 Гц. Примечательно, что ветер 
имел не очень большую скорость − около 17 
м/с, тогда как до этого были случаи, когда 
мост выдерживал более сильный ветер. Око-
ло 10 часов утра скорость ветра несколько 
возросла (до 18,7 м/с), и установились (в 
форме одной волны) изгибно-крутильные 
колебания со значительно меньшей частотой 
(0,2 Гц) и весьма большими амплитудами. 
Когда закрутка достигала максимума, про-
езжая часть наклонялась к горизонту под уг-
лом 45°. Резкое изменение частоты колеба-
ний произошло, по-видимому, вследствие 
обрыва каких-то важных связей в конструк-

ции. Мост выдерживал эти колебания около 
часа, после чего большой участок проезжей 
части полотна отломился и упал в воду. Весь 
процесс был заснят на кинопленку, что яви-
лось ценным материалом для исследования 
причин обрушения. [1] 
 
 
2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 
Для исследования аэродинамической устой-
чивости была выбрана задача взаимодей-
ствия сечения моста на реке Такома с воз-
душным потоком. 
Данная задача была представлена коллекти-
вом ученых из Китая на международной 
конференции (The Seventh International Col-
loquium on Bluff Body Aerodynamics and Ap-
plications (BBAA7) Shanghai, China; Septem-
ber 2-6, 2012). Свои результаты они предста-
вили в [2], где описывается их методика свя-
занного решения задачи с применением про-
граммного комплекса ANSYS Fluent с автор-
ским программным комплексом. Геометри-
ческие параметры сечения указаны на рис. 2  
 

 
Рисунок 2. Геометрические параметры  

сечения. 
 
Для решения задачи были выделены следу-
ющие этапы: 
1) Подбор параметров расчетной модели, 

при помощи тестовых расчетов для раз-
личных размеров сетки; 

2) Исследование обтекания сечения моста 
как жесткого тела, при различных углах 
атаки ветра при скорости ветра 10 м/с 
для определения критериев и критиче-
ских скоростей аэродинамической не-
устойчивости; 
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3) Исследования взаимного влияния аэро-
динамического потока и гибкой упругой 
конструкции путем прямого связанного 
аэроупругого расчета при различных 
скоростях ветра, для определения усло-
вия наступления аэродинамической не-
устойчивости; 

4) Сопоставление результатов инженерных 
оценок и прямого связанного расчета. 

В ходе основных аэродинамических расче-
тов определялись следующие параметры: 
1) Аэродинамические коэффициенты: 
– аэродинамический коэффициент лобового 
сопротивления: 
 

HLV

F
C

in

D
D




2

2
1



 
(2.1) 

 
– аэродинамический коэффициент подъем-
ной силы: 
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FC
in

L
L


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2

2
1



 
(2.2) 

 
– аэродинамический коэффициент момента: 
 

22

2
1 LV

M
C

in

Z
MZ







 (2.3) 

 
где FD, FL – аэродинамические силы лобово-
го сопротивления (вдоль оси oX) и подъем-
ной силы (вдоль оси oY) соответственно для 
рассматриваемой конструкции; MZ – аэроди-
намический момент относительно оси кру-
чения оZ на единицу длины пролета H;   – 
плотность воздуха, равная 1.185 кг/м3; Vm – 
средняя скорость потока, равная 10 м/с; L – 
ширина сечения. 
2) Частоты колебаний (fFD, fFL) и число 

Струхаля: 
 

m

F

V
fB

Sh L


  (2.4) 

где B – высота сечения; fFL – частота колеба-
ний подъемной силы FL (частота срыва вих-
рей).  
Поскольку задача рассматривается в двумер-
ной постановке, т.е. решается в плоскости 
OXY, в направлении оси Z расчетная область 
дискретизирована на один элемент, размер 
которого равен 0.1 м. 
Все аэродинамические расчеты проводились 
с использованием специализированного про-
граммного комплекса ANSYS CFX. 

 
 

3. АЭРОДИНАМИЧЕСКИЕ РАСЧЕТЫ 
 
3.1. Параметры расчетов. 
Для аэродинамических расчетов вся кон-
струкция рассматривалась как абсолютно 
жесткое неподвижное тело. Расчеты прово-
дились в нестационарной постановке. 
Так как при числах Рейнольдса ~106 поток 
является турбулентным, для замыкания 
уравнений Навье-Стокса использовались мо-
дели турбулентности, а именно URANS k-ω 
SST и Detached Eddy Simulation (DES SST) 
[3]. Для дискретизации по пространству 
применялся метод конечных объемов 
(МКО).  
Для расчетов в нестационарной постановке 
физическое время составило ~80 с.  

 
3.2. Расчетные сетки. 
Расчетная область разбивалась на элементы 
в ANSYS Workbench. Варианты расчетных 
сеток (Моделей) представлены в таблице 1. и 
на рис. 3. 
 
3.3. Граничные и начальные условия. 
На входе задано условие INLET (U=Vm, 
V=W=0) с горизонтальной направленной 
скоростью потока, равномерно распределен-
ной по высоте. Для определения аэродина-
мических характеристик (аэродинамических 
коэффициентов и частоты срыва вихрей) 
значение скорости Vm было принято равным 
10 м/с2. 
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Таблица 1. Параметры расчетных сеток для CFD-тестов.

Вариант 
расчетной 

сетки

Кол-во 
узлов

Пограничный слой
Размер 
эл-в в 

объеме 1

Размер 
эл-в в 

объеме 2

Размер 
эл-в на 
поверх-
ности 

сечения

Толщина
первого 
слоя, м

Кол-во 
слоев

Коэф-т 
прогрес-

сии

Модель 1 1 611 548 3.0e-5 20 2.2 2.5e-2 0.25 2.0e-3
Модель 2 846 742 3.0e-5 15 2.5 3.0e-2 0.3 5.0e-3
Модель 3 526 814 3.0e-5 15 2.5 3.5e-2 0.4 1.0e-2
Модель 4 381 894 3.0e-5 15 2.5 4.0e-2 0.4 2.0e-2
Модель 5 235 200 3.0e-5 10 3 5.0e-2 0.5 3.0e-2
Модель 6 378 858 5.0e-4 15 2 4.0e-2 0.4 2.0e-2
Модель 7 223 778 5.0e-4 10 2.2 5.0e-2 0.5 4.0e-2
Модель 8 215 904 1.0e-3 10 2 5.0e-2 0.5 1.0e-1
Модель 9 201 314 1.0e-3 10 2.2 8.0e-2 0.6 1.0e-1

Рисунок 3. Расчетная сетка: Модель 4 (381 894 узлов). 

В качестве условия на выходе (Outlet) кана-
ла были заданы «мягкие» граничные условия 
«Opening» c осредненным относительным 
давлением равным нулю. Так как задача ре-
шалась в двумерной постановке, то на боко-
вых границах области были заданы условия 
симметрии «Symmetry». На поверхности об-

текаемого тела применялось условие прили-
пания на стенке «No Slip Wall». В качестве 
начальных условий для задач была принята 
скорость, равная 0.
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4. ИНЖЕНЕРНЫЕ МЕТОДЫ ОЦЕНКИ 
АЭРОДИНАМИЧЕСКОЙ  
НЕУСТОЙЧИВОСТИ СЕЧЕНИЯ 

 
4.1. Вихревое возбуждение. 
Вихревое возбуждение возникает, если вих-
ри попеременно срываются с противополож-
ных краев конструкции, в результате чего 
возникает переменная нагрузка, перпендику-
лярная направлению действия ветра. 
Если частота вихревых возбуждений совпа-
дает с собственной частотой конструкции, 
могут возникнуть колебания большой ам-
плитуды. Это происходит при так называе-
мой критической скорости ветра. В Eurocode 
[4] приводится формула, для вычисления 
этой скорости: 
 

Sh
fB

V i
icr


,  (4.1) 

 
где B – ширина поперечного сечения в зоне 
вихревого возбуждения; fi – собственная ча-
стота i-ой формы изгибных колебаний в по-
перечном к направлению действия ветра 

направлении (в данном случае fi = 0.13 Гц 
соответствует первой частоте собственных 
колебаний); Sh – число Струхаля. 
Согласно Eurocode [4] эффект вихревого 
возбуждения должен исследоваться, если от-
ношение максимального размера конструк-
ции к минимальному в плоскости, нормаль-
ной направлению действия ветра, превышает 
6.  
Вызываемое вихревое возбуждение не нужно 
исследовать, если 
 

micr VV  25.1,  (4.2) 

 
где Vcr,i – критическая скорость ветра соглас-
но для i-ой собственной формы колебаний; 
Vm – средняя скорость потока ветра. 
Ниже представлены результаты нестацио-
нарных расчетов, в ходе которых были опре-
делены частоты срыва вихрей при различных 
углах атаки. Затем для полученных частот 
были вычислены числа Струхаля Sh и по 
формуле (4.6) определена критическая ско-
рость ветра (f1=0.13 Гц) (таблица 2). 

 
Таблица 2. Числа Струхаля Sh и значения критической скорости ветра Vcr для различных 

углов α, º. 
Угол α, ° Sh Vcr, м/c Угол α, ° Sh Vcr, м/c 

0 0.131 2.44 40 0.152 8.13 
1 0.142 2.44 45 0.162 8.13 
2 0.153 2.44 50 0.192 7.22 
3 0.164 2.44 55 0.201 7.22 
4 0.175 2.44 60 0.188 7.98 
5 0.185 2.44 65 0.189 8.13 
10 0.149 3.90 70 0.216 7.22 
15 0.153 4.64 75 0.218 7.22 
20 0.178 4.64 80 0.219 7.22 
25 0.130 7.22 85 0.217 7.22 
30 0.113 9.29 90 0.214 7.22 
35 0.141 8.13 – – – 

 
4.2. Галопирование. 
Галопирование – аэродинамическая не-
устойчивость, характерная для гибких со-
оружений с особыми формами поперечного 

сечения. При определенных условиях в та-
ких сооружениях возможны колебания с 
большими амплитудами в перпендикуляр-
ном потоку направлении. [5]  
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В начале по критерию Глауэрта–Ден-Гартога 
(необходимое условие) определяются углы, 
при которых возможно возникновение гало-
пирования.  

Ниже представлены результаты нестацио-
нарных расчетов, в ходе которых были опре-
делены значения аэродинамических коэффи-
циентов лобового сопротивления CD и подъ-
емной силы CL при различных углах атаки.  

 

 
Рисунок 4. График зависимости аэродинамических коэффициентов силы лобового  

сопротивления CD и подъемной силы CL от угла атаки α, º. 
 
Далее по формуле (2.15) был вычислен кри-
терий Глауэрта–Ден-Гартога H. В таблице 3 
красным отмечены те углы, для которых вы-
полняется критерий Глауэрта–Ден-Гартога, 
т.е. для этих углов возможно возникновение 
галопирования. 
Далее из достаточного условия (2.14) нахо-
дится критическая скорость, при которой 
возникает галопирование. Выражение для 
этой скорости также приводится в Eurocode 
[4] и имеет вид: 
 

g

i
CG a

BfSc
V




2
 (4.8) 

 
где fi – собственная частота i-ой формы из-
гибных колебаний в поперечном к направле-
нию действия ветра направлении (fi- = 0.13 
Гц); B – ширина сечения поперек ветрового 
потока (B=2.45 м); ag – коэффициент неста-
бильности при галопировании, равный H·ks, 
где ks принят равным 0.9, а H – критерий 
Глауэрта–Ден-Гартога; Sc - число Скрутона, 
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Таблица 3. Значения аэродинамических коэффициентов лобового сопротивления CD и подъ-
емной силы CL и критерий Глауэрта–Ден-Гартога H для различных углов α, °. 

Угол 
α, ° 

Угол 
α, рад. 

SST DES 
СD CL C'L H СD CL C'L СD 

0 0.00 0.30 0.03 10.93 11.23 0.53 -0.03 34.61 35.14 
2 0.03 0.31 0.41 10.11 10.42 0.45 1.18 22.89 23.34 
4 0.07 0.37 0.74 7.98 8.35 0.60 1.57 10.18 10.79 
6 0.10 0.44 0.97 8.79 9.24 0.65 1.89 14.83 15.48 
8 0.14 0.56 1.35 -1.17 -0.60 0.73 2.60 13.44 14.17 
10 0.17 0.56 0.89 -1.19 -0.63 0.82 2.83 -1.18 -0.36 
12 0.21 0.69 1.27 10.06 10.75 1.03 2.52 -3.39 -2.36 
14 0.24 0.84 1.59 7.45 8.29 1.22 2.59 2.47 3.70 
16 0.28 0.99 1.79 4.26 5.25 1.36 2.69 16.52 17.88 
18 0.31 1.11 1.89 3.06 4.17 1.53 3.74 3.52 5.05 
20 0.35 1.24 2.00 5.19 6.43 1.67 2.94 -1.96 -0.29 
25 0.44 1.76 2.52 11.81 13.57 2.16 3.50 2.43 4.59 
30 0.52 2.68 4.06 7.50 10.18 2.51 3.36 -1.36 1.15 
35 0.61 3.06 3.83 -2.30 0.76 2.81 3.27 1.03 3.83 
40 0.70 3.46 3.66 0.17 3.63 3.50 3.54 -2.96 0.54 
45 0.79 4.03 3.86 0.55 4.58 3.28 2.75 -6.61 -3.33 
50 0.87 4.52 3.76 -1.69 2.83 3.68 2.39 -3.91 -0.23 
55 0.96 5.24 3.57 -3.55 1.69 4.33 2.07 -1.27 3.06 
60 1.05 5.79 3.14 -4.55 1.24 4.98 2.17 -6.42 -1.44 
65 1.13 6.39 2.77 -5.03 1.36 4.47 0.95 -7.80 -3.33 
70 1.22 6.60 2.26 -6.06 0.54 4.89 0.81 -3.85 1.04 
75 1.31 6.55 1.72 -6.23 0.32 4.45 0.28 -4.35 0.10 
80 1.40 6.48 1.17 -6.00 0.48 3.76 0.05 0.75 4.51 
85 1.48 6.56 0.67 -6.91 -0.35 3.05 0.41 -0.78 2.27 
90 1.57 6.01 -0.03 -8.01 -2.00 2.90 -0.09 -5.70 -2.80 

 

2

2
B

mSc








 (4.9) 

 
где δ – логарифмический декремент колеба-
ний (δ =0.03); ρ – плотность воздуха (ρ 
=1.185 кг/м3); m – погонная масса конструк-
ции (m=4250 кг/м). 
Согласно Eurocode [4] аэродинамическая не-
устойчивость при галопировании возникает 
в том случае, когда скорость ветра достигает 
величины, при которой начинается колеба-
тельный процесс с нарастающей амплиту-
дой. 
 

mCG VV  25.1  (4.10) 

 
Для выбранных «опасных» углов атаки по 
формуле (4.8) определена критическая ско-
рость начала колебательного процесса (таб-
лица 4). 
 
4.3. Дивергенция. 
Согласно Eurocode [4], должны принципи-
ально исключаться такие виды динамиче-
ской неустойчивости как дивергенция и 
флаттер, возникающие, если деформации 
конструкции вызывают переменные аэроди-
намические нагрузки. 
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Таблица 4. Значения критерий Глауэрта–Ден-Гартога H и критической скорости VCG для 
различных углов α, °. 

Угол α, ° Угол α, рад. SST DES 

H VCG, м/c H VCG, м/c 
8 0.14 -0.60 5.76 - - 
10 0.17 -0.63 5.54 -0.36 9.77 
12 0.21 - - -2.36 1.47 
20 0.35 - - -0.29 12.09 
45 0.79 - - -3.33 1.04 
50 0.87 - - -0.23 15.24 
60 1.05 - - -1.44 2.42 
65 1.13 - - -3.33 1.05 
85 1.48 -0.35 10.09 - - 
90 1.57 -2.00 1.74 -2.80 1.25 

 
Чтобы быть восприимчивой к дивергенции 
или флаттеру, конструкция должна одновре-
менно выполнять все три условия, указанные 
в Eurocode [4]. 
Если все условия выполняются, необходимо 
проверить исследуемую конструкцию на 
возможность возникновения флаттера или 
дивергенции из условия: 
 

mdiv VV  2  (4.11) 

 
Критическая скорость ветра для дивергенции 
вычисляется по следующей формуле: 
 

2
1

2

2























 

d
dc

L

k
V

M
div



 (4.12) 

 
где kΘ – крутильная жесткость сечения 
(kΘ =1.2·104 Нм/рад); CM – аэродинамический 

коэффициент момента; 
d

dcM  – производная 

аэродинамического коэффициента момента; 
ρ – плотность воздуха (ρ =1.185 кг/м3); L – 
протяженность конструкции вдоль ветрового 
потока (L=11,9 м). 

Ниже представлены результаты расчетов, в 
ходе которых были определены значения 
аэродинамического момента CMZ при раз-
личных углах атаки (рис. 5). Далее по фор-
муле (4.12) для всех улов была вычислена 
критическая скорость ветра для возникнове-
ния дивергенции (таблица 5). 
 
 
3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Многовариантные аэродинамические расче-
ты показали близость инженерных оценок, 
полученных с помощью разных моделей 
турбулентности. Качественное совпадение 
законов изменения аэродинамических коэф-
фициентов от угла атаки, и соответственно 
критериальных параметров, дает возмож-
ность использовать менее требовательную к 
ресурсам модель k-w SST. Возможность ис-
пользования стационарных расчетов для по-
лучения предварительной инженерной оцен-
ки аэродинамической устойчивости является 
хорошей основой для проведения исследова-
ний [6]. Тем не менее, остается необходи-
мость развития и исследования методики 
прямого динамического моделирования по-
ведения конструкции в потоке [7] для полу-
чения более достоверной картины и количе-
ственного сопоставления с инженерными 
оценками.
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Рисунок 5. График зависимости аэродинамического коэффициента момента CM  

 от угла атаки α, º. 
 
Таблица. 5. Значения коэффициента аэродинамического момента CMZ и значения критиче-

ской скорости ветра VDIV для различных углов α, °. 

Угол α, ° Угол α, рад. SST DES 
СM C'M VDIV, м/с СM C'M VDIV, м/с 

1 2 3 4 5 6 7 8 
0 0.00 -0.004 -0.490 17.18 0.019 -2.312 7.91 
2 0.03 -0.021 -0.532 16.50 -0.061 -0.736 14.03 
4 0.07 -0.041 -0.419 18.58 -0.032 -0.401 19.01 
6 0.10 -0.050 -0.292 22.28 -0.089 -1.156 11.19 
8 0.14 -0.062 -0.042 58.67 -0.113 -0.337 20.74 
10 0.17 -0.053 0.063 47.77 -0.113 -0.479 17.39 
12 0.21 -0.057 -0.002 297.36 -0.146 -0.537 16.41 
14 0.24 -0.054 0.264 23.42 -0.150 0.099 38.24 
16 0.28 -0.039 0.400 19.03 -0.139 0.139 32.22 
18 0.31 -0.026 0.401 19.00 -0.141 0.445 18.04 
20 0.35 -0.011 -0.151 31.00 -0.108 0.150 31.07 
25 0.44 -0.044 -0.989 12.10 -0.122 0.219 25.70 
30 0.52 -0.183 -0.436 18.22 -0.070 0.474 17.47 
35 0.61 -0.120 0.747 13.92 -0.039 -0.242 24.47 
40 0.70 -0.053 0.333 20.84 -0.112 -0.089 40.25 
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1 2 3 4 5 6 7 8 
45 0.79 -0.062 0.266 23.31 -0.055 0.668 14.73 
50 0.87 -0.006 0.189 27.68 0.005 0.282 22.64 
55 0.96 -0.029 0.715 14.23 -0.006 -0.377 19.60 
60 1.05 0.118 1.161 11.16 -0.061 0.331 20.91 
65 1.13 0.174 0.375 19.65 0.052 0.570 15.93 
70 1.22 0.184 -0.010 122.98 0.038 -0.138 32.41 
75 1.31 0.172 -0.645 14.98 0.028 0.014 101.71 
80 1.40 0.071 -0.637 15.07 0.041 -0.181 28.28 
85 1.48 0.061 -0.543 16.32 -0.004 -0.310 21.60 
90 1.57 -0.024 0.041 59.45 -0.013 -0.002 243.83 
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ЛОКАЛЬНОЕ ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 
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Аннотация: В настоящей статье рассматривается двухсеточный метод расчета строительных конструк-
ций на основе использования гибридного дискретного вейвлет-базиса, причем соответствующее изложе-
ние проводится для простейших одномерных задач. Описаны аппроксимации сеточных функций в вы-
бранном базисе и схема построения двухсеточного метода решения, рассмотрен одномерный пример ре-
шения краевой задачи строительной механики (численное решение краевой задачи о поперечном изгибе 
балки Бернулли). 
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ВВЕДЕНИЕ  
 
Разработка, исследование и верификация ме-
тодов расчета строительных конструкций 
остаются актуальными задачами, поскольку 

в этом существует постоянная практическая 
необходимость. Так, например, характерной 
особенностью последних десятилетий в 
строительстве является все больший объем 
работ, связанный с реконструкцией и пере-
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делкой старых зданий. Очевидно, что в соот-
ветствующих ситуациях существует опас-
ность, что непроверенные корректным рас-
четом конструктивные изменения приведут к 
возникновению аварийной ситуации. Разу-
меется, существуют и другие тенденции, 
например, резкое увеличение строительства 
домов по индивидуальным проектам с ис-
пользованием нестандартных строительных 
материалов и конструктивных решений, свя-
занных с реальными условиями и желаниями 
заказчика. Еще одним фактором, стимули-
рующим развитие численных и численно-
аналитических методов, в настоящее время 
являются особенности развития вычисли-
тельной техники. Это в первую очередь рез-
кое увеличение парка высокопроизводитель-
ных персональных ЭВМ с развитым про-
граммным обеспечением. Следует также от-
метить и развитие математических средств, 
обеспечивающее повышение эффективности 
методов в значительной большей мере, чем 
даже непосредственно техническое развитие 
вычислительной техники (ЭВМ). 
Известная история развития численных ме-
тодов показывает, что основной тенденцией 
является построение алгоритмов, позволяю-
щих рассчитывать сложные конструкции в 
целом, что приводит к громадным вычисли-
тельных схемам. В тоже время опасной с по-
зиции прочности является состояние в не-
большом количестве зон, при этом, как пра-
вило, известных. Это, прежде всего, места 
концентраций (углы, щели, трещины, места 
стыковок элементов конструкций и т.д.), ло-
кальных изменений в строительном объекте 
при его реконструкции (пробивка новых 
проходов, снос опор, мешающих функцио-
нальному назначению сооружения и т.д.) или 
конструкции локальных усилений (стойки, 
подкрепляющие балки, металлические стяж-
ки и т.д.). Очевидно, что во всех перечис-
ленных случаях требуется адекватное рас-
четное обоснование, связанное именно с 
вышеперечисленными локальными измене-
ниями [1-3]. 

В свою очередь, локальный расчет при пра-
вильном выборе реализующих численных и 
численно-аналитических методов может 
привести к вычислительным схемам, харак-
теризующимся относительно небольшим ко-
личеством неизвестных. Это позволяет про-
водить локальные расчеты с большой точно-
стью без применения сверхмощных ЭВМ. 
Высокоэффективным, динамично развиваю-
щимся в настоящее время инструментарием 
для проведения такого рода исследований 
является вейвлет-анализ [4-36]. При много-
уровневом вейвлет-анализе решение пред-
ставляется в виде композиции локальных и 
глобальных компонент, что позволяет оце-
нить влияние различных (с точки зрения ло-
кализации) факторов. При этом зачастую 
оказывается возможным построить не только 
более высококачественную расчетную мо-
дель, но и внести некоторые обоснованные 
конструктивные изменения.  
 
 
1. ГИБРИДНЫЙ ДИСКРЕТНЫЙ  

БАЗИС  
 
Будем рассматривать следующие функции: 
– отцовский вейвлет (рис. 1.1а) 






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)(
xx

x
x                (1.1) 

 
– первый материнский вейвлет (рис. 1.1б) 
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                                                                     (1.2) 
 
– второй материнский вейвлет – вариант 
«французской шляпы» (рис. 1в) 
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а)  б)  

в)  
Рисунок 1.1. Функции гибридного дискретного базиса. 

 
Матрица перехода с одного уровня на сле-
дующий уровень имеет ту же структуру, что 
и в базисе Хаара [12,18-21,26,27,30,31] 
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где в случае Хаара 
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а в рассматриваемом случае  
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Обозначим семейство дискретных функций: 
}{ p

j , pNj ,...,2,1 , Mp ,...,1 , M – коли-

чество уровней, MN 3 – размерность про-
странства, 
 

MpTp

j

p
j

p
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где            






 
 MM

M ii
3

5.0)(1  .            (1.11) 

 
где p

p NN 3/  – количество 
p

j,1  и 
p

j.2  на 
р-ом уровне; 
 

p
p 3/1 ,  p

p 2/1,1  ,   p
p 6/1,2   

(1.12) 
 

– нормирующие множители. 
Заметим, что поскольку 3/1  не имеет конеч-
ного точного значения, для корректного вы-
числения используется выражение  
 

p
i

3
5.0    вместо   p

i
3

1 . 

 
Представленная таким образом совокупность 

}{ p
j  является базисом в N-мерном вектор-

ном пространстве. Причем, такой базис бу-
дет ортонормированный. 
Пусть задан вектор NRu  , Niiuu  1}{ . 
Представим его разложение в базисе Хаара 
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где соответственно имеем 
 

),( ,1 uv
p

j
p
j  , ),( ,2 uw

p
j

p
j  , 

),( 11 uu MM  , pNj ,...,2,1 ,   Mp ,...,1 .          
(1.12) 

 
 
2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

ОСРЕДНЕНИЯ 
 
Рассмотрим пример сеточного разбиения для 

239 N , т.е. 2M . Тогда расположение 
узлов по уровням можно представить в виде, 
представленном на рис. 2.1. 

Формирование коэффициентов разложения 
на первом уровне ( 3,2,1k ) 
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– среднее значение; 
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Формирование коэффициентов разложения 
на втором уровне: 
 

)(
3

1 1
3

1
2

1
1

2 uuuuk  ;               (2.5) 

 )(
2

1 1
3

1
1

2
1 uuv 




h
uu

h
6

6
2

1 1
1

1
3  





h
uu

h
6

~~
6

2
3 0

1
0

3
2

0
0 )~(6

2
3 uDh ;   (2.6) 

 )2(
6

1 1
3

1
2

1
1

1
1 uuuw

 




 )
)3(

2
)3(

6
1

2

1
3

1
2

1
12

h
uuu

h




 )
)3(

~~2~
)3(

6
3

2

0
3

0
2

0
12

h
uuu

h  

     = 2
02

2

)~(
2
)3( uDh

 ;    (2.7) 

 
Для осреднения (редукции) полагаем 
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0-ой уровень 

 
1-ый уровень 

 
2-ой уровень 

 
Рисунок 2.1. Схема осреднения сеточной функции. 
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При этом можно отметить следующие зави-
симости 
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откуда 
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3. АППРОКСИМАЦИЯ СЕТОЧНОЙ 
ФУНКЦИИ 

 
Пусть задан отрезок длиной L . Нанесем на 
него одномерную сетку, состоящую из N  
узлов. Сеточную векторную функцию 

T
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где 0

j  – j -й вектор единичного базиса ну-
левого уровня, NNj  01 ;  
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Одновременно эту сеточную функцию мож-
но представить в базисе первого уровня в 
следующем виде 
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где соответственно имеем 
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 – j -е детализирующие векторы дискретного 
базиса первого уровня, 11 Nj  ; 
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Исходя из представления (3.3) сеточная 
функция u  представлена в виде суммы, где 
первое слагаемое является ее аппроксимаци-
ей на сетке первого уровня, состоящей из 1N  
узлов, а второе и третье слагаемые называет-
ся детализацией (дополнением до исходного 
состояния) на сетке первого уровня. Пре-
ставление (3.3) можно записать в виде 
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где соответственно имеем 
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– матрицы размером 1NN  , столбцами ко-
торых являются, соответственно, аппрокси-
мирующие и детализирующие векторы дис-
кретного базиса первого уровня. 
В силу ортонормированности базиса опера-
торы 
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являются проекторами пространства вектор-
ных функций исходной сетки на простран-
ство их аппроксимации на сетке первого 
уровня и его дополнения (детализирующая 
составляющая) до исходного состояния, со-
ответственно. 
 
 
4. СХЕМА ПОСТРОЕНИЯ  

ДВУХСЕТОЧНОГО МЕТОДА 
РЕШЕНИЯ 

 
Пусть система линейных алгебраических 
уравнений порядка N  
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или, что эквивалентно,    
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fwAvAuA







        (4.2) 

 
где соответственно имеем 
 

111,1  AA Τ ;   1,112,1  AA Τ ;    

1,213,1  AA Τ ;   (4.3)    

11,11,2  AA T ;   1,11,12,2  AA Τ ;    

1,21,13,2  AA Τ ;   (4.4) 

11,21,3  AA Τ ;   1,11,22,3  AA Τ ;    

1,21,23,3  AA Τ    (4.5)  
 

– блочные матрицы размером 11 NN   
 

ffu
 1 ;   ff Τ

v 1,1 ;   ff Τ
w 1,2     (4.6) 

 
– векторы правой части размером 1N . 
Находим решение системы (4.2), используя 
блочный метод Гаусса. 
Расширенная матрица 
 

















w

v

u

fAAA
fAAA
fAAA

3,32,31,3

3,22,21,2

3,12,11,1

 

 
Выполняем прямой ход. Первый шаг: 

















11
3,3

1
2,3

11
3,2

1
2,2

3,12,11,1

0
0

w

v

u

fAA
fAA
fAAA

, 

 
где соответственно имеем 
 

2,11,22,2
1

2,2 ACAA  ;   3,11,23,2
1

3,2 ACAA  ;    

uvv fCff 1,2
1  ;   1

1,11,21,2
 AAC ;   (4.7) 

2,11,32,3
1

2,3 ACAA  ;   3,11,33,3
1

3,3 ACAA  ;   

 uww fCff 1,3
1  ;   1

1,11,31,3
 AAC .   (4.8) 

 
Второй шаг: 

















22
3,3

11
3,2

1
2,2

3,12,11,1

00
0

w

v

u

fA
fAA
fAAA

, 

 
где соответственно имеем 
 

2
3,22,3

1
3,3

2
3,3 ACAA  ;   1

2,3
12

vww fCff  ;    
11

2,2
1

2,32,3 )(  AAC .   (4.9) 
 

Выполняем обратный ход: 
 

).(

)()(

)(

1
3,1

1
2,1

1
1,1

1

11
3,2

111
2,2

1

212
3,3

1

wAvAfAu

vAfAv

fAw

u

v

w













        (4.10) 

 
Тогда, следуя формулам (3.12)-(3.15), реше-
ние исходной задачи (4.1) получаем в виде: 
 

1
1,2

1
1,1

1
1 wvuu  ,           (4.11) 

 
при этом следует отметить, что предложенный 
алгоритм позволяет получить решение, опери-
руя матричными операторами размерности  
 

3/1 NN  . 
 
 

5. ПРИМЕР РАСЧЕТА –  
ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ 
ЗАДАЧИ О ПОПЕРЕЧНОМ ИЗГИБЕ 
БАЛКИ БЕРНУЛЛИ 

 
В качестве модельного примера рассмотрим 
балку на упругом основании со следующими 
параметрами (рис. 5.1а): L =8 м – длина; 
h=1.3 м, b=1 м – высота и ширина поперечного 
сечения, соответственно; E 4102560   кН/м2 
– модуль упругости; P 100 кН – нагрузка, 
заданная в средней точке,  

 
hP 100/hb; 

 
31075 k кН/м3 – коэффициент, характери-

зующий отпор грунта в рамках модели Вин-
клера;  
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а)  
б)  

Рисунок 5.1. К постановке задачи. 
 

kbk  , 12/3bhJ  . 
 
Определение прогиба балки Бернулли сво-
дится к решению краевой задачи: 
 

LxxFxyxy  0,)()(4)( 4)4(  ;    (5.1) 









0)()(
0)0()0(

LyLy
yy  – краевые условия,   (5.2) 

 
где соответственно имеем 
 

EJk /4 4  ;   )2/())/(( LxEJPF   . (5.3) 
 

Для получения дискретного решения задачи 
разбиваем отрезок (0, L ) на равные части с 
шагом bh  (рис. 5.1б). Если n – общее количе-
ство точек, то очевидно, что 
 

)1/(  nLhb .                        (5.4) 
 

Далее переходим от решения краевой задачи 
(5.1)-(5.2) к решению системы разностных 
уравнений fyA  , подробно представлен-
ных с учетом краевых условий (5.2) в виде: 
 

,:
2)45(4

:1
4)46(4

:12
4)45(2

:2
:1

11
44

23

21
44

12

2432
44
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nnnbnn

iiiibii

b
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fyyhyy
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fyyyhyy

ni
fyyyhy

i
fyi



























                                       (5.5) 

где соответственно имеем 
 

)1(  ihx bi ;   )( ii xyy  ;    










.12],/)([ 
    10, 

4 nihxFh
niif

bib
i       (5.6) 

 
По результатам расчета при 27N  постро-
ены сравнительные графики прогибов. На 
рис. 5.2 приведено сравнение непосред-
ственного решения системы (5.5) y  и 0u , 
построенного по формуле (4.11). Следует 
отметить, что получено полное совпадение 
результатов. 
 
 
ЗАМЕЧАНИЕ 
 
Исследование выполнено за счет средств 
Государственной программы Российской 
Федерации «Развитие науки и технологий» 
на 2013-2020 годы в рамках Плана фунда-
ментальных научных исследований Мини-
стерства строительства и жилищно-
коммунального строительства Российской 
Федерации на 2016-2017 годы, тема 7.1.1 
«Разработка многоуровневого подхода к ис-
следованию напряженно-деформированного 
состояния конструкций в рамках единой 
иерархически выстроенной расчетной модели 
на основе совместного применения дискрет-
но-континуального метода конечных элемен-
тов и метода конечных элементов». 
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Рисунок 5.2. Сравнение результатов. 
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КРАЕВЫХ ЗАДАЧ НА АЛГОРИТМИЧЕСКОМ ЯЗЫКЕ  

ПРОГРАММИРОВАНИЯ PYTHON 
 

В.Л. Мондрус1, Д.К. Сизов2 
1 Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет,  

г. Москва, РОССИЯ 
2 ООО «ВИБРОСЕЙСМОЗАЩИТА», г. Москва, РОССИЯ 

 
Аннотация: Решение большинства практических задач, возникающих при расчете конструкций, требует 
численного решения краевых задач. В статье на примерах решения конкретных краевых задач описыва-
ются возможности современного объектно-ориентированного языка программирования Python. Данный 
язык обладает удобным синтаксисом и возможностями гибкого использования существующих библиотек 
численных методов, позволяющих пользователю в максимально короткие сроки подготовить программ-
ный код и приступить к изучению задачи. Богатые возможности графической библиотеки Matplotlib поз-
воляют получать графическое отображение результатов расчета.  Использованная в статье библиотека 
Numpy является стандартной библиотекой для проведения любых матрично-векторных расчетов на язы-
ке Python, её применение превращает язык Python в среду для программирования численных расчетов, 
аналогичную таким широко известным программным продуктам, как Matlab и GNUOctave. В статье ме-
тодом конечных разностей решена задача для уравнения Лапласа, описывающем поле распределение 
температуры на прямоугольной области; задача поиска минимума функционала Дирихле вариационно-
разностным методом; динамическая задача колебания массы на вязко-упругом элементе при колебаниях 
основания и трехмерная задача теории упругости вариационно-разностным методом.  
 

Ключевые слова: вариационно-разностный метод решения краевых задач,  
язык программирования Python, трехмерная краевая задача теории упругости,  

поиск минимума функционала Дирихле 
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Abstract: The solution of the majority of the practical tasks arising at calculation of constructions demands a 
numerical solution of boundary value problems. In article on examples of a solution of specific boundary value 
problems possibilities of a modern object-oriented programming language of Python are described. This lan-
guage possesses convenient syntax and opportunities of flexible use of the existing libraries of the numerical 
methods allowing the user to prepare a program code and to start studying of a task in the shortest terms. Rich 
opportunities of graphic library Matplotlib are allowed to have graphic display of results of calculation. The 
Numpy library used in article is standard library for carrying out any matrix and vector calculations in the Py-
thon language, its application turns the Python language on Wednesday for programming of numerical calcula-
tions, similar to such widely known software products as Matlab and GNU Octave. In article the method of finite 
differences has solved a task for Laplace's equation, the describing field distribution of temperature on rectangu-
lar area; problem of search of a minimum of functionality of Dirikhle by a variational-difference method; a dy-
namic problem of vibration of weight on a visco-elastic element at vibrations of the basis and a three-
dimensional task of the theory of elasticity by a variational-difference method.  
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1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ЯЗЫКА 
PYTHON 

 
Язык Python является простым для изучения 
языком программирования, способствующем 
написанию высокоструктурированных про-
грамм. Одно из основных преимуществ дан-
ного языка, как средства для решения крае-
вых задач – это, прежде всего, изобилие биб-
лиотек, позволяющих в максимально сжатые 
сроки использовать уже существующие биб-
лиотечные модули в своих собственных про-
граммах. Одной из привлекательных черт 
данного языка является открытость реализа-
ций, существуют интерпретаторы языка для 
многих платформ. Наиболее известной эта-
лонной реализацией языка является CPython, 
которая написана на языке C. Python основан 
на языке программирования Java, в процессе 
трансляции происходит трансляция исходно-
го кода языка Python в язык Java, что способ-
ствует еще большей переносимости про-
грамм. Особого внимания заслуживает 
транслятор IronPython, предназначенный для 
интеграции программ Python с приложения-
ми, созданными для платформы Mi-
crosoft.NET Framework. Также существует 
реализация языка Python на самом языке Py-
thon (интерпретатор PyPy, включающий в 
себя Jit компилятор). Описанное программ-
ное обеспечение находится в свободном до-
ступе и может быть скачано с официальных 
сайтов. 
Важным свойством языка является наличие 
обширной литературы, затрагивающей как 
описание синтаксиса языка, так и конкрет-
ные пакеты, предназначенные для решения 
определенного круга задач. Наиболее из-
вестными сферами применения Python в об-
ласти разработки научного софта является 
машинное обучение и анализ данных, в том 
числе обладающих разряженным и плохо 
структурированным составом. Своей спо-

собностью к обработке больших массивов 
данных данный язык обязан, прежде всего, 
нескольким библиотекам, специально со-
зданных для быстрой обработки данных.  
Основу, так называемого, "математического" 
Python составляет ряд наиболее известных в 
сообществе Python пакетов: NumPy, SciPy и 
Matplotlib, а также Pandas. Первоначально 
язык Python не задумывался как язык для 
численных расчетов, однако наличие данных 
пакетов позволяет использовать его как сред-
ство вычислений в некоторой степени анало-
гичное иным пакетам матричных вычисле-
ний MATLAB и GNUOctave, распространя-
ющихся как на основе коммерческих, так и 
свободных лицензий. 
Библиотека NumPy позволяет создавать мас-
сивы произвольной размерности и обладает 
множеством встроенных функций-операций 
для работы с ними. Так, например, для 
транспонирования матрицы, либо вычисле-
ния какой-либо функции от всех элементов 
массива не требуется написание кода, вклю-
чающего в себя циклы, что приводит к зна-
чительному сокращению как самого про-
граммного кода, так и способствует большей 
векторизуемости вычислений. 
Пакет SciPy  включает в себя поддержку 
специальных функций, быстрое преобразо-
вание Фурье, операции линейной алгебры, 
подпрограммы решения дифференциальных 
уравнений и поисковой оптимизации, а так-
же включает в себя функции интерполяции и 
сглаживания. Также поддерживается вклю-
чение кода C внутрь кода Python программ. 
Matplotlib позволяет получать качественное 
графическое представление данных, как в 
виде двухмерных, так и трехмерных графи-
ков. Далее в статье используются именно ре-
зультаты, полученные с использованием 
данного пакета, помимо которого возможно 
применение библиотеки DISLIN, либо Chaco 
и Mayavi, Mayavi2. 
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В качестве примеров рассмотрим несколько 
решений краевых задач с использованием 
возможностей описанных библиотек. 
 
 
2. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА 

НА ПЛОСКОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ  
ОБЛАСТИ 

 
Как известно, уравнение Лапласа описывает 
многие стационарные процессы (теплопро-
водности, диффузии, электростатики и т.д.).  
Рассмотрим двухмерную прямоугольную об-
ласть, на границах которой задано распреде-
ление температуры (рис. 1). 
 

 
Рисунок 1. Рассматриваемая область  
с заданной на границах температурой. 

 
Уравнение Лапласа и граничные условия для 
прямоугольной области имеют вид: 
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Для решения задачи применим метод конеч-
ных разностей, записав конечно-разностный 
аналог уравнения в виде: 
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где 1

,
k
jiT значение искомой функции в [i,j] 

точке на k+1 итерации, dydx, шаг по коор-
динате x и y. Укрупненная блок схема реше-
ния задачи распределения температуры 
представлена на рис. 2.  
Выполнив итерации метода Зейделя, на сетке 
размером 50х50 точек, получим поле распре-
деление температур, которое можно пред-
ставить средствами библиотеки Matplotlib в 
виде двух и трехмерных графиков, представ-
ленных в таблице 1. Как видно из рисунков, 
граничные условия задачи выполнены с вы-
сокой точностью. Библиотека Matplotlib поз-
воляет производить настройку преобладаю-
щих цветов графического отображения в 
весьма широких пределах и предоставляет 
пользователю богатые возможности выбора 
цветовых форм оформления графиков из су-
ществующего набора. 
При выполнении расчетов на языке Python 
следует избегать явной записи циклов по от-
дельным точкам области, максимально ис-
пользуя возможности индексных срезов биб-
лиотеки NumPy, что позволяет максимально 
ускорить процесс вычислений. 
 
 
3. ПОИСК МИНИМУМА  

ФУНКЦИОНАЛА ДИРИХЛЕ  
ВАРИАЦИОННО-РАЗНОСТНЫМ  
МЕТОДОМ 

 
Потенциальная энергия мембраны с точно-
стью до множителя, выражающего её физи-
ческие свойства выражается кратным инте-
гралом по области: 
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где   область, занимаемая мембраной; u   
искомая функция. 
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Рисунок 2. Укрупненная блок-схема программы для задачи теплообмена  

(блок с вычислением граничных условиях, зависящих от вычислительного процесса  
позволяет получить значения искомой функции на тех участках границы области,  

где граничные условия не заданы). 
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Таблица 1. Поле распределение температур. 

Изополе температур  
на двухмерной области 

 
Трехмерный график поля температур 

 
 

 
Рисунок 3. Фрагмент конечно-разностной 

сетки (область [i,j] точки). 
 
Положение равновесия мембраны соответ-
ствует условие минимальности данного 

функционала при заданных граничных усло-
виях. Решение задачи будем производить 
вариационно-разностным методом с числен-
ным вычислением производной от функцио-
нала каждой точке области решения. 
Конечно-разностный аналог функционала 
имеет вид: 
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(3.2) 
 
На рис.3 показан фрагмент конечно-
разностной сетки в окрестности точки с ин-
дексами i, j. Видно, что непосредственное 
участие в формировании уравнения в [i,j] 
точке принимают лишь выражения для энер-
гии в [i-1,j], [i,j] и [i,j-1] точках, несмотря на 
то, что в каждом вариационно-разностном 
уравнении будет участвовать пять точек с 
индексами [i-1,j], [i,j], [i,j-1], [i+1,j], [i,j+1].  
В процессе вычислений по методу Зейделя 
на точки с индексами [i+1,j], [i,j+1] будет 
распространяться влияние со стороны точек 
[i-1,j], [i,j] и [i,j-1]. 
На рис. 4 приводится укрупненная блок-
схема вариационно-разностного метода с 
учетом использования хеш-таблицы (особой 
формы именованного массива) языка Python. 
применение хэш-массива позволяет есте-
ственным образом учесть изменение вида 
уравнений на границах рассматриваемой 
прямоугольной области.  
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Рисунок 4. Укрупненная блок-схема вариационно-разностного метода. 
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На границах области число входящих в 
уравнение вариационно-разностного метода 
слагаемых меняется, использование хэш-
массива позволяет хранить индексы тех ком-
понентов энергии, которые вносят ненулевой 
вклад на границе. 
В таблице 2 приводятся результаты решения 
двухмерной задачи минимизации функцио-
нала Дирихле при заданных условиях на 
границе. 
 
Таблица 2. Результаты решения двухмерной 

задачи минимизации функционала 
Дирихле при заданных условиях на 
границе. 

Изополе величины u на двухмерной области 

 
Трехмерный график величины u 

 

 
 
 

4. РЕШЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКОЙ  
ЗАДАЧИ КОЛЕБАНИЙ  
СОСРЕДОТОЧЕННОЙ МАССЫ  
НА ВЯЗКОУПРУГОМ ЭЛЕМЕНТЕ 
 
Одной из важных технических задач являет-
ся защита оборудования и зданий от вибри-
рующего основания. Для гашения вибраци-
онного воздействия чаще всего используют-
ся системы виброизоляции, основанные на 
разделении защищаемого объекта и источ-
ника колебаний вязкоупругим элементом. 
Простейшая модельная схема системы 
виброзащиты сосредоточенной массы пред-
ставлена на рис. 5. 
 

 
Рисунок 5. Система виброзащиты объекта 

 
Дифференциальное уравнение, описываю-
щее поведение массы на вязкоупругом эле-
менте имеет вид: 
 

,2

2

2

2

dt
dMcu

dt
dub

dt
udM 

        (4.1) 

 
где M масса объекта; u искомое относи-
тельное перемещение, c  жесткость пружи-
ны, b вязкость, а правая часть уравнения 
включает в себя заданное ускорение 
 

2

2

dt
d   

 
основания. 
Решение задачи произведем методом Эйле-
ра-Коши, результаты приводятся в таблице 3 
(при различных заданных акселерограммах). 
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Таблица 3. Результаты решения задачи  
методом Эйлера-Коши. 

Акселерограмма, м/с2 Перемещения  
массы, м 

  

 
 

 
 

 
 
5. РЕШЕНИЕ ТРЕХМЕРНОЙ ЗАДАЧИ 
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ  
ДЛЯ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА 
 
Решение задачи для трехмерного тела пред-
ставляет определенные трудности, связан-
ные, прежде всего с объемом вычислитель-
ной работы, а также с подготовкой и вводом 
исходных данных. Рассмотрим трехмерное 
упругое тело в виде параллелепипеда, сжато-
го на определенную заданную величину 
(одинаковую для всех точек верхней грани). 
Боковые поверхности параллелепипеда сво-
бодны от усилий, а нижняя грань жестко за-
щемлена, точки верхней грани имеют только 
перемещение вниз, перемещение в плоско-
сти верхней грани исключено. Как известно, 
выражение для потенциальной энергии 
упругого дела, выраженное через перемеще-
ния имеет вид: 

 
  



















































































































































22

2222

2

2

2112
,,

x
v

y
u

z
u

x
w

y
w

z
vG

z
w

y
v

x
uG

z
w

y
v

x
uEwvuA





(5.1) 

 
где E модуль упругости,  коэффициент 
Пуассона, G модуль сдвига, а wvu ,, ком-
поненты вектора перемещений. 
Согласно принципу минимума потенциаль-
ной энергии, действительное распределение 
вектора перемещений сообщает полной по-
тенциальной энергии системы П абсолют-
ный минимум. Выражение потенциальной 
энергии упругого тела имеет вид: 
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(5.2) 

 
где ZYX ,, компоненты вектора объем-
ных сил;  ZYX ,, компоненты вектора 
поверхностных сил, заданных на поверхно-
сти 1S . 
При рассматриваемых граничных условиях 
(сжатие прямоугольного параллелепипеда) 
компоненты объемных сил и компоненты 
вектора поверхностных сил на свободных 
гранях параллелепипеда равны нулю. В этом 
случае выражение потенциальной энергии 
упрощается - остается лишь член, включаю-
щий в себя трехмерный интеграл от потен-
циальной энергии. 
Дискретизация трехмерной области сеткой 
показана на рис. 6, а локальная связь входя-
щих в каждое уравнение вариационно-
разностного метода компонент функционала 
энергии приводится на рис. 7 для внутренних 
точек области. Для решения задачи произ-
водная функционала в [i,j,k] точке вычисля-
ется аналитически. Решение задачи осу-
ществляется итерационным методом Зейде-
ля. С целью учета свободной границы парал-
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лелепипеда вводится расширенная область, 
размеры которой позволяют выполнять ите-
рации внутри параллелепипеда единообраз-
но как для внутренних точек расширенной 
области, так и для точек границы расчетной 
области трехмерного тела. 

 
Рисунок 6. Дискретизация трехмерной  

области 
 

 
Рисунок 7. Фрагмент сетки  

вариационно-разностной аппроксимации  
в окрестности [i,j,k] точки. 

 
Граничные условия задачи принимаются 
следующие: нижняя грань закреплена, а 
верхняя имеет одинаковое для всех точек 
вертикальное смещение. 
Результаты численного решения вариацион-
но-разностным методом трехмерной задачи 
сжатия трехмерного параллелепипеда пред-
ставлены в таблице 4. В качестве сечения 
трехмерного тела рассматривается плоскость 
перпендикулярная основанию параллелепи-
педа и проходящая через середину стороны, 
расположенной вдоль оси X. 
 

Таблица 4. Результаты численного решения 
вариационно-разностным мето-
дом трехмерной задачи сжатия 
трехмерного параллелепипеда. 

Изополе деформаций xx  

 
Изополе деформаций xy  

 
Изополе деформаций yy  

 
Изополе деформаций yz  

 
Изополе деформаций zz  

 
Изополе деформаций zx  

 



Особенности численного решения краевых задач на алгоритмическом языке программирования Python 

Volume 14, Issue 1, 2018 135 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Изополе напряжений xx  

 
Изополе напряжений yy  

 
Изополе напряжений zz  

 
Изополе перемещенийu 

 
Изополе перемещений v  

 
Изополе перемещений w  
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COMPUTER MODELING OF NONLINEAR SYSTEM 
VIBRATIONS WITH APPLOWANCE FOR NONLOCAL DAMPING 

 
Vadim D. Potapov, Elena S. Shepitko 

Russian University of Transport (MIIT), Moscow, RUSSIA 
 

Abstract: The paper is devoted to the analysis of the nonlocal damping consideration influence on the results of 
computer modeling of nonlinear systems subjected to periodic deterministic and stochastic stationary loads 
forced vibrations The shallow arc dynamic behavior is examined. The Galerkin method is used for the problem 
solving. 

 
Keywords: computer modeling, nonlinear systems vibrations, nonlocal damping, Galerkin method,  

deterministic periodic load, stochastic stationary load 
 
 

МОДЕЛИРОВАНИЕ КОЛЕБАНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ  
СИСТЕМ С УЧЁТОМ НЕЛОКАЛЬНОГО  

ДЕМПФИРОВАНИЯ  
 

В.Д. Потапов, Е.С. Шепитько 
Российский университет транспорта (МИИТ), г. Москва, РОССИЯ 

 
Abstract: Статья посвящена анализу влияния учёта нелокального демпфирования на результаты 
компьютерного моделирования вынужденных колебаний нелинейной системы под действием 
детерминированной периодической и стохастической стационарной нагрузки. Динамическое поведение 
системы исследуется на примере пологой арки. Для решения задачи используется метод Бубнова-
Галёркина. 
  

Ключевые слова: компьютерное моделирование, колебания нелинейных систем,  
нелокальное демпфирование, метод Бубнова-Галёркина, детерминированная периодическая нагрузка, 

стохастическая стационарная нагрузка. 
 

 
1. INTRODUCTION 
 
The engineering structures are subjected to 
various external dynamic loads such as seismic 
loads, wind loads, transport loads, pedestrian 
loads, etc. It is important to take the vibration 
energy dissipation into account for the 
structures design process. The damping model 
choice is highly correlated to the precision of 
calculations especially for the structures that are 
made of modern composite materials. Using the 
damping models that are closer to reality allows 
to decrease the risks for such structures  
Damping in the certain point of the structure 
with longitudinal coordinate x1,, obviously 
depends not only on local value of motion 

velocity at this point v(x1), but also on the 
values of motion velocity in the neighboring 
points. The more distance between the two 
points the lower influence one of them on 
another [2]. 
The modern structures often contain 
geometrically nonlinear elements. Moreover, 
under external impacts the certain linear 
elements may change the shape and acquire 
some nonlinear features. In this research the 
problem of nonlinear system forced vibrations 
modeling consider nonlocal damping solved. As 
an example of the nonlinear system the shallow 
arc is used. Nonlocal damping modal is 
assumed consider the time hysteresis effect that 
was proposed in paper [2]. 

DOI:10.22337/2587-9618-2018-14-1-137-144
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Shallow arc dynamic process has some specific 
features such as deflection leap under some 
loads. [TU] To determine the load range that 
allows to fully analyze all dynamic regimes of 
shallow arc the static loading is used. 
 The numerical solution of the problem and 
study of the shallow arc vibrations modeling 
consider nonlocal damping results are given in 
the paper. Shallow arc motion is modelled under 
the periodic deterministic and stationary 
stochastic transverse load.   
 
 
2. PROBLEM STATEMENT 
 
To describe the damping process the Kelvin-
Voigt material model is commonly used in 
engineering practice: 
 

σ = Eε + γEε̇ , (1) 
 
where , ε  - normal stress and axial strain, ε̇ – 
rate of strain change, Е – Young modulus, γ – 
damping ratio. 
In the paper the dot indicates the time 
derivative. 
Consider nonlocal damping equation (1) 
transforms to [2]: 
 

σ(x, t) = E[ε(x, t)

+ γ ∫ Cv(|x

l

0

− θ|)ε̇(θ, t)dθ] 

(2) 

 
Here Cv(|x − θ|)  – the kernel function, which 
characterize the nonlocal. The Cv(|x − θ|) 
function responds to normalization requirement, 
that is: 
 

∫ Cv(|x − θ|)dθ

∞

−∞

= 1 

 

(3) 

 
In the paper the exponential kernel function is 
used: 

Cv(|x − θ|) =
μ

2
∙ e−μ|x−θ| (4) 

 
Here μ is the parameter that characterize the 
influence distance of the nonlocal damping 
model  , x, θ are the longitudinal coordinate. 
The equilibrium equation for the elementary 
shallow arc piece is: 
 

∂2M(x, t)

∂x2
= m

∂2w(x, t)

∂t2

− N [
∂2w(t, x)

∂x2
+

1

R
]

− q(x, t). 

(5) 

 
Here  w(x, t) –arc deflection, m – linear mass, 
q(x, t) – transverse distributed load, R – radius 
of arc curvature, N – longitudinal internal force. 
Neglecting the longitudinal vibrations of arc the 
longitudinal force could be determined as: 
 

N(t, x) = EAε0(x, t), (6) 
 
where A –arc  cross section area , а ε0(x, t) – 
longitudinal axial strain, which is determined as: 
 

ε0(x, t) =
∂u(t, x)

∂x
+

1

2
[
∂w(t, x)

∂x
]

2

−
w(t, x)

R
, 

(7) 

 
where u(t, x) – arc axis displacement 
The moment expression is: 
 

M(x, t) = EI [
∂2w(x, t)

∂t2

+ γ ∫ Cv(|x

l

0

− θ|)
∂3w(θ, t)

∂θ2
∂tdθ] 

(8) 

 



Моделирование колебаний нелинейных систем с учетом нелокального демпфирования 

Volume 14, Issue 1, 2018 139 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

where EI – arc bending stiffness. 
Substitute the second derivative of the moment 
expression to the left part of the equation (5), 
and obtain the expression regarding the 
deflection function w(θ, t): 
 

∂2w(x, t)

∂t2
+

EI

m
[
∂4w(x, t)

∂x4

+ γ
∂2

∂x2
∫

μ

2

l

0

∙ e−μ|x−θ|
∂3w(θ, t)

∂θ2 ∂t
]

−
N

m
[
∂2w(t, x)

∂x2
+

1

R
]

=
q(x, t)

m
 

(9) 
 

 
Solution of this equation should respond to the 
boundary conditions for  х=0 and  x=l. 
Function w(x, t) is searched as eigenvalues of 
arc vibrations:  
 

w(x, t) = ∑ fi(t)Vi(x)

n

i=1

 (10) 

 
Here fi(t) – generalized displacements, а Vi(x) 
– base functions. 
To obtain the generalized displacements 𝑓𝑖(𝜏) 
the Galerkin method is used. The resulting 
system of the integral-differential equations: 

 

𝑓𝑗̈(𝜏)    + 𝑘𝑗
4 (

𝐸𝐼

𝑚
) 𝑓𝑗(𝜏)    

+ 𝛾
𝐸𝐼

𝑚𝑎𝑗
∑ 𝑓𝑖̇(𝜏) ∫ 𝑉𝑗(𝑥)

𝜕2

𝜕𝑥2

𝑙

0

𝑛

𝑖=1

∫ 𝐶𝑣(|𝑥

𝑙

0

− 𝜃|)𝑉𝑖
``(𝑥`)𝑑𝑥`𝑑𝑥

−
𝑁

𝑚
(∫ ∑ 𝑓𝑖(𝜏)

1

𝑙2
𝑉𝑖

𝐼𝐼(𝑧)

𝑛

𝑖=1

𝑉𝑗(𝑧)𝑑𝑧
1

0

+
1

𝑅
∫ 𝑉𝑗(𝑧)𝑑𝑧

1

0

)

=
1

𝑚𝑎𝑗
∑ 𝑉𝑗(𝑥)𝑞(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

𝑛

0

 

(11) 

 
where 
 

kj
4 = mωj

2 EI⁄ , 
 
 ωj – shallow arc vibrations frequency,  

 
aj = ∫ Vj

2(x)dx
l

0
. 

 
 

3. NUMERICAL EXAMPLES 
 
The arc has the following parameters: span 
length 5 m, radius of curvature 10 m, stiffness 
37,5 t/m2, both ends are fixed. Then the 
boundary conditions for the both ends are: 
 

w =
∂w

∂x
= 0 (12) 

 
base functions are [8]: 
 

Vi(x) = (shkil − sinkil)(chkix
− coskix)
− (chkil
− coskil)(shkix
− sinkix) 

 

(13) 

 
ki calculates as the i root of the characteristic 
equation ch(kх)cos (kх) = 1. 
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To make the calculation process simpler let`s get rid 
of the second derivative in the third member of the 
equation (11) using the partial integration. Then the 
expression (11) will transform to: 
 

fj̈(τ)   +
kj

4

k1
4 fj(τ)    

+
γμlω1

2ajk1
4 ∑ ∫ Vj

II(z) ∫ e−μl|z−y|Vi
II(y)dydz

1

0

1

0

n

i=1

fi̇(τ)

−
N

ajω1
2m

(∫ ∑ fi(τ)
1

l2
Vi

II(z)

n

i=1

Vj(z)dz
1

0

+
1

R
∫ Vj(z)dz

1

0

) =
q(τ)l4

ajk1
4EI

∫ Vj(z)dz.
1

0

 

(14) 

Here z and y – dimensionless coordinates –  
 

z = x l⁄ , y = θ l⁄ , 
 
τ – dimensionless time  
  

τ = ω1t , ω1
2 =

EIk1
4

m⁄ ,     2ϵ = γω1 , 
 
ω1 – arc minimum eigen frequency. 
The 𝑓𝑖(𝜏) values are obtained after solving the 
system of equation, and arc deflections – after using 
expression (10). 
 
3.1. Shallow arc deformation under the static 
load. 
Shallow arc dynamics has specific features. 
Under the certain loads and geometry the 
shallow arc deflection leaps. [9], This 
phenomenon could be dangerous for the whole 
structure. 
For the further research let`s determine the 
external load that will cause the deflection leap. 
 

 
Figure 1. Static deflection curvature for the 

shallow arc. 

In fig. 1 three values of the arc deflection 𝜉 
correspond to the one value of parameter q* 
which characterize the external load. The 
deflection increases continuously till the point A 
on the curvature and then leaps to the point B. 
This happens when the load value is 119 t. 
 
3.2. Shallow arc vibrations under the periodic 
load. 
To study the influence of nonlocal damping on 
the results of shallow arc vibrations modeling 
consider it`s dynamics under the periodic 
deterministic and stochastic load.  
All the necessary programs for solving the of 
system of equations (14) and determining the 
deflections and motion velocities in any point of 
the arc were developed in MATLAB. The arc is 
vibrating under the load q = A ∙ sin(ωt). Here A 
– is the load amplitude, ω – the load frequency, 
which is assumed  ω1

2
. 

For illustrative purposes the system vibrations is 
presented as the phase diagrams. In dynamics 
arc vibrates next to one (fig 2a) or two (fig 2b) 
points of equilibrium depending on absence or 
presence of the deflection leap in statics 
correspondingly.  
 

a)  

b)  
Figure 2. Shallow arc vibrations under the 

periodic load (phase diagrams)  
a) from -620 to -380 t, b) амплитудой 350 t. 

. 
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For the computer modeling results comparison 
two histograms of arc deflections in the middle 
point are obtained considering and not 
considering nonlocal damping.  (Fig. 3).  
 

 
Figure 3. Histograms of deflections for the load 

amplitude А=465t. 
 

The deflections amplitude decreases when the 
local model is used. The interesting case is arc 
vibrations under the load that has an amplitude 
140 t (fig. 4). In this case the local model gives 
a resulting histogram with just one maximum 
which corresponds to the vibrations next to one 
point of equilibrium. However the model gives 
two points of equilibrium when the nonlocal 
model is used. Hence the regime of shallow arc 
dynamics totally changes. 
 

 
Figure 4. Histograms of deflections for the load 

amplitude А=140t. 
 

3.3. Shallow arc vibration under the stationary 
stochastic load. 
Let`s consider the influence of nonlocal 
damping on the arc vibration process under the 
stochastic distributed loads. The load is the 
random stationary process with the zero 
mathematical expectation and spectral density:  

S(ω) =
2σ2 ∙ δ(δ2 + θ2)

π[(ω2 − θ2 − δ2)2 + 4δ2 ∙ ω2]
 

 
(15) 

 
Here σ2 – variance of random process, δ and θ 
parameters, that characterize the correlation 
scale and latent frequency of the stochastic load.  
The method of the canonic expansion [4] is used 
for modeling the random stationary process. For 
this purpose the random is presented as: 
 

q(t) = ∑(Ukcosωkt +

n

k=0

Vkcosωkt) (16) 

 
Here Uk, Vk – uncorrelated normally distributed 
random values with the zero mathematical 
expectation and equal variances for each pair of 
random values with equal indices k. To 
calculate these variances the ω-axis section 2L 
long is selected. The origin is in the middle of 
the selected section. When |ω| > 𝐿 the spectral 
density could be assumed zero.  The whole 
selected section is devided by the equal parts 
∆ω long. Then the variance of the random 
values Uk, Vk is calculated by the formula: 
 

 
Dk = 2S(ωk) ∙ ∆ω, 

 
(17) 

 
The random stationary load is Gaussian and 
permanent along the arc in each moment The 
correlation function for the load obtained using 
400 realizations of the random process is 
presented on the fig. 5 The solid line is for the 
theoretical correlation function which was 
calculated by the formula: 
 

K(τ1 − τ2) =  σ2e−δ|τ1−τ2| [cosθ(τ1

− τ2) +
δ

θ
sinθ(τ1 − τ2)] 

 

(18) 

 

Fig. 6 – Shallow arc deflections distribution 
under the stochastic load. 
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The dash line is corresponded to the correlation 
function that was obtained using the numerical 
modeling data.  
 

 
Figure 5. The Correlation Function  
for the Random Stationary Load. 
 

To compare the local and nonlocal model the 
arc vibrations modeling results are presented as 
histograms (fig. 6) 400 realizations of the 
random process were modelled. The cross 
section of the procsee is the step #7700 because 
at this point the process is already stable. 
 

 
Figure 6. Histograms (Arc Vibrations Modeling 

Results). 
 

The resulting histogram is bimodal. To analyze 
the obtained data the histogram was stratified 
(fig. 7)  
 

a)  

b)  
Figure 7. Stratification of the shallow arc 

deflection histogram a) left part, b) right part. 
 
The both parts were assumed normal. This 
assumption was verified by Pearson fitting 
criterion.  For the significance level 0,05 for the 
left part χ2 = 5,02 < χcr

2 = 7,81, and for the 
right part - χ2 = 4,98 < χcr

2 = 9,49, hence the 
both parts could be treated like if they were 
normally distributed. 
The histograms were obtained to compare the results 
for the local and nonlocal model. The arc deflection 
amplitude is less when the local model is used (fig. 
8).   
 

 
Figure 8. Histograms of arc deflections for the 

stochastic stationary load. 
 

The confidence intervals are presented in table 1. 
 
 
4. DISCUSSION 
 
In this paper the nonlocal damping consideration 
influence on the results of computer modeling of 
nonlinear systems subjected to periodic deterministic 
and stochastic stationary loads. The computer model 
of the arc is developed. Computer modeling consider 
nonlocal damping in comparison to local model 
gives increase of shallow arc deflection. In some  
load cases nonlocal model shows total change of the 
shallow arc dynamic behavior.  

 



Моделирование колебаний нелинейных систем с учетом нелокального демпфирования 

Volume 14, Issue 1, 2018 143 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Table 1. The shallow arc deflection confident intervals. 

Confidence interval 

Intervals` limits , m 

Nonlocal model Local model 

68,27% (from –σ to σ) from 0,3609 
to -0,0288 

from 0,4848 
to 0,8901 

from −0,3656 
to 0,0342 from 0,4741 

to  0,8083 

95,45% (from –2σ to 2σ) from−0,5270 
to 0,1373 

from 0, 2821 
to 1,0928 

from −0,5312 
to 0,1314 

from 0,3069 
to 0,9755 

99,73% (from –3σ to 3σ) from −0,6931 
to 0,3034 

from 0,0794 
to 1,2955 

from −0,6969 
to 0,2971 

from 0, 1398 
to 1,1427 
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РАЗРАБОТКА КОНСТРУКЦИЙ ИЗ ЦЕЛЬНОЙ ДРЕВЕСИНЫ 
ДЛЯ ОБЪЕКТОВ ИНФРАСТРУКТУРЫ 

 
К.П. Пятикрестовский1, В.И. Травуш2,3,4, А.А. Погорельцев1,  А.А. Клюкин5 

1 Научно-исследовательский центр «Строительство», г. Москва, РОССИЯ 
2 Городской проектный институт жилых и общественных зданий, г. Москва, РОССИЯ 

3 Российская академия архитектуры и строительных наук, г. Москва, РОССИЯ 
4 Научно-исследовательский институт строительной физики  

Российской академии архитектуры и строительных наук, г. Москва, РОССИЯ 
5 Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет,  

г. Москва, РОССИЯ 
 

Аннотация: Предлагаются новые быстровозводимые легкие конструкции из цельной древесины с со-
единениями сплачивания и наращивания металлическими винтами для дерева. Изготовление и сборка 
основных  элементов-брусьев сечением 15х15 см может выполняться в построечных условиях на про-
стейшем деревообделочном оборудовании. Использование местного материала-древесины имеет ряд 
преимуществ – экологических, экономических и эксплуатационных.  Приводятся описание конструкций 
с процессе изготовления, примеры зданий со сводчатыми и шатровыми покрытиями, устройство соеди-
нений, подготовка экспериментальных образцов на новом оборудовании Национального исследователь-
ского Московского государственного строительного университета (НИУ МГСУ). Излагается методика 
расчета с учетом пластических деформаций, обеспечивающего дополнительные экономические преиму-
щества. Расчет выполняется методом интегральных оценок,  разработанным В.М. Бондаренко для желе-
зобетонных конструкций и приспособленным к деревянным конструкциям К.П. Пятикрестовским. Для 
расчета настилов, работающих совместно с ребрами и находящихся в сложном  напряженном состоянии, 
используются критерии прочности Г.А. Гениева. Предполагается строительство зданий различного 
назначения в районах освоения Крайнего Севера России. 
 

Ключевые слова: деревянные составные  конструкции, цельная древесина, соединения на винтах,  
исследование, расчет, пластические деформации, сложное напряженное состояние 

 
 

DEVELOPMENT OF STRUCTURES FROM SOLID WOOD 
FOR OBJECTS OF INFRASTRUCTURE 

 
Konstantin P. Pyatikrestovsky1, Vladimir I. Travush2,3,4,  

Alexander A. Pogoreltsev1, Alexander A. Klushkin5 
1 JSC Research Center of Construction, Moscow, RUSSIA 
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3 Russian Academy of Architecture and Construction Sciences, Moscow, RUSSIA 

4 Research Institute of Building Physics of Russian Academy of Architecture and Construction Sciences,  
Moscow, RUSSIA 

5 National Research Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 
 
Abstract: New prefabricated lightweight structures made of solid wood with connections for joining and build-
ing metal screws for wood are proposed. Manufacture and assembly of basic elements-bars with a cross-section 
of 15x15 cm can be carried out in line conditions on the simplest woodworking equipment. The use of local tim-
ber material has a number of advantages (ecological, economic and operational). The description of structures 
with manufacturing process, examples of buildings with vaulted and hipped roofing, connection arrangement, 
preparation of experimental samples with the use of new equipment of the National Research Moscow State 
University of Civil Engineering are given. The method of analysis with allowance for plastic deformations is un-
der consideration. It provides additional economic advantages. The analysis is carried out by the method of inte-
gral estimates developed by Prof. V.M. Bondarenko for reinforced concrete structures and adapted to wooden 
structures by Prof. K.P. Pyatikrestovsky. Special strength criteria are used for the analysis of decks working to-
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gether with the ribs (in a combined stressed state). It is planned to build buildings for various purposes in the ar-
eas of development of the Far North of Russia. 
 

Keywords: wooden composite structures, solid wood, screw connections, research, analysis,  
plastic deformation, combined stress state 

 
На кафедре металлических и деревянных 
конструкций Национального исследователь-
ского Московского государственного строи-
тельного университета (НИУ МГСУ) и в 
Центральном научно-исследовательском ин-
ституте строительных конструкций 
(ЦНИИСК) им. В.А. Кучеренко Научно-
исследовательского центра «Строительство» 
(АО «НИЦ «Строительство») разработаны 
конструкции покрытий из цельной древеси-
ны для строительства в осваиваемых райо-
нах, особенно севера и лесоизбыточных тер-
риторий Сибири. Конструкции в виде плос-
костных систем, шатровых куполов и сводов 
отличаются экологической чистотой, легко-
стью, простотой сборки, повышенной 
надежностью, мобильностью, сборные эле-
менты допускают быструю доставку верто-
летом или легким наземным транспортом в 
условиях бездорожья, не требуют сложного 
оборудования и не загрязняют окружающую 
среду при изготовлении, монтаже и эксплуа-
тации, достаточно дешевы. Отходы произ-
водства в виде опилок или небольших остат-
ков досок  легко перерабатываются не остав-
ляя вредных веществ 
Основными сборными элементами конструк-
ции являются ребра в виде стержней ломано-
го очертания по длине. Эти стержни объеди-
няются в каркас шатровой или сводчатой 
оболочки прямолинейными стержнями. 
Ячейки каркаса заполняются щитами, пане-
лями или настилом.  Опирание конструкции 
может выполняться непосредственно на фун-
даменты или на колонны и стены.   
При высоте сечения элементов ребер 300, 
450, 600 мм могут выполняться здания мас-
сового применения пролетом до 30 м. Кон-
струкции больших пролетов проектируются 
специально. 
При изготовлении цельные прямые брусья 
или доски сплачиваются для увеличения се-

чений болтами по наклонным сечениям. 
Наращивание брусьев по длине осуществля-
ется накладками, соединяющими болты, 
ввинченные в древесину.  
Конструкции, образуемые указанным спосо-
бом, могут использоваться в качестве анга-
ров-укрытий для техники, цехов различного 
назначения, временного размещения людей. 
Могут создаваться объекты инфраструктуры 
поселков строителей и малых городов, тор-
говые и зальные помещения, спортсооруже-
ния. Одновременно желательно массовое 
строительство деревянных домов соответ-
ствующей конструкции.  
Конструкции зданий в силу обеспечения 
совместной работы всех элементов способны 
противостоять восприятию нормальных экс-
плуатационных нагрузок, а так же и нагру-
зок, вызванных чрезвычайными ситуациями 
типа ураганов, сверхнормативных снеговых 
и сейсмических нагрузок. Производится 
пропитка деревянных элементов при изго-
товлении обычными комплексными веще-
ствами для защиты от увлажнения, возгора-
ния, биоповреждений.  
Схематически некоторые проектные пред-
ложения показаны на рис. 1, 2. 
Северные районы, подлежащие освоению, 
характеризуются помимо экстремальных 
зимних и летних температур, еще и повы-
шенными снеговыми, ветровыми и ураган-
ными нагрузками, большей частью кратко-
временными. 
Проектирование конструкций в этих услови-
ях общепринятыми правилами, предусмот-
ренными нормами, приводит к перерасходу 
материалов, утяжеляет конструкции и уве-
личивает трудоемкость изготовления за счет 
увеличения сечений основных элементов 
каркаса. Изготовление конструкций больше-
го сечения сопряжено с техническими труд-
ностями устройства соединений. 
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Рисунок 1. Схема сводчатого покрытия. 

 
Представляется целесообразным использо-
вать резервы уменьшения сечений путем 
обеспечения совместной работы ограждаю-
щих элементов покрытий и стен с конструк-
циями каркаса. Даже очевидное увеличение 
несущей способности ребер путем включе-
ния в работу панелей или щитов покрытия и 
превращения прямоугольных сечений ребер 
в тавровые, показывает большие возможно-
сти экономии материалов. 

Превращение(хотя бы неполное) плоскост-
ных конструкций в пространственные при 
совместной работе ребер и панелей, обеспе-
чение многократной статической неопреде-
лимости, существенно повышает надеж-
ность, живучесть и конструктивную без-
опасность сооружений. 
Простейший способ достижения совместной 
работы несущей и ограждающей частей со-
стоит в замоноличивании угловых зон пане-
лей, блокируя сдвиг. 
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Рисунок 2. Схема шатрового покрытия. 

 
Элементы  настила, панели из досок или 
композиционных материалов, зачастую об-
ладающих повышенной стойкостью к боль-
шим колебаниям температур, а также обла-
дающих свойствами пластического дефор-
мирования, помещаются в ячейки между ре-
брами защемляются в углах от сдвига раз-
личными быстротвердеющими массами. 
Эффективный утеплитель располагается по-
верх полученной конструкции. Обеспечива-

ется, в случае необходимости, его проветри-
вание. 
Конструкция успешно противостоит различ-
ным кратковременным и длительным стати-
ческим и динамическим нагрузкам в том 
числе несимметричным(односторонним) и 
даже запроектным (случайным). 
На экспериментальном полигоне НИУ 
МГСУ и  в  ЦНИИСК  им.  В.А. Кучеренко  
испытаны  
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Рисунок 3. Схема экспериментального образца и расположение связей между брусьями. 

 

 
Рисунок 4. Установка образца в силовой раме. 

 
образцы основных ребер с целью уточнения 
конструкций узлов и влияния отдельных факто-
ров-трещин усушки, изменения влажности, спо-
соба приложения нагрузки, формы болтов и т.п.  
Экспериментальные образцы представляют 
собой элементы ребер покрытий в виде 
призматических сводов или шатровых кон-
струкций. Пролет покрытий составляет от 12 
до 30 м. при этом ребро конструкции соби-
рается из 2,4,6 или 8 элементов, стыкуемых 
между собой по длине при помощи соедине-
ния закладных деталей, которые могут быть 
разъемными для образования сборно-
разборных конструкций. Эксперименталь-
ные образцы образуются из двух прямоли-
нейных стержней, соединяемых между собой 
под углом, соответствующим профилю зда-
ния. Угол составляет 15о (рис. 3). 
Соединение прямолинейных стержней и об-
разуемых из них монтажных элементов про-
изводится под углом 15о , тангенс которого 

равен 0,25 рад. Прямолинейные брусья мон-
тажных элементов образуются сплачиванием 
двух или трех брусьев сечением 12х15 см (В 
эксперименте приняты 3х(15х15 см), т.е. 
15х45см. 
Сплачивание и образование стыков монтаж-
ных элементов осуществляется ввинчивае-
мыми стержнями для древесины. Стержни и 
болты для древесины выпускаются и прода-
ются в РФ. 
Испытания образцов преследуют цель изу-
чить напряженно-деформированное состоя-
ние соединения брусьев в узле перелома.  
Здесь с каждой стороны стыка как по верх-
ней так и по нижней установлены по два 
наклонных стержня диаметром 16 мм, дли-
ной 350 мм под углом 45о к оси брусьев. 
По граням элемента установлены швеллеры 
№ 16  длиной 1200 мм, (рис. 4, 5) которые 
привариваются в узле друг к другу, а к дере-
вянным элементам швеллеры  прикрепляются  
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Рисунок 5. Расположение тензометрических датчиков в узле перегиба. 

 
двумя наклонными стержнями с головкой, 
привариваемой к швеллерам после завинчи-
вания стержней в древесину. Стержни имеют 
нарезку (резьба для дерева) длиной 230 мм, а 
часть стержня, примыкающая к головке, не 
имеет резьбы. При этом максимальное уси-
лие выдергивания стержня (при несущей 
способности на выдергивание 1,3 МПа) со-
ставляет 2990 кгс. Кроме этих стержней в 
зоне стыка располагаются шпильки сплачи-
вания по 2 шт. В шве стыка выполнено замо-
ноличивание полимербетоном.Элементы со-
единения выполнены из материалов, наибо-
лее доступных в условиях «кустарного» из-
готовления на полигоне НИУ МГСУ. Для 
разработки реальных проектов конструктив-
ные решения будут усовершенствованы. 
Нагрузки на образец прикладываются в виде 
четырех сосредоточенных сил . Условная мак-
симальная суммарная нагрузка, допускаемая 
имеющимися приспособлениями, составляет 
40 тонн. После предварительных этапов и 
уточнения методики испытаний максимальная 
нагрузка и этапы нагружения будут уточнять-
ся. 
При испытаниях нужен контроль напряже-
ний смятия древесины в местах приложения 
нагрузок к верхнему поясу. 
Опоры экспериментальных образцов выпол-
няются на горизонтальные площадки. Вер-

тикальные опорные реакции прикладывают-
ся к древесине под углом к волокнам. Гори-
зонтальный распор воспринимается упорны-
ми пластинами и затяжками.  
Предложены и многократно опробованы 
расчеты конструкций на указанные нагрузки 
исходя из принципов учета пластических 
свойств материалов (ползучести) и опреде-
ления сопротивления конструкции действу-
ющим нагрузкам в любой момент времени. 
Поэтому мы будем пользоваться вместо тер-
мина несущая способность (т.е. предел 
прочности в конце эксплуатации) понятием 
«силовое сопротивление» по предложению 
академика РААСН В.М. Бондаренко [2, 3, 4]. 
Изложим кратко основные этапы расчета. 
1. Метод интегральных оценок. Особенности 
применения. 
При расчете нелинейно и неравновесно де-
формируемых статически неопределимых 
деревянных конструктивных систем может 
быть использован метод интегральных оце-
нок нелинейных и неравновесных свойств 
деформирования древесины [4]. 
Диаграммы деформирования сжатых и сжа-
то-изгибаемых элементов из древесины воз-
можно аппроксимировать рядом уравнений, 
например, принять параболическую зависи-
мость Ф.И. Герстнера 
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Уравнение механического состояния древе-
сины длительное деформирование древеси-
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Eа
i-1- суммарное значение мгновенных (крат-

ковременных) приращений относительных 
деформаций. 
2. Длительный модуль деформаций 
Для составления выражения интегрального 
модуля деформаций на основании (2) ис-
пользуется длительный модуль деформаций 
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3. Интегральный модуль деформаций пред-
ставляется в виде [2,4] 
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В (5) функция Еф

ДЛ принимается в зависимо-
сти от режима изменения напряжений в 
фибровом сжатом волокне, а функция 
Ф(EА

Ф, в,а) отражает нелинейность дефор-
мирования сжато-изгибаемого элемента, 
уровень напряжений. Параметры а, в – рас-
стояния верхней и нижней граней от 
нейтральной оси. 
4. Механические (физические) модели ани-
зотропного материала для определения его 
длительной и динамической прочности. 
На рис. 6 представлена механическая модель 
анизотропного материала, позволяющая дать 
аналитическое и количественное  определе-
ние его длительной и динамической прочно-
сти с единой физической концепции в широ-
ком диапазоне времени действия внешней 
нагрузки – от многих дней и месяцев, до де-
сятых и сотых долей секунды [5,6]. 
 

 
Рисунок 6. Механическая модель  

анизотропного материала. 
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Модель состоит из двух последовательно со-
единенных элементов: элемента 0 и элемента 
1, каждый из которых представляет, вообще 
говоря, модель Кельвина-Фойгта – парал-
лельно соединенные элементы А0 и Б0, А1 и 
Б1, характеризующиеся различными значе-
ниями их прочностных и деформационных 
параметров. 
Элемент 0 предназначен для аналитического 
описания процесса развития кратковремен-
ных деформаций материала; элемент 1 – для 
описания развития его длительных деформа-
ций, связанных с проявлением явления пол-
зучести. 
Эффективное время работы элемента Б1 со-
измеримо с большими отрезками времени, 
соответствующими расчетам длительной 
прочности материала, учитывающими 
накопление суммарных обобщенных дефор-
маций элементов 0 и 1 за заданное время t   
5. Критерии длительной прочности анизо-
тропного материала 
При приложении к последовательно соеди-
ненным элементам 0 (А0) и 1 (А1, Б1) обоб-
щенного внешнего долговременного силово-
го воздействия  
 

i - (xyxy ) 
 
деформации элементов 0 и 1 –  
 
iii1 

xxx1, yyy1, xyxxy)       (7) 
 
Независимые пределы прочности материала 
в главных осях анизотропии (при отрыве, 
при смятии и при сдвиге) определяются до-
стижением значениями суммарных дефор-
маций Еi соответствующих предельных зна-
чений – Эi0 – (Эx0, Эy0, Эxy0), равных пре-
дельным деформациям элемента А0 при 
кратковременном действии внешней нагруз-
ки –  
 

Эi0=Ri/Ei0                   (8) 
 

Деформации элемента 1 – i1 определяются 
из следующих очевидных зависимостей 
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где Ei1 – обобщенные модули упругости эле-
мента А1, Ki1 – модули вязкого сопротивле-
ния элемента Б1.  
Таким образом, в соответствии с (7) 
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На основании (8) и (10), пределы длительной 
прочности анизотропного материала в 
направлениях главных осей анизотропии  
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а t=t– заданное предельное время действия 
внешней долговременной нагрузки. 
 Окончательные выражения для критериев 
длительной прочности анизотропного мате-
риала в параметрической зависимости от td 
выражаются так: 
Для случая отрыва – 
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для случая смятия – 
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для случая сдвига – 
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Численные значения  и  определяются на ос-
новании экспериментальных данных. Расче-
ты и обследования конструкций показывают 
перспективу повышения надежности соору-
жений и возможность экономии материалов. 
 
 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Разработаны предложения по конструкциям 
каркаса покрытий общественных, спортив-
ных и производственных зданий, составля-
ющих инфраструктуру населенных пунктов 
в районах освоения Российского севера. 
Предлагаемые конструкции обладают необ-
ходимыми качествами для суровых условий 
изготовления, возведения и эксплуатации 
зданий: простота устройства, допускающая 
изготовление деталей на простейшем обору-
довании, легкость, допускающая доставку на 
объекты в условиях бездорожья, надежность 
в эксплуатации за счет совместной работы со 
смежными элементами. 
Проведены испытания опытных образцов в 
построечных условиях. Исследование влия-
ния атмосферных условий на качество эле-
ментов. Испытаны опытные образцы нагруз-
ками до разрушения. Установлена достаточ-
ная несущая способность при сосредоточен-
ных нагрузках наиболее неблагоприятных 
для исследуемых образцов. 
Уточняется новая методика расчета силового 
сопротивления покрытий с учетом особенно-
стей исследуемых конструкций. 
Продолжается обработка полученных ре-
зультатов всесторонних испытаний и пред-
полагается совместная работа с отделениями 
Российской академии архитектуры и строи-
тельных наук (РААСН) и Российской акаде-
мии наук (РАН) по использованию их фун-
даментальных разработок применительно к 
строительным технологиям. 

 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 
 
1. Высотные здания. Tall Buildings, 2015, 

№1 (журнал высотных технологий). 
2. Пятикрестовский К.П. Расчет ребри-

стых пространственных конструкций из 
древесины и фанеры на длительные 
нагрузки. // Строительная механика и 
расчет сооружений, №5, 2008, с. 42-48. 

3. Пятикрестовский К.П., Травуш В.И. О 
программировании нелинейного метода 
расчета статически неопределимых де-
ревянных конструкций и связи про-
граммных комплексов с совершенство-
ванием норм проектирования. // 
AKADEMIA. Архитектура и строитель-
ство, №3, 2015 с. 115-119. 

4. Бондаренко В.М., Бондаренко С.В. 
Инженерные методы нелинейной теории 
железобетона. – М.: Стройиздат, 1982 – 
287 с. 

5. Гениев Г.А., Пятикрестовский К.П. 
Вопросы длительной и динамической 
прочности анизотропных конструкцион-
ных материалов. – М.: ЦНИИСК им. 
В.А. Кучеренко, 2000. – 38 с. 

6. Гениев Г.А., Курбатов А.С., Самедов 
Ф.А.  Вопросы прочности и пластично-
сти анизотропных материалов. – М.: Ин-
тербук, 1993. – 187 с. 

 
 
REFERENCES 
 
1. Vysotnyye zdaniya. Tall Buildings, 2015, 

No. 1 (Zhurnal Vysotnykh Tekhnologiy). 
2. Pyatikrestovskiy K.P. Raschet Rebristykh 

Prostranstvennykh Konstruktsiy iz 
Drevesiny i Fanery na Dlitelnyye Nagruzki 
[Analysis of Rribbed Spatial Structures 
from Wood and Plywood for Permanently 
Acting Loads. // Stroitelnaya mekhanika i 
raschet sooruzheniy, 2008, No. 5, pp. 42-48. 

3. Pyatikrestovskiy K.P., Travush V.I. O 
Programmirovanii Nelineynogo Metoda 
Rascheta Staticheski Neopredelimykh 
Derevyannykh Konstruktsiy i Svyazi Pro-



К.П. Пятикрестовский, В.И. Травуш, А.А. Погорельцев, А.А. Клюкин 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 154 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

grammnykh Kompleksov s Sovershenstvo-
vaniyem Norm Proyektirovaniya [About 
Programming of Nonlinear Method of 
Analysis of Statically Indeterminate Wood-
en Structures and Connection of Software 
Complexes with Improvement of Design 
Codes]. // AKADEMIA. Arkhitektura i 
Stroitel-stvo, 2015, No. 3, pp. 115-119. 

4. Bondarenko V.M., Bondarenko S.V. In-
zhenernyye Metody Nelineynoy Teorii 
Zhelezobetona [Engineering methods of the 
Nonlinear Theory of Reinforced Concrete]. 
Moscow, Stroyizdat, 1982, 287 pages. 

5. Geniyev G.A., Pyatikrestovskiy K.P. Vo-
prosy Dlitelnoy i Dinamicheskoy Prochnos-
ti Anizotropnykh Konstruktsionnykh Mate-
rialov [Problems of Long-Term and Dy-
namic Strength of Anisotropic Construction 
Materials]. Moscow, TsNIISK im. V.A. 
Kucherenko, 2000, 38 pages. 

6. Geniyev G.A., Kurbatov A.S., Samedov 
F.A.  Voprosy Prochnosti i Plastichnosti 
Anizotropnykh Materialov [Problems of 
Strength and Plasticity of Anisotropic Ma-
terials]. Moscow, Interbuk, 1993, 187 pag-
es. 

 
 
Пятикрестовский Константин Пантелеевич, доктор 
технических наук, старший научный сотрудник, глав-
ный научный сотрудник ЦНИИСК им. В.А. Кучерен-
ко ОАО «НИЦ «Строительство»; 109428, Россия, г. 
Москва, 2-я Институтская ул., д.6;  
тел. +7(495)602-00-70, +7(499)170-15-48;  
E-mail: stroymex@list.ru 
 
Травуш Владимир Ильич, академик РААСН, доктор 
технических наук, профессор; вице-президент Рос-
сийской академии архитектуры и строительных наук; 
заместитель генерального директора ЗАО «ГОРПРО-
ЕКТ»; 105064, Россия, г. Москва, Нижний Сусальный 
переулок, д.5, стр. 5А; тел./факс: +7 (495) 775-75-65, 
+7(495) 909-39-39; e-mail: travush@mail.ru 
 
Погорельцев Александр Алексеевич, кандидат техни-
ческих наук, заведующий Лабораторией деревянных 
конструкций ЦНИИСК им. В.А. Кучеренко ОАО 
«НИЦ «Строительство»; 109428, Россия, г. Москва, 2-
я Институтская ул., д.6; тел. +7(495)602-00-70,  
+7(499)170-15-48; e-mail: pogara@yandex.ru 
 

Клюкин  Александр Александрович, старший препо-
даватель кафедры металлических и деревянных кон-
струкций, Национальный исследовательский Москов-
ский государственный строительный университет; 
129337, Россия, г. Москва, Ярославское шоссе, дом 
26; тел. +7(495)287-49-14 добав. 3110. 
 
Konstantin P. Pyatikrestovsky, Dr.Sc., Senior Researcher, 
Executive Researcher of the TsNIISK them. V.A. Ku-
cherenko, JSC Research Center of Construction; 109428, 
Russia, Moscow, 2-nd Institutional Street., 6;  
phone: +7 (495) 602-00-70, +7 (499) 170-15-48; 
E-mail: stroymex@list.ru 
 
Vladimir I. Travush, Full Member of the Russian Acade-
my of Architecture and Construction Sciences, Professor, 
Dr.Sc., Vice-President of the Russian Academy of Archi-
tecture and Construction Sciences; Vice-Director of City 
Design Institute for Residential and Public Buildings; 
105064, Russia, Moscow, Nizhny Susalny pereulok, 5, 
building 5A; tel./fax: +7 (495) 775-75-65,  
+7 (495) 909-39-39; e-mail: travush@mail.ru. 

 
Alexander A. Pogoreltsev, Ph.D., Head of the Laboratory 
of Wooden Constructions TsNIISK them. V.A. Ku-
cherenko, JSC Research Center of Construction; 109428, 
Russia, Moscow, 2-nd Institutional Street., 6;  
phone: +7 (495) 602-00-70, +7 (499) 170-15-48; 
E-mail: pogara@yandex.ru. 
 
Alexander A. Klyukin, Senior Lecturer of the Department 
of Steel and Wooden Constructions, National Research 
Moscow State University of Civil Engineering; 129337, 
Russia, Moscow, Yaroslavl highway, house 26;  
Tel. +7 (495) 287-49-14 add. 3110. 
 
 
 

 



International Journal for Computational Civil and Structural Engineering, 14(1) 155-163 (2018) 

155 

 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 

О МЕТОДИКЕ ПОВЫШЕНИЯ ЗАЩИЩЕННОСТИ ОБЪЕКТА 
ЭКОНОМИКИ ОТ ВОЗДЕЙСТВИЯ ВОЗДУШНОЙ УДАРНОЙ 

ВОЛНЫ 
 

А.В. Рыбаков1, Е.В. Иванов1, Д.С. Седов1, Л.Е. Иванова2 
1 Академия гражданской защиты Министерства Российской Федерации по делам гражданской обороны,  

чрезвычайным ситуациям и ликвидации последствий стихийных бедствий, г. Москва, РОССИЯ 
2 Уральский Учебно-спасательный центр Министерства Российской Федерации по делам гражданской обороны,  

чрезвычайным ситуациям и ликвидации последствий стихийных бедствий, г. Озерск, РОССИЯ 
 
Аннотация: В статье рассмотрен алгоритм методики, позволяющей на основе значений показателя за-
щищенности  осуществлять поиск рационального решения для защиты опасных производственных объ-
ектов от воздействия воздушной ударной волны обычных средств поражения. В основе используемой 
методики выбора рациональных конструктивных параметров лежит задача оптимизации показателя за-
щищенности. Показана программная реализация методики. 
 

Ключевые слова: средства поражения, защищенность, показатель защищенности, 
конструктивные параметры, воздушная ударная волна 

 
 

ABOUT METHODS OF IMPROVING SAFETY  
OF THE FACILITY FROM THE IMPACT  

OF AIR SHOCK WAVE 
 

Аnatoly V. Rybakov1, Evgeniy V. Ivanov1, Dmitry S. Sedov1, Lubov E. Ivanova2 
1 The Civil Defense Academy of the Ministry of the Russian Federation for Civil Defense, Emergencies  

and Elimination of Consequences of Natural Disasters, Moscow, RUSSIA 
2 Ural Training Rescue Center of the Ministry of the Russian Federation for Civil Defense, Emergencies  

and Elimination of Consequences of Natural Disasters, Ozyorsk, RUSSIA 
 
Abstract: In the article the algorithm of techniques based on the values of the safety level is to search for the ra-
tional solution for protection of hazardous production facilities from the effects of air shock waves of conven-
tional weapons. The method of rational design parameters selection is based on the problem of protection index 
optimization. The program realization of the technique is shown. 
 

Keywords: weapons, protection, safety level, structural parameters of the air shock wave 
 
ВВЕДЕНИЕ 
 
В соответствии с Директивой Министра Рос-
сийской Федерации МЧС России (от 22 июля 
2013 года № 47-22-3) в конце 2013 года в со-
ставе ФГБВОУ ВО «Академия гражданской 
защиты МЧС России» была создана научно-
исследовательская лаборатория. Одной из 
задач лаборатории является разработка мо-
делей природных, техногенных и информа-
ционных процессов, направленных на пре-

дупреждение и снижение последствий чрез-
вычайных ситуаций [1]. 
Перспективным направлением деятельности 
лаборатории стало изучение процессов воздей-
ствия обычных средств поражения вероятного 
противника на объекты экономики, объекты 
жилой застройки и инфраструктуру городов. 
Актуальность рассматриваемой тематики 
обусловлена необходимостью получения ко-
личественного критерия оценки последствий 
применения обычных средств поражения, 
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учитывающего как конструктивные особен-
ности объекта воздействия, так и условия 
применения средств поражения. Позволяю-
щего также давать качественную оценку 
степени повреждения объекта воздействия. 
Кроме того существующие методики прогно-
зирования и оценки состояния объектов воз-
действия ударно-волновой нагрузки не поз-
воляют оценить эффективность проводимых 
мероприятий по повышению защищенности 
объектов от воздушной ударной волны. 
Как один из способов оценки эффективности 
мероприятий повышения защищенности объ-
ектов экономики, можно рассмотреть описы-
ваемый в [2, 3, 4] подход, основывающийся на 
оценке значений показателя защищенности. 
Значение показателя защищенности нахо-
дятся исходя из геометрической интерпрета-
ции энергетических методов, предложенных 
группой Британский ученых, и базирующих-
ся на результатах аппроксимации экспери-
ментальных данных, полученных в ходе II 
мировой войны. Подробное изложение сути 
энергетических методов приведено в [5]. 
Значения показателя защищенности зависят 
от ряда факторов – характеристик конструк-
тивных элементов, на которые непосред-
ственно оказывается воздействие и парамет-
ров воздушной ударной волны.  
Целью настоящей работы является описание 
алгоритма работы программы «The calculation 
of the coefficient of security», позволяющей 
осуществлять подготовку решений по повы-
шению защищенности объекта экономики к 
воздействию воздушной ударной волны. 
 
 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 
В качестве исходных параметров, влияющих 
на значения показателя защищенности, рас-
сматриваются: 
 количество базовых элементов (плита, ко-

лонна, балка, гибкая лента) и их кон-
структивные параметры (Х – половина ко-
роткого пролета плиты (м), E – модуль 
Юнга (Па), h – полная толщина (м), σy – 

предел текучести, напряжение (Па), ρ – 
плотность материала (кг/м3), A – площадь 
поперечного сечения балки (м2), b – ши-
рина балки (м), I – момент инерции попе-
речного сечения (м4), L – длина балки (м); 
Z – модуль пластического сопротивления 
(м3), Фp, Фi, αp, αi, ψp, ψi – безразмерные 
коэффициенты.) [5]; 

 сценарий применения средств поражения 
(тип применяемого средства поражения, 
масса тротилового эквивалента взрывча-
того вещества, расстояние от эпицентра 
взрыва до объекта воздействия, вид взры-
ва, тип подстилающей поверхности в слу-
чае контактного подрыва боеприпаса). 

Обозначим набор конструктивных парамет-
ров базового элемента за  
 

X={x1, x2 … xn}. 
 
При этом количество параметров, которые 
мы можем варьировать ограничено, как пра-
вило, двумя-тремя. 
В сценарии применения средств поражения 
конечными характеристиками представляю-
щими для нас интерес являются значения 
параметров воздушной ударной волны: из-
быточное давление (P, Па) и импульс (i, 
Па∙с), определяемые исходя из предлагаемо-
го сценария применения средств поражения 
по формулам представленным в [6]. 
По изложенной в [3] методике осуществля-
ется расчет значений показателя защищен-
ности и делается вывод о степени разруше-
ния базового элемента. 
Степень разрушения базовых элементов зда-
ния, сооружения определяется путем соотне-
сения полученных значений показателя за-
щищенности со шкалой оценки значений по-
казателя защищенности, пример построения 
которой, приведен в [3]. 
В зависимости от отнесения базовых элемен-
тов к той или иной степени разрушения на 
основании СП 165.1325800.2014 Инженерно-
технические мероприятия по гражданской 
обороне делается вывод о степени разруше-
ния всего рассматриваемого объекта. 
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Повышение защищенности объекта воздей-
ствия ударно волновой нагрузки достигается 
за счет реализации мероприятий по повыше-
нию показателя защищенности, за счет из-
менения набора конструктивных параметров 
базового элемента X. 
Автоматизация указанного поиска осу-
ществлена в ходе разработки сотрудниками 
лаборатории информационного обеспечения 
населения и технологий информационной 
поддержки РСЧС программы «The calcula-
tion of the coefficient of security» (далее в тек-
сте программа). При этом программой реша-
ется следующая задача: 
Для заданного сценария применения обыч-
ных средств поражения, из исходных данных 
базовых элементов необходимо среди изме-
няемых параметров X выбрать значения та-
ких, которые доставляют максимум функции 
защищенности, т.е. повышают защищен-
ность объекта экономики: 
 

k=f(X, P, i) → max                   (1) 
 

При ограничениях и допущениях: 
 

{

𝒙𝟏 𝒎𝒊𝒏 ≤ 𝒙𝟏 ≤ 𝒙𝟏 𝒎𝒂𝒙

𝒙𝟐 𝒎𝒊𝒏 ≤ 𝒙𝟐 ≤ 𝒙𝟐 𝒎𝒂𝒙

… … … … … … … … … …
𝒙𝒊 𝒎𝒊𝒏 ≤ 𝒙𝒊 ≤ 𝒙𝒊 𝒎𝒂𝒙

    

𝒄𝒙𝟏
+ 𝒄𝒙𝟐

+. . . +𝒄𝒙𝒊
+ 𝒄𝒚𝟏

+ 𝒄𝒚𝟐
≤ 𝒄𝒎𝒂𝒙        (2) 

 
где xi max – максимальные значения изменяе-
мых параметров; xi min – минимальные значе-
ния изменяемых параметров; сxi, сyj – денеж-
ные затраты при оптимизации изменяемых 
параметров; сmax –ограничения финансирова-
ния мероприятий повышения защищенности. 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 
 
В общем виде алгоритм повышения защи-
щенности объекта, реализованный в про-
грамме схематично показан на рис. 1. 
В качестве примера расчета рассмотрим од-
ноэтажный опасный производственный объ-
ект, представленный на рис. 2. 
Ранее в работе [3] данный объект уже рас-
сматривался, соответственно значения ха-
рактеристик базовых элементов принимаем 
равными уже рассмотренным. 
В программе осуществлялся ряд последова-
тельных операций: 
1. Запуск программы: 
2. Выбор количества базовых элементов, со-

ставляющих объект воздействия (рис. 3). 
3. Выбор средства поражения, либо ввод 

тротилового эквивалента взрыва (рис. 4). 
4. Выбор типа подстилающей поверхности, 

на которой происходит взрыв и удаления 
объекта от эпицентра взрыва (рис. 5). 

5. Формирование ограничений по финан-
совым ресурсам и стоимостей изменения 
конструктивного параметра (рис. 6). 

6. Определение конструктивных парамет-
ров базовых элементов (рис. 7). 

7. Расчет значений показателя защищенно-
сти для базовых элементов (рис. 8). 

8. Расчет рациональных значений кон-
структивных характеристик для базовых 
элементов (рис. 9). 

В качестве применяемого метода решения 
задачи нелинейного программирования в 
программе реализован метод обобщенного 
приведенного градиента, основанный на со-
кращении размерности задачи с помощью 
представления всех переменных через мно-
жество независимых переменных. 
Метод обобщенного приведенного градиен-
та заключается в последовательном выпол-
нении следующих операций: 
1. Преобразование ограничений (2) из не-

равенств в равенства путем ввода базис-
ных переменных. 

 

k=f(X, P, i) → max  
 

(1) 

{

𝒙𝟏 𝒎𝒊𝒏 ≤ 𝒙𝟏 ≤ 𝒙𝟏 𝒎𝒂𝒙

𝒙𝟐 𝒎𝒊𝒏 ≤ 𝒙𝟐 ≤ 𝒙𝟐 𝒎𝒂𝒙

… … … … … … … … … …
𝒙𝒊 𝒎𝒊𝒏 ≤ 𝒙𝒊 ≤ 𝒙𝒊 𝒎𝒂𝒙

    
(2) 

𝒄𝒙𝟏
+ 𝒄𝒙𝟐

+. . . +𝒄𝒙𝒊
+ 𝒄𝒚𝟏

+ 𝒄𝒚𝟐
≤ 𝒄𝒎𝒂𝒙 
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Рисунок 1. Алгоритм повышения защищенности, реализованный  

в «The calculation of the coefficient of security». 
 

 
Рисунок 2. Схема опасного производственного объекта. 
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Рисунок 3. Рабочее окно программы с количеством базовых элементов. 

 

 
Рисунок 4. Рабочее окно программы с выбором средства поражения. 

 

 
Рисунок 5. Рабочее окно программы с графой выбора расстояния до эпицентра взрыва. 

 

  
Рисунки 6. Рабочее окно программы с графами стоимости изменения конструктивных  

параметров и финансовых ограничений. 
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Рисунок 7. Рабочее окно программы с заданными характеристиками базовых элементов. 

 

 
Рисунок 8. Рабочее окно программы с рассчитанными значениями показателя  

защищенности базовых элементов. 
 

 
Рисунок 9. Рабочее окно программы с рассчитанными рациональными значениями  

характеристик базовых элементов. 



О методике повышения защищенности объекта экономики от воздействия воздушной ударной волны 

Volume 14, Issue 1, 2018 161 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. Разделение переменных на 2 группы: ба-
зисные переменные xB  и независимые 
переменные xN. 

3. Нахождение значений градиента в 
начальной точке (исходные значения 
конструктивных характеристик базового 
элемента): 

 

∇𝑘(x𝑘) = (
∂𝑘

∂𝑥1
;

∂𝑘

∂𝑥2
… 

∂𝑘

∂𝑥𝑘
) (3) 

 
4. Нахождение значений приведенного 

градиента: 
 

𝑟𝑇 = ∇𝑘(𝑥𝑘)𝑇 − ∇𝐵𝑘(x𝑘)𝑇𝐵−1𝐴 (4) 
 
где ∇𝐵𝑘(x𝑘) – градиент функции по ба-
зисным переменным; A – матрица порядка 
mxn где m-число строк, а n-число перемен-
ных в ограничениях 2; B – неособенная мат-
рица порядка mxm. 
5. Нахождение вектора направления спуска 

при оптимизации: 
 

𝑑𝑘 = {
−𝑟,  если  𝑟 ≤ 0

−𝑋 ∙ 𝑟, если  𝑟 > 0
 (5) 

 
6. Находение значения размера шага опти-

мизации λmax: 
 

𝑙+1 = min
1≤𝑙≤𝑛

{−
𝑥𝑙𝑘

𝑑𝑙𝑘
: 𝑑𝑙𝑘 < 0}  (6) 

 
7. Определение следующей точку и значе-

ния целевой функции в точке: 
 

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝑘+1𝑑𝑘 (7) 
𝑘 = 𝑓(x𝑘+1) (8) 

 
8. В случае если точка является точкой Ку-

на Такера – то найдено максимальное 
значение целевой функции при заданных 
ограничениях, если нет, то итерации по-
вторяются с 6 шага [7].  

При этом, исходя из рассчитанных рацио-
нальных конструктивных параметров, про-
граммой осуществляется подбор мероприя-

тий по их реализации (выбор класса армату-
ры, марки бетона и т.п.). 
Программа по анализу степени разрушения 
опасно-производственных объектов «The cal-
culation of the coefficient of security» разрабо-
тана в среде Visual Studio 2017 на языке C#. 
 
 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
В работе показан пример реализации алго-
ритма поиска рационального решения для 
защиты опасных производственных объектов 
от воздействия воздушной ударной волны 
обычных средств поражения, основанного на 
использовании показателя защищенности. 
Приведен пример программы - «The calcula-
tion of the coefficient of security», реализую-
щий указанный алгоритм. Одним из досто-
инств реализуемого алгоритма является учет 
сценариев применения различных средств 
поражения, который позволит осуществлять 
выбор значений конструктивных парамет-
ров, основываясь на анализе применения 
средств поражения иностранными государ-
ствами. Кроме того, существует возмож-
ность определять стоимость проведения ме-
роприятий по изменению конструктивных 
параметров базовых элементов и решения 
задачи повышения защищенности при огра-
ничении финансовых ресурсов. 
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ЖЕСТКОЕ И НЕЖЕСТКОЕ КИНЕМАТИЧЕСКОЕ  
ВОЗДЕЙСТВИЕ ДЛЯ МНОГООПОРНОЙ СИСТЕМЫ:  

ЕЩЕ РАЗ О РОЛИ ДЕМПФИРОВАНИЯ В ДИНАМИЧЕСКИХ 
НАГРУЗКАХ ПРИ РАСЧЕТЕ НА СЕЙСМИЧЕСКИЕ  

ВОЗДЕЙСТВИЯ 
 

А.Г. Тяпин 
Атомэнергопроект, г. Москва, РОССИЯ 

 
Аннотация: В статье обсуждаются вопросы вывода уравнений движения для линейных расчетов соору-
жений на сейсмические воздействия. Статья продолжает ранее начатую дискуссию: автор не согласен с 
предложением коллег по включению в правую часть уравнений движения, описывающую динамические 
нагрузки, матрицы демпфирования. Эти возражения относятся к самому распространенному случаю 
«жесткого» движения нескольких опор. В настоящей статье автор воспроизводит логику вывода уравне-
ний движения для общего случая «нежесткого» движения опор и указывает момент при выводе уравне-
ний, когда оппонентами нарушается физическая логика перехода к «жесткому» движению опор, как к 
частному случаю «нежесткого» движения. По мнению автора, ошибка заключается в использовании мо-
дели демпфирования Рэлея для правой части уравнения движения. Это противоречит физической логике, 
поскольку демпфирование в модели Рэлея не является целиком «внутренним»: оно благодаря участию 
матрицы масс работает на жестких смещениях системы, в отличие от внутреннего демпфирования.  

 
Ключевые слова: сейсмическая реакция, модель демпфирования Рэлея, многоопорные системы 

 
 

RIGID AND NON-RIGID KINEMATIC EXCITATION  
FOR MULTIPLY-SUPPORTED SYSTEM:  

ONCE MORE ABOUT THE CONTRIBUTION OF DAMPING  
TO THE DYNAMIC LOADS IN SEISMIC ANALYSIS 

 
Alexander G. Tyapin 

Atomenergoproject, Moscow, RUSSIA 
 

Abstract: Development of linear equations of motion for seismic analysis is discussed in the paper. The paper 
continues the discussion: the author does not agree with colleagues putting damping matrix into the right-hand 
part of the equation of motion describing dynamic loads. This disagreement refers to the most popular case of 
“rigid” motion of multiple supports. In this paper the author follows the logic of general “non-rigid” support mo-
tion and points out a step in the equation development when the transition to “rigid” support motion (as a partic-
ular case of “non-rigid” motion) is spoiled by the opponents. In the author’s opinion, the mistake is in the im-
plementation of the Rayleigh damping model for the right-hand part of the equation. This is in the contradiction 
with physical logic, as damping in the Rayleigh model is not really “internal”: due to the participation of mass 
matrix it works on rigid displacements, which is impossible for internal damping.  

 
Keywords: seismic response, Rayleigh damping model, multiply-supported systems 

 
 

14 февраля 2018 года в Российской Акаде-
мии Архитектуры и Строительных Наук со-
стоялись VII Золотовские чтения. На них, в 
частности, обсуждались вопросы, затрону-

тые автором в статье [1]. Прошедшее обсуж-
дение не привело участников дискуссии к 
согласию, однако позволило, по мнению ав-
тора, локализовать и прояснить предмет раз-
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ногласий. Это поможет сделать дальнейшее 
обсуждение более сфокусированным. По-
скольку вопрос вызвал интерес и других 
специалистов, считаю полезным продолжить 
его публичное обсуждение. 
Сначала комментарий о терминологии (об-
суждение терминологии не решает вопросов 
по существу, но способно прояснить предмет 
спора). В Стандартах (например, [2, 3]) при-
нято говорить об «одноопорных» и «много-
опорных» системах. В буквальном смысле 
слова это разграничение, на мой взгляд, в 
наши дни устарело: времена одноопорных 
«шашлычных» консольных моделей соору-
жений давно ушли в прошлое. С точки зре-
ния количества опор – т.е. узлов моделей, на 
которые подается кинематическое возбужде-
ние при расчете на сейсмические воздействия 
в абсолютных перемещениях, – практически 
все современные модели сооружений явля-
ются многоопорными. Автор в [4] предложил 
термин «платформенные модели», понимая 
под «платформой» в широком смысле слова 
как раз множество узлов, движение которых 
задается в качестве кинематического воздей-
ствия на систему. Почему понадобился но-
вый термин, почему просто не оставить тер-
мин «многоопорные»? Потому, что множе-
ство рассматриваемых опор не обязательно 
конечное или даже счетное, – это может быть 
некоторая сплошная поверхность, которую 
не обязательно дискретизировать конечной 
сеткой. Определение «много» для точек 
сплошной поверхности, на мой взгляд, не со-
всем удачно. Впрочем, чтобы не сбивать фо-
кус дискуссии, автор в данной статье будет 
говорить не о движении платформы, а о дви-
жении некоторого множества опор. 
Реальное разграничение расчетных схем 
проходит сегодня не по количеству опор с 
заданным их движением, а по характеру это-
го задаваемого движения. Движение опор, 
задаваемое расчетчиком, может быть либо 
«жестким», либо «нежестким». В первом 
случае движение всех опор определяется 
движением одной «контрольной» точки (в 
общем случае по шести степеням свободы), а 

также положением всех опор в пространстве 
относительно этой «контрольной» точки. Ес-
ли движение контрольной точки чисто по-
ступательное, то «жесткое» движение всех 
опор будет просто повторять движение кон-
трольной точки по всем трем поступатель-
ным направлениям. Но «жесткое» движение 
может быть и вращательным – в этом случае 
движение опор будет не просто иметь угло-
вые компоненты (одинаковые для всех 
опор), но поступательные перемещения раз-
ных опор будут разными: поступательные 
движения каждой опоры будут зависеть от 
координат этой опоры. Ситуация с жестким 
движением опор близка к одноопорной ситу-
ации: действительно, можно мысленно свя-
зать все опоры невесомыми абсолютно жест-
кими балками с «контрольной точкой» и за-
давать движение только в ней, как в един-
ственной опоре, – от этого физически ничего 
не изменится. 
Понятно, что у одноопорной системы дви-
жение единственной опоры всегда «жест-
кое». Для многоопорной системы ситуации 
на практике бывают разными. В сейсмиче-
ских расчетах большинства сооружений 
движение опор принимается «жестким» (при 
этом фундамент сооружения может быть по-
датливым, а опоры системы «сооружение-
основание» могут располагаться под грунто-
выми пружинами). Однако имеются и ис-
ключения – скажем, движение разных опор 
мостов обычно не задается «жестким». По-
хожая ситуация у российских атомщиков 
возникает с т.н. «транспортным порталом» - 
специальной конструкцией, опирающейся с 
одной стороны на здание реакторного отде-
ления, а с другой стороны – на П-образную 
конструкцию (собственно портал), стоящую 
на отдельном фундаменте. Фундамент пор-
тала не связан жестко с фундаментом реак-
торного отделения, так что движение опор 
такой конструкции не является жестким. 
Еще один пример «нежесткого» движения 
опор – трубопровод, раскрепленный на раз-
ных отметках сооружения.  
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Исторически сложилось так, что когда, к 
примеру, в Стандартах [2, 3] говорится о 
«многоопорных системах», в реальности 
речь идет не о количестве опор, а именно о 
«многоопорных системах с нежестким дви-
жением опор». Этот нюанс терминологии 
полезно помнить. 
Ситуации с жестким и нежестким движени-
ем опор различаются по важному признаку. 
В каждый момент времени можно опреде-
лить квазистатическое перемещение всей 
системы «вместе с опорами» - как для жест-
кого, так и для нежесткого движения опор. 
Если движение опор жесткое, то принципи-
ально важно, что это перемещение системы в 
целом тоже будет «жестким». Система полу-
чит перемещения (в общем случае включа-
ющие и повороты), но не получит деформа-
ций – она будет двигаться как жесткое целое. 
Внутренние усилия при таких перемещениях 
будут нулевыми как раз из-за нулевых де-
формаций. Принципиально важно также от-
метить, что при нулевых деформациях нуле-
выми будут не только усилия, порождаемые 
жесткостью конструкций, но и усилия, по-
рождаемые внутренним демпфированием в 
системе, независимо от его природы (к при-
меру, от того, вязкое или гистерезисное 
демпфирование рассматривается в расчетах). 
Если движение опор нежесткое, то в каждый 
момент времени тоже можно вычислить ква-
зистатическое (определяемое только жестко-
стью системы и перемещениями опор) дви-
жение системы вместе с опорами. Однако в 
этом движении система будет не только по-
ступательно смещаться и поворачиваться как 
жестко целое, но еще и деформироваться. В 
общем случае эти деформации будут зави-
сеть от времени, так что появятся внутрен-
ние усилия от внутреннего демпфирования 
(и от жесткости конструкций, разумеется). 
При правильном моделировании должен ре-
ализоваться физически очевидный предель-
ный переход: если в качестве специального 
частного случая «нежесткого» движения 
опор задать «жесткое» движение тех же 
опор, то в системе при квазистатических пе-

ремещениях вместе с опорами должны ис-
чезнуть внутренние усилия - как от жестко-
стей конструкций, так и от внутреннего 
демпфирования. 
Эти соображения представляются физически 
очевидными. Теперь вернемся к сути дис-
куссии о роли демпфирования в сейсмиче-
ских нагрузках. Напомним о введенных в [1] 
обозначениях. Полный столбец абсолютных 
перемещений узлов системы U+ состоит из 
двух частей: столбца U перемещений неопо-
рных узлов и столбца Ub перемещений опор-
ных узлов: 
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Вводится столбец R+ квазистатических пе-
ремещений системы «вместе с опорами». 
Этот столбец также состоит из двух частей:  
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Выражение «вместе с опорами» означает, 
что Rb=Ub. В отличие от [1], будем в данной 
статье считать перемещение опор «нежест-
ким». Поскольку это квазистатические пере-
мещения, можно записать статическое урав-
нение равновесия для неопорных узлов в 
каждый момент времени 

 
bsb RKRK                        (3) 

 
Здесь Ksb – верхний недиагональный блок 
полной матрицы жесткости K+, связываю-
щий неопорные узлы с опорными узлами; K 
– верхний диагональный блок полной мат-
рицы жесткости системы K+, относящийся к 
неопорным узлам.  
Относительные перемещения X+ введем как 
разницу между абсолютными перемещения-
ми U+ и квазистатическими перемещениями 
R+: 
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Из принятого выше условия движения «вме-
сте с опорами» следует, что  
 

Xb(t)=0. 
 
Повторим вывод уравнений движения из [1], 
учитывая на этот раз «нежесткость» движе-
ния опор. Как и в [1], уравнение движения 
рассматриваемой линейной системы в непо-
движной системе координат и в абсолютных 
перемещениях имеет вид 
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    (5) 

 
Нетривиальным здесь является только вектор 
внешних сил Q(t). Физическая природа его 
проста: для всех узлов, не относящихся к 
опорным, его элементы равны нулю (на неопо-
рные узлы внешние силы не действуют), а для 
опорных узлов внешние силы должны быть 
такими, чтобы обеспечить ранее заданное дви-
жение этих узлов [Ub(t)]. Таким образом, 
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Как мы увидим дальше, определять этот век-
тор более детально нам и не понадобится, 
поскольку движение опорных узлов известно 
до расчета системы (оно задано в качестве 
кинематического возбуждения). 
Теперь начнем преобразовывать уравнение 
(5). Сначала используем разложение (4) пол-
ных перемещений U+ в сумму квазистатиче-
ских перемещений R+ и относительных пе-
ремещений X+. Относительные перемещения 
и их производные по времени оставим в ле-
вой части, а квазистатические перемещения 

и их производные по времени перенесем в 
правую часть уравнения: 
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Сразу сделаем следующий шаг – отбросим в 
матричной системе (7) последние уравнения, 
относящиеся к движению опорных узлов. 
Главное для нас – аккуратно учесть все чле-
ны в оставшихся уравнениях. В левой части 
(7) нижняя часть столбца относительных пе-
ремещений вместе с их производными по 
времени тождественно равна нулю – в мат-
ричных произведениях она не даст вклада в 
оставшиеся уравнения. Это означает, что в 
левой части (7) мы можем просто убрать 
верхний индекс «+» как во всех трех матри-
цах, так и в столбцах, на которые они умно-
жаются. Это соответствует уменьшению 
размера матриц и столбцов. Теперь обратим-
ся к правой части (7). В первом слагаемом 
верхняя часть столбца внешних сил [Q+], как 
указывалось выше в формуле (6), равна нулю 
(неопорные узлы не нагружены внешними 
силами). Нижняя ненулевая часть столбца 
внешних сил Qb при сокращении размера си-
стемы просто выбрасывается вместе с соот-
ветствующими уравнениями, так что этот 
слагаемый в правой части после сокращения 
системы исчезает. Последний слагаемый в 
правой части (7) после отбрасывания по-
следних уравнений тоже окажется равен ну-
лю в силу квазистатического уравнения рав-
новесия (3) – читатель может сам расписать 
это матричное произведение по блокам. 
Остальные слагаемые в правой части (7) 
придется просто честно расписать по прави-
лам матричного умножения. В итоге полу-
чится новое матричное уравнение движения 
с уменьшенными размерами всех матриц и 
столбцов: 
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Пока преобразования были чисто формаль-
ными и потому математически точными. Не-
сложно показать, что они с точностью до 
обозначений соответствуют формулам, при-
веденным в статье В.А.Семенова и др. [5]. 
Для полной аналогии достаточно выразить 
квазистатические перемещения неопорных 
узлов R через перемещения опорных узлов 
Rb с использованием уравнения (3): 
 
             sbb KKTRTR 1;                    (9) 

 
После этого уравнение движения (8) можно 
переписать в виде 
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Это уравнение по форме полностью соответ-
ствует уравнению из [5]. 
Но с этого места как раз и начинаются разно-
гласия. Автор этих строк убежден и продол-
жает настаивать на том, что в случае «жест-
кого» перемещения опор Rb последний слага-
емый в круглых скобках в правой части (8) 
должен быть равен нулю. В.А.Семенов со-
глашается с этим для частного случая, когда 
демпфирование пропорционально жесткости. 
Но автор уверен, что на самом деле пропор-
циональность демпфирования жесткости 
здесь не причем. Дело в принципе: если пе-
ремещения опор Rb жесткие, то и перемеще-
ния неопорных узлов R, как указывалось в 
начале статьи, тоже жесткие. В этом случае в 
последнем слагаемом в круглых скобках в 
правой части (8) мы видим просто первые 
строки матричного произведения полной 
матрицы демпфирования [C+] на полный 
столбец жестких скоростей (состоящий из 
жестких скоростей как неопорных, так и 
опорных узлов). Это матричное произведе-
ние равно нулю по физическим соображени-
ям в силу самого определения внутреннего 
демпфирования – еще до рассмотрения лю-
бых механизмов и моделей демпфирования. 

Автор предлагает читателю ввести в любую 
реальную модель многоопорной системы лю-
бое множество вязких демпферов с любыми 
параметрами (не пропорциональными пара-
метрам жесткости) между любыми узлами, 
расписать матрицу демпфирования через вяз-
кости введенных демпферов и убедиться в 
том, что при жестких перемещениях опор 
второй слагаемый в круглых скобках в правой 
части (8) всегда равен нулю. 
Таким образом, само по себе уравнение (8) 
при физичных моделях демпфирования, как и 
положено, обеспечивает тот самый предель-
ный переход от нежесткого движения к жест-
кому движению опор, о котором говорилось 
выше. К уравнению (8) (и к уравнению (10) 
как к его следствию) у автора претензий нет – 
претензии появляются на следующем шаге. 
В.А.Семенов после вывода аналога уравнения 
(10) еще до предельного перехода к жесткому 
движению опор вводит в правую часть урав-
нения (10) рэлеевскую модель демпфирова-
ния, т.е. известное конкретное выражение для 
матрицы демпфирования  

 
                    ][][][   KMC                 (11) 
 
Именно после этого за счет нефизичности 
модели Рэлея, о которой автор писал в [1], 
оказывается, что предельный переход к 
жесткому движению опор уже «испорчен». 
Второй слагаемый в круглых скобках в пра-
вой части (8) даже после перехода к жестко-
му движению опор теперь в ноль не обраща-
ется из-за работы матрицы масс в (11) на 
жестких перемещениях (в этом, собственно, 
и заключается нефизичность модели Рэлея). 
Как следствие, в наиболее распространенных 
случаях жесткого движения опор при сей-
смических расчетах типичных сооружений 
возникают дополнительные составляющие 
сейсмической нагрузки, которые требуют 
изменения армирования и пр. По мнению 
автора этих строк, это чисто паразитический 
эффект, связанный только с нефизичностью 
модели Рэлея. Его ничего не стоит избежать 
в случае жесткого движения опор, просто 
вычеркнув второй слагаемый в круглых 
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скобках из правой части (8) до конкретиза-
ции модели внутреннего демпфирования. 
Рэлеевскую модель демпфирования при же-
лании можно использовать, но только в ле-
вой части уравнения движения (8). Таким 
образом, отсутствие демпфирования в пра-
вых частях уравнений движения в Стандар-
тах [2,3] – вовсе не «наследие старины» (в 
отличие от отсутствия недиагонального бло-
ка матрицы масс в первом слагаемом в пра-
вой части (8)); оно физически обосновано 
для типичного случая, когда движение опор 
«жесткое». 
Но что делать в тех не очень частых случаях, 
когда движение опор все-таки нежесткое (см. 
примеры, приведенные выше)? Ведь в этих 
случаях демпфирование действительно фи-
зически влияет на нагрузки в правой части 
уравнения движения! Автор считает, что ис-
пользовать модель Рэлея в правой части (8) и 
в таких случаях тоже некорректно; он в по-
добных случаях обращается к расчету в ча-
стотном диапазоне (это расчет с использова-
нием преобразования Фурье; не путать с ли-
нейно-спектральным расчетом!), где матери-
альное демпфирование задается комплекс-
ным модулем упругости. Влияние демпфи-
рования на нагрузки в таком случае действи-
тельно существует и учитывается в расчетах, 
но не по модели Рэлея. Но количество таких 
случаев, повторим, не очень велико – сейчас 
важнее решить, что мы делаем в массовых 
типовых расчетах с жестким движением 
опор. Именно об этом идет дискуссия. 
Автор готов свернуть дискуссию и публично 
извиниться перед оппонентами в том случае, 
если кто-то продемонстрирует на любом 
примере ненулевой вклад внутреннего 
демпфирования в динамические нагрузки в 
правой части уравнения движения при жест-
ком движении опор, используя любую физи-
чную модель демпфирования (например, не-
кую систему вязких демпферов, пластичных 
демпферов и т.п.).  
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ПРОБЛЕМЫ И ЗАДАЧИ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 
 

В.А. Шабанов 
Самарский государственный технический университет, г. Самара, РОССИЯ 

 
Аннотация: В статье рассматривается классическая гидродинамическая теория фильтрации. Рассматри-
ваются модели грунта, жидкости и характер течения жидкости, легшие в основу создания классической 
теории фильтрации. Также рассматриваются допущения, принятые для линеаризации уравнений. Оцени-
вается область применения классической теории фильтрации. Предложена новая модель фильтрации че-
рез пористую среду, основанная на применении законов теоретической механики. В основу положена 
классическая модель грунта: грунт состоит из капилляров с параллельными осям, по которым движется 
жидкость. Для задач инфильтрации выведены уравнения движения. Рассмотрены частные случаи неста-
ционарного движения конечного объема жидкости. Приведен численный пример машинного экспери-
мента. 
 

Ключевые слова: гидромеханическая теория фильтрации, ламинарное движение, закон Дарси,  
нестационарная фильтрация, модель грунта, конечный объём жидкости 

 

 

PROBLEMS OF NONSTATIONARY FILTRATION 
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Abstract: The article deals with the classical hydrodynamic theory of filtration. Discusses models of soil, fluid 
and nature of fluid flow that formed the basis for the creation of the classic filtration theory. Also discusses the 
assumptions made for the linearization of the equations. Evaluated the scope of the classical filtration theory. 
Proposed a new model of filtration through a porous medium, based on the application of the laws of theoretical 
mechanics. It is based on the classical model of soil: the soil is composed of capillaries with ..parallel axes, in 
which the liquid moves. For tasks of infiltration equations of motion. Considered special cases of unsteady mo-
tion of a finite volume of liquid. Numerical example a machine experiment. 
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В последнее время участились процессы, 
связанные с затоплением территорий, ава-
рийных разливов жидкостей по поверхности 
земли и т.п. В связи с нестационарностью 
этих процессов возникла необходимость раз-
работки новых моделей инфильтрации жид-
кости в грунт. 
Рассмотрим процесс проникновения тяжелой 
вязкой жидкости в пористую среду, причем 
сначала рассмотрим этот процесс с позиций 
классической теории фильтрации, следуя, в 
частности, [1-5]. 
Классическая теория фильтрации базируется 
на моделях теории сплошной среды, считая 
постоянными свойства жидкости (плотность 

ρ и вязкость μ) и  пористой среды (пори-
стость m и коэффициент фильтрации k). Ре-
шение задач сводится решению трех уравне-
нии движения и уравнения неразрывности. 
Рассмотрим частный случай – движение 
вдоль оси у. [1]. 
Возьмем одно уравнение движения в общем 
случае с инерционными членами (ось y 
направлена вниз). 
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y
vy                              (2) 

 
Из уравнения (2) видно, yv зависит только от 
y. А также, учитывая, что истинная скорость 
движения жидкости в порах равна  
 

v
m

v y
1

 , 

 
получим из (1):  
 

v
k
gg

y
p

dt
v

m





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



11           (3) 

 
m – пористость среды.  
В левой части уравнения стоит ускорение  
 

dt
v

m
1 , 

 
которым в классической теории пренебрега-
ют. 
Вводя понятие – напор  
 

y
g
ph 


 

 
и подставляя в (3) получим закон Дарси  
 

dy
dhkv  , 

 
т.е. закон Дарси применим и к неустановив-
шемуся движению, если пренебречь ускоре-
нием. Предположим теперь, что вода проса-
чивается в грунт под постоянным напором 
Н, причем в момент времени t она просочи-
лась на глубину y0 от границы водоема. 
Скорость фильтрации, при использовании 
вышеприведенной модели будет  
 

0

001
y

yhH
k

dt
dy

m
k 

           (4) 

 
Рисунок 1. Схема фильтрации [1]. 

 
Здесь, через kh ,обозначена высота капил-
лярного поднятия.  
Как видно из этой формулы, скорость филь-
трации изменяется по гиперболе и при воз-
растании 0y стремится коэффициенту филь-
трации. При стремлении 0y к нулю – ско-
рость неограниченно возрастает. 
Данные исследования выполнены для непре-
рывной среды, в гидромеханическом пони-
мании, при ламинарном течении и без учета 
сил инерции. Однако, на практике, встреча-
ются случаи пролива конечного объема жид-
кости на поверхность грунта, и эта жидкость 
фильтруется в грунт. Процесс имеет начало 
и конец, а масса жидкости конечна. Для ис-
следования подобных процессов модель 
сплошной среды не подходит. 
Нами разработана иная модель инфильтра-
ции. Основные положения её таковы:  
1) В качестве модели грунта принята модель 
идеального грунта. 
Поскольку движение вязкой жидкости до-
статочно хорошо изучено при определенных 
допущениях, а именно, для движения с ма-
лыми скоростями в прямолинейных призма-
тических каналах, поэтому в качестве моде-
ли для изучения законов фильтрации в грун-
те, принимается грунт, имеющий поры в ви-
де цилиндров с параллельными осями. Такой 
грунт называют идеальным [5]. 
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2) В качестве модели жидкости принята 
ньютоновская модель вязкой жидкости. 
3) Масса жидкости, участвующей в движе-
нии является переменной и конечной. 
4) Процесс протекает во времени, имеет 
начало и конец. 
5) При составлении уравнения движения ис-
пользуются модели и основные теоремы 
теоретической механики. 
Пусть на поверхности грунта находится вода 
(жидкость) слоем толщиной Δ, которая ин-
фильтрует вглубь под действием силы тяже-
сти. Толщина слоя жидкости на поверхности 
остается постоянной. Эти условия рассмот-
рены выше. 
В качестве модели грунта возьмем, как уже 
говорилось, модель идеального грунта с вер-
тикальными цилиндрическими круговыми 
порами диаметром d. Будем исследовать 
процесс проникновения жидкости в пору. 
Ось y направим вниз, а начало отсчета поме-
стим на поверхности грунт. 
Будем считать, что часть жидкости над по-
рой движется вместе с жидкостью в поре. 
Они образуют жидкий цилиндр высотой Δ+ 
y и диаметром d. По мере проникновения в 
пору масса цилиндра возрастает за счет при-
соединения частиц с поверхности. Присо-
единяющиеся частицы движутся нормально 
к оси y (рис. 2). 
 

 
Рисунок 2. Схема движения жидкости. 

 
На жидкий цилиндр, движущийся в поре, 
действуют силы: 

– Сила тяжести  

)(
4

2

ydgFg 


 ;          (6) 

 
– Силы вязкого трения, которые в общем 
случае можно представить в виде суммы 
двух составляющих, одна из которых - 1T - 
пропорциональна первой степени скорости, а 
вторая – 2T  пропорциональна квадрату ско-
рости [7]. Они также пропорциональны пло-
щади контакта жидкого цилиндра со стенка-
ми поры. 
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Коэффициенты 1R  и 2R  учитывают как 
свойства жидкости, так и свойства грунта. 
На жидкий цилиндр, поскольку движение его 
не стационарно, действуют и силы инерции. 
Поскольку масса цилиндра изменяется по 
мере проникновения жидкости в пору, будем 
рассматривать её (массу цилиндра) как мате-
риальную точку переменной массы [8]. 
Для определения силы инерции используем 
второй закон Ньютона в такой формулировке: 
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Дифференцируя уравнение по времени, по-
лучим: 
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Составим уравнение движения жидкого ци-
линдра переменной массы: 
 

FgTTFi  21   (13) 
 

Подставив выражения для действующих сил 
в (1), получим: 
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Разделив правую и левую части уравнения 
(2) на массу, что можно сделать, поскольку 
она всегда отлична от нуля, получим: 
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Это обыкновенное дифференциальное урав-
нение второго порядка с переменными ко-
эффициентами. В нем явно не присутствует 
переменная t  и, следовательно, оно допуска-
ет понижение порядка [10]. 
Введем новую переменную  
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Тогда  
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Подставив в уравнение (12), получим: 
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Получили уравнение первого порядка, т.н. 
уравнение Абеля второго порядка класса В. 
Исследуем решение на границах интервала. 
Пусть y достаточно велико и  
 

y . 
 
Тогда силами инерции можно пренебречь и 
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Уравнение (18) запишется так: 
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Получено общее равнение инфильтрации 
под действием гравитационных сил. 
Предположим, что имеет место линейная 
фильтрация – закон Дарси, который записы-
вается так  
 

kIv  . 
 
Здесь ,1I  градиент, k коэффициент 
фильтрации. Т.е. скорость течения в поре 
будет равняться истинной скорости течения,  
 

m
kp  . 

 
m  – пористость. 
Для рассматриваемого случая уравнение ин-
фильтрации запишется так 
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откуда  
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Если же имеет место квадратичная инфиль-
трация, то скорость инфильтрации определя-
ется законом Краснопольского  
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Из уравнения  
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Найдем 
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Подставим найденные значения сил сопро-
тивления в уравнение движения (18) 
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Теперь исследуем уравнение движения при 
малых значениях y . Предположим, что 
 

y  
 
 и имеет место квадратичная инфильтрация. 
При этих предположениях уравнение (9) за-
пишется так: 
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


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



  (27) 

 
В начальный момент влияние присоединен-
ной массы на движение невелико и им мож-
но пренебречь. Тогда уравнение движения 
будет: 
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Обозначим  
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        (29) 

 
И тогда  
 

.2 gyprp
dy
dp



             (30) 

 
При начальной скорости  
 

0)0( vv  , 
 
или  
 

0)0( vp  , 
 
уравнение (18) имеет решение вида: 

)exp(

0
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2

2

2

ry

v
r

yrerfg

p










 (31) 

 
Здесь )( rerf   функция ошибок. 
Численный эксперимент показал, что скоро-
сти инфильтрации и ускорения быстро ме-
няются. Эпюры скоростей и ускорения пред-
ставлены на рисунках 3 и 4. 
Из рисунков видно, что при глубине проник-
новения свыше миллиметра влияние ускоре-
ния становится малым и им можно прене-
бречь. 
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Рисунок 3. Эпюра скоростей. 

 

 
Рисунок 4. Эпюра ускорений. 

 
Соответственно для расчета скоростей мож-
но использовать упрощенное уравнение 
движения.(13) в общем виде: 
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А для ламинарного движения 
 

g
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  (33) 

 
Если же в вышерассмотренных уравнениях 
заменить   на my , то будет иметь место 
случай впитывания воды в грунт. 
Большие ускорения, большие градиенты мо-
гут вызвать уплотнение грунта, изменение его 
фильтрационных характеристик. Это под-
тверждено нашими исследованиями [7-9]. 
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ВЛИЯНИЕ ПОВЫШЕННЫХ ТЕМПЕРАТУР 
НА МЕХАНИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА БЕТОНА 

 
В.И. Андреев, Л.С. Полякова 

Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет,  
г. Москва, РОССИЯ 

 
Аннотация: В статье рассмотрено влияние повышенных температур в интервале от 20°С до 800°С на 
механические свойства бетонов: термическое расширение, модуль упругости, коэффициент поперечной 
деформации, прочность. Предложены функции, характеризующие зависимости механических характери-
стик бетона от температуры, а также функции, аппроксимирующие нелинейную диаграмму деформиро-
вания бетона при повышенных температурах. 

 
Ключевые слова: нелинейно упругий материал, неоднородность, бетон, повышенные температуры 

 
 

INFLUENCE OF ELEVATED TEMPERATURES  
ON MECHANICAL PROPERTIES OF CONCRETE 

 
Vladimir I. Andreev, Lyudmila S. Polyakova 

National Research Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 
 

Abstract: The paper considers the influence of elevated temperatures in the range from 20°C to 800°C in the 
mechanical properties of the concrete the thermal expansion, elastic modulus, shear deformation coefficient, 
strength. Functions describing the dependences of the mechanical characteristics of concrete on temperature as 
well as functions approximating the nonlinear diagram deformation of concrete at elevated temperatures are pro-
posed. 
 

Keywords: nonlinearity, inhomogeneity, concrete, elevated temperature 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 
В обычных условиях работы бетонные и 
железобетонные конструкции часто подвер-
гаются воздействиям не силового характера, 
вызывающим изменения их деформирован-
ного состояния. Действие температуры су-
щественно меняет характер работы соору-
жения. Под влиянием повышенных и отри-
цательных температур в сооружении возни-
кает неоднородность бетона, обусловленная 
изменением его свойств. 
Проблема расчета железобетонных соору-
жений с учетом температуры состоит в раз-
работке методов, учитывающих физическую 
нелинейность деформирования железобето-
на в условиях существенной неоднородно-

сти и анизотропии материала, а также осо-
бенности развития температурно-усадочных 
и упругих деформаций бетона. 
В статье приводится описание влияния по-
вышенных температур на механические 
свойства бетонов. В основном рассматрива-
ется диапазон температур от 20°С до 200°С, 
так как он охватывает широкую область 
эксплуатационных режимов работы железо-
бетонных конструкций. При более высоких 
температурах применяются специальные 
жаростойкие бетоны. 
Воздействие повышенных температур на 
бетон вызывает температурные деформации, 
изменение упругих характеристик (модуль 
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упругости, коэффициент поперечной де-
формации) и прочностных свойств материа-
ла, влияет на общую диаграмму деформиро-
вания бетона. 
 
 
1. ВЫНУЖДЕННЫЕ ДЕФОРМАЦИИ  

ОТ ТЕМПЕРАТУРНОГО ВОЗДЕЙ-
СТВИЯ 

 
Воздействие температуры на ненагружен-
ный бетон приводит к возникновению в нем 
температурных деформаций. Общая вели-
чина деформаций ненагруженного бетона 
при действии повышенных температур 
включает три вида деформаций – деформа-
ции усадки, обратимые и необратимые тем-
пературные деформации. Соответственно 
температурно-усадочные деформации бето-
на могут быть определены по формуле: 
 

( ) ( ) ( )ir r
T T T shrT T T      ,              (1) 

 
где ( )ir

T T  и ( )r
T T  - соответственно необра-

тимые и обратимые температурные дефор-
мации при нагреве бетона до температуры 
T ; ( )shr T  - деформации усадки бетона при 
повышенной температуре T . 
Необратимые температурные деформации 
определяются по формуле: 
 

( ) ( )ir ir
T T T T    ,                   (2) 

 
где ( )ir T  – коэффициент линейных необ-
ратимых температурных деформаций;  

0T T T   , где 0 20T   - значение нор-
мальной температуры. 
В общем случае значение коэффициента ir  
зависит от температуры, скорости нагрева и 
влажности бетона к началу нагрева. Однако 
для бетона, имеющего при нормальной тем-
пературе влажность, близкую к равновес-
ной, коэффициент ir  зависит только от 
температуры (рисунок 1) и аппроксимиру-
ется выражением: 

 
5( ) 1,35 10 exp( 0,027 )ir T T      ,      (3) 

 
В расчетах принимается, что необратимые 
температурные деформации полностью раз-
виваются в процессе первого кратковремен-
ного нагрева, за исключением температур 
нагрева до 90°С. Для этого диапазона ус-
ловно принимается, что в процессе первого 
нагрева развивается 50% необратимых де-
формаций, остальные – в течение после-
дующих 40 часов изотермических испыта-
ний [1]. 
 

 
Рисунок 1. Коэффициент линейных  

необратимых деформаций. 
 
Обратимые температурные деформации ха-
рактеризуются коэффициентом линейных 
обратимых температурных деформаций и 
определяются по формуле: 
 

( ) ( )r r
T T T T    ,                    (4) 

 
Коэффициент обратимой линейной темпера-
турной деформации бетона, имеющего 
влажность, равновесную со средой, зависит 
только от температуры (рис. 2) и аппрокси-
мируется выражением: 
 

5 8( ) 0,76 10 7,5 10 exp(0,02 )r T T          (5) 
 
Деформации усадки бетона определяются 
по формуле: 
 

shr U                         (6) 
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Рисунок 2. Коэффициент линейных  
обратимых деформаций. 

 
На всем диапазоне повышенных температур 
зависимость между коэффициентом линей-
ной усадки, температурой и влажностью бе-
тона может быть удовлетворительно ап-
проксимирована формулой [2]: 
 
             4

0( , ) 1,37 10T U T        

2 35,6 10 exp 2,5 10 U
T

        
           (7) 

 
где 0  - коэффициент линейной усадки при 
нормальной температуре (для тяжелого бе-
тона принимается 23 10 ); U - влажность 
бетона при повышенной температуре T. 
Таким образом формула (6) для повышен-
ных температур примет вид: 
 

( , )shr T U U    ,                  (8) 
 
Для достоверного определения усадочных 
деформаций бетона при действии повышен-
ных температур требуется достаточно точ-
ная исходная информация о полях распре-
деления влажности в бетоне рассчитывае-
мой конструкции при нормальной и повы-
шенной температурах. Если эта информация 
отсутствует, можно пользоваться упрощен-
ной методикой расчетного определения уса-
дочных деформаций. В этом случае в фор-
муле (8) параметры, являющиеся функция-
ми изменения влажности бетона, заменяют 

новыми параметрами, являющимися функ-
циями времени действия температуры. Под-
робно методика изложена в [3]. 
 
 
2. МОДУЛЬ УПРУГОСТИ 
 
Модуль упругости тяжелого бетона зависит 
в основном от температуры нагрева и прак-
тически не зависит от длительности ее дей-
ствия. При первом кратковременном нагре-
ве отмечается резкое уменьшение модуля 
упругости, которое в зависимости от темпе-
ратуры составляет 20-42%. Длительное изо-
термическое действие температуры не вы-
зывает дальнейшего изменения модуля уп-
ругости. Изменение начального модуля уп-
ругости бетона при повышенных темпера-
турах показано на рисунке 3 и описывается 
соотношением: 
 

 0,24
0 0( ) /E T E T T                (9) 

 
где 0E - модуль упругости при нормальной 
температуре 0 20T C  . 
 

 
Рисунок 3. Изменение модуля упругости 

бетона. 
 
 
3. КОЭФФИЦИЕНТ ПУАССОНА 
 
Коэффициент поперечных деформаций бе-
тона практически не зависит от температу-
ры и заметно снижается только при темпе-
ратурах, близких к 200°С (рис. 4). Эту зави-
симость можно описать формулой: 
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  2,54

0 0( ) 2,6 10 /T T T       ,        (10) 
 
где 0 0, 24  - коэффициент Пуассона при 
нормальной температуре 0 20T C  . 
 

 
Рисунок 4. Коэффициент поперечных  

деформаций. 
 
 
4. ДИАГРАММА ДЕФОРМИРОВАНИЯ 

БЕТОНА 
 
Прочность тяжелого бетона на осевое сжа-
тие при повышенных температурах зависит 
от температуры нагрева, длительности ее 
действия и режима испытания. Наибольшее 
снижение прочности отмечается при первом 
кратковременном нагреве. Длительное изо-
термическое действие повышенной темпе-
ратуры по сравнению с кратковременным 
нагревом приводит к росту прочности бето-
на. Остывание до нормальной температуры 
после кратковременного нагрева и длитель-
ной изотермической выдержки не вызывает 
дальнейшего изменения прочности бетона [4]. 
Для построения методики расчета напря-
женно-деформированного состояния желе-
зобетонных сооружений с учетом темпера-
турных воздействий необходимо иметь ана-
литические зависимости, описывающие 
полную диаграмму деформирования бетона 
при повышенных температурах. Диаграмма 
напряжений     определяется из опытов 
на одноосное сжатие, но в общем случае, 
для описания объемного напряженного со-
стояния, используется диаграмма i i  , 

связывающая интенсивности напряжений и 
деформаций. Для преобразования опытных 
данных деформирования бетона при сжатии 
в условиях повышенных температур в ре-
жиме длительного нагрева, полученных в 
[1], использовались формулы: 
 

i   ,   0

0

1 2
3i E
 

     ,              (11) 

 
Для аппроксимации нелинейной диаграммы 
деформирования удобно использовать зави-
симость с тремя константами [5]: 
 

i i iE A                      (12) 
 
где E - начальный модуль упругости, A - 
константа, имеющая размерность напряже-
ний,  - показатель степени. 
Данная зависимость позволяет достаточно 
точно аппроксимировать опытные данные и, 
кроме того, при 0i   автоматически пере-
ходит в закон Гука для линейно-упругого 
материала. 
Возникающая в результате воздействия по-
вышенных температур неоднородность бе-
тона учитывается заменой констант E, A, и  
на функции E(T), A(T) и (T). Полученные 
диаграммы деформирования хорошо ап-
проксимируются с помощью функций: 
 
                         0 0( ) / EkE T E T T  

 0 0( ) / AkA T A T T                (13) 

                         0 0( ) / kT T T     
 
со следующими значениями коэффициен-
тов: 
 

0E , 
MПa Ek  0A , 

MПa Ak  0 , 
MПa 

k  

1199 0,24 115000 1,028 1,821 0,062 
 
На рисунке 5 представлены диаграммы де-
формирования обычного бетона при повы-
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шенных температурах: 1 – кривая деформи-
рования бетона при 0 20T T C   , 2 – при 

60T C  , 3 – при 120T C  , 4 – при 
200T C  . 

 

 
Рисунок 5. Диаграммы деформирования 

обычного бетона в условиях повышенных 
температур, 20

ucs  - прочность бетона  
на сжатие при 20T C  . 

 
Бетонные и железобетонные конструкции, 
предназначенные для работы в условиях 
воздействия температур свыше 200 °C, вы-
полняются из жаростойкого бетона. В [6] 
приведены диаграммы деформирования жа-
ростойких бетонов трех различных составов 
при температурах до 800 °C в режиме дли-
тельного нагрева. Для жаростойкого бетона 
на портландцементе были получены диа-
граммы i i  , которые аппроксимируются 
зависимостью (12) с заменой констант E, A, 
и  на функции:  
 
           0,5 1,5

0 1 2( ) E EE T Е k T k T     , 
1,5 1,6

0 1 2( ) A AA T A k T k T           (14) 
            1,2 1,5

0 1 2( )T k T k T          
 
со следующими значениями коэффициен-
тов: 
 
 
 

0E , МПа 117100 

1Ek  -5911,3 

2Ek  4,8606 

0A , МПа 1826000 

1Ak  121792 

2Ak  -666,95 

0  1,43 
3

1 10k   1,395 
3

2 10k   -2,063 
 
На рисунке 6 представлены диаграммы де-
формирования жаростойкого бетона при по-
вышенных температурах: 1 – кривая дефор-
мирования бетона при 0 20T T C   , 2 – 
при 300T C  , 3 – при 800T C  . 

 

 
Рисунок 6. Диаграммы деформирования 

жаростойкого бетона на портландцементе 
в условиях повышенных температур. 

 
На рисунке 7 представлены диаграммы де-
формирования обычного и жаростойкого 
бетонов на одном графике. Для сравнения 
приведены кривые деформирования бетонов 
одного класса по прочности на сжатие при 
температурах 20T C   и 200T C  . На 
рисунке 7: 1 – кривая деформирования жа-
ростойкого бетона при 0 20T T C   , 2 – то 
же при 200T C  , 3 – кривая деформирова-
ния обычного бетона при 0 20T T C   , 4 – 
то же при 200T C  . 
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Рисунок 7. Диаграммы деформирования обычного и жаростойкого бетонов. 

 
 
Из графика видно, что при температурах до 
200°C прочность бетонов не снижается, но 
возрастают предельные деформации, при 
этом у обычного бетона значения предельных 
деформаций выше чем у жаростойкого. 
При повышении температуры свыше 200°C 
обычный бетон уже при температуре около 
400°C теряет основную часть своей прочно-
сти. При нагреве до 300°С несущая способ-
ность жаростойкого бетона снижается незна-
чительно. Нагрев жаростойкого бетона в ин-
тервале 300-800°С приводит к постепенному 
снижению прочности и при 800T C   оста-
ется около 20% начальной прочности. 
 
 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Полученные зависимости характеристик бе-
тона от температуры можно использовать для 
расчета бетонных и железобетонных конст-
рукций. Существует большая группа железо-
бетонных инженерных сооружений, подвер-
гающихся в процессе эксплуатации техноло-
гическому нагреву и действию наружных 
температур. К ним относятся дымовые трубы, 
силосы для хранения горячих продуктов, ре-
зервуары для нефти и нефтепродуктов, грану-
ляционные башни и ряд других сооружений. 
Жаростойкие бетоны и конструкции из них 
применяются при строительстве туннельных 
печей и футеровке вагонеток на предприятиях 
строительных материалов, фундаментов под 

промышленные печи и дымовые трубы, боро-
вов и дымовых труб, коксовых батарей, полов 
горячих цехов промышленных предприятий и 
т.п. Температурные воздействия для рассмат-
риваемых групп инженерных сооружений 
часто являются осесимметричными. Постоян-
ные и длительно действующие нагрузки так-
же для многих сооружений носят осесиммет-
ричный характер. В [7] предложен численный 
метод решения осесимметричных задач с уче-
том физической нелинейности и неоднород-
ности материала. 
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УШЕЛ ИЗ ЖИЗНИ ВИТАЛИЙ МИХАЙЛОВИЧ БОНДАРЕНКО 

 
22 февраля 2018 года на 93-м году ушел из жизни крупнейший ученый в области строитель-
ных конструкций, академик Российской академии архитектуры и строительных наук, Заслу-
женный деятель науки и техники РФ, Лауреат премии РФ в области науки и техники, Заслу-
женный инженер России, Почетный строитель России, Почетный работник высшего профес-
сионального образования РФ, почетный доктор и профессор ряда высших учебных заведе-
ний РФ, действительный член РИА, иностранный член Академии строительства Украины и 
Британского института гражданских инженеров, член международной ассоциации писателей 
и публицистов, доктор технических наук, профессор Виталий Михайлович Бондаренко. 
 

Виталий Михайлович – ветеран Великой Отечественной войны. Участвовал в Воронежском 
прорыве, битве на Курской дуге, в боях за освобождение Украины, Польши, Чехословакии, 
Германии. Награжден многочисленными орденами и медалями, в том числе орденом Отече-
ственной войны I степени, двумя медалями «За отвагу». 
 

Виталий Михайлович прошел славный жизненный путь: фронтовик – рабочий – инженер – 
руководитель строительных организаций – ученый – руководитель вуза и научно-проектного 
института – заведующий кафедрой, академик-секретарь Отделения строительных наук и ви-
це-президент РААСН. Но самое главное в его многогранной жизни и деятельности – это 
наука. Им были разработаны: прикладная теория режимного и наследственного силового со-
противления строительных конструкций, диссипативная теория силового сопротивления же-
лезобетонных конструкций и конструктивной безопасности сооружений. 
 

В.М. Бондаренко – автор более 400 научных трудов, в том числе учебников и учебных посо-
бий для вузов, монографий и книг исторического содержания. 
 

Родина высоко оценила заслуги Виталия Михайловича и в мирное время, отметив его дея-
тельность различными государственными наградами: орденом «За заслуги перед Отече-
ством» IV степени, персональной благодарностью Президента Российской Федерации «За 
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большой вклад в развитие отечественной фундаментальной строительной науки», Большой 
медалью РААСН. 
 

Светлая память о Виталии Михайловиче навсегда сохранится в наших сердцах. 
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УШЕЛ ИЗ ЖИЗНИ НИКОЛАЙ НИКОЛАЕВИЧ ШАПОШНИКОВ 

 
26 февраля 2018 года ушел из жизни член-корреспондент Российской академии архитектуры 
и строительных наук, доктор технических наук, профессор, академик Международной ака-
демии информатизации, лауреат премии им. Б.Г. Галеркина, Почетный строитель Москвы, 
Почетный железнодорожник РФ Николай Николаевич ШАПОШНИКОВ. 
 

Николай Николаевич создал школу по применению ЭВМ в строительной механике. Являлся 
автором первой в СССР публикации по реализации на ЭВМ метода конечных элементов 
(МКЭ).  
 

Н.Н. Шапошников на кафедре «Строительная механика» МИИТ организовал научную лабо-
раторию, где был разработан ряд программных комплексов (СПРИНТ, СУПЕР и др.), 
нашедших широкое применение при расчете строительных и машиностроительных кон-
струкций. 
 

Николай Николаевич являлся автором более 100 печатных трудов, 8 книг, подготовил более 
40 кандидатов и двух докторов наук. 
 

Н.Н. Шапошников был награжден медалью РААСН, медалями и дипломами ВДНХ. 
 

Светлая память о Николае Николаевиче навсегда сохранится в наших сердцах. 
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К ЮБИЛЕЮ ВИТАЛИЯ ИВАНОВИЧА КОЛЧУНОВА 
 
1 января 2018 года исполнилось 70 лет члену редакционного совета Международного научно-
го журнала “International Journal for Computational Civil and Structural Engineering”, академику 
РААСН, доктору технических наук, профессору, Заслуженному деятелю науки РФ, Почетному 
строителю России, Почетному работнику высшего профессионального образования РФ, заве-
дующему кафедрой уникальных зданий и сооружений Юго-Западного государственного уни-
верситета Виталию Ивановичу Колчунову. 
 

Виталий Иванович известный ученый в области теории и проектирования строительных кон-
струкций. Его научная деятельность связана с исследованиями и созданием новых энерго – и 
ресурсосберегающих эффективных пространственных конструкций сплошного и составного 
сечения из нелинейно – деформируемых анизотропных материалов (типа железобетон), раз-
витием теории, методов их расчета и рационального проектирования, а также исследованиями 
конструкционной безопасности и живучести строительных систем при проектных и запро-
ектных воздействиях. Результаты его исследований включены в нормативно – инструктивные 
документы и нашли отражение более чем в 300 научных работах, в том числе 12 книгах. Он 
автор ряда новых эффективных конструкций, с применением которых построены здания с 
общей площадью более 300 тыс. кв.м. Работа профессора В.И. Колчунова в строительной 
науке и подготовке высококвалифицированных специалистов отмечена медалью и дипломом 
РААСН, медалями ВДНХ СССР и ВВЦ России, благодарностью руководителя Федерального 
агентства РФ по образованию, Почетными грамотами Губернатора Орловской области, ди-
пломами «Лучший изобретатель Орловской области». Виталий Иванович является экспертом 
ВАК России, экспертом ГУ РИНКЦ, главным редактором серии «Строительство. Реконструк-
ция», членом многих редколлегий центральных и вузовских научно-технических журналов и 
сборников, входит в состав нескольких научно технических советов.  
 

Желаем Вам, Виталий Иванович, крепкого здоровья, благополучия, большого счастья и 
дальнейших творческих успехов! 
 

 
Редакционный Совет международного научного журнала   

“International Journal for Computational Civil and Structural Engineering” 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering, 14(1) 188-188 (2018) 

188 

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

К ЮБИЛЕЮ СЕРГЕЯ ВИКТОРОВИЧА ФЕДОСОВА 
 
03 марта 2018 года исполнилось 65 лет члену редакционного совета Международного науч-
ного журнала “International Journal for Computational Civil and Structural Engineering”, акаде-
мику РААСН, доктору технических наук, профессору, заслуженному деятелю науки РФ, по-
четному работнику высшего профессионального образования РФ, почетному строителю Рос-
сии, лауреату премии Правительства РФ в области науки и техники, лауреату Государствен-
ной премии Республики Марий Эл в области архитектуры и строительства, заведующему 
кафедрой, президенту Ивановского государственного политехнического университета Сер-
гею Викторовичу Федосову. 
 

С.В. Федосов широко известен как ученый, педагог, организатор и общественный деятель. 
Основные направления научной деятельности Сергея Викторовича – тепломассообменные 
процессы в технологиях производства строительных материалов и изделий, нанотехнологии 
в структурообразовании композит-бетонов с использованием импульсных, механических и 
механохимических методов активации. Результаты его исследований отражены в более 530 
опубликованных научных трудов, включая 17 монографий, 21 авторское свидетельство, 13 
учебных пособий, 17 патентов на изобретения. Подготовил 22 доктора наук и 67 кандидатов 
наук.  
 

С 1996–2012 годы С.В. Федосов занимал пост ректора Ивановского государственного архи-
тектурно-строительного университета (ИГАСУ). Он – основатель научных школ Ивановско-
го государственного политехнического университета (ИВГПУ) «Физико-химические и мате-
матические аспекты строительного материаловедения и технологий»; «Разработка новых 
строительных материалов на базе прогрессивных энерго- и ресурсосберегающих технологий 
с использованием техногенных отходов», «Термическая обработка материалов в технологи-
ческих процессах», «Процессы коррозионной деструкции строительных материалов и борьба 
с ними».  
 

С.В. Федосов также является членом президиума комитета Российского Союза НИО по про-
блемам сушки и термовлажностной обработки материалов, первым заместителем главного 
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редактора журнала «Известия вузов. Технология текстильной промышленности»; главным 
редактором журнала «Вестник Поволжского государственного технологического универси-
тета. Серия: Материалы. Конструкции. Технологии»; членом редакционной коллегии журна-
ла «Вестник гражданских инженеров», членом оргкомитетов: Международной научно-
технической конференции, посвященной 105-летию со дня рождения профессора А.Н. Пла-
новского; I Международного конгресса «Косыгинские чтения» и программного комитета 
Международного научно-практического Форума «Физика волокнистых материалов: струк-
тура, свойства, наукоемкие технологии и материалы. SMARTEX». 
 

Желаем Вам, Сергей Викторович, крепкого здоровья, благополучия и дальнейших творче-
ских успехов! 
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