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Аннотация: В большинстве работ по оптимизации сооружений при постановке проблемы используется 

аппарат математического программирования. Однако в ряде исследований были выявлены особые свой-

ства оптимальных систем и сформулированы критерии, позволяющие оценивать близость оптимальных 

решений к минимально материалоемкому. В частности были созданы соответствующие критерии, для 

стержней с прямоугольным поперечным сечением при ограничениях по устойчивости или на величину 

первой частоты собственных колебаний. Вместе с тем не все особенности некоторых критериев были 

отмечены. Кроме того представляется целесообразным выявление соответствующих критериев для част-

ных случаев набора варьируемых параметров. В данной статье отмечается еще одно дополнительное 

свойство критерия близости оптимального решения к минимально материалоемкому для стержней с 

прямоугольным поперечным сечением при ограничении на величину первой частоты собственных коле-

баний, модифицируется один из ранее предложенных критериев, а также формулируется соответствую-

щий критерий для случая, когда один из варьируемых параметров прямоугольного сечения не изменяет-

ся по длине стержня.

Ключевые слова: оптимизация, системы минимальной материалоемкости, особые свойства, 
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Abstract: Apparatus of mathematical programming is normally used in the most part of research works, dealing 

with structural optimization. However, the special properties of optimal systems have been identified in several 

studies. Besides, corresponding criteria, which have been formulated as well, can be used for assessments of 

proximity of optimal solutions to minimal material consumption. Particularly relevant criteria for bars with rec-

tangular cross-section and restrictions on the stability or limitations on the value of the first natural frequency 
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have been formulated. However, not all the features of some of the criteria have been observed. In addition it 

seems appropriate to identify relevant criteria for special cases set variable parameters. The distinctive paper 

contains additional property proximity criterion of optimal solutions to minimal consumption of materials for the 

bars with a rectangular cross-section and limitations on the value of the first natural frequency, modification of 

one of the previously proposed criteria and formulation of appropriate criterion for the case where one of the pa-

rameters of variable rectangular cross-section is constant along the length of the bar. 

Keywords: structural optimization, systems of minimum material consumption,

special properties of optimal systems, stability, frequency, critical load, buckling modes, 

reduced stresses of natural vibrations 

Существует точка зрения, которая относит 

методы оптимизации к чисто теоретическим 

изысканиям, имеющим очень ограниченное 

практическое значение. Действительно, во 

многих случаях оптимальные проекты не 

учитывают ряд особенностей сооружений и 

оказываются технологически трудно реали-

зуемыми. Однако по мере развития методов 

оптимизации, изучения свойств оптималь-

ных систем появляются возможности сбли-

жения методов оптимального и реального 

проектирования [1]. Здесь уместно привести 

слова академика АН СССР М.А. Лаврентьева 

«Всегда вслед за познанием сил природы 

идет овладение ими». Есть достаточно осно-

ваний полагать, что по мере своего совер-

шенствования методы оптимизации в бли-

жайшее время будут играть более суще-

ственную роль в реальном проектировании.

Оптимальный проект, полученный даже без 

формализованного учета в процессе оптими-

зации некоторых ограничений, может ока-

заться полезным и при реальном проектиро-

вании. Определенный интерес представляют 

две функции оптимального проекта. 

Во-первых, оптимальный проект может рас-

сматриваться как идеализированный объект 

в смысле предельного. Эта функция опти-

мального проекта позволяет оценивать ре-

альное конструкторское решение по крите-

рию его близости к предельному (например, 

по материалоемкости, несущей способности, 

динамическим характеристикам и так далее).

Во-вторых, оптимальный проект может ис-

пользоваться как некий ориентир при реаль-

ном проектировании. При таком подходе по-

следнее может рассматриваться как поэтап-

ный процесс отхода от идеального объекта с 

целью выполнения требований, не учтенных 

в оптимальном проекте или как движение от 

начального варианта в направлении идеаль-

ного объекта. Следует отметить, что при 

этом на каждом этапе реального проектиро-

вания появляется возможность оценки изме-

нения показателя оптимальности объекта по 

сравнению, как с начальным, так и с идеали-

зированным решением [5-7,17].

Как известно, наряду с большим числом ра-

ботам по оптимизации сооружений, в кото-

рых задачи формулируются и решаются на 

основе аппарата математического програм-

мирования [1], начиная с работ Ж.-Л. Ла-

гранжа [18], Т. Клаузена [17], Е.Л. Николаи 

[8], появляются исследования, в которых вы-

являются особые свойства оптимальных си-

стем и формулируются критерии, позволя-

ющие оценивать близость полученных ре-

шений к минимально материалоемкому. В 

частности, это работы Н.Г. Ченцова [13],

А.Ф. Смирнова [12], А.И. Виноградова [2], 

Я.Л. Нудельмана [9], Н. Ольхоффа [10] и 

других авторов.

Так в [5] был сформулирован критерий ми-

нимальной материалоемкости для стержней 

с прямоугольным поперечным сечением 

(рис. 1) при ограничениях по устойчивости 

или на величину первой частоты собствен-

ных колебаний. Стержень несет распреде-

ленную массу и загружен продольной силой. 

Величины массы и продольной силы могут 

изменяться по длине стержня (рис. 2). Гра-

ничные условия в главных плоскостях могут 

отличаться от показанных на рис. 2. 
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Рисунок 1. Поперечное 

сечение стержня. 

 

 
Рисунок 2. Схема рассматриваемого стержня. 

 

Варьируемые параметры – размеры сечений 

стержня )(1 xb  и )(2 xb , а функционал цели – 

объем материала стержня 

 

��
l

dxxbxbV
0

210 )()( ,                  (1) 

 

где l  – длина стержня; 0V  – объем материала 

стержня. 

Ограничения на величину низшей частоты 

собственных колебаний в обеих главных 

плоскостях инерции могут быть записаны в 

следующем виде 

 

1,10 �� � �k ;                          (2)                                                                                          

1,20 �� � �k ,                          (3) 

 

где 
0�  – заданная частота; �k  – установлен-

ный коэффициент запаса; 1,1�  и 1,2�  – соот-

ветственно низшие частоты собственных ко-

лебаний в обеих главных плоскостях инер-

ции.  

Если ограничения (2) и (3) будут выполнять-

ся в виде равенств, то они, очевидно, пере-

писываются в следующем виде 

 

1,21,10 ��� � ��k .                    (4) 

 

Соответственно в оптимизационной задаче 

требуется отыскать функции )(1 xb , )(2 xb , 

которые придадут функционалу (1) мини-

мальное значение при условиях, что будут 

выполнены ограничения (4). 

При разных граничных условиях в главных 

плоскостях инерции критерий имеет вид 
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(6) 

 

где )(),( 21 xx �� ��  – нормальные напряжения 

в крайних волокнах стержня, возникающие 

от изгибающих моментов, появляющихся 

при колебаниях по первой собственной фор-

ме в соответствующих главных плоскостях 

инерции; E  – модуль упругости материала 

стержня; 	  – плотность материала стержня; 

)(),( 21 xx �� ��  – соответствующие приве-

денные напряжения; �v  и �w  – ординаты 

первых форм собственных колебаний в соот-

ветствующих главных плоскостях инерции. 
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При одинаковых граничных условиях в 

главных плоскостях инерции имеем 

 

���� �� wvxx ��   ),()( 21
               (7) 

  

и критерий (5)-(6) переходит в 

 

constvEkx �
�� 22

0

2

11 )(5.1)( ���� 	��� ; (8) 

constwEkx �
�� 22

022 )(5.1)( ���� 	��� . (9) 

 

Если ограничения на низшую частоту соб-

ственных колебаний вводятся только в одной 

главной плоскости инерции, то критерии для 

соответствующих плоскостей инерции пред-

ставляются в виде 

 

constvEkxx ��� 22

0

2

11 )()()( ���� 	��� ; (10) 

constwEkxx ��� 22

022 )()()( ���� 	��� . (11) 

 

Критерии (5)-(6) и (8)-(9) утверждают, что 

стержень минимальной материалоемкости 

при прямоугольных поперечных сечениях и 

ограничениях на величину первой частоты 

собственных колебаний в обеих главных 

плоскостях инерции, является брусом равно-

го сопротивления по отношению к приведен-

ным напряжениям )(1 x��  и )(2 x�� , возни-

кающим при собственных колебаниях. 

Соотношение критерия (10) соответствует 

случаю, когда ограничивается величина пер-

вой частоты собственных колебаний только 

в главной плоскости инерции YOX �� , ва-

рьируется функция )(1 xb , а )(2 xb  задается. В 

этом случае стержень минимальной мате-

риалоемкости является брусом равного со-

противления по отношению к приведенным 

напряжениям )(1 x�� , возникающим при соб-

ственных колебаниях в главной плоскости 

инерции YOX �� . 

Соотношение критерия (11) соответствует 

случаю, когда ограничивается только вели-

чина первой частоты собственных колебаний 

в главной плоскости инерции ZOX �� , ва-

рьируется функция )(2 xb , а )(1 xb  задается. В 

этом случае стержень минимальной мате-

риалоемкости является брусом равного со-

противления по отношению к приведенным 

напряжениям )(2 x�� , возникающим при 

собственных колебаниях в главной плоско-

сти инерции ZOX �� . 

Критерии (5)-(6), (8)-(9) и (10)-(11) могут ис-

пользоваться и в случаях, когда необходимо 

учитывать влияние продольной силы на ча-

стоту собственных колебаний. В случаях, 

когда вводятся только лишь ограничения по 

устойчивости, критерии переходят в извест-

ную форму (например [5,8]). 

Для наглядности приведенные напряжения 

целесообразно нормировать таким образом, 

чтобы наибольшее значение каждого из 

)(1 x��  и )(2 x��  по длине стержня было бы 

равно единице. Тогда близость полученного 

решения к минимально материалоемкому 

будет оцениваться соответственно близо-

стью значений )(1 x��  и )(2 x��  по всей 

длине стержня к единице. 

При выводе критерия (5)-(6), приведенном в 

[5], использовалось правило поиска условно-

го экстремума. Учитывая, что при выполне-

нии ограничений (4) энергетические функ-

ционалы принимают нулевые значения, был 

сформирован функционал �0V , экстремум 

которого при варьировании )(1 xb  и )(2 xb  

должен обеспечить как минимум функцио-

нала цели (1), так и нулевые значения энер-

гетических функционалов. 
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где                 )()()( 21 xbxbxF �                   (14) 

dxdvv /�� �� ;   22 / dxvdv �� ��� ;         (15) 

dxdww /�� �� ;   22 / dxwdw �� ��� ;       (16) 
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– площадь поперечного сечения; )(xm  и  

)(xP  показаны на рис. 2; 21, �� ЭЭ  – энерге-

тические функционалы собственных колеба-

ний в главных плоскостях инерции; 

)(),( 21 xJxJ  – соответствующие моменты 

инерции сечения. 

Имеем: 

 

,]}))()()(()(      

))(()(
12

)()(
[      

]))()()(()(      

))(()(
12

)()(
[      

)(*)({

2

21

2

0

22
3

21
2

2

21

2

0

222

3

1
1

0

210

dxwxbxbxmk

wxPw
xbxb

E

vxbxbxmk

vxPv
xbxb

E

xbxbV
l

��

���

��

���

�

	�

�

	�

�

��

������

���

������

�� �

(17) 

 

где 
21, �� ��  – неопределенные множители.  

С учетом соотношений (12) и (13) рассмат-

риваемая задача является изопериметриче-

ской [4], а 
21, �� ��  постоянными величина-

ми. Экстремум функционала (17) определял-

ся решением уравнений [3] 

 

0)( )(0 1
�xbV �
 ;   0)( )(0 2

�xbV �
 ,        (18) 

 

где )(0 1
)( xbV �
  и )(0 2

)( xbV �
  – соответственно 

вариации функционала �0V  по )(1 xb  и )(2 xb . 

В результате решения уравнений (18) был 

сформулирован критерий (5)-(6). Кроме того, 

при решении уравнений (18) было установ-

лено соотношение 
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Учитывая, что 
21, �� ��  постоянные величи-

ны, непосредственно из (19) следует, что 
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Соотношения (20)-(21) не были отмечены в 

[5], а они определяют в дополнение к крите-

рию (5)-(6) еще одно особое свойство мини-

мально материалоемкого стержня прямо-

угольного поперечного сечения при ограни-

чении величины первой частоты собствен-

ных колебаний в обеих главных плоскостях 

инерции при разных граничных условиях. 

Это свойство (21) показывает, что и при раз-

ных граничных условиях в главных плоско-

стях инерции в стержне минимальной ма-

териалоемкости с прямоугольным попереч-

ным сечением при ограничении величины 

первой частоты собственных колебаний в 

обеих главных плоскостях инерции отноше-

ние нормальных напряжений, возникающих в 

крайних волокнах стержня во всех сечениях 

одинаково, при этом 
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Иллюстрацию этого свойства проведем на 

примере.  

Пример 1. Рассматривается стержень прямо-

угольного сечения, несущий равномерно 

распределенную массу мкгm /300� . Гра-

ничные условия в главной плоскости инер-

ции YOX ��  показаны на рис. 3а, а в плос-

кости ZOX ��  – на рис. 3б. При переходе к 

дискретной модели из 30 участков (далее i  – 

номер участка) узловая масса составит 60 кг. 

Удельная масса 3/2400 мкг�	 . Заданная 

величина первой круговой собственной ча-

стоты с учетом необходимого запаса принята  

 
1

1,21,1 30 ���� секko ��� � . 

 

Модуль упругости материала стержня 

МПаE 24000� . Оптимизация выполнялась 

методом случайного поиска. В решении ис-

пользовалось ограничение малости размеров 

0001.0][1 �ib  и 0001.0][2 �ib , где ][1 ib  и 

][2 ib  – соответствующие размеры сечения 

стержня на i -м участке (сечении).  
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Рисунок 3. Рассматриваемый стержень прямоугольного сечения (пример 1). 

 

Таблица 1. Результаты оптимизации (пример 1). 

i  ][1 ib  ][2 ib  ][1 i��  ][2 i��  ][/][ 21 ii �� ��  ][1 i��  ][2 i��  

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 0.0330 0.5949 0.6311 0.9096 0.6938 0.9990 1.0000 

2 0.0711 0.3813 0.6323 0.9113 0.6938 0.9984 0.9992 

3 0.1036 0.2944 0.6351 0.9144 0.6945 0.9991 0.9990 

4 0.1350 0.2377 0.6376 0.9175 0.6950 0.9990 0.9982 

5 0.1676 0.1937 0.6404 0.9224 0.6942 0.9990 0.9994 

6 0.2034 0.1563 0.6427 0.9266 0.6936 0.9984 0.9996 

7 0.2460 0.1223 0.6458 0.9306 0.6939 0.9989 0.9996 

8 0.3042 0.0891 0.6486 0.9347 0.6939 0.9988 0.9995 

9 0.4084 0.0538 0.6521 0.9392 0.6943 0.9989 0.9990 

10 8.7805 0.0001 1.0000 0.0018 541.24 0.0144 0.0422 

11 0.4495 0.0499 0.6646 0.9573 0.6942 0.9990 0.9993 

12 0.3708 0.0760 0.6722 0.9674 0.6949 0.9995 0.9989 

13 0.3351 0.0956 0.6787 0.9771 0.6946 0.9992 0.9989 

14 0.3137 0.1109 0.6837 0.9856 0.6936 0.9981 0.9993 

15 0.2985 0.1234 0.6884 0.9920 0.6940 0.9985 0.9992 

16 0.2869 0.1333 0.6916 0.9968 0.6938 0.9986 0.9995 

17 0.2771 0.1413 0.6935 0.9989 0.6942 0.9987 0.9991 

18 0.2686 0.1475 0.6940 1.0000 0.6940 0.9992 0.9998 

19 0.2607 0.1521 0.6927 0.9981 0.6940 0.9988 0.9994 

20 0.2530 0.1552 0.6904 0.9945 0.6942 0.9990 0.9994 

21 0.2453 0.1568 0.6865 0.9893 0.6939 0.9988 0.9996 

22 0.2371 0.1570 0.6817 0.9815 0.6946 0.9991 0.9989 

23 0.2285 0.1557 0.6756 0.9731 0.6943 0.9988 0.9991 

24 0.2191 0.1528 0.6684 0.9639 0.6935 0.9983 0.9997 

25 0.2082 0.1483 0.6616 0.9527 0.6944 0.9991 0.9991 

26 0.1959 0.1416 0.6538 0.9423 0.6939 0.9988 0.9996 

27 0.1811 0.1326 0.6465 0.9317 0.6940 0.9989 0.9996 

28 0.1626 0.1202 0.6398 0.9217 0.6942 0.9989 0.9992 

29 0.1377 0.1024 0.6342 0.9138 0.6940 0.9985 0.9992 

30 0.0956 0.0714 0.6318 0.9096 0.6946 1.0000 0.9998 
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За начальное приближение было принято 

квадратное сечение, размеры которого при 

первом выходе на границу области допусти-

мых решений составили 0.2241 м. Значение 

функции цели при этом 3

0 м 0.30134161 �V . 

В конце процесса оптимизации функция це-

ли 3

0 м 0.17430151 �V , что на 72.89%  мень-

ше начальной величины. Результаты опти-

мизации представлены в таблице 1. 

Во втором и третьем столбцах приведены 

размеры варьируемых величин ][1 ib  и ][2 ib . 

В седьмом и восьмом столбцах показаны со-

ответствующие приведенные напряжения 

][1 i��  и ][2 i��  на i -м участке, близость ко-

торых к единице по всей длине стержня кро-

ме десятого сечения подтверждает опти-

мальность полученного решения. Размер 

0001.0]10[2 �b м конструктивно ограничен. 

В сечениях, где конструктивные ограниче-

ния выполняются в виде равенства приве-

денные выше критерии не соблюдаются. В 

четвертом и пятом столбцах показаны соот-

ветствующие нормальные напряжения в 

крайних волокнах в обеих главных плоско-

стях инерции ][1 i��  и ][2 i��  на i -м участке. 

Напряжения нормированы таким образом, 

чтобы наибольшее значение по длине стерж-

ня каждого из ][1 i�� , ][2 i��  было бы равно 

единице. Как видно из таблицы 1, напряже-

ния ][1 i��  и ][2 i��  изменяются по длине 

стержня, а отношения между ними 

][/][ 21 ii �� ��  (шестой столбец), с точностью 

до долей процента остаются постоянными по 

всей длине стержня кроме десятого сечения. 

Полученный результат иллюстрирует свой-

ство (21) и дополняет критерий (5)-(6). 

Таким образом, близость полученных реше-

ний к минимально материалоемкому для 

стержней прямоугольного поперечного се-

чения при ограничении величины первой ча-

стоты собственных колебаний и при разных 

граничных условиях в главных плоскостях 

инерции может оцениваться как по критерию 

(5)-(6), так и по свойству (21). 

В [5] также сформулирован критерий оцени-

вающий близость полученных решений к 

минимально материалоемкому при ограни-

чении величины первой частоты собствен-

ных колебаний для стержней с таким типом 

поперечного сечения, для которого радиус 

инерции при оптимизации не зависит от x . 

К такого рода сечениям относится и прямо-

угольное. Соответствующие критерии сфор-

мулированы в следующем виде: 

 

constvEkxx rr ��� 22

0

2

11 )()()( ���� 	��� ;   (23) 

constwEkxx rr ��� 22

0

2

22 )()()( ���� 	��� ,   (24) 

 

где )(),( 21 xx rr �� ��  нормальные напряжения, 

возникающие от изгибающих моментов, по-

являющихся при собственных колебаниях в 

соответствующей главной плоскости инер-

ции в волокнах, отстоящих от нейтрального 

слоя на расстоянии радиусов инерции 

( )(),( 21 xrxr ii ); )(),( 21 xx rr �� ��  – соответ-

ствующие приведенные напряжения.  

Приведем отличия в постановке задач опти-

мизации для стержней с прямоугольным се-

чением при использовании критерия (23)-

(24) от случаев, относящихся к критерию 

(10)-(11). 

В отличии от критерия (10)-(11) соотноше-

ние критерия (23) соответствует случаю, ко-

гда ограничивается величина первой частоты 

собственных колебаний в главной плоскости 

инерции YOX �� , но варьируется функция 

)(2 xb , а )(1 xb  задается. В этом случае 

стержень минимальной материалоемкости 

является брусом равного сопротивления по 

отношению к приведенным напряжениям 

)(1 xr�� , возникающим при собственных ко-

лебаниях в главной плоскости инерции 

YOX �� . 

Соотношение критерия (24) в отличии от 

критерия (10)-(11) соответствует случаю, ко-

гда ограничивается величина первой частоты 

собственных колебаний в главной плоскости 

инерции ZOX �� , варьируется функция 

)(1 xb , а )(2 xb  задается. В этом случае стер-
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жень минимальной материалоемкости явля-

ется брусом равного сопротивления по от-

ношению к приведенным напряжениям 

)(2 xr�� , возникающим при собственных ко-

лебаниях в главной плоскости инерции 

ZOX �� . 

Для стержней с прямоугольными попереч-

ными сечениями для единообразия с крите-

риями (5)-(6), (8)-(9), (10)-(11) критерий (23)-

(24) целесообразно модифицировать. Как 

известно, нормальное напряжение при изги-

бе в волокне, отстоящем от нейтрального 

слоя на расстоянии радиуса инерции сече-

ния, равно  

 

)(/)]( )([)( 1,11 xJxrxMx ir ��� ,          (25) 

 

где )(1, xri  – радиус инерции сечения. 

Для прямоугольного сечения имеем: 

 

12/)()]()(/[)()( 2

121

2

1, xbxbxbxJxri �� , 

 

откуда 

 

)32/()()( 11 xbxri � .                (26) 

 

Следовательно, 

 

]32)(/[)]()([)( 111 xJxbxMxr ��� .    (27) 

 

Вместе с тем, 

 

)()](2/[)]()([ 111 xxJxbxM ��� ,       (28)  

 

где )(1 x��  – нормальное напряжение в край-

нем волокне. 

Рассмотрев совместно (27) и (28), можем за-

ключить, что 

 

3/)(11 xr �� �� � .                (29) 

 

Теперь соотношения (23)-(24) для стержней 

с прямоугольным поперечным сечением мо-

гут быть представлены в виде 

constvEkxx ��� 22

0

2

11 )(3/)()( ���� 	��� ; 

(30) 

constwEkxx ��� 22

0

2

22 )(3/)()( ���� 	��� . 

(31) 

 

Рассмотрим постановку задачи оптимизации 

стержня с прямоугольным поперечным сече-

нием и ограничением в обеих главных плос-

костях инерции по устойчивости или вели-

чине первой частоты собственных колебаний 

в случае, когда варьируются оба размера се-

чения, но один из них не зависит от x . В 

начале сформулируем критерий близости 

решения задачи оптимизации к минимально 

материалоемкому при ограничении величи-

ны первой частоты собственных колебаний 

для случая, когда варьируется размер сече-

ния 1b , но он не меняется по длине стержня, 

а второй варьируемый размер )(2 xb  опреде-

ляется в виде функции от x . Функция цели в 

этом случае принимает форму 

 

��
l

dxxbbV
0

210 )( .                 (32) 

 

Итак, оптимизационная задача формулиру-

ется следующим образом: требуется отыс-

кать величину 1b  и функцию )(2 xb , которые 

придадут функции цели (30) минимальное 

значение при условии выполнения ограниче-

ний на величину первой частоты собствен-

ных колебаний в обеих главных плоскостях 

инерции (4). 

Ограничения в форме (4) требуют выполне-

ния зависимостей (12)-(13). Используем для 

решения задачи метод поиска условного экс-

тремума. 

Сформируем интеграл, условия экстремума 

которого должны обеспечить как минимум 

функции цели (32), так и условие, что задан-

ная частота 0�  будет низшей собственной в 

обеих главных плоскостях инерции (т.е. 

условие (4)):  
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 (33) 

 

Так как одна из двух варьируемых величин 

1b  не является функцией, зависящей от x , а 

другая ),(2 xb  напротив, является, интеграл 

(33) относительно 1b  должен рассматривать-

ся как функция, а относительно )(2 xb  как 

функционал. 

С учетом (12)-(13) приходим к изоперимет-

рической задаче.  

Очевидно, что вариации функционала �0V  по 

v  и w  приведут к уравнениям собственных 

колебаний в главных плоскостях инерции, а 

вариации функционала �0V  по 
1��  и 2��  – к 

выполнению условий (12)-(13).  

С учетом вышеизложенного для отыскания 

минимума функционала (33) требуется вы-

полнение следующих условий: 

 

0
1

�
�

�

b

VO� ;   0)( )(2
�xbOV �
 .         (34) 

 

Соответственно имеем (воспользуемся ниже 

уравнением Эйлера, соответствующим вто-

рому условию (34) [14,15]): 

 

;0]})()()(
12
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)({

2

2
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2
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vxbkv
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wbkw
xbb

E

vbkv
b

E

bV xb

 

(36) 

 

Умножив все члены первого уравнения на 

1b , а второго на )(2 xb , и, воспользовавшись 

(14) будем иметь: 

 

;0)(]})()(
12

)(
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])()(
4

[1{

22

0

2
2

2
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(38) 
 

Как известно нормальное напряжение при 

изгибе в крайнем волокне стержня определя-

ется по формулам: 

 

�
�� v

Eb

xJ

vbxEJ
x ���

��
�

2)(2

)(
)( 11

1 ;          (39) 

�� w
xEb

x ���
2

)(
)( 2

2 .                 (40) 

 

Умножив все члены полученных уравнений 

на E  и проинтегрировав второе уравнение, 

можем с учетом (39)-(40) переписать их в 

следующем виде: 
 

.0)(]})(
3

1
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])([{

22
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22
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Взяв разность уравнений (41) и (42), очевид-

но, будем иметь: 

 

,0)()()()(
3

2

0

2

22

0

2

11 ��
�

�
�
�

�
� ��

ll
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т.е. 

 

�� �
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dxxFxdxxFx
0

2

22

0

2

11 )()()()( ���� ���� , 

(43) 

 

откуда следует, что 
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1
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где              

�
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�

l

l
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dxxFx
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� .              (45) 

 

Разделив все члены уравнения (38) на )(xF , 

и умножив их на E , с учетом (39)-(40) и (45) 

получим: 

 

0})()([             

])()(
3

1
[{

22

0

2

211

22

0

2

11

���

���

����

���

	����

	���

Ewkx

EvkxE
 (46) 

 

или, что эквивалентно, 
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С учетом постоянности величин 
1��  и E  

можем переписать (46) в виде 
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22
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(48) 

 

Итак, показано, что стержень минималь-

ной материалоемкости прямоугольного по-

перечного сечения при ограничении по 

устойчивости или на величину первой ча-

стоты собственных колебаний для случая, 

когда параметр сечения 1b  варьируется, но 

не зависит от x , а параметр )(2 xb  варьи-

руется по всей длине стержня. является 

брусом равного сопротивления по отноше-

нию к приведенным напряжениям )(1 x�� , 

возникающим при собственных колебаниях 

или при потере устойчивости. Здесь 

 

;])()([)()(
3

1
)( 22

0

2

21

22

0

2

11 constEwkxEvkxx ����� ������ 	���	���             (49) 

 

Аналогично формулируется критерий для случая, когда варьируется функция )(1 xb , а 2b  ва-

рьируется, но не зависит от x . Критерий имеет вид 

 

constEvkxEwkxx ����� ])()([)()(
3

1
)( 22

0

2

12

22

0

2

22 ������ 	���	��� ,         (50) 

где                                                       
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�
�                                                         (51) 
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Критерий (50) утверждает, что стержень 

минимальной материалоемкости прямо-

угольного поперечного сечения при ограниче-

нии по устойчивости или на величину первой 

частоты собственных колебаний для случая, 

когда параметр сечения )(1 xb  варьируется 

по всей длине стержня, а параметр 2b  варь-

ируется, но не зависит от x , является бру-

сом равного сопротивления по отношению к 

приведенным напряжениям )(2 x�� , возни-

кающим при собственных колебаниях или 

при потере устойчивости. 

Критерии (23)-(24), (30)-(31), (49), (50) могут 

использоваться и при необходимости учиты-

вать влияние продольной силы на величину 

частоты собственных колебаний. Эти крите-

рии также могут применяться и для случаев, 

когда вводятся ограничения на величину 

первой критической силы. 

Проведем на примерах иллюстрацию разли-

чия постановок оптимизационных задач при 

использовании критериев (5)-(6), (10)-(11), 

(30)-(31), (49). 

Постановка задачи при использовании кри-

терия (5)-(6) и свойства (20)-(21) приведена в 

примере 1: При ограничениях на величину 

первой частоты собственных колебаний в 

обеих главных плоскостях инерции (4) тре-

бовалось отыскать функции )(1 xb  и )(2 xb , 

придающие функционалу цели (1) минималь-

ное значение. 

Иллюстрацию постановок задач при исполь-

зовании критериев (10)-(11), (30)-(31), (49) 

проведем в примере 2. 

Пример 2. Рассмотрим стержень, схема ко-

торого в главных плоскостях инерции оди-

накова и приведена на рис. 3а. Стержень 

несет равномерно распределенную массу. 

При переходе к дискретной модели из 30 

участков узловая масса составит 60 кг. 

Удельная масса 3/2400 мкг�	 . Модуль 

упругости материала стержня 

МПаE 24000� . Оптимизация выполнялась 

методом случайного поиска. За начальное 

приближение было принято квадратное се-

чение, размеры которого при первом выходе 

на границу области допустимых решений 

составили 0.2241 м. Значение функции цели 

при этом 3

0 м 0.30134161 �V . 

При использовании критерия (49) ограниче-

ние на величину первой частоты собствен-

ных колебаний в обеих главных плоскостях 

инерции с учетом необходимого запаса при-

нималась в виде 1

1,21,1 30 ���� секko ��� � . 

Требовалось отыскать величину высоты 

сечения 1b  и функцию, изменения ширины 

сечения ][2 ib , которые бы придавали функ-

ции цели  

 

�
�

�
30

1

210 ][
i

ibbV  

 

минимальное значение. Результаты приведе-

ны в таблице 2. Над столбцами 2 и 3 показа-

но оптимальное значение высоты сечения 

мb 2219.01 � . В столбце 2 оптимальные зна-

чения функции ][2 ib , а в столбце 3 значения 

приведенных напряжений ][1 i�� . Близость 

значений ][1 i��  к единице свидетельствует 

об оптимальности решения. Под столбцами 2 

и 3 приведена функция цели и процент ее 

отличия от первоначального значения при 

выходе на границу допустимой области. По-

становка задачи при использовании критерия 

(50) аналогична. 

При использовании первого соотношения 

критерия (30)-(31) ограничивается величина 

первой частоты собственных колебаний 

только в главной плоскости инерции 

YOX ��  ( 1

1,1 30 ��� секko �� � ), варьиру-

ется функция изменения ширины сечения 

][2 ib , а высота сечения ][1 ib  задается.  

В этом примере принята постоянная высота 

сечения мbib 2241.0][ 11 �� . Результаты 

приведены в таблице 2. Над столбцами 4 и 5 

показано принятое значение высоты сечения 

мb 2241.01 � . В столбце 4 оптимальные зна-

чения функции ][2 ib , а в столбце 5 значения 

приведенных напряжений ][1 i�� . 
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Таблица 2. Результаты оптимизации (пример 2). 

i  Варианты 

мb 2219.01 �  мb 2241.01 �  мb 2241.02 �  

][2 ib  ][1 i��  ][2 ib  ][1 i��  ][1 ib  ][1 i��  

1 2 3 4 5 6 7 

1 0.0583 0.9998 0.0181 0.9966 0.0612 0.9998 

2 0.1016 1.0000 0.0535 0.9993 0.1055 1.0000 

3 0.1314 0.9996 0.0871 0.9994 0.1353 0.9998 

4 0.1553 0.9994 0.1181 0.9997 0.1586 1.0000 

5 0.1753 0.9995 0.1462 0.9995 0.1776 0.9998 

6 0.1924 0.9993 0.1711 0.9997 0.1937 1.0000 

7 0.2070 0.9995 0.1930 0.9996 0.2072 0.9996 

8 0.2195 0.9992 0.2118 0.9994 0.2187 0.9997 

9 0.2301 0.9997 0.2278 0.9997 0.2283 0.9999 

10 0.2390 0.9995 0.2410 0.9998 0.2363 1.0000 

11 0.2462 0.9998 0.2519 1.0000 0.2428 0.9996 

12 0.2519 0.9997 0.2604 0.9997 0.2479 0.9998 

13 0.2561 0.9997 0.2667 0.9993 0.2516 0.9999 

14 0.2590 0.9992 0.2708 0.9993 0.2541 0.9999 

15 0.2603 0.9995 0.2728 0.9997 0.2553 0.9999 

16 0.2603 0.9995 0.2728 0.9997 0.2553 0.9999 

17 0.2590 0.б9992 0.2708 0.9993 0.2541 0.9999 

18 0.2561 0.9997 0.2667 0.9993 0.2516 0.9999 

19 0.2519 0.9997 0.2604 0.9997 0.2479 0.9998 

20 0.2462 0.9998 0.2519 1.0000 0.2428 0.9996 

21 0.2390 0.9995 0.2411 0.9998 0.2363 1.0000 

22 0.2301 0.9997 0.2278 0.9997 0.2283 0.9999 

23 0.2195 0.9992 0.2118 0.9994 0.2187 0.9997 

24 0.2070 0.9995 0.1930 0.9996 0.2072 0.9996 

25 0.1924 0.9993 0.1711 0.9997 0.1937 1.0000 

26 0.1753 0.9995 0.1462 0.9995 0.1776 0.9998 

27 0.1553 0.9994 0.1181 0.9997 0.1586 1.0000 

28 0.1314 0.9996 0.0871 0.9994 0.1353 0.9998 

29 0.1016 1.0000 0.0535 0.9993 0.1055 1.0000 

30 0.0583 0.9998 0.0181 0.9966 0.0612 0.9998 

%,3

0 мV  0.2648 3м  12.11% 0.2501 3м  17.00% 0.2666 3м  11.53% 

 

 

Близость значений ][1 i��  к единице свиде-

тельствует об оптимальности решения. Под 

столбцами 4 и 5 приведена функция цели и 

процент ее отличия от первоначального зна-

чения при выходе на границу допустимой 

области. Постановка задачи при использова-

нии второго соотношения критерия (30)-(31) 

аналогична. 

При использовании критериального соотно-

шения критерия (10) ограничивается величи-

на первой частоты собственных колебаний 

только в главной плоскости инерции 
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YOX ��  ( 1

1,1 30 ��� секko �� � ), варьиру-

ются величины ][1 ib , а ][2 ib  задаются. В 

этом примере принята постоянная ширина 

сечения мbib 2241.0][ 22 �� . Результаты 

приведены в таблице 2. Над столбцами 6 и 7 

показано принятое значение ширины сече-

ния мb 2241.02 � . В столбце 6 оптимальные 

значения функции ][1 ib , а в столбце 7 значе-

ния приведенных напряжений ][1 i�� . Бли-

зость значений ][1 i��  к единице свидетель-

ствует об оптимальности решения. Под 

столбцами 6 и 7 приведена функция цели и 

процент ее отличия от первоначального зна-

чения при выходе на границу допустимой 

области. Постановка задачи при использова-

нии критериального соотношения (12) ана-

логична. 

Итак, в данной статье отмечается еще одно 

дополнительное свойство ранее сформули-

рованного [5] критерия близости оптималь-

ного решения к минимально материалоем-

кому для стержней с прямоугольным попе-

речным сечением при ограничении на вели-

чину первой частоты собственных колеба-

ний. Для стержней прямоугольного попереч-

ного сечения проведена модификация крите-

рия (21)-(22), предложенного в [5]. Сформу-

лирован новый критерий для стержней пря-

моугольного поперечного сечения при огра-

ничениях по устойчивости или величины 

первой частоты собственных колебаний для 

случая, когда один из варьируемых парамет-

ров прямоугольного сечения не изменяется 

по длине стержня. На примерах приведена 

иллюстрация различий в постановках опти-

мизационных задач при использовании рас-

смотренных критериев. 
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