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Аннотация: В настоящей статье рассматриваются постановка и общие принципы аппроксимации много-
точечной краевой задачи статического расчета трехмерной конструкции на основе совместного примене-
ния метода конечных элементов и дискретно-континуального метода конечных элементов. В частности, 
описаны основные обозначения и соглашения, представлены расчетная модель и общая постановка зада-
чи (на основе трехмерной теории упругости), общие принципы аппроксимации области, принятые пра-
вила нумерации подобластей, правила нумерации конечных элементов и дискретно-континуальных ко-
нечных элементов; описано построение дискретной (конечноэлементной) и дискретно-континуальной 
аппроксимирующих моделей на подобластях. 

Ключевые слова: дискретно-континуальный метод конечных элементов, метод конечных элементов, 
расчеты строительных конструкций, трехмерные задачи, постановки задач, аппроксимация

ABOUT SOLUTION OF MULTIPOINT BOUNDARY PROBLEMS 
OF THREE-DIMENSIONAL STRUCTURAL ANALYSIS 

WITH THE USE OF COMBINED APPLICATION 
OF FINITE ELEMENT METHOD AND DISCRETE-CONTINUAL 

FINITE ELEMENT METHOD
PART 1: FORMULATION AND BASIC PRINCIPLES 

OF APPROXIMATION

Pavel A. Akimov 1, 2, 3, 4, Oleg A. Negrozov 1, 5
1 Russian Academy of Architecture and Construction Sciences, Moscow, RUSSIA

2 Scientific Research Center “StaDyO”, Moscow, RUSSIA
3 Tomsk State University of Architecture and Building, Tomsk, RUSSIA

4 The Peoples' Friendship University of Russia, Moscow, RUSSIA
5 National Research Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA

Abstract: The distinctive paper is devoted to formulation and basic principles of approximation of multipoint 
boundary problem of static analysis of three-dimensional structure with the use of combined application of finite 
element method and discrete-continual finite element method. Basic notation system, design model, general for-

DOI:10.22337/����-����	�
��	��	2-��	�9



О решении многоточечных краевых задач расчета конструкций в трехмерной постановке на основе совместного 
применения метода конечных элементов и дискретно-континуального метода конечных элементов. 
Часть 1: Постановка и общие принципы аппроксимации задач

Volume 14, Issue 2, 2018 15 

mulation of the problem (based on three-dimensional theory of elasticity), basic principles of domain approxima-
tion, rule of numbering of subdomains, rule of numbering of finite elements, rule of numbering of discrete-
continual finite elements are considered. Construction of discrete (finite element) and discrete-continual approx-
imation models for subdomains is under consideration as well.

Keywords: discrete-continual finite element method, finite element method, structural analysis, 
three-dimensional problems, formulation of problems, approximation

В настоящей статье рассматриваются поста-
новка и общие принципы аппроксимации 
многоточечной краевой задачи статического 
расчета трехмерной конструкции на основе 
совместного применения метода конечных 
элементов (МКЭ) и дискретно-
континуального метода конечных элементов 
(ДКМКЭ), предложенного в работах П.А. 
Акимова, А.Б. Золотова [1] и развитого в ис-
следованиях П.А. Акимова [2-11], М.Л. Моз-
галевой [12-22], Моджтаба Аслами [3-6,16-
19,23], О.А. Козырева [24] и О.А. Негрозова 
[25-28]. Ранее в статьях [29-30] рассматрива-
лись аналогичные проблемы для двумерных 
задач расчета конструкций.

1. РАСЧЕТНАЯ МОДЕЛЬ И ОБЩАЯ 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть требуется решить многоточечную кра-
евую задачу статического расчета (опреде-
лить напряжения и перемещения) трехмерной 
конструкции. Расчетная модель – трехмерная 
(пространственная) задача теории упругости. 
Математическая постановка этой задачи 
приведена, например, в [31-45].
Пусть � – область, занимаемая рассматрива-
емой конструкцией,
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k nkx  , ... 2, ,1   ,,3 � – координаты граничных 

точек (при 2�bn и имеем многоточечную 

краевую задачу); bn – количество граничных 

точек; 1 , ... 2, ,1   , ��� bk nk – подобласти

рассматриваемой области � .
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однако в общем случае, разумеется, имеем

constxll �� )( 311 ;   constxll �� )( 322 ,

т.е. допускается случай кусочного постоян-
ства 1l и 2l .
Рассматривая задачу в рамках метода расши-
ренной (стандартной) области А.Б. Золотова 
[46], можем окаймить области 
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причем, в частности, для указанного выше 
типового случая можно выбрать
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2. ОБЩИЕ ПРИНЦИПЫ 
АППРОКСИМАЦИИ ОБЛАСТИ

Пусть в пределах одной группы областей k	
из числа указанных в (1.4) физико-
геометрические параметры конструкции не 
зависят от переменной 2x , отвечающей так 
называемому основному направлению – для 
таких областей целесообразно использовать 
дискретизацию в рамках ДКМКЭ (имеем 
дискретно-континуальную модель). Пусть в 
пределах другой группы областей k	 соот-

ветствующие физико-геометрические пара-
метры конструкции могут изменяться произ-
вольно – для таких областей следует исполь-
зовать дискретизацию в рамках МКЭ (имеем 
дискретную модель). Итак, целесообразно 
совместное применение МКЭ и ДКМКЭ.
Для удобства изложения введем параметр k� ,

называемый параметр дискретизации и при-
нимающий следующие значения: 1�k� – ис-

пользуется дискретизация в рамках МКЭ [47-
49]; 2�k� – используется дискретизация в 

рамках ДКМКЭ.

3. О ПРАВИЛАХ НУМЕРАЦИИ
ПОДОБЛАСТЕЙ

Вообще, могут использоваться различные 
подходы к нумерации подобластей (или, что 
эквивалентно, областей), определяемых фор-
мулой (1.5).
Первый подход предусматривает раздельную 
нумерацию областей с различными типами 
дискретизации:

�
�

���
k

s
skkk

1
11 |2|)( � ;   

�
�

���
k

s
skkk

1
22 |1|)( � ,      (3.1)

где k – исходный номер подобласти k	 ;

)(11 kkk � – соответствующий номер области 
с дискретизацией в рамках МКЭ или 

)(22 kkk � – соответствующий номер области 
с дискретизацией в рамках ДКМКЭ.
Разумеется, также можно построить обратные
зависимости 

)( 1kkk � ; )( 2kkk � , (3.2)

выполнив табуляцию результатов вычисле-
ний по формулам (3.1).
Таким образом, можем переписать (1.4) в 
следующем виде:
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причем справедливы соотношения 
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где fe
fe

k Nk  , ... 2, ,1   , 11
�	 – области, в преде-

лах которых используется дискретизация в 
рамках МКЭ; dc

dc
k Nk  , ... 2, ,1   , 22

�	 – области, 

в пределах которых используется дискрети-
зация в рамках ДКМКЭ.
Второй подход, напротив, основан на единой 
нумерации областей с различными типами 
дискретизации, т.е. на использовании пред-
ставления вида (1.4), в котором 
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В таком случае, очевидно, соответствующие 
пересчеты по формулам (3.1)-(3.2) не требу-
ются. В настоящей статье далее будет исполь-
зоваться именно второй подход.

4. О ПРАВИЛАХ НУМЕРАЦИИ
КОНЕЧНЫХ И ДИСКРЕТНО-
КОНТИНУАЛЬНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Рассмотрим произвольную область fe
k	 .

Введем обозначение
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ка топологически эквивалентная прямогуоль-
ной). Для узлов конечных элементов, исполь-
зуемых при дискретизации области fe

k	 бу-

дем применять четырехиндексную систему 
нумерации: имеем номер типа ) , , ,( rjik , где 
k – номер подобласти дискретизации в рам-
ках МКЭ; i , j и r – соответственно номера 
элемента по при дискретизации вдоль 
направлений, соответствующих 1x , 2x и 3x ;

fe
rjik ,,,	 – обозначение соответствующего ко-

нечного элемента.
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k	 . Вве-
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рующая сетка топологически эквивалентная 
прямогуольной). Для узлов дискретно-
континуальных конечных элементов, исполь-
зуемых при дискретизации области dc

k	 бу-

дем применять трехиндексную систему нуме-
рации: имеем номер типа ) , ,( jik , где k –
номер подобласти; i и j – соответственно 
номера элемента по при дискретизации вдоль 
направлений, соответствующих 1x и 2x ; dc
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– обозначение соответствующего дискретно-
континуального конечного элемента.
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Рисунок 4.1. Пример к постановке трехточечной краевой задачи.
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Заметим, что в простейших типовых случаях 
схема дискретизации конструкции по направ-
лениям, отвечающим переменным 1x и 2x ,
неизменна по всей области, т.е. справедливы 
равенства
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Рисунок 4.2. К постановке задачи: поперечные по отношению к основному направлению 
сечения трехмерного бруса с соответствующими сеточными аппроксимациями 

сечения в осях 1x и 2x .
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Примеры соответствующих обозначений по-
казаны на рис. 4.1 и 4.2. Заметим, что здесь 
для аппроксимации поперечного по отноше-
нию к 3x сечения (т.е. переменным 1x и 2x )

используется прямоугольная сетка, т.е.
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5. ПОСТРОЕНИЕ ДИСКРЕТНОЙ 
(КОНЕЧНОЭЛЕМЕНТНОЙ) 
АППРОКСИМИРУЮЩЕЙ МОДЕЛИ 
НА ПОДОБЛАСТИ

Рассмотрим произвольную область fe
k	 . При-

нимается следующая дискретная аппрокси-
мирующая модель: по всем координатным 
направлениям (вдоль осей 10x , 20x и 30x )

производится конечноэлементная аппрокси-
мация. Таким образом, область fe

k	 разбива-

ется на конечные элементы (КЭ),
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причем, в частности, при условии справедли-
вости формул (4.11)-(4.15) имеем:
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Характеристическую функцию элемента
fe

jik ,,	 определяется по формуле
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Поэлементные функции, характеризующие 
свойства материала конструкции (параметры 
Ламе) определяются по формулам:

������ rjikrjikrjikrjik ,,,,,,,,,,,,      ; �� . (5.4)

Основными неизвестными в узлах конечных 
элементов являются составляющие переме-
щений )(

3
)(

2
)(

1  , , kkk uuu (верхний индекс « )(k », 

следуя по аналогии с [29,30], здесь и далее 
соответствует номеру рассматриваемой по-
добласти, т.е. fe

kk 		 � ), т.е. для ) , , ,( rjik -го 

узла это ),,,(
3

),,,(
2

),,,(
1  , , rjikrjikrjik uuu .

Поля )(
3

)(
2

)(
1  , , kkk uuu по всем координатным 

направлениям (вдоль осей 10x , 20x и 30x ) в 

пределах каждого конечного элемента ап-
проксимируются линейно (т.е. используются 
стандартные прямоугольные восьмиузловые 
конечные элементы трехмерной задачи тео-
рии упругости (в перемещениях) [47-49]).
Можно показать [47-49], что в рамках рас-
смотрения подобласти fe

k	 , разрешающая си-

стема kNNN ,3213 линейных алгебраических 

уравнений имеет вид:

kkk RUK � ,                        (5.5)

где                  ),,,(}{ rjik
qik uU

g
� ;                  (5.6)

gi – глобальный индекс глобального 

kNNN ,3213 -мерного вектора неизвестных 

kU ; qrjik  , , , , – соответствующие локаль-

ные индексы, определяемые по формулам:

2�k ;                      (5.7)
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iNjNNriq g 3)1(3)1(3 121 ������ ; (5.11)

kK – глобальная матрица жесткости 

kNNN ,3213 -го порядка; kR – kNNN ,3213 - мер-

ный глобальный вектор правых частей (гло-
бальный вектор нагрузок); запись типа ][a
обозначает целую часть числа a .

6. ПОСТРОЕНИЕ ДИСКРЕТНО-
КОНТИНУАЛЬНОЙ 
АППРОКСИМИРУЮЩЕЙ МОДЕЛИ 
НА ПОДОБЛАСТИ

Рассмотрим произвольную область dc
k	 .

Принимается следующая дискретно-
континуальная аппроксимирующая модель: 
по основному направлению (вдоль оси 30x )

решается континуальная задача, а остальным 
направлениям (вдоль осей 10x и 20x ) произ-
водится конечноэлементная аппроксимация.
Итак, область dc

k	 разбивается на дискретно-

континуальные конечные элементы,
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j

dc
jik

dc
k 		 ;              (6.1)

причем, в частности, при условии справедли-
вости формул (4.11)-(4.15) имеем:
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определяя характеристическую функцию 
дискретно-континуального конечного эле-
мента (ДККЭ) dc

jik ,,	 по следующей формуле
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Поэлементные функции, характеризующие 
свойства материала конструкции (параметры
Ламе) определяются по формулам:

������ jikjikjikjik ,,,,,,,,      ; �� . (6.4)

Основными неизвестными в узлах дискретно-
континуальных конечных элементов являют-
ся составляющие перемещений )(

3
)(

2
)(

1  , , kkk uuu
и их производные )(

3
)(

2
)(

1  , , kkk vvv по перемен-

ной 3x , т.е. для ) , ,( jik -го узла это 
),,(

3
),,(

2
),,(

1  , , jikjikjik uuu и ),,(
3
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2
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1  , , jikjikjik vvv .

Поля ),,(
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2
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1  , , jikjikjik uuu и ),,(

3
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2
),,(

1  , , jikjikjik vvv
по неосновным направлениям (вдоль 1x и 2x )
в пределах каждого дискретно-
континуального конечного элемента аппрок-
симируются полилинейно.
Можно показать, что в рамках рассмотрения 
подобласти dc

k	 , разрешающая система 

216 NN обыкновенных дифференциальных 
уравнений первого порядка имеет вид:
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)()( 333 xRxUAxU kkkk ��� , (6.5)
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– 216 NN -мерная глобальная вектор-функция 
неизвестных (нижний индекс « )(k », следуя 
по аналогии [29,30], здесь и далее соответ-
ствует номеру рассматриваемой подобласти, 
т.е. dc
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kA – матрица коэффициентов 216 NN -го по-

рядка; )(
~

2xRk – 216 NN -мерная вектор-

функция правых частей.
Решение системы (6.5) может быть представ-
лено в виде [2]: 

)()()( 333 xSCxExU kkkk �� , (6.11)

где )()()( 1,33,333
b

kk
b

kkk xxxxxE ����� �� ; (6.12)

)(
~

)()( 333 xRxxS kkk �� � ; (6.10)

)( 3xk� – фундаментальная матрица-функция 

системы (6.5), определяемая согласно [2];
символ «�» здесь и далее обозначает опера-
цию свертки функций [2]; kC – 216 NN -

мерный вектор постоянных, определяемый из 
соответствующих граничных условий.
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