
  
Publishing House ASV  

Scientific coordination is carried out by        
the Russian Academy of Architecture and 
Construction Sciences (RAACS)

Volume 13  Issue 2  2017  ISSN 2587-9618 
 

 
 
 

International   Journal   for 
 

Computational Civil  
and Structural  
Engineering 
 
Международный журнал по расчету гражданских               

и строительных конструкций 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ijccse.iasv.ru    www.raasn.ru                                       DOI: 10.22337/2587-9618 



 
 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 

 
EXECUTIVE EDITOR 

 
Vladimir I. Travush, 

Full Member of RAACS, Professor, Dr.Sc., 
Vice-President of the Russian Academy of Architecture 

and Construction Sciences; 
Urban Planning Institute of Residential and Public 

Buildings; 
24, Ulitsa Bolshaya Dmitrovka, 107031, Moscow, 

Russia 
 

EDITORIAL DIRECTOR 
Valery I. Telichenko, 

Full Member of RAACS, Professor, Dr.Sc., 
The First Vice-President of the Russian Academy of 

Architecture and Construction Sciences; National 
Research Moscow State University of Civil Engineering; 

24, Ulitsa Bolshaya Dmitrovka, 107031, Moscow,  
Russia 

 
EDITOR-IN-CHIEF 
Vladimir N. Sidorov, 

Advisor of RAACS, Professor, Dr.Sc., Russian 
University of Transport (RUT - MIIT); Russian 

University of Friendship of Peoples; Moscow Institute of 
Architecture (State Academy); Perm National Research 

Polytechnic University; 
Kielce University of Technology (Poland); 

9b9 Obrazcova Street, Moscow, 127994, Russia 
 
 

MANAGING EDITOR 
Nadezhda S. Nikitina, 

Professor, Ph.D, 
Director of ASV Publishing House; National Research 

Moscow State University of Civil Engineering; 
26, Yaroslavskoe Shosse,  
129337 Moscow, Russia 

 

 
 

ASSOCIATE EDITORS 
 

Pavel A. Akimov, 
Full Member of RAACS, Professor, Dr.Sc., 
Executive Scientific Secretary of the Russian Academy 
of Architecture and Construction Sciences; 
Scientific Research Center “STADYO”, 
24, Ul. Bolshaya Dmitrovka, 107031, Moscow, Russia 
 
Alexander M. Belostotsky, 
Corresponding Member of RAACS, Professor, Dr.Sc., 
Research & Development Center “STADYO”; 
Russian University of Transport (RUT - MIIT); Russian 
University of Friendship of Peoples; 
Perm National Research Polytechnic University; 
8th Floor, 18, ul. Tretya Yamskogo Polya, 
125040, Moscow, Russia 
 
Vladimir Belsky, Ph.D., 
Dassault Systemes Simulia; 
1301 Atwood Ave Suite 101W 02919 Johnston, RI, 
United States 
 
Mikhail Belyi, Professor, Dr.Sc., 
Dassault Systemes Simulia; 
1301 Atwood Ave Suite 101W 02919 Johnston, RI, 
United States 

Vitaly Bulgakov, Professor, Dr.Sc., 
Parametric Technology Corp.; 
57 Metropolitan Av., 
Ashland, MA, USA 
 
Nikolai P. Osmolovskii, Professor, Dr.Sc., Systems 
Research Institute Polish Academy of Sciences; 
Kazimierz Pulaski University of Technology and 
Humanities in Radom; 
29, ul. Malczewskiego, 26-600, Radom, Poland 
 
Gregory P. Panasenko, Professor, Dr.Sc., Equipe 
d’Analise Numerique NMR CNRS 5585 University Gean 
Mehnet; 
23 rue. P.Michelon 42023, St.Etienne, France 
 
Leonid A. Rozin, Professor, Dr.Sc., 
Peter the Great Saint-Petersburg Polytechnic University; 
29, Ul. Politechnicheskaya, 
195251 Saint-Petersburg, Russia 
 
 
 
 

 
 
Scientific coordination is carried out by  the Russian Academy of Architecture and Construction Sciences (RAACS) 

 
 

PUBLISHER 

ООО «Издательство АСВ» 

(Publishing House ASV) 

Yaroslavskoe sh. 19/1,12, 129337 Moscow, Russia 

Tel. +7 (925) 084-74-24, iasv@iasv.ru 

INDEXED IN: 

CrossRef 
Google Schcolar 
Index Copernicus 

Russian Science Citation Index 
 

ISSN 2587-9618



International Journal for Computational Civil and Structural Engineering

Volume 13, Issue 2, 2017 

ADVISORY EDITORIAL BOARD  &  REVIEWERS 
 
Robert M. Aloyan, Professor 
Ivanovo State Polytechnical 
University; 20, Ulitsa 8 Marta, 
Ivanovo, 153037, Russia 

Vladimir I. Andreev, Professor 
National Research Moscow State 
University of Civil Engineering;  
Yaroslavskoe shosse 26, Moscow, 
129337, Russia 

Mukhtaritdin M. Batdalov, Professor 
Makhachkala Branch of Moscow 
Automobile and Road State 
Technical University (MADI); 
1. Imam Shamil Avenue, 
Makhachkala, Russia 

Klaus-Jurgen Bathe, Professor 
Massachusetts Institute  
of Technology; 
Cambridge, MA 02139, USA 

Alexander T. Bekker, Professor 
Far Eastern Federal University; 
8 Suhanova Street, Vladivostok, 
690950, Russia 

Jan Buynak, Professor 
University of Žilina; 1, Univerzitná, 
Žilina, 010 26, Slovakia

Evgeniy M. Chernishov, Professor 
Voronezh State University of 
Architecture and Civil Engineering;
84, 20 Let Oktyabrya st., Voronezh, 
394006, Russia 

Vladimir T. Erofeev, Professor 
Ogarev Mordovia State University; 
68 Bolshevistskaya Str., Saransk 
430005, Republic of Mordovia, 
Russia 

Victor S. Fedorov, Professor 
Moscow State University of Railway 
Engineering; 9, Obraztsova Street, 
Moscow, 127994, Russia

Sergiy Yu. Fialko, Professor,  
Cracow University of Technology; 
24, Warszawska Street, Kraków, 
31-155, Poland 

Alexander S. Gorodetsky, Professor
LIRA SAPR Ltd.; 
Office 212, 7a Kiyanovsky side street 
(pereulok), Kiev, 04053, Ukraine 

Vyatcheslav A. Ilyichev, Professor 
Russian Academy of Architecture 
and Construction Sciences; 
24, Ulitsa Bolshaya Dmitrovka, 
Moscow, 107031, Russia 

Marek Iwański, Professor,  
Kielce University of Technology; 
7, al. Tysiąclecia Państwa Polskiego  
Kielce, 25 – 314, Poland 

Sergey Yu. Kalashnikov, Professor 
Volgograd State University of 
Architecture and Civil Engineering; 
1, Academicheskaya Street, 
Volgograd, 400074, Russia 

Nikolay I. Karpenko, Professor 
Research Institute of Building 
Physics; 21, Locomotive Travel, 
Moscow, 127238, Russia 

Vladimir V. Karpov, Professor
Saint Petersburg State University of 
Architecture and Civil Engineering; 
4, 2-nd Krasnoarmeiskaya Steet,
Saint Petersburg, 190005, Russia 

Galina G. Kashevarova, Professor 
Perm National Research Polytechnic 
University; 29 Komsomolsky pros.,
Perm, Perm Krai, 614990, Russia 

Vitaly I. Kolchunov, Professor 
Southwest State University; 94, 50 let 
Oktyabrya, Kursk, 305040, Russia 

Markus König, Professor 
Ruhr-Universität Bochum; 
150, Universitätsstraße, Bochum, 
44801, Germany 

Sergey B. Kositsin, Professor 
Moscow State University of Railway 
Engineering; 9, Obraztsova Street, 
Moscow, 127994, Russia 

Amirlan A. Kusainov, Professor 
Kazakh Leading Academy of 
Architecture and Civil Engineering; 
29, Toraigyrov str., Almaty, Almaty, 
050043, Republic of Kazakhstan 

Sergey V. Kuznetsov, Professor 
Institute for Problems in Mechanics 
of the Russian Academy of Sciences; 
101-1, Prosp. Vernadskogo, Moscow, 
119526, Russia 

Vladimir V. Lalin, Professor 
Peter the Great Saint-Petersburg  
Polytechnic University; 29, Ul. 
Politechnicheskaya, St. Petersburg, 
195251, Russia 

Leonid S. Lyakhovich, Professor 
Tomsk State University  
of Architecture and Building; 
2, Solyanaya sq., Tomsk, 634003, 
Russia 

Rashid A. Mangushev, Professor 
Saint Petersburg State University of 
Architecture and Civil Engineering; 
4, 2-nd Krasnoarmeiskaya Steet,
Saint Petersburg, 190005, Russia 

Ilizar T. Mirsayapov, Professor 
Kazan State University  
of Architecture and Engineering; 
1, Zelenaya Street, Kazan, 420043, 
Republic of Tatarstan, Russia 

Vladimir L. Mondrus, Professor 
National Research Moscow State 
University of Civil Engineering; 
Yaroslavskoe shosse 26, Moscow, 
129337, Russia 

Anatoly V. Perelmuter, Professor 
SCAD Soft; 
Office 1,2, 3a Osvity street, 
Kiev, 03037, Ukraine 

Alexey N. Petrov, Professor 
Petrozavodsk State University; 
33, Lenina Prospect, Petrozavodsk, 
185910, Republic of Karelia, Russia 

Vladilen V. Petrov, Professor 
Yuri Gagarin State Technical 
University of Saratov; 
77 Politechnicheskaya Street, 
Saratov, 410054, Russia 

Jerzy Z. Piotrowski, Professor  
Kielce University of Technology; 
al. Tysiąclecia Państwa Polskiego 7, 
Kielce, 25 – 314, Poland 

Chengzhi Qi, Professor 
Beijing University of Civil 
Engineering and Architecture; 
1, Zhanlanlu, Xicheng District, 
Beijing, China

Nikolaj N. Shaposhnikov, Professor 
Moscow State University of Railway 
Engineering; 9, Obraztsova Street, 
Moscow, 127994, Russia 

Eun Chul Shin, Professor 
Incheon National University; 
(Songdo-dong)119 Academy-ro, 
Yeonsu-gu, Incheon, Korea 

D.V. Singh, Professor 
Vice-Chairman all India Council  
for Technical Education; 
New Delhi, India 

Wacław Szcześniak, Professor 
Lublin University of Technology; 
Ul. Nadbystrzycka 40, 
20-618 Lublin, Poland 

Tadatsugu Tanaka, Professor 
Tokyo University; 7-3-1 Hongo, 
Bunkyo, Tokyo, 113-8654, Japan 

Zbigniew Wojcicki, Professor 
Wroclaw University of Technology; 
11 Grunwaldzki Sq., 50-377, 
Wrocław, Poland 
Askar Zhussupbekov, Professor
Eurasian National University;  
5, Munaitpassov street, Astana, 
010000, Kazakhstan



International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 

Volume 13, Issue 2, 2017 3 

INVITED REVIEWERS 
 

Akimbek A. Abdikalikov, Professor, Dr.Sc., 
Kyrgyz State University of Construction, Transport and Architecture n.a. N. Isanov; 

34 Maldybayeva Str., Bishkek, 720020, Biskek, Kyrgyzstan 
 

Vadim K. Akhmetov, Professor, Dr.Sc. 
National Research Moscow State University of Civil Engineering; 

26, Yaroslavskoe Shosse, Moscow, 129337, Russia 
 

Ján Čelko, Professor, PhD, Ing. 
University of Žilina; Univerzitná 1, 010 26, Žilina, Slovakia 

 

Stanislaw Jemioło, Professor, Dr.Sc., 
Warsaw University of Technology; 1, Pl. Politechniki, 00-661, Warsaw, Poland 

 

Konstantin I. Khenokh, M.Ing., M.Sc. 
General Dynamics C4 Systems; 8201 E McDowell Rd, Scottsdale, AZ 85257, USA 

 

Christian Koch, Dr.-Ing. 
Ruhr-Universität Bochum; 

Lehrstuhl für Informatik im Bauwesen, Gebäude IA, 44780, Bochum, Germany 
 

Gaik A. Manuylov, Professor, PhD 
Moscow State University of Railway Engineering; 9, Obraztsova Street, Moscow, 127994, Russia 

 

Alexander S. Noskov, Professor, Dr.Sc. 
Ural Federal University named after the first President of Russia B.N. Yeltsin; 

19 Mira Street, Ekaterinburg, 620002, Russia 
 

Nelli N. Rogacheva, Professor, Dr.Sc. 
National Research Moscow State University of Civil Engineering;  

26, Yaroslavskoe Shosse, Moscow, 129337, Russia 
 

Marina V. Shitikova, Professor, Dr.Sc. 
Voronezh State Technical University; 14, Moscow Avenue, Voronezh, 394026, Russia 

 

Grzegorz Świt, Professor, Dr.hab. Inż., 
Kielce University of Technology; 7, al. Tysiąclecia Państwa Polskiego, Kielce, 25 – 314, Poland 

 

Josef Vičan, Professor, PhD, Ing. 
University of Žilina; Univerzitná 1, 010 26, Žilina, Slovakia 

 

Artur Zbiciak, Associate Professor 
Warsaw University of Technology; 1, Pl. Politechniki, 00-661, Warsaw, Poland 

 

AIMS AND SCOPE 
 

The aim of the Journal is to advance the research and practice in structural engineering 
through the application of computational methods. The Journal will publish original papers and 
educational articles of general value to the field that will bridge the gap between high-performance 
construction materials, large-scale engineering systems and advanced methods of analysis. 

The scope of the Journal includes papers on computer methods in the areas of structural 
engineering, civil engineering materials and problems concerned with multiple physical processes 
interacting at multiple spatial and temporal scales. The Journal is intended to be of interest and use 
to researches and practitioners in academic, governmental and industrial communities. 
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ОБЩАЯ ИНФОРМАЦИЯ О ЖУРНАЛЕ 
International Journal  

for Computational Civil and Structural Engineering 
(Международный журнал по расчету гражданских и строительных конструкций) 

 
Международный научный журнал “International Journal for Computational Civil 

and Structural Engineering (Международный журнал по расчету гражданских и строи-
тельных конструкций)” (IJCCSE) является ведущим научным периодическим изданием по 
направлению «Инженерные и технические науки», издаваемым, начиная с 1999 года. В жур-
нале на высоком научно-техническом уровне рассматриваются проблемы численного и ком-
пьютерного моделирования в строительстве, актуальные вопросы разработки, исследования, 
развития, верификации, апробации и приложений численных, численно-аналитических ме-
тодов, программно-алгоритмического обеспечения и выполнения автоматизированного про-
ектирования, мониторинга и комплексного наукоемкого расчетно-теоретического и экспери-
ментального обоснования напряженно-деформированного (и иного) состояния, прочности, 
устойчивости, надежности и безопасности ответственных объектов гражданского и промыш-
ленного строительства, энергетики, машиностроения, транспорта, биотехнологий и других 
высокотехнологичных отраслей. 

В редакционный совет журнала входят известные российские и зарубежные деятели 
науки и техники. Основной критерий отбора статей для публикации в журнале − их высокий 
научный уровень, соответствие которому определяется в ходе высококвалифицированного 
рецензирования и объективной экспертизы, поступающих в редакцию материалов. 

Журнал входит в Перечень ВАК РФ ведущих рецензируемых научных изданий, в ко-
торых должны быть опубликованы основные научные результаты диссертаций на соиска-
ние ученой степени кандидата наук, на соискание ученой степени доктора наук. В Россий-
ской Федерации журнал индексируется Российским индексом научного цитирования 
(РИНЦ). Журнал входит в базу данных Russian Science Citation Index (RSCI), полностью ин-
тегрированную с платформой Web of Science. Журнал имеет международный статус и высы-
лается в ведущие библиотеки и научные организации мира.  

Издатели журнала – Издательство Ассоциации строительных высших учебных за-
ведений /АСВ/ (Россия, г. Москва) и Издательский дом Begell House Inc. (США, г. Нью-
Йорк). Партнерами издания является Российская академия архитектуры и строительных 
наук (РААСН) и Научно-исследовательский центр СтаДиО (ЗАО НИЦ СтаДиО). 

Цели журнала – демонстрировать в публикациях российскому и международному 
профессиональному сообществу новейшие достижения науки в области вычислительных ме-
тодов решения фундаментальных и прикладных технических задач, прежде всего в области 
строительства.  

Задачи журнала: 
– предоставление российским и зарубежным ученым и специалистам возможности 

публиковать результаты своих исследований; 
– привлечение внимания к наиболее актуальным, перспективным, прорывным и ин-

тересным направлениям развития и приложений численных и численно-аналитических ме-
тодов решения фундаментальных и прикладных технических задач, совершенствования тех-
нологий математического, компьютерного моделирования, разработки и верификации реали-
зующего программно-алгоритмического обеспечения; 

– обеспечение обмена мнениями между исследователями из разных регионов и госу-
дарств. 
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Тематика журнала. К рассмотрению и публикации в журнале принимаются анали-
тические материалы, научные статьи, обзоры, рецензии и отзывы на научные публикации по 
фундаментальным и прикладным вопросам технических наук, прежде всего в области строи-
тельства. В журнале также публикуются информационные материалы, освещающие научные 
мероприятия и передовые достижения Российской академии архитектуры и строительных 
наук, научно-образовательных и проектно-конструкторских организаций. 

Тематика статей, принимаемых к публикации в журнале, соответствует его названию 
и охватывает направления научных исследований в области разработки, исследования и при-
ложений численных и численно-аналитических методов, программного обеспечения, техно-
логий компьютерного моделирования в решении прикладных задач в области строительства, 
а также соответствующие профильные специальности, представленные в диссертационных 
советах профильных образовательных организациях высшего образования.  

Редакционная политика. Политика редакционной коллегии журнала базируется на 
современных юридических требованиях в отношении авторского права, законности, плагиа-
та и клеветы, изложенных в законодательстве Российской Федерации, и этических принци-
пах, поддерживаемых сообществом ведущих издателей научной периодики. 

За публикацию статей плата с авторов не взымается. Публикация статей в жур-
нале бесплатная. На платной основе в журнале могут быть опубликованы материалы ре-
кламного характера, имеющие прямое отношение к тематике журнала. 

Авторам. Прежде чем направить статью в редакцию журнала, авторам следует озна-
комиться со всеми материалами, размещенными в разделах сайта журнала (интернет-сайт 
Российской академии архитектуры и строительных наук (http://raasn.ru); подраздел «Издания 
РААСН» или интернет-сайт Издательства АСВ (http://iasv.ru); подраздел «Журнал IJCCSE»): 
с основной информацией о журнале, его целями и задачами, редакционной политикой, по-
рядком рецензирования направляемых в журнал статей и пр. 

Подписка. Журнал зарегистрирован в Федеральном агентстве по средствам массо-
вой информации и охраны культурного наследия Российской Федерации. Индекс в общерос-
сийском каталоге РОСПЕЧАТЬ − 18076. 

По вопросам подписки на международный научный журнал “International Journal for 
Computational Civil and Structural Engineering (Международный журнал по расчету граждан-
ских и строительных конструкций)” обращайтесь в Агентство «Роспечать» (Официальный 
сайт в сети Интернет: http://www.rosp.ru/) или в издательство Ассоциации строительных ву-
зов (АСВ) в соответствии со следующими контактными данными: 

ООО «Издательство АСВ» 
Юридический адрес: 129337, Россия, г. Москва, Ярославское ш., д. 26, офис 705; 
Фактический адрес: 129337, Россия, г. Москва, Ярославское ш., д. 19, корп. 1, 5 этаж, 

офис 12 (ТЦ Мебель России); 
Телефоны: +7 (925) 084-74-24, +7 (926) 010-91-33 
Интернет-сайт: www.iasv.ru. Адрес электронной почты: iasv@iasv.ru. 
Контактная информация. 
По всем вопросам работы редакции, рецензирования, согласования правки текстов и 

публикации статей следует обращаться к главному редактору журнала Сидорову Владимиру 
Николаевичу (e-mail: sidorov.vladimir@gmail.com, iasv@iasv.ru, sidorov@raasn.ru) или техни-
ческому редактору журнала Кайтукову Таймуразу Батразовичу (адреса электронной почты: 
kaytukov@raasn.ru; tkaytukov@gmail.com). Кроме того, по указанным вопросам, а также по 
вопросам размещения в журнале рекламных материалов можно обращаться к генеральному 
директору ООО «Издательство АСВ» Никитиной Надежде Сергеевне (адреса электронной 
почты: iasv@iasv.ru, nsnikitina@mail.ru, ijccse@iasv.ru). 
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Журнал становится технологичнее. Издательство АСВ с сентября 2016 года явля-
ется членом Международной ассоциации издателей научной литературы (PILA), осуществ-
ляющей свою деятельность на платформе CrossRef. Оригинальным статьям, публикуемым в 
журнале, будут присваиваться уникальные номера (индексы DOI – Digital Object Identifier), 
что значительно облегчит поиск метаданных и местонахождение полнотекстового произве-
дения. DOI – это система определения научного контента в сети Интернет.  

CrossRef – независимая организация, образованная в 2000 году по инициативе груп-
пы научных издателей. Инициатором разработки технологии стало издательство Wiley. Тех-
нология использования ссылок (DOI) принадлежит агентству CrossRef.  

Publishers International Linking Association (PILA) – Международная ассоциация по 
связям издателей – является управляющей структурой агентства CrossRef – агрегатора и ре-
гистратора DOI, а также международной базой научных статей и их метаданных 
(www.crossref.org). На настоящий момент в базе несколько десятков миллионов материалов. 

Использование этой технологии позволит представить информацию о журнале на 
международной платформе издателей научной литературы CrossRef, обеспечит удобный и 
принятый в мировом научном сообществе доступ к полнотекстовой электронной версии. Это 
значительно облегчит поиск научной информации, что способствует повышению наукомет-
рических показателей авторов статей, публикуемых в журнале. Если, например, у произведе-
ния российского автора есть DOI и если на его работу имеется ссылка в публикации зару-
бежного коллеги в журнале, включенном в Web of Science и Scopus, то такое произведение 
автоматически попадает в эти базы данных и получает в нем собственный индекс цитируе-
мости. 

Все журналы, индексируемые в международной базе научного цитирования Web of 
Science и большинство периодических изданий, индексируемых в международной базе Sco-
pus, имеют DOI. Использование цифрового идентификатора говорит прежде всего о техноло-
гическом качестве научного издания и является неотъемлемым атрибутом системы научной 
коммуникации за счет эффективного обеспечения процессов обмена научной информацией.  

С октября 2016 года стал возможным прием статей на рассмотрение и рецензирова-
ние через он-лайн систему приема статей Open Journal Systems на сайте журнала: 

http://ijccse.iasv.ru/index.php/IJCCSE 
Автор имеет возможность следить за продвижением статьи в редакции журнала в 

личном кабинете Open Journal Systems и получать соответствующие уведомления по элек-
тронной почте. 

 



International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 

Volume 13, Issue 2, 2017 7

 

 

International Journal for 

Computational Civil and Structural Engineering 
(Международный журнал по расчету гражданских и cтроительных конструкций) 

 

Volume 13, Issue 2 2017 
 

TABLE OF CONTENTS    (СОДЕРЖАНИЕ) 
 
Contemporary Problems of Numerical Modelling of Unique Structures 
and Buildings  
Alexander M. Belostotsky, Pavel A. Akimov, Irina N. Afanasyeva, 
Taymuraz B. Kaytukov           9 
 
 

The Modified Mohr - Coulomb and Drucker - Prager Models. 
Influence of Eccentricity on Hysteresis Loop and Energy Loss 35 
Alexander V. Dudchenko, Sergey V. Kuznetsov 
 
Formulation of Mathematical Problem Describing Physical and Chemical Processes at 
Concrete Corrosion 45 
Sergey V. Fedosov, Varvara E. Roumyantseva, Igor V. Krasilnikov, Boris Е. Narmania 
 
Method of Compensating Loads for Solving of a Problem of Unsymmetric Bending                            
of Infinite Ice Slab with Circular Opening 50 
Elena B. Koreneva 
 
Reliability Analysis of Existing Reinforced Concrete Beams on Normal Crack 
Length Criterion 56 
Vladimir S. Utkin, Sergey A. Solovyev 
 
The Reliability Analysis of Existing Reinforced Concrete Piles in Permafrost 
Regions 64 
Vladimir S. Utkin, Leonid A. Sushev 
 
Трехинвариантный критерий текучести в задаче пробивания пластины из 
алюминиевого сплава Д16(А)Т жестким телом  
В.В. Вершинин, В.Л. Мондрус 
Pressure- and lode-dependent yield criterion within the problem of 2024-t3(51) aluminum 
alloy plate perforation by a rigid projectile   
Vladislav V. Vershinin, Vladimir L. Mondrus        73 
 
Численное и экспериментальное моделирование жесткого стыка слоистых деревянных 
конструкций  
М.А. Водянников, Г.Г. Кашеварова 
Numerical and exerimental modeling of rigid joint of layered wooden structures    
Mikhail A. Vodiannikov, Galina G. Kashevarova        84 
 
Реализация TVD-схемы численного решения задачи фильтрации  
Ю.П. Галагуз 



International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 

8 Volume 13, Issue 2, 2017

 

 

Realization of the tvd-scheme for a numerical solution of the filtration problem   
Yuri P. Galaguz            93 
 
О задачах поисках минимума и максимума в строительной механике  
Л.С. Ляхович, П.А. Акимов, Б.А. Тухфатуллин 
About hill-climbing problems  in structural mechanics  
Leonid S. Lyakhovich, Pavel A. Akimov, Boris A. Tukhfatullin     102 
 
О вычислительных признаках различия критических точек 
на кривой равновесий  
Г.А. Мануйлов, С.Б. Косицын, М.М. Бегичев 
On computational differences of critical points on equilibrium curve   
Gaik A. Manuylov, Sergey B. Kosytsyn, Maxim M. Begichev      125 
 
Статическое моделирование крановых нагрузок и расчетные сочетания 
усилий  
А.В. Перельмутер 
Crane load statistical modelling and  design combinations of the internal forces  
Аnatoly V. Perelmuter 136 
 
 
Методика исследования устойчивости пологих ортотропных оболочек 
двоякой кривизны при динамическом нагружении  
А.А. Семенов 
Methodology research of stability of shallow orthotropic shells of double curvature  under 
dynamic loading   
Alexey A. Semenov           145 
 
К задаче формирования треугольной сети на сфере с узлами на одном уровне  
А.Д. Антошкин 
He problem of emplacement of triangular geometric net on the sphere with nodes  on the same 
level 
Vasilij D. Antoshkin           154 
 
 
Об итогах выборов членов Российской академии архитектуры 
и строительных наук (РААСН) в 2017 году         161 
 
Итоговый документ научной части Общего собрания членов Российской академии 
архитектуры и строительных наук в 2017 году «Научные исследования - важнейший 
фактор инновационного развития архитектурно-строительного комплекса и 
градостроительной деятельности в России» 163 
 
Предложения Российской академии архитектуры и строительных наук по 
приоритетным направлениям развития исследований 
в сфере архитектуры, градостроительства и строительных наук 170 
 
Ушел из жизни Дмитрий Георгиевич Копаница 175 
 
К Юбилею Александра Михайловича Белостоцкого 177 



International Journal for Computational Civil and Structural Engineering, 13(2) 9-34 (2017) 

9 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

CONTEMPORARY PROBLEMS OF NUMERICAL MODELLING 
OF UNIQUE STRUCTURES AND BUILDINGS 

 
Alexander M. Belostotsky1,2,3,4, Pavel A. Akimov1,2,4,5, Irina N. Afanasyeva1,2,  

Taymuraz B. Kaytukov2,5 
 

1 Scientific Research Center “StaDyO”, Moscow, RUSSIA 
2 National Research Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

3 Perm National Research Polytechnic University, Perm, RUSSIA 
4 Research Institute of Building Physics of Russian Academy  

of Architecture and Construction Sciences, Moscow, RUSSIA 
5 Russian Academy of Architecture and Construction Sciences, Moscow, RUSSIA 

 
Abstract: The distinctive paper is devoted to contemporary problems of numerical modelling of unique struc-
tures, buildings and facilities and corresponding directions of activity of Scientific Research Center “StaDyO” 
including development, verification and use of corresponding software, development and refinement of methods 
of structural analysis, solution of scientific and technical problems, scientific and educational activity. Experi-
ence in theoretical and practical computational analysis is under consideration as well (26-year history). 
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Аннотация: В настоящей статье рассматриваются актуальные проблемы численного моделирования со-
стояния зданий, сооружений и комплексов, а также соответствующие направления деятельности ЗАО 
«Научно-исследовательский центр СтаДиО» (НИЦ СтаДиО), включая вопросы разработки, верификации 
и апробации соответствующего программного обеспечения, реализации образовательных проектов, а 
также исследования и развития численных и численно-аналитических методов решения актуальных 
научно-технических задач. Кроме того, приводятся краткие сведения о 26-летнем опыте коллектива НИЦ 
СтаДиО в области расчетно-теоретических исследований пространственного температурного и напря-
женно-деформированного состояния, устойчивости, прочности и надежности трубопроводов, технологи-
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1. INTRODUCTION 
 
International and Russian experience, reflected 
in the numerous papers and monographs, well-
known events in the recent years in various cit-
ies all over the world indicate that problem of 
technological safety of metropolis is rather ac-
tual, science-intensive and, unfortunately, still 
far from practical solution. An effective and 
economically justified solution of these prob-
lems is normally based on predictive mathemat-
ical modeling of state (static and dynamic 
stress-strain state, gas- and hydrodynamic state, 
thermal state, etc.) of structures, buildings and 
facilities with the use of corresponding univer-
sal and specialized software systems, realizing 
numerical methods of mechanics (fluid mechan-
ics, gas dynamics, solid mechanics, structural 
mechanics) [11,12, 18-22,24-26]. In accordance 
with the state-of-the-art concept mathematical 
models must accompany objects at all stages of 
their life cycle (design and construction, opera-
tion, repair and reconstruction), providing an 
adequate and complete analysis and forecast of 
the state as part of computer-based structural 
health monitoring systems [13]. Scientific 
Research Center “StaDyO” (SRC “StaDyO”) 
was founded in Moscow in 1991 as one of the 
Russian pioneers offering and performing 
computer-oriented computation services for 
industrial purposes. Problems dealing with 
effects of static, temperature and dynamic loads 
on complex buildings, equipment and pipelines 
of nuclear and hydro power plants, wind 
structures, offshore structures etc. are under 
consideration. SRC “StaDyO” develops and 
distributes computer-aided design systems as 
well as the respective specialized software. 
Besides, SRC “StaDyO” distributes technical 
software in the area of structural mechanics and 
other related areas. During twenty six years 
SRC “StaDyO” worked in the field of design 
and numerical analysis of structures, equipment 
and pipe systems of nuclear power plants, hydro 
power stations and dam constructions, offshore 
structures and other complicated systems.  

2. DIRECTIONS OF ACTIVITY  
OF SCIENTIFIC RESEARCH CENTER 
“STADYO” 

 
2.1. Contemporary problems of mathemati-
cal modelling of unique structures, buildings 
and facilities. 
Directions of activity of SRC “StaDyO” include 
the following contemporary problems of math-
ematical modelling of unique structures, build-
ings and facilities: 
� modelling of interaction of buildings and 

structures with a foundation with allowance 
for real properties, stage-by-stage construc-
tion and actual operation history; 

� structural analysis with allowance for physi-
cal, geometrical and other nonlinearities 
(plasticity of metal, creep and crack for-
mation of reinforced concrete, nonlinear rhe-
ology of the foundation, large displacements, 
loss of stability, postbuckling behaviour, con-
tact problems (friction separation, etc.)) [15-
17]; 

� structural analysis with allowance for struc-
tural and technological specificity (structural 
(constructive) nonlinearity, genetic nonline-
arity) of buildings and facilities (construction 
sequence, stage-by-stage construction, sensi-
tivity of buildings and structures, assessment 
of the quality of the constructive solution 
from the position of the sensitivity of the 
stress-strain state to corresponding design 
deviations) [15-17]; 

� numerical modelling of wind flows and loads 
(average and pulsation components, loads on 
facade structures, pedestrian comfort, vortex 
resonance oscillations), experimental valida-
tions of wind load analysis; 

� seismic analysis (with allowance for acceler-
ation spectra (versions of the linear-spectral 
theory), accelerograms, platform models, 
wave effects) [14]; 

� progressive collapse analysis of buildings 
and facilities with allowance for real dynam-
ic highly nonlinear effects of elastoviscoplas-
ticity and large displacements; 
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Figure 1. Proprietary software systems based on superelement method  

(substructuring method):universal (STADYO) and object-oriented (ASTRA-NOVA). 
 

� development and refinement of methods and 
algorithms for solution of large-scale compu-
tational problems (direct and iterative solv-
ers, superelement technology, adaptive 
schemes, parallelizing, etc.); 

� development of calibratable mathematical 
and computer models as part of structural 
health monitoring systems at the stages of 
erection and operation of buildings and fa-
cilities; 

� application of algorithms of aerodynamics 
for modelling of snow sedimentations, explo-
sion loads and distribution of hazardous 
emissions; 

� numerical modelling of three-dimensional 
non-stationary problems of fire resistance; 

� solution of coupled problems of aerohydroe-
lasticity. 
 

2.2. Development and verification of software. 
During twenty six years specialists from SRC 
“StaDyO” successfully worked in the field of 

design, development and verification of proprie-
tary software systems (Figure 1). STADYO is 
the universal software system providing temper-
ature fields, static, stability and dynamic analy-
sis (including response spectra and accelerations 
definition) as well as fracture mechanics and 
strength analysis and optimization of arbitrary 
combined 2-D and 3-D solid, shell, plate and 
beam mechanical systems by the finite ele-
ments, superelement and other modern numeri-
cal methods. STADYO is verified and certifi-
cated in Gosatomnadzor RF (State Nuclear 
Safety Commission of the Russian Federation), 
it is applied in the leading design and research 
institutes and plants (for instance, Atomener-
goproject (Russia), Hydroporoject (Russia), 
Teploenergoproject (Russia), Energoproject 
(Bulgaria), Siemens AG (Germany), etc.)). AS-
TRA-NOVA is the software system for nuclear 
power plants, fuel power plants, which provides 
petroleum pipelines stress-strain analysis in ac-
cordance with existing Russian and international 
design codes (Figure 3).  
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Figure 2. Software systems for analysis of loads and effects, strength and stability  

of structures, buildings and facilities. 
 

 
Figure 3. Modeling of complex supporting structures and equipment  

in the ASTRA-NOVA software system (sample). 
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SyMonEx is informational & diagnostic com-
puter system of monitoring and expert safety 
evaluation of complicated power energetic 
structures. These software systems have power-
ful pre- and postprocessors, which allow to pre-
pare input data and analyse results, correspond 
to world standards and can work together with 
various modern CAD/CAM systems and data 
bases. Besides, it is vital to specify the follow-
ing activities: 
� review of results of structural analysis with 

the use of verified software; 
� training of specialists-users of software sys-

tems which provide mathematical modelling 
of structures, buildings and facilities; 

� qualification tests and certification of special-
ists dealing with computational structural 
analysis and corresponding experts reports; 

� verification of numerical methods and soft-
ware used in design and structural analysis; 

� construction and technical expertise of build-
ings and facilities (including cases of local 
destruction). 

 
2.3 Development and refinement of methods 
of structural analysis. 
Research and development of numerical (finite 
element method, boundary element method, var-
iation-difference method, meshless method, fi-
nite volume method etc.) and semianalytical 
(discrete-continual) methods of structural analy-
sis [1-10,23] are the most important aspects of 
ensuring safety of structures and buildings. 
Particularly the field of application of discrete-
continual methods (discrete-continual finite el-
ement method, discrete-continual boundary el-
ement method, discrete-continual variation-
difference method), which are now becoming 
available for computer realization, comprises 
structures with regular (in particular, constant or 
piecewise constant) physical and geometrical 
parameters in some dimension (so-called 
“basic” direction (dimension)). Considering 
problems remain continual along “basic” direc-
tion while along other directions discrete-
continual methods presuppose corresponding 
mesh approximation.  

Analytical solution along basic direction is ap-
parently preferable in all aspects for qualitative 
analysis of calculation data. It allows investiga-
tor to consider boundary effects when some 
components of solution are rapidly varying 
functions. Due to the abrupt decrease inside of 
mesh elements in many cases their rate of 
change can’t be adequately considered by con-
ventional numerical methods while analytics 
enables study. Another feature of discrete-
continual methods is the absence of limitations 
on lengths of structures. Hence it appears that in 
this context discrete-continual methods are pe-
culiarly relevant. 
Solution of corresponding resultant systems of 
equations with immense number of unknowns is 
the most time-consuming stage of the compu-
ting, especially if we take into account the limi-
tation in performance of personal computers, 
contemporary software and necessity to obtain 
correct solution in a reasonable time. However, 
high-accuracy solution at all points of the model 
is not required normally, it is necessary to find 
only the most accurate solution in some pre-
known domains. Generally the choice of these 
domains is a priori data with respect to the 
structure being modeled. Designers usually 
choose domains with the so-called edge effect 
(with the risk of significant stresses that could 
potentially lead to the destruction of structures, 
etc.) and regions which are subject to specific 
operational requirements. It is obvious that the 
stress-strain state in such domains is of para-
mount importance. Specified factors along with 
the obvious needs of the designer or researcher 
to reduce computational costs by application of 
sophisticated correct discrete and discrete-
continual methods cause considerable urgency 
of constructing of special algorithms for obtain-
ing local solutions (in some domains known in 
advance) of boundary problems. Wavelet analy-
sis provides effective and popular tool for such 
researches. Solution of the considering problem 
within multilevel wavelet analysis is represented 
as a composition of local and global compo-
nents. 
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2.4 Educational activities 
Leading specialists of SRC “StaDyO” are close-
ly involved in development, updating  and reali-
zation of Master of Science programs (in the 
fields of “Applied Mathematics” and “Construc-
tion”) and PhD programs (in the fields of “In-
formatics and Computer Engineering” and “En-
gineering and technology of construction”). Be-
sides, we should also mention here the follow-
ing activities: 
� “open lectures”, specialized training courses, 

seminars, counseling (including counseling 
in the preparation of graduate qualification 
works); 

� training of specialists within the programs of 
supplementary vocational education in the 
fields of large-span and high-rise buildings, 
underground structures, nuclear, thermal and 
hydroelectric power stations, pipeline sys-
tems for various purposes etc); 

� organization and development of scientific 
research & educational centers and laborato-
ries in leading Russian universities; 

� organization and participation in Russian and 
international scientific events (conferences, 
symposiums, seminars, etc.); 

� preparation of textbooks, tutorials and mono-
graphs on topical problems of mathematical 
and computer simulation of the condition of 
buildings, structures and complexes. 
 
 

3. EXPERIENCE IN THEORETICAL AND 
PRACTICAL COMPUTATIONAL 
ANALYSIS 

 
The reliability of research results, methods, algo-
rithms, software systems and results of analysis 
is provided by multilevel verification and great 
(more than 40-years) experience in theoretical 
and practical computational analysis including 
the following problems, specified below (Fig-
ures 4-21). 
1. Three-dimensional thermal and stress-strain 

state, stability, strength and reliability of 
pipelines, technological, electrotechnical 
and lifting-transport equipment, machines 

and mechanisms, structures, coupled sys-
tems “equipment – pipelines”, “foundation 
– overground structure”,  “foundation – 
subground structure” of buildings, facilities 
and complexes, with allowance for design 
and actual load combinations (including 
temperature loads, static loads, wind loads,  
operational load (vibrations), special dy-
namic loads (seismic, shock-wave, emer-
gency and other)): 
� reactor compartments, engine rooms, 

generator halls, turbine buildings, re-
serve diesel power plants and cooling 
towers of nuclear power plants (NPP) 
and waste storages (Armenian, Kursk, 
Smolensk, Chernobyl, Leningrad, Ig-
nalina, Bilibino, Novovoronezh, Kola, 
Balakovo, Volgodonsk, Kalinin, Zapo-
rozhye, Beloyarsk, Lovisa, Kozloduy, 
Belene, Paksh, Temelin, Stendal, Ku-
dankulam, Tianwan, Bushehr, new gen-
eration NPP (AS-NP 500, AS-NP 1000, 
NP 2006, NPP with WWER-TOI, etc.)); 

� arched, gravity and earth dams, under-
ground structures and buildings of hy-
droelectric power stations (Sayano-
Shushenskaya, Krasnoyarskaya, 
Bratskaya, Boguchanskaya, Zeyskaya, 
Bureyskaya, Vilyuyskaya, Katun, 
Chirkeiskaya, Volzhskaya, Kamskaya, 
Inguri, Khudoni, Namakhvani, Kurpsai, 
Nurek, Rogun, Plyavinskaya , Gekhi, 
Hoabin, Kapanda, Teri, Tang-E-Duk, 
etc.), hydroelectric pumped storage 
power stations (Zagorskaya), tidal hy-
droelectric stations, coast protection 
structures, other hydraulic strctures; 

� unique and typical buildings and struc-
tures of civil engineering (roof of Grand 
Sports Arena of Luzhniki Olympic 
Complex (Moscow), the monument to 
the 300th anniversary of the Russian 
fleet (Moscow), underground parking of 
shopping and entertainment mall 
“Manezhnaya Square” (Moscow), sports 
and fitness complex “Aquadrom”, ice 
stadium “Megasport” located on Kho- 
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Figure 4. Sample of computing of wind loads on load-bearing and facade structures and pedestrian 
comfort of buildings of a residential complex , located at Pushkino, Moscow Region (ANSYS CFD). 
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Figure 5. Sample of computing of wind loads on load-bearing and facade structures and pedestrian 
comfort of buildings of a residential complex , located at Pushkino, Moscow Region (ANSYS CFD). 



Contemporary Problems of Numerical Modelling of Unique Structures and Buildings 

Volume 13, Issue 2, 2017 17 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

  
Finite element meshes of the computational domain. 

Mesh 1 is used for computing of wind loads on façade and load-bearing structures  
of the Complex. Mesh 2 is used for assessments of pedestrian comfort in the area of the Complex. 

 

 

Structure of the mesh 
 in the pedestrian area 

 h=1.5 m 
from the upper level of the 

stylobate 
 

Figure 6. Sample of computing of wind loads on load-bearing and facade structures and pedestrian 
comfort of buildings of a residential complex , located at Pushkino, Moscow Region (ANSYS CFD). 
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The upper envelope of the maximum values of wind pressure (Pa) 

on facade structures of the Complex  
(Maximum - 972 Pa, Minimum – -49 Pa). 

 

 
The lower envelope of the maximum values of wind pressure (Pa)  

on facade structures of the Complex  
(Maximum - -171 Pa, Minimum – -2231 Pa). 

 
Figure 7. Sample of computing of wind loads on load-bearing and facade structures and pedestrian 
comfort of buildings of a residential complex , located at Pushkino, Moscow Region (ANSYS CFD). 
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Angle of wind impact (°), at which the upper envelope  
of the maximum values of wind pressure is realized on the facade structures of the Complex 

 

 
 

Angle of wind impact (°), at which the lower envelope  
of the minimum values of wind pressure is realized on the facade structures of the Complex 

 
Figure 8. Sample of computing of wind loads on load-bearing and facade structures and pedestrian 
comfort of buildings of a residential complex , located at Pushkino, Moscow Region (ANSYS CFD). 
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Relative wind speeds with allowance for gusts 
in pedestrian areas h=1.5 м. Angle 0° (North) 

 

 
The first level of pedestrian comfort is the repeatability of wind speed in gusts 6 m/s (hour/year), 

utilization factor Ө = 2. Permissible value – 1000 hours. 
 

Figure 9. Sample of computing of wind loads on load-bearing and facade structures and pedestrian 
comfort of buildings of a residential complex , located at Pushkino, Moscow Region (ANSYS CFD). 
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The second level of pedestrian comfort is the repeatability of wind speed in gusts 12 m/s 

(hour/year), utilization factor Ө = 2. Permissible value – 50 hours. 
 

 
The third level of pedestrian comfort is the repeatability of wind speed in gusts 20 m/s (hour/year), 

utilization factor Ө = 2. Permissible value – 5 hours 
 

Figure 10. Sample of computing of wind loads on load-bearing and facade structures and pedestrian 
comfort of buildings of a residential complex , located at Pushkino, Moscow Region (ANSYS CFD). 
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Computational domain(5.28 millions of elements) 

 
Surface mesh on cooling towers  

(model with 5.28 million of elements) 

 

Computational domain 
with the indicated 

boundary conditions. 
Angle of wind impact 

0° 

Figure 11. Wind aerodynamics. Evaporative cooling towers of Novovoronezh nuclear power  
plant – 2 (sample). Three-dimensional CFD-model (ANSYS CFD). 



Contemporary Problems of Numerical Modelling of Unique Structures and Buildings 

Volume 13, Issue 2, 2017 23 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 
 

The time is 7 seconds after the start of the  
“movement” of the tornado. Pressure (Pa) on the 
surface of the cooling towers, streamline pattern. 

 

The time is 7 seconds after 
the start of the “movement” 

of the tornado. 
Pressure (Pa) on the sur-
face of the cooling towers 
and on the plane z = 10 m. 

 

Total loads  
(ton-force) FX 
and FY on the 
first and the  

second cooling 
towers caused by 

tornado (s). 

Figure 12. Wind aerodynamics. Evaporative cooling towers of Novovoronezh nuclear power  
plant – 2 (sample). Three-dimensional CFD-model (ANSYS CFD). 
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Figure 13. Wind aerodynamics. Evaporative cooling towers of Novovoronezh nuclear power  
plant – 2 (sample). Three-dimensional CFD-model (ANSYS CFD). 
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Stress (tnf/m2) in column reinforcement.From -26650  to 43507  tnf/m2 

Figure 14. Wind aerodynamics. Evaporative cooling towers of Novovoronezh nuclear power  
plant – 2 (sample). Three-dimensional CFD-model (ANSYS CFD). 
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Response spectra (cm/s2) for the Basic NPP-2006 Project, intensity 6 on the MSK-64 scale 

 
Figure 15. Wind aerodynamics. Evaporative cooling towers of Novovoronezh nuclear power  

plant – 2 (sample). Three-dimensional CFD-model (ANSYS CFD). 
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Figure 16. Wind aerodynamics. Evaporative cooling towers of Novovoronezh nuclear power  

plant – 2 (sample). Three-dimensional CFD-model (ANSYS CFD). 
 

dynka (Moscow), sports complex “Mos-
kvich” (Moscow), indoor swimming 
pool of the “Iskra” sanatorium (Sochi), 
ice palace “Bolshoi” (Sochi), bobsleigh 
track “Sanki” and the ski complex “Gor-
ki” (Sochi, Winter Olympic Games – 
2014), football stadiums of the World 
Cup 2018 (“Zenit” (Saint-Petersburg), 
“Spartak” (Moscow), stadiums located at 

Volgograd, Samara, Nizhny Novgorod 
and Rostov-on-Don); multifunctional 
high-rise complexes (including Moscow 
International Business Center “Moscow-
City”, Poklonnaya (Moscow), Profso-
yuznaya (Moscow), Leningradskaya 
(Moscow), building located at Volgo-
grad, Omsk, Vladivostok, Krasnodar, 
Kiev, Astana), multi-block shopping and  



Alexander M. Belostotsky, Pavel A. Akimov, Irina N. Afanasyeva, Taymuraz B. Kaytukov 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 28 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

 

 
Nodal displacements UX, UY, UZ (mm) at a height of 63 m relative to base  

(for three formulations): blue line – “continuous” MPC contact, red line – rigid foundation, green 
dashed line – standard contact 

Figure 17. Wind aerodynamics. Evaporative cooling towers of Novovoronezh nuclear power  
plant – 2 (sample). Three-dimensional CFD-model (ANSYS CFD). 
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Figure 18. Analysis of stress-strain state, strength and stability of load-bearing structures  

of football stadiums of the World Cup 2018 (ANSYS). Samples. 
 
entertainment centers, multi-storey panel 
block sections and monolithic buildings, 
schools and polyclinics, banners with al-
lowance for initial tension of ropes, wind 
loads and other factors);  

� overground and underground pipelines 
of heating systems, main oil and gas 
pipelines, petrochemical and gas pipe-
lines and equipment (analysis of “Sakha-
lin – Khabarovsk – Vladivostok” gas 
pipeline system is among the last com-
prehensive and “breakthrough” research-
es); 

� wind power plants of various types and 
capacities; 

� loating structures and platforms for the 
offshore extraction of oil and gas; 

� arious bio- and nanostructures (for ex-
ample, double linear and closed DNA 
(deoxyribonucleic acid) helices). 

� – complex mechanical engineering struc-
tures, machines and mechanisms includ-
ing aerospace systems, transport, ship-
building, power engineering, ferrous and 
non-ferrous metallurgy, consumer elec-
tronics, etc. (analysis of stress-strain 
state, dynamic response and strength of 
the coupled system “Science power plat-
form – drive unit – solar batteries” and 
subsystems of the International Space 
Station (ISS) “Alpha” at the stages of 
launch and orbital activity. 
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Figure 19. Analysis of stress-strain state, strength and stability of load-bearing structures  

of football stadiums of the World Cup 2018 (ANSYS). Samples. 
 

2. Complex, including record-sized (up to 200 
million unknowns) three-dimensional sta-
tionary and non-stationary problems of 
building aerodynamics dealing with compu-
ting of average and pulsating components 
of wind loads, wind loads on facade and 
enclosing structures, pedestrian comfort of 
numerous unique objects: 
� high-rise buildings, structures and com-

plexes (Moscow International Business 
Center “Moscow-City”, “Gazoil City” 
(Moscow), “Zodiac” (Moscow), “Sky 
Fort” (Moscow), “Dirigible” (Moscow), 
“Rublevsky Lights” (Moscow), “Aqua-
marine” (Vladivostok), group of build-
ings of National Research Moscow State 
University of Civil Engineering, 
Ostankino TV Tower in Moscow, build-
ings located at Saint-Petersburg, Kiev, 
Astana, etc.); 

� large-span buildings and structures (sta-
diums “Moskvich” (Moscow), “Zenit” 
(Saint-Petersburg), railway station in 
Adler, a ski jumping complex of Winter 
Olympic Games – 2014, etc.); 

� monuments (monument on Poklonnaya 
Hill (Moscow), monuments “Conquerors 
of the Cosmos” and “Worker and Col-
lective Farm Girl” at the Exhibition of 
Economic Achievements (VDNKh, 
Moscow), etc.); 

� complex of basic structures of nuclear 
power plant with WWER (reactor com-
partments, engine rooms, evaporative 
cooling towers, etc.) with allowance for 
extreme (hurricane) wind and tornado. 

Besides, contemporary problems of refined nu-
merical modelling and aircraft crashes are consid-
ered for the basic structures of nuclear power 
plants of various types (WWER, RBMK and BN).
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Figure 20. Analysis of stress-strain state, strength and stability of load-bearing structures  

of football stadiums of the World Cup 2018 (ANSYS). Samples. 
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Change in longitudinal force in the damaged 

suspension, kN 

 
The kinetic energy at the site 

In the area of the removed element, kJ 

 
Change in longitudinal force in the adjacent suspension, kN 

Figure 21. Analysis of stress-strain state, strength and stability of load-bearing structures  
of football stadiums of the World Cup 2018 (ANSYS). Samples. 
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THE MODIFIED MOHR – COULOMB AND DRUCKER – 
PRAGER MODELS. INFLUENCE OF ECCENTRICITY  

ON HYSTERESIS LOOP AND ENERGY LOSS 
 

Alexander V. Dudchenko1,2, Sergey V. Kuznetsov1,3 
1 National Research Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

2 LLC “Podzemproekt”, Moscow, RUSSIA 
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Annotation: The eccentricity parameters appearing in the modified Mohr-Coulomb and Drucker-Prager models 
are studied. The influence of the eccentricity on shape and size of the hysteretic loop and plastic dissipation 
energy are analyzed. Both kinematic and force loadings are considered.   
 

Keywords: Mohr-Coulomb, Drucker-Prager, eccentricity, hysteresis, plastic dissipation energy 
 
 

МОДИФИЦИРОВАННЫЕ МОДЕЛИ МОРА – КУЛОНА  
И ДРАКЕРА – ПРАГЕРА. ВЛИЯНИЕ ЭКСЦЕНТРИСИТЕТОВ 
НА ГИСТЕРЕЗИСНЫЕ ПЕТЛИ И ДИССИПАЦИЮ ЭНЕРГИИ 

 
А.В. Дудченко1,2, С.В. Кузнецов1,3 

1 Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет,  
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АННОТАЦИЯ: Изучены параметры эксцентриситета, появляющиеся в модифицированных моделях 
Мора – Кулона и Дракера – Прагера. Проанализировано влияние эксцентриситетов на форму и размер 
гистерезисной петли, и диссипацию энергии при работе модели в пластическом состоянии. 
 

Ключевые слова: Мор – Кулон, Дракер – Прагер, эксцентриситет, гистерезис,  
пластическая диссипация энергии 

 
  
1. INTRODUCTION  
 
The analyzed modified Mohr-Coulomb [1] and 
modified Drucker-Prager [2] models differ from 
the original plasticity models [3] by introducing 
the eccentricity parameters allowing to avoid the 
loss of smoothness at the apex points of the 
corresponding yield surfaces (meridional 
eccentricity), and, for a Mohr-Coulomb model, 
to eliminate losses of smoothness at the pyramid 
edges (deviatoric eccentricity). Thus, the 
modified Mohr-Coulomb model is characterized 
by the two eccentricity parameters: meridional 
and deviatoric eccentricities, while the modified 

Drucker-Prager is characterized by the 
deviatoric eccentricity only.  
Both the original Mohr-Coulomb and Drucker-
Prager models can be characterized by the 
following equation  
 

 
� � � �

� �
, , ,

tan 0

pl

pl

f p q R q

c p
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        (1.1) 

 
where c  is the cohesion, possibly depending on 
the plastic strain measure pl
  in a case of 
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plastic hardening; �  is the angle of internal 
friction; the pressure p  is defined by  
 

  � �1
3 trp 	 � ��           (1.2) 

 
the deviatoric stress measure takes the form  
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      (1.3) 

 
in (1.3) max� , min�  are maximum and 
minimum principle stresses, respectively, and  
 

II� 	 ���� � ; 
 

� �,R � �  is the dimensionless parameter 
depending on �  and the angle �  between the 
meridional plane and the axis of one of the 
principle stresses, the pressure. In the Mohr-
Coulomb model the coefficient � �,R � �  takes 
the form  
 

� �
� �

� �

3

3

sin
,

3 cos
1 cos tan
3

R
�

�

��
� � 	 �

�

� �� �

    (1.4) 

 
Similar formula for the coefficient � �,R � �  can 
be introduced for the Drucker-Prager model.  
 
1.1. Deviatoric eccentricity. The deviatoric 
eccentricity is introduced by the following 
equation that modifies the original Mohr-
Coulomb model:  
 
 

� �,eR � � 	

 

2 2 2

2 2 2 2

4(1 )cos (2 1) (3 sin )

6 cos 2(1 )cos (2 1) 4(1 )cos 5 4

e e

e e e e e

� �� �� � � �� �	
� �� � �� � � �� �� �� �

  

(1.5) 
 
The smoothing parameter e  varies in the 
interval 1

2 1e� � , and while at 1e 	  the 
coefficient � �1 ,R � �  becomes independent upon 
�  
 

 � �1
3 sin,

6 cos 1
R � �

� � 	
� �

       (1.6) 

 
at 1

2e �  the smoothed curve tends to Rankine’s 
triangle corresponding to the friction angle 

090� 	 .  
 
1.2. Meridional eccentricity. In the meridional 
plane both the Mohr-Coulomb and the Drucker-
Prager model admit the following smoothness 
that can be characterized by the hyperbolic 
potential  
 

� �
� �� � � �� �2 2

, ,

, 0 tan tan 0

pl

e

g p q

R q c p

�

�

�

� � � � 
 � � � 	



 (1.7) 

 
where 
  is the smoothing parameter varied in 
the interval 0 1� 
 � . At 0
�  the hyperbolic 
approximation tends to the initial curve (1.1), 
(for a modified Mohr-Coulomb model the 
coefficient � �,R � �  should be replaced by the 

smoothed coefficient � �,eR � � ). At 1
 �  the 
smoothed curve in the meridional plane 
becomes a hyperbola with locus at (0)p c	 .  
 
 
2. FE SIMULATIONS 
  
Herein, some results based on numerical 
simulation of behavior of elastoplastic media are 
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presented. The given results were carried out by 
FE code using Drucker-Pruger and Mohr-
Coulomb models of plasticity (yield criteria). 
 
2.1 Finite element model. The model is a cube 
with the size of one finite element. The 
displacements along the x axis on the face of the 
cube which is parallel to YOZ are fixed, while 
on the opposite face cyclic loading is applied, 
Figure 1. This loading can be given as a 
kinematic or force factor with the frequency� . 
Other faces of the model are free. In addition, 
volumetric kinematic loading will be also 
considered. In that case, the displacements along 
the Z, X and Y axis are fixed on the three faces 
which are parallel to XOY, YOZ and XOZ 
respectively. On the opposite faces cyclic 
kinematic loading are applied. 
 

 
Figure 1. Finite element model. 

 
Comparing the energy dissipated by plastic 
deformation (2.1) as well as strain-stress curves 
gives the information on the influence of 
variables included in the mathematical models 
of plastic media (damping factor and 
eccentricities).  
 

p
ijij

p dA 
��	            (2.1) 
 

2.2 The influence of damping factor. Damping 
factor is used for automatic stabilization of 
static problems during the non-linear quasi-

static solution procedure. Viscous forces are 
added to the global equilibrium equations in the 
form: 
 

F dM	 �� ,        (2.2) 
 

where d is the damping factor, M is the mass 
matrix,  
 

/ t	 � �u��  
 
is vector of nodal velocities (in the context of 
this problem it does not have a physical 
meaning). This value is used to ensure the 
convergence of the solution. Nevertheless, there 
is no guarantee that the value of damping will 
be suitable for the problem. Therefore, it is 
important to estimate whether the quantity is 
appropriate for the convergence of the solution.  
 
a. Hardening plasticity. The hardening, as a 
result of the influence of symmetric and 
asymmetric cyclic loading, was simulated using 
Mohr-Coulomb plasticity model.  
Variation of the character of stress-strain curves, 
due to variation of the damping factor at other 
fixed parameters in the model, subjected to 
cyclic loading is presented in Figures 2 and 3.  
The charts in figures 2 and 3 are plotted 
at 0� �	 	 , 1decc 	 , 0.1mecc 	 and 

0.001c 	 , where � (phi) is the angle of internal 
friction, � (psi) is the dilation angle, c is 
cohesion, decc  and mecc  are deviatoric and 
meridional eccentricities respectively.  
As can be seen from the charts above, even 
large values of the damping factor can ensure 
the convergence of the solution procedure. 
However, the large values are not suitable 
because a further decline in the damping factor 
affects the solution significantly. Thus, the 
maximum value for damping is 1e-6, as further 
decreases do not cause any substantial changes.  
Similar results were obtained for asymmetric 
loading (Figures 4 and 5). The charts in Figures 
4 and 5 are plotted at 0� �	 	 , 0.001c 	 , 

1decc 	 and 1mecc 	 . 
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Thus, to be suitable for the problem, the value 
of the damping factor should not affect the 
character of stress-strain curves when it 
decreases.  
 

 
Figure 2. Stress-strain curves for symmetric 
cycle loading at different values of damping. 

 

 

 
Figure 3. Stress-strain curves for symmetric 
cycle loading at different values of damping. 

 
As can be seen from the charts above, even 
large values of the damping factor can ensure 
the convergence of the solution procedure. 
However, the large values are not suitable 
because a further decline in the damping factor 
affects the solution significantly. Thus, the 
maximum value for damping is 1e-6, as further 
decreases do not cause any substantial changes.  
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Figure 4. Stress-strain curves for asymmetric 
cycle loading at different values of damping. 

 
Similar results were obtained for asymmetric 
loading (Figures 4 and 5). The charts in Figures 
4 and 5 are plotted at 0� �	 	 , 0.001c 	 , 

1decc 	 and 1mecc 	 . 

Thus, to be suitable for the problem, the value 
of the damping factor should not affect the 
character of stress-strain curves when it 
decreases.  

 

 

 
Figure 5. Stress-strain curves for asymmetric 
cycle loading at different values of damping. 
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Figure 6. Stress-strain curves for Mohr – 

Coulomb model at different values of damping. 

b. Non-hardening plasticity. Figures 6 and 7 
demonstrate the variation of the character of 
stress-strain curves due to variation of damping 
factor for Mohr-Coulomb model at fixed other 
parameters. The charts in Figures 6 and 7 are 
plotted at 30� 	 , 0� 	 , 0.001c 	 , 0.56decc 	 , 

0.005mecc 	  and 5Hz� 	 . 
 

 
Figure 7. Stress-strain curves for Mohr – 

Coulomb model at different values of damping. 
 
Variation of the character of stress-strain curves 
due to variation of damping factor for Drucker-
Pruger model at fixed other parameters is 
presented in (Figures 8 and 9). The charts in 
Figures 8 and 9 are plotted at 30� 	 , 0� 	 , 

0.001c 	 , 0.05fecc 	 , 0.778frat 	  and 
5Hz� 	 . Here fecc  is flow eccentricity and 

frat  is flow ratio. 
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Figure 8. Stress-strain curves for Drucker – 
Pruger model at different values of damping. 

The obtained results revealed that for both 
hardening and non –hardening types of 
plasticity models, the damping ratio affects the 
result of the solution dramatically. Any increase 
causes substantial changes in the character of 
stress- strain curves, while a damping factor 
equal to or less than 10-5 may ensure the 
convergence of the solution, meanwhile 
negligibly influencing the final results. 
 

 
Figure 9. Stress-strain curves for Drucker – 
Pruger model at different values of damping. 

 
2.2 The influence of eccentricities in Mohr-
Coulomb and Drucker-Pruger models. 
The influence of deviatoric and meridional 
eccentricities on the result can be estimated by 
varying the energy dissipated by plastic 
deformation. 
Variation of the energy dissipated by plastic 
deformation in the Mohr-Coulmb model due to 
the variations of both meridional and deviatoric 
eccentricities is shown in (Figure 10). The 
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surface in (Figure 10) is plotted at t 30� 	 , 
0� 	 , 0.001c 	 5Hz� 	 . 

As can be seen from the chart above, the 
influence of deviatoric eccentricity on the 
energy of plastic deformation is insignificant. In 
addition, the variation of meridional eccentricity 
does not cause the change in the energy of 
plastic deformation, except in the case of 
numerical errors. These effects can be observed 
when the value of deviatoric eccentricity is 
greater than 0.75. One possible reason behind 
the energy independence from the value of 
meridional eccentricity is that this eccentricity 
may be fixed in the program complex.  In this 
case we can define it by comparing the stress-
strain curve with the yield surface. 
 

 
Figure 10. Variation of energy dissipated by 
plastic deformation due to the variations of 

meridional and deviatoric eccentricities. 
  
Similarly to Mohr-Coulomb model, we can 
estimate the influence of the flow eccentricity 
and flow rate in Drucker-Pruger model. The 
variation of the energy dissipated by plastic 
deformation in Drucker-Pruger model due to the 
variations of flow eccentricitiy and flow rate is 
shown in (Figure 11). The surface in (Figure 11) 
is plotted at 30� 	 , 0� 	 , 0.001c 	 5Hz� 	 . 
According to Figure 11, the variation of flow 
potential eccentricity does not change the 
energy of plastic deformation, while the flow 
ratio affects this quantity significantly. 

 
Figure 11. The variation of energy dissipated by 
plastic deformation due to the variations of flow 

eccentricity and flow rate. 
 
In contrast to Mohr-Coulomb model there are 
no such deviations from the mean energy in 
Drucker-Pruger model. In addition, the value of 
flow potential eccentricity may be estimated by 
comparing the stress-strain curve and the yield 
surface. 
 
2.3 Yield surface. 
The Mohr-Coulomb yield surface and the 
loading in meridional plane are shown in 
(Figure 12). The curves in Figure 12 are plotted 
at 30� 	 , 0� 	 , 0.001c 	 , 0.56decc 	 , 

0.005mecc 	  and 5Hz� 	 . The strain stress 
curve for these parameters of the model and 
loading is plotted in (Figure 13). 
Meridional eccentricity can be solved by 
equation (2.3): 
 

_ tanp yieldmecc
c

�	 ,      (2.3) 

 
where _p yield  is the stress corresponding to 
the beginning of the plastic flow.  
Drucker-Pruger yield surface and the loading in 
meridional plane are shown in (Figure 14). The 
curves in Figure 14 are plotted at 30� 	 , 0� 	 , 

0.001c 	 5Hz� 	 . The strain stress curve for 
these parameters of the model and loading is 
plotted in (Figure 15). 
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Figure 12. Yield surface for Mohr – Coulomb 

model. 

 
Figure 13. Stress-strain curve for Mohr – 

Coulomb model. 
 

 
Figure 14. Yield surfaces for Drucker – Pruger 

model. 

 
Figure 15. Stress-strain curve for Drucker – 

Pruger model. 
 
Similarly to Mohr-Coulomb, flow eccentricity 
in Drucker-Pruger model can be solved by the 
following equation: 
 

_ tanp yieldfecc
c

�	 .    (2.4) 

 
 

3. CONCLUDING REMARKS 
 
According to the obtained results, the value of 
the damping factor ensures the convergence of 
the solution procedure (the solution was 
obtained for all almost values of this quantity). 
However, a large damping factor dramatically 
affects the final results. Therefore, we should 
decrease the damping factor to determine its 
optimal quantity. In case this reduction does not 
change the final results, the value of the 
damping factor is suitable. 
Deviatoric eccentricity in Mohr-Coulomb model 
of plasticity does not affect the energy 
dissipated by plastic deformation significantly. 
Hence, it does not matter whether or not we 
select this value for calculations. In addition, the 
value of meridional eccentricity remained 
constant for all the calculations carried out by 
the authors. 
In Drucker-Pruger model of plasticity, the value 
of flow affects the yield stress as well as the 
energy dissipated by plastic deformation. 



Alexander V. Dudchenko, Sergey V. Kuznetsov 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 44 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Therefore, the tuning is important for 
calculations and may change the final results. 
As with the meridional eccentricity in Mohr-
Coulom model, the value of flow potential 
eccentricity remained fixed in program despite 
the attempts to change it. Thus, we can only 
estimate these values, comparing the stress-
strain curves and the yield surfaces in the 
models. 
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FORMULATION OF MATHEMATICAL PROBLEM  
DESCRIBING PHYSICAL AND CHEMICAL PROCESSES  

AT CONCRETE CORROSION 
 

Sergey V. Fedosov, Varvara E. Roumyantseva, Igor V. Krasilnikov,  
Boris Е. Narmania 

Ivanovo State Politechnical University, Ivanovo, RUSSIA 
 

Abstract: The article deals with the relevance of new scientific research focused on modeling of physical and 
chemical processes occurring in the cement concrete at their exploitation. The basic types of concrete corrosion 
are described. The problem of mass transfer processes in a flat reinforced concrete wall at concrete corrosion of 
the first and the second types has been mathematically formulated. 
 

Keywords: cement concrete, concentration of calcium hydroxide, corrosion, mass transfer,  
liquid environment, mass conductivity, mass output 

 
 

ПОСТАНОВКА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ 
ОПИСАНИЯ ФИЗИЧЕСКИХ И ХИМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ  

ПРИ КОРРОЗИИ БЕТОНА 
 

С.В. Федосов, В.Е. Румянцева, И.В. Красильников, Б.Е. Нармания 
Ивановский государственный политехнический университет, г. Иваново, РОССИЯ 

 
Аннотация: В настоящей статье отмечается актуальность новых научных исследований, ориентирован-
ных на моделирование физических и химических процессов, происходящих в бетоне на цементе в усло-
виях эксплуатации. Рассмотрены и описаны основные типы коррозии бетона. Математически сформули-
рована проблема процессов массопереноса в плоской железобетонной стене в условиях коррозии бетона 
первого и второго типов. 
 

Ключевые слова: бетон на цементе, концентрация гидроксида кальция, коррозия, массоперенос,  
жидкая среда, массовая проводимость, массовая выработка 

 
 
Concrete is a building material known to man 
from the depth of centuries at the turn of the 
third and fourth millennia BC, swiftly broke in-
to the 19th century and was named by the con-
temporaries the building material of the 20th 
century. And in the beginning of the 21-st 
century it remains the most popular material for 
construction of unique structures and typical 
buildings for industrial and civil purposes [1]. 
However, as a man-made synthetic composite, 
concrete (reinforced concrete) remains the 
subject of close attention of researchers. And 
along with the solution of technological 
problems of creating and life cycle of 
exploitation of reinforced concrete structures, 

researchers' attention to the problem of the 
durability of concrete persists. Carrying out of 
such researches will preserve unique building 
structures for future generations, ensure the 
safety of human life activity, as well as save a 
lot of money for national economy.     
Predicting the durability of construction is 
rather complex analytical process, requiring 
diverse system knowledge of several sciences: 
physical chemistry, electrochemistry, 
thermodynamics, theory and kinetics of 
heterogeneous chemical processes, mass 
transfer in capillary-porous bodies [2]. 
For 150 years of studying corrosion destruction 
processes of concrete scientists have 
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accumulated a large amount of scientific 
knowledge about corrosion processes in 
concrete and reinforced concrete: basic schemes 
of chemical reactions have been identified and 
studied; mathematical description of certain 
corrosion processes has been given; a system of 
normative documents regulating corrosion in the 
construction industry has been created. 
The cumulative theoretical and practical 
material makes it possible to describe concrete 
corrosion processes in the form of mathematical 
models that allow calculating with the required 
accuracy the durability of concrete and 
reinforced concrete structures. 
According to generally classification proposed 
by Professor V.M. Moskvin [3], corrosive 
effects of any environment on concrete is 
divided into three main types: 
- corrosion of the 1st type includes processes 
that occur in  concrete under the influence of  
low hardness water when the components of 
cement stone are dissolved, washed out and 
carried away by moving water environment; 
- corrosion of the 2nd type includes processes 
that develop in  concrete when exposed to 
liquids containing chemical substances that 
come into exchange reactions with components 
of  cement stone to form easily water-soluble 
products or amorphous, non-binding  mass in 
reaction zone; 
- corrosion of the 3d type includes all the 
processes of concrete corrosion under the 
influence of liquid aggressive environment, the 
development of which results in accumulation 
in  pores, capillaries and other concrete voids  of 
poorly soluble salts, crystallization of which 
gives rise to considerable stress in  cement stone 
structure, limiting the growth of crystal  
formations. 
It should be noted that   corrosion of any type is 
rarely found in nature separately from the 
others, but usually one type is predominant and 
it is always possible to trace and consider the 
role of the secondary in this case types of 
corrosion. 
It is known that the stability of highly basic 
compounds of concrete (alite, belite, tricalcium 

aluminate, tetracalcium alumoferrite) is due to 
contained in concrete pores «free calcium 
hydroxide», so it would be logical to predict the 
service life of product in terms of its amount in 
the body structure [4].    
Herewith in terms of heat and mass transfer 
theory [5, 6] transfer of calcium hydroxide 
occurs in three stages: 
- mass conductivity (diffusion) of calcium 
hydroxide from the inner layers of concrete to 
«concrete – liquid» phase boundary; 
- mass transfer through the phase boundary; 
- mass transfer from the phase boundary to the 
volume of liquid medium. 
The simulated system is schematically shown in 
Figure 1, which also shows characteristic 
profiles of transferred component 
concentrations in  concrete (dynamics of mass 
transfer in  solid phase) and component 
concentration change in  liquid phase (kinetics 
of mass transfer). 
According to the theory of mass transfer of 
academician Lykov A.V. [6,7], in general, for  
corrosion of the first and second types,  calcium 
hydroxide diffusion in the porous structure of 
concrete is described by  the nonlinear second 
order mass transfer equation: 
 

� �,C x �
�

�
�

�

� � � � � �, , , /v concretediv k x gradC x q x� � � �� 	
 ��  ,
 
(1) 

 
in which: � ��,xk  – coefficient of mass conduc-
tivity (diffusion),  m2/s; � ��,xC  – concentration 
of «free calcium hydroxide» in concrete at time 
τ at an arbitrary point with  coordinate x,               
kg CaO / kg of concrete; � ��,xqv  – power of vol-
ume source of mass due to chemical or phase 
transformations, kg CaO / (m3 · s); � concrete 
– density of concrete, kg / m3. 
To obtain a correct solution of equation (1), it 
must be supplemented with initial and boundary 
conditions. 
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Figure 1. Scheme of liquid storage tank with characteristic profiles of transferred component  

concentrations in concrete and in liquid phase. 
 

Initial distribution of   «free calcium hydroxide» 
concentrations through the thickness of concrete 
wall C0 (x) is assumed to be uniform: 
 

� � � � � �00
, ,0С x C x C x

�
�

�
� � .              (2) 

 
Considering the fact that there is no substance 
flow at the left boundary of concrete wall, we 
write down the boundary condition at the point 
with the coordinate x = 0:  
 

� � 0,0
�

�
��

x
C

.                          (3) 
 
To describe the regularity of concrete and  liq-
uid  interaction  process on the surface of phase 
boundary, i.e. on the right side of the concrete 
wall, we  assume that the amount of «free calci-
um hydroxide» supplied from the inner layers of 
concrete to its surface due to mass conductivity 
is equal to the amount of substance diverted 
from the surface of the body to the outer  phase 
by means of convective diffusion: 
 

� �,
concrete

C
k

x
� �

�
�

�
�

 

� � � �liquid liquid liquidс пC C� � � �
 �� ��  .   (4) 

 

in which: βс – coefficient of mass transfer in  
liquid medium, m/s;  Сп liquid (τ), С liquid (τ) –  
concentration of calcium hydroxide in the liquid 
near the surface of phase boundary and in  
stream  core, respectively, at time τ, in terms of 
CaO, kg CaO / kg  of liquid; ρ concrete, ρ liquid  - 
density of concrete and water, kg / m3. 
Expression (4) is a boundary condition of the 
third type,  its mathematical notation can be 
modified by assuming that concentration of cal-
cium hydroxide varies proportionally in the liq-
uid near the surface  phase boundary,  in stream 
core, as well as in  concrete body at   phase 
boundary. For this we apply the approach pro-
posed in [8]: 
 

� � � � � �,
,

concrete concreteс p

C
k C C

x
� �

� � � � � �
�


 �� �� �

� � � �
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liquid liquid
liquid ,

concrete

п

p

C C

C C

� �
�

� � � �


 ��� 

 ��� 

.   (5) 

 
having designated: 
 

� � � �
� � � �

liquid liquid*

,
concrete

п ж

p

C C

C C

� � �
�
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 ��� 

,             (6) 

 



Sergey V. Fedosov, Varvara E. Roumyantseva, Igor V. Krasilnikov, Boris Е. Narmania 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 48 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

we obtain a modified form of the  third type 
boundary condition: 
 

� � � � � �*
subjected

,
,

C
k C C

x
� �

� � � �
�


 �� �� �
.    (7) 

 
here: С subjected (τ) – is the equilibrium concentra-
tion of the transferred component on the surface 
of a solid body, kg CaO / kg of concrete; β* - 
the modified mass transfer coefficient in a liquid 
medium, m / s. 
The balance of transferred component mass 
(«free calcium hydroxide») between the solid 
and liquid phases is determined by the relation 
[8]: 
 

� � � �liquid
liquid liquid

,
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S k V

x
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� �
. 

(8) 
 
In this equation, the left  part is the amount of 
the transferred component through the inner sur-
face of the tank S, m2 per unit of time; the right 
part is the mass increment of the component in 
the liquid volume  V liquid   of the reservoir, m3 
per unit of time; С liquid (τ) is the concentration 
of calcium hydroxide in the liquid at time τ, in 
terms of CaO, kg CaO / kg of liquid; ρ concrete,         
ρ liquid – density of concrete and liquid, respec-
tively, kg / m3. The «–» sign indicates   decrease 
in the hydroxide calcium concentration in con-
crete. 
Up to  a certain «bound» concentration of  
C liquid *, the equilibrium is subjected to Henry’s 
linear law: 
 

� � � �subjected liquidС mС� �� .              (9) 
 
in which: m is Henry’s equilibrium constant, kg 
of liquid / kg of concrete. 
Thus, the formulated above system of differen-
tial equations of mass transfer, together with the 
initial and boundary conditions, is a mathemati-
cal model of the real process of mass transfer 
during cement concrete corrosion of the first 
type for a closed "liquid-tank" system. The solu-

tion of this system allows to obtain a complete 
picture of the distribution of substance in time 
and to analyze the kinetics and dynamics of the 
process. 
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METHOD OF COMPENSATING LOADS FOR 
SOLVING OF A PROBLEM OF UNSYMMETRIC BENDING 

OF INFINITE ICE SLAB WITH CIRCULAR OPENING 
 

Elena B. Koreneva 
Moscow Higher Combined-Arms Command Academy, Moscow, RUSSIA 

 
Abstract: Unsymmetric flexure of an infinite ice slab with circular opening is under examination. The men-
tioned construction is considered as an infinite plate of constant thickness resting on an elastic subgrade which 
properties are described by Winkler’s model. The plate’s thickness is variable in the area ajoining to the opening. 
Method of compensating loads is used. Basic and compensating solutions are received. The obtained solutions 
are produced in closed form in terms of Bessel functions. 
 

Keywords: infinite ice slab, circular opening, method of compensating loads, Bessel functions 
 
 

МЕТОД КОМПЕНСИРУЮЩИХ НАГРУЗОК  
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ О НЕСИММЕТРИЧНОМ ИЗГИБЕ  

БЕСКОНЕЧНОЙ ЛЕДЯНОЙ ПЛИТЫ  
С КРУГЛЫМ ОТВЕРСТИЕМ 

 
Е.Б. Коренева 

Московское высшее общевойсковое командное орденов Ленина и Октябрьской Революции  
Краснознаменное училище, г. Москва, РОССИЯ 

 
Аннотация: Рассматривается несимметричное изгиб бесконечной ледяной плиты с круглым отверстием. 
Указанное сооружение рассматривается как бесконечная пластинка постоянной толщины на упругом ос-
новании, свойства которого описываются моделью Винклера. Толщина плиты в области, примыкающей 
к отверстию, переменная. Для решения задачи используется метод компенсирующих нагрузок. С при-
влечением аппарата специальных функций (функции Бесселя) получены базовые и компенсирующие 
решения. 
 

Ключевые слова: бесконечная ледяная плита, круглое отверстие, метод компенсирующих нагрузок,  
функции Бесселя 

 
 
1. INTRODUCTION 
 
The present work is dedicated to the strength 
analysis of an ice cover. Unsymmetric bending of 
an infinite ice slab of constant thickness is exam-
ined. The plate’s thickness increases in the direc-
tion from an inner boundary in the area ajoining 
to the opening. As usual similar constructions are 
considered as plates resting on Winkler’s elastic 
subgrade. Modulus of subgrade reaction is equal 
to the volume of water’s weight. Related prob-
lems were considered in [1] and [2]. The present 

work gives another approach – the method of 
compensating loads. The proposed method will 
be more effective for plates with comparatively 
large openings analysis. 
 
 
2. ANTISYMMETRIC BENDING  

OF INFINITE SLAB 
 
First we will consider the outer part of the con-
struction under investigation – the slab of con-
stant thickness with circular opening (fig.1). 

DOI:10.22337/2587-9618-2017-13-2-50-55
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The above-mentioned structure is resting on an 
elastic subgrade and is subjected to an action of 
antisymmetric loading. Radius of the circular 
opening is 1x . 
The plate is subjected to an action of antisym-
metric loads 
 

�� cos)(),( rqrq �  or �� sin)(),( rqrq � . 
 

2x1

 
Figure 1. Infinite plate with the circular  

opening. 
 
For example similar problems occur when wind 
loading influence is under study. 
The differential equation of antisymmetric 
bending of a plate resting on Winkler’s elastic 
subgrade is: 

 

,11 2

22

2

D
qwD

cw
rdr

d
rdr

d �	�
�
��

�
� �	  (1) 

 
where D  is the flexural rigidity of a plate, c  is 
the coefficient of soil reaction. 
Let us introduce the following notation: 

 
4

c
D��  (2) 

 
and going over dimensionless coordinate 

 

.
�
rx �  (3) 

 
With the substitutions (2) and (3), the equation 
(1) assumes the form: 
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The solution of homogeneous equation corre-
sponding to (4) is sought in the shape: 

 
� �.cossin)( 111 �� BAxFw 	�  

 
The function )(1 xF  satisfies the ordinary differ-
ential equation: 
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The equation (5) can be reduced to the system 
of two ordinary conjugate linear equations: 
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It has been known [3] that the solution of the 
equation (6) is expressed in terms of cylindrical 
functions 
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With use of certain derivation formulae [3] we 
can obtain the following expressions for stresses: 
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3. METHOD OF COMPENSATING 

LOADS 
 
To resolve the problem under consideration the 
method of compensating loads is applied. The 
result to be sought is represented as a sum of a 
basic solution 0w  and a compensating one kw : 

 
.0 kwww 	�  (13) 

 
The basic solution satisfies to the differential 
equation describing the problem under study. 
The solution 0w  has singularities which are rel-
evant to the acting loads. For example for the 
case of a plate subjected to an action of a con-
centrated force the sought basic solution 0w  
must have peculiarities of a concentrated force. 
However the basic solution does not satisfy 
boundary conditions. 
The sought compensating solution kw  complies 
the homogeneous differential equation for the 

plate’s domain. It is required that the sum of 0w  
and kw  must satisfy boundary conditions. 
 
 
4. THE DEVELOPMENT OF BASIC 

SOLUTION 
 
The decision of the problem of infinite plate 
resting on an elastic subgrade and subjected to 
an action of concentrated force is taken as basic 
solution: 

 

).(4 0

2

0 xfD
Pw ��  (14) 

 
The expression (14) is the main influence func-
tion when 1�P . We can receive basic solu-
tions for certain particular problems by integrat-
ing of the formula (14). 
The plate subjected to an action of the forces 

θq cos  distributed along circumference with 
the reduced radius is under consideration. The 
principle of composition of actions is utilized. 
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The plate’s deflection in the point with the co-
ordinates yx,  can be represented in the follow-
ing form: 
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For calculation of (15) we will use the formula 
of cylindrical functions compositions 
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where the sign ꞌ denotes that when 0�n  we 
introduce the coefficient 

2
1 . The expression 

(16) is fulfilled when x,( . When x-(  we 
must interchange the position of (  and x  in 
the right-hand part of (16). 
Let us assume that 
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we integrate and separate the real part. Then we 
obtain: 
when (.x  
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when (/x  
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Let us consider a plate subjected to an action of 
the loading 
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which is distributed along the circumference 
with the reduced radius .(  
By use the formulae (17), (18) we receive the 
solution: 
when x.(  
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when x/(  
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Using the theory of Bessel functions we can re-
ceive basic solutions for different kinds of 
loads. For instance we can obtain the solution 
for the loads distributed over ring surface by 
integrating the expressions (17) and (18). 
 
5. THE COMPENSATING SOLUTION 
 
The compensating solution will be represented 
in the following form: 

 

).()cos'sin'(
)()cos'sin'(

111
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 (21) 

 
We assume that the origin of coordinates is in 
the midpoint of an opening. The radius of the 
opening is equal to 1x . Therefore the solution 
can contain only finite values of Bessel func-
tions f , g  and their derivatives. The domain 
under consideration does not include the mid-
point 0�x  where the Bessel functions f  and 
g  have certain singularities. 
The compensating solution for the plate with 
free circular opening is: 
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The notation for ),(),(),( )(
1

)(
1

)(
1 xfxgxf QMM  

)()(
1 xg Q  are given in [3]. 

 
 
6. CALCULATION OF THE INTERIOR 

PART OF THE PLATE HAVING 
VARIABLE THICKNESS 

 
An inner part of the plate adjoining to the circu-
lar opening is examined. This part has variable 
thickness increasing along the direction from 
the internal boundary. This part is considered as 
a ring plate with inner radius Ax  and the outer 
one 1x . 
The differential equation describing the anti-
symmetric flexure of the circular plate of varia-
ble thickness resting on elastic Winkler’s sub-
grade is: 
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where 

0r
rx � , 0r  - constant. 

Let us assume that the flexural rigidity varies 
according to the power law: 

 
,0

mxDD �  (24) 
 
where 0D  is the constant. 
The producted analysis showed that for the 
problem under study there is no way to obtain 
solutions in closed form in particular in terms of 
Bessel functions. This fact is distinct from the 

case of the similar plate symmetric bending. 
The exception is the case when in (24) 4�m . 
Then the equation (23) by means of certain sub-
stitutions is reduced to the equation with con-
stant coefficients of Euler class. The mentioned 
equation has the solution expressed in terms of 
power functions: 
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where 
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Furthermore the conditions of conjugation of 
two parts when 1xx �  are to be fulfilled. For 
this aim the deflections, angles, bending mo-
ments, transversal forces of inner and outer 
parts are equating. 
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RELIABILITY ANALYSIS OF EXISTING REINFORCED  
CONCRETE BEAMS ON NORMAL CRACK LENGTH  

CRITERION 
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Abstract. The article discusses a problem of the crack length influence on the reliability (safety) of reinforced 
concrete beams under conditions of limited statistical information about controlled parameters in the design 
mathematical models of limit state. Numerical examples revealed the possibility of practical application of the 
reliability analysis methods for inspections and determining the category of the technical condition of buildings 
and structures. The article offers the methods for reliability (probability of non-failure) analysis and the residual 
resource of reinforced concrete beams according to the criterion of the normal crack length in the tensile zone of 
reinforced concrete beams. The methods of reliability analysis constructed on the basis of possibility theory and 
fuzzy set theory. The algorithms of reliability analysis of reinforced concrete beams are presented on numerical 
examples of reliability analysis. 
 

Keywords: reliability, crack length, reinforced concrete beam, possibility theory, residual resource,  
fuzzy sets theory 

 
 

РАСЧЕТ НАДЕЖНОСТИ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ БАЛОК  
ПО КРИТЕРИЮ ДЛИНЫ НОРМАЛЬНОЙ ТРЕЩИНЫ  

НА СТАДИИ ЭКСПЛУАТАЦИИ 
 

В.С. Уткин, С.А. Соловьев 
Вологодский государственный университет, г. Вологда, РОССИЯ 

 
Аннотация. В статье рассматривается проблема влияния длины трещины на надежность (безопасность 
эксплуатации) железобетонных балок в условиях ограниченной статистической информации о контроли-
руемых параметрах в расчетных математических моделях предельных состояний. По результатам чис-
ленных примеров выявлена возможность практического применения методов расчета надежности при 
обследовании и выявлении категории технического состояния зданий и сооружений. Предложены мето-
ды расчета надежности (вероятности безотказной работы) и остаточного временного ресурса железобе-
тонных балок по критерию длины нормальной трещины в растянутой зоне бетона балки, построенные на 
основе теории возможностей и теории нечетких множеств. Алгоритмы расчета надежности железобетон-
ных балок представлены на численных примерах расчетов надежности. 
 

Ключевые слова: надежность, длина трещины, железобетонная балка, теория возможностей,  
остаточный ресурс, теория нечетких множеств 

 
 

1. INTRODUCTION 
 
The new Interstate Standards (GOST 27751-
2014 “Reliability of structures and founda-
tions”, GOST 31937-2011 “Buildings and struc-
tures. Principles of inspection and monitoring” 
etc.) and Russian Federation Federal Law No. 
384 “Technical Regulations on the Safety 

of Buildings and Structures” contain require-
ments for the safety of existing buildings and 
structures (and structural elements). The key 
term in these documents is "mechanical safety" 
- is the state of building and structures, in which 
there is no inadmissible risk of exceeding the 
limit states. Mechanical (or structural) safety 
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must be provided at the design stage and at the 
stage of buildings and structures operation. 
Currently, the design of reinforced concrete 
structures in Russia is regulates by the building 
code SP 63.13330.2012 "Concrete and rein-
forced concrete structures" (hereinafter SP). The 
limit state criteria for reinforced concrete beams 
by SP are the strength of concrete and rein-
forcement bars, the stiffness (deflection) of the 
beam, the cracking and the width of the normal 
cracks. However, the crack length affects on the 
stress-strain state of reinforced concrete struc-
tures, and consequently on the level of safety, 
even when the normal crack width less than 
normative values by SP. It is known [1] that the 
normal cracks growing affects on the position of 
the neutral axis in the beam, which leads to 
growth of stresses in the concrete and in the re-
inforcement bars of RC beams. When the nor-
mal crack reached critical value of it length - 
there is a spontaneous crack growth and the 
possible failure of the element due to the accu-
mulated potential energy in the crack tip region 
under the current loads. 
 
 
2. LITERATURE REVIEW 
 
The study of works of reinforced concrete struc-
tures with cracks is engaged in a relatively new 
science – fracture mechanics [2, 3, 4, etc.]. K.A. 
Piradov and N.V. Savitsky [4] noted that theory-
based design of reinforced concrete beams with 
cracks is not developed presently. And the exist-
ing limit state design (introduced in 1955) is 
based on a large number of empirical coeffi-
cients. In this regard, it is proposed to proceed 
to the design of reinforced concrete structures 
using the methods of fracture mechanics. 
International scientists also see prospects of de-
sign development of RC structures through ap-
plication of the provisions of fracture mechanics. 
Bazant Z.P. [5] noted that extensive experimental 
studies in the 70s revealed the coordination of the 
results of collapses (failures) of reinforced con-
crete structures with the fracture mechanics prin-
ciples. The reinforced concrete in the elastic-

plastic stage can also be described using the theo-
ry of fracture mechanics. It is noted [5] that the 
linear fracture mechanics can be used for engi-
neering design of reinforced concrete structures 
now. The cracking and cracks growth - is an im-
portant design feature of the concrete and RC 
concrete structures [6], which should be consid-
ered in the inspections and structural safety eval-
uation. The description of reinforced concrete 
work from the standpoint of fracture mechanics 
seems quite obvious to experts in the field of 
fracture mechanics, but still its provisions are not 
embedded in the building codes of the reinforced 
concrete structures design. 
 
 
3. MATHEMATICAL MODEL  

OF LIMIT STATE 
 
The article proposes using of fracture mechanics 
method in the reliability analysis of reinforced 
concrete beam with normal cracks at the opera-
tion stage. A mathematical model of the limit 
state can be represented as: 
 

,~~
,ultcrccrc ll �                        (1) 

 
where crcl~  – measured length of crack in con-

crete; ultcrcl ,
~  – critical (ultimate) crack length. 

Wavy line above the symbols indicates that 
these parameters of conditions (1) are random 
variables in terms of probability theory. 
When the crack length reach a value of  
 

0, 3,0 hl ultcrc 	 , 
 
where 0h  – distance from extreme compression 
fiber to centroid of longitudinal tension rein-
forcement (in ACI 318-14 terms), then [2] there 
are conditions to change the direction of crack 
propagation from transverse to longitudinal, 
which can lead to breakaway of the RC beam 
concrete part bounded by cracks and to the re-
ducing of the load-bearing capacity of rein-
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forced concrete beams or to the failure. The ul-
timate length of crack is adopted in [7] as 
 

hl ultcrc 5,0, 	 , 
 
where h – is the overall height of RC beam. It is 
possible to take ultcrcl ,  as deterministic value in 
both cases because of the small variability of the 
results of h and h0 measurements.  
The authors of this article has been developed a 
method of reliability analysis of reinforced con-
crete beam according to the criterion of "dan-
gerous" crack length ( 0, 3,0 hl ultcrc 	 ) [8] and a 
method for evaluation of load-bearing capacity 
of RC beams with cracks [9].  These methods 
were focused on their implementation in prac-
tice for operational safety assessment of existing 
reinforced concrete beams. 
The article [10] gives a different wording of the 
ultimate crack length in concrete of reinforced 
concrete beams, obtained on the basis of test 
results and their analysis, in which there is a 
complete shutdown of tensile concrete. In this 
case, the critical crack length is proposed to cal-
culate by the formula: 
 

,
2

4)( 0
2

, bE
AEAEbhEAE

hl
b

ssssbss
ultcrc

��
�	   

(2) 
 

where h  – overall height of RC beam; sE  - 
modulus of elasticity of reinforcement and 
structural steel; sA  – total area of flexural rein-
forcement bars; b  – overall width of RC beam; 

bE  – modulus of elasticity of concrete; 0h  – 
distance from extreme compression fiber to cen-
troid of longitudinal tension reinforcement. 
However, the article [10] is not focused on the 
reliability analysis of reinforced concrete elements 
taking into account the proposed value of the criti-
cal crack length. This paper aims on this task. 
A mathematical model of the limit state (1), tak-
ing into account the variability of some con-
trolled parameters, can be written as: 

.~2

~4)(~ 0
2

bE
AEAEbhEAE

hl
b

ssssbss
crc

��
��  

                                (3) 
 

Random (measurable) parameters in (3) are 
marked with a wavy line above the symbols. 
The remaining parameters in (3) can be taken as 
deterministic due to the low variability of the 
results of their measurements. The coefficient of 
variation of the modulus of elasticity of steel 

sE  is less than 0.05 [11]. Therefore, we can 
take it as deterministic value. The geometric 
parameters of the beam cross-section 
( h ,b , 0h , sA ) yield measurements with a small 
coefficient of variation, so we also consider 
them as deterministic variables. 
The crack length is proposed to measure by the 
patented method [12], which will allow us to 
more accurately determine crack length and to 
consider the pre-fracture zone and loosening of 
the concrete at the crack tip, the form of which 
is shown in Figure 1. 
It is proposed to analyze the reliability of RC 
beam using the possibility theory [13], by the 
reason of the small amount of statistical infor-
mation about controlled parameters in (3) at op-
eration stage, and consequently incorrect using 
of the probabilistic methods for reliability anal-
ysis in this case. In accordance with [13], we 
denote fuzzy variables as: 1

~ Xlcrc 	 , YbEb 	~2  
and for the sake of brevity we will take 

kAE ss 	 , which is deterministic value. Math-
ematical model (3) will take a form: 
 

,2 0
2

1 kkYhkhYYX �����  
or                   ,)( 1 kXhYZ ���                     (4) 

where               kYhkZ 0
2 2�	 . 

 
 
4. RELIABILITY ANALYSIS 
 
The reliability analysis of RC beam by the con-
dition (3) will be carried out by  using  the  prin- 
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Figure 1. The model of a crack [2] in the beam's cross-section area with pre-fracture zone. 

 

 
Figure 2. Graph of possibilities distribution function )(xX� . 

 
ciple of generalization by L. Zadeh from theory 
of fuzzy sets [14]. Fuzzy variables in (4) de-
scribes by the most common in practical analy-
sis of reliability [15] distribution function of 
possibilities )(xX� , represented in Figure 2, 
with the analytical form: 
 

�
�

�

�

�
�

�

�
  
!

"
##
$

% �
�	

2

exp)(
x

x
X b

ax
x� ,            (5) 

 
where  
 

)(5,0 minmax XXax ��	  
 
- «conditional mean»;  
 

&ln/)(5,0 minmax ��	 XXbx  
 
– measure of «dispersion», where maxX  and 

minX  – the maximum and minimum value in 

the set of values {x} of fuzzy variable X, 
]1;0['&  – the cut (risk) level, the value of 

which are specified by the recommendations in 
[16], for example. The reverse function of 

)(xX�  from (5) is  
 

&ln�(	 xx bax  or )xx bax (	 , 

 
where &) ln�	 . 
 
Let us denote in (4)  
 

1XhX �	  
 
with  
 

)(5,0 minmax XXhax ���	  
and  
 

&ln/)(5,0 minmax ��	 XXbx . 
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Fuzzy variable T from fuzzy variables X, Y, Z 
will take a form: 
 

,kYXZT ��	
                  

 (6) 
 
By (6): 
 

.
,

0,0
),0max(

�

�

�
��

	�
elseYXZ

YXZif
YXZ  

 
Algorithms of reliability analysis of the struc-
tural elements can be found in numerous works 
[15, 16, 17, etc.]. Let’s consider the reliability 
analysis of reinforced concrete beam according 
to the criterion of crack length by method based 
on fuzzy set theory. 
Reverse function from )(yY� , )(zZ�  by anal-
ogy with )(xX� , will be:  
 

)yy bay (	 , )zz baz (	 . 
 
Let  
 

� �minmax0
2 5,02 YYbkhkaz ���	 , 

� � &ln/5,02 minmax0
2 ����	 YYbkhkbz . 

 
Reverse function from T  is determined using 
inverse functions from X, Y, Z:  
 

� � � �� �))) xxyyzzleft bababat ����	  
 
for the left branch of function )(tT�  with tat �  
and  
 

� � � �� �))) xxyyzzright bababat ����	  
 
for the right branch of  )(tT�  with tat * . If 

tat 	 , then 1)( 	tT� . Graph of )(tT�  is un-
known, but it parameters ta  and tb  can be 
found from the parameters of functions: )(xX� , 

)(yY� , )(zZ� . So  
 

xyzt aaaa �	 , xyzt bbbb �	 . 
 
We should find smallest absolute value 
 

)(lnln * tT�&) �	�	  
 
by condition (6) with ktпр 	  as most dangerous 
situation. By )   value from  
 

� � � �� � kbababat xxyyzzпр 	����	 ))) , 
 
the possibility of the beam failure Q will be  
 

2
min)�	 eQ . 

 
If the condition kat �  is true, as the most real 
situation in the existing RC beams, then possi-
bility of non-failure is R=1. The necessity of 
non-failure calculated as N=1-Q. Reliability of 
reinforced concrete beam according to the crite-
rion of crack length will be characterized by the 
interval [N; R=1] or in probabilistic terms 
[ ; ]P P , where ,P P  - the lower and upper values 
of probability of non-failure of a reinforced 
concrete beam. 
Example 1. Let + ,23,0;22,0;24,0~

1 		 Xlcrc  m; 

8,0	h  m; 11102 �	sE  Pa; 31079,3 ��	sA  
m2; 3,0	b  m; 77,00 	h  m; + ,21;19,20	bE  
MPa, cut (risk) level 05,0	&  and 

811 106,700379,0102 �	��		 ss AEk . Param-
eters of fuzzy arguments of fuzzy function T: 

57,0	xa  m; 0058,0	xb  m; 10102,1 �	ya  

Pa*m; 1110346,0 �	yb  Pa*m; 91082,3 �	za  

N; 81091,9 �	zb  N. Then 
8109 1002,357,01011082,3 ��	����	ta  

Nk 8106,7 �	� , therefore R=1.  
The roots of the equation 
 

� � � �� � kbababa xxyyzz 	���� )))  
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is + ,624;3�	) , so 3min �	) .  
Possibility of failure is  
 

00013,0
2)3( 		 ��eQ . 

 
Necessity of non-failure is N=1-
0,00013=0,99987. Reliability of reinforced con-
crete beam according to the criterion of crack 
length characterized by the interval [0,99987; 1]. 
For comparison, let’s consider the reliability 
analysis of RC beam according to the criterion 
of crack length, if to take 0, 3,0 hl ultcrc 	  [2] in 
condition (1). In this case:  
 

01 3,0 hX � .                       (7) 
 

Let’s assume for 1X  distribution function (5). 
Then  
 

)(5,0 min,1max,11, XXax ��	 ; 

&ln/)(5,0 min,1max,11, ��	 XXbx . 
 

If 03,0 hax � , then R=1. Possibility of failure: 
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Example 2. According to the example 1: 

+ ,23,0;22,0;24,0~
1 		 Xlcrc  m; 77,00 	h  m. 

23,0)22,024,0(5,01, 	��	xa  m; 
3

1, 1078,505,0ln/)22,024,0(5,0 ��	��	xb  
m; 05,0	& . Let 

232,077,03,03,0 0, 	�		 hl ultcrc . If  
232,03,0230,0 0 	�	 hax  m, 

 
then R=1. Possibility of failure:  
 

0007,0
1078,5

230,0232,0exp
2

3
	

�
�

�

�

�
�

�

�

 
 
!

"
#
#
$

%

�

�
�	

�
Q . 

Necessity of non-failure is N=1-Q=1-
0,0007=0,9993. Reliability of reinforced con-
crete beam characterized by the interval 
[0,9993; 1]. 
Let consider example 2 with 1,0	& . Then  
 

3
1, 1057,61,0ln/)22,024,0(5,0 ��	��	xb  m. 

 
If  
 

232,03,0230,0 0 	�	 hax  m, 
 
then R=1. Possibility of failure:  
 

0006,0
1057,6

230,0232,0exp
2

3
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!
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#
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%
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�	

�
Q . 

 
Necessity of non-failure N=1-Q=1-
0,0006=0,9994. Reliability of reinforced con-
crete beam characterized by the interval 
[0,9994; 1]. 
Several tests to calculate the reliability in the 
form of interval should be performed for im-
portant structures. Statistical processing of a 
subset of intervals can be done on the basis of 
the theory of evidence by Dempster and Shafer 
(theory of random sets) [18, 19, 20, etc.]. 
The results of calculations by models (3) and (7) 
are very close. Consequently, the reliability anal-
ysis of reinforced concrete beam models (3) and 
(7) confirms the applicability of reliability analy-
sis by the considered methods. Reliability analy-
sis on the model (3) is more time-consuming, but 
it allows to take into account the variability of a 
larger number of monitored parameters. 
Reliability of reinforced concrete beams (as 
conventional sequential mechanical system in 
terms of reliability theory) by all of the criteria 
of limit state for reinforced concrete beams in 
theory of possibilities method of reliability 
analysis is defined as: max iQ Q	  and 

min iR R	 , where i=1,2...n is the number of lim-
it state criteria for reinforced concrete beams. 
However, this method is time-consuming, and it 
can be recommended for the individual ele-
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ments, from which depends progressive collapse 
of the structure. 
The residual resource of a RC beam can be de-
termined by the results of the monitoring meas-
urements of the crack length and the known 
values of the critical (ultimate) crack length ac-
cording to (2), as shown in Figure 3. 
 

 
Figure 3. Determination of the residual  

resource T . 
 
The residual resource of a RC beam on a set of 
limit state criteria of a RC beam can be obtained 
with greater precision according to the schedule 
of dependence  
 

QQ max	  or QN max1min �	
  

and the time t at a known limit value ultN . 
However, this method is more time-consuming, 
and can be recommended for important RC 
structural elements, from which depends the 
progressive collapse of the structure. 
 
 
5. CONCLUSIONS 
 
1. The article presents the method of reliabil-

ity analysis for reinforced concrete beams 
on the crack length criterion using the pos-
sibility theory and the fuzzy set theory; 

2. The proposed method can be used by 
maintenance organizations to assess the 

level of safety of reinforced concrete beams 
or other structural elements on the crack 
length criterion; 

3. The algorithm of reliability analysis consid-
ered in the numerical examples and can be 
used by specialists in the field of RC struc-
tures maintenance.  
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THE RELIABILITY ANALYSIS OF EXISTING REINFORCED 
CONCRETE PILES IN PERMAFROST REGIONS 

 
Vladimir S. Utkin, Leonid A. Sushev 

Vologda state university, Vologda, RUSSIA 
 

Abstract. The article describes the general problem of safe operation of buildings and structures with the dy-
namics of permafrost in Russia and other countries. The global warming on Earth will lead to global disasters 
such as failures of buildings and structures. The main reason of these failures will be a reduction of bearing ca-
pacity and the reliability of foundations. It is necessary to organize the observations (monitoring) for the process 
of reducing the bearing capacity of foundations to prevent such accidents and reduce negative consequences, to 
development of preventive measures and operational methods for the piles reliability analysis. The main load-
bearing elements of the foundation are reinforced concrete piles and frozen ground. Reinforced concrete piles 
have a tendency to decrease the bearing capacity and reliability of the upper (aerial) part and the part in the soil. 
The article discusses the problem of reliability analysis of existing reinforced concrete piles in upper part in per-
mafrost regions by the reason of pile degradation in the contact zone of seasonal thawing and freezing soil. The 
evaluation of the probability of failure is important in itself, but also it important for the reliability of foundation: 
consisting of piles and frozen soil. Authors offers the methods for reliability analysis of upper part of reinforced 
concrete piles in the contact zone with seasonally thawed soil under different number of random variables (fuzzy 
variables) in the design mathematical model of a limit state by the strength criterion. 
 

Keywords: permafrost; foundation; reinforced concrete piles; compression; theory of possibility;  
evidence theory; buildings; construction 

 
 

РАСЧЕТ НАДЕЖНОСТИ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ СВАЙ  
НА СТАДИИ ЭКСПЛУАТАЦИИ В УСЛОВИЯХ ВЕЧНОЙ 

МЕРЗЛОТЫ 
 

В.С. Уткин, Л.А. Сушев 
Вологодский государственный университет, г. Вологда, РОССИЯ 

 
Аннотация. Рассматривается общая проблема безопасности эксплуатации зданий и сооружений в усло-
виях динамики вечной мерзлоты применительно к Российской Федерации и другим странам. Глобальное 
потепление на Земле приведет к глобальным катастрофам в виде разрушений зданий и сооружений. Ос-
новной причиной разрушений будет снижение несущей способности и соответственно надежности осно-
ваний фундаментов. Для предупреждения таких аварий и снижения негативных последствий необходима 
организация наблюдений (мониторинг) за процессом снижения несущей способности оснований фунда-
ментов, разработка предупредительных мероприятий и оперативная оценка надежности (безопасности) 
свайных оснований. Основными несущими элементами основания являются железобетонные сваи и мерз-
лый грунт. Сваи имеют тенденцию к снижению несущей способности и надежности верхней (надземной) 
части и части находящейся в грунте. В работе рассматривается проблема расчета надежности верхней ча-
сти железобетонных свай на стадии эксплуатации зданий и сооружений в условиях вечной мерзлоты в 
связи с их снижением несущей способности в зоне контакта сезонного оттаивания и замерзания грунта. 
Оценка их вероятности безотказной работы важна сама по себе, а также необходима для определения 
надежности всего основания, состоящего из свай и мерзлого грунта. Рассмотрены методы для расчетов 
надежности верхней части железобетонной сваи в зоне контакта с сезонно оттаивающим грунтом при раз-
личном числе случайных величин (нечетких переменных) в расчетной математической модели предельно-
го состояния по критерию прочности сваи. Полученная в результате работы информация является необхо-
димой частью для определения надежности свайного основания зданий и сооружений. 
 

Ключевые слова: вечная мерзлота, свайные основания, железобетонные сваи, сжатие,  
теория возможностей, теория свидетельств 
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1. INTRODUCTION 
 

The Russian State Standard GOST 31937-2011 
came into force in 2010. According to this 
GOST, the safety of buildings and structures is 
characterized by a residual resource (lifetime) 
and technical condition category. The same re-
quirements are specified in the International 
Standard ISO 2394:1998, «General principles 
on reliability for structures». Measures of struc-
tural safety are risk value, reliability, residual 
resource (lifetime) by all limit state criteria. The 
assessment of technical condition category and 
reliability requires the development of new 
methods for implementation of requirements of 
new Russian State Standards: GOST 31937-
2011, SP 25.13330.2012, SP 63.13330.2012, 
etc. The special difficulty in realization of these 
requirements shows up when it applies to build-
ing in the conditions of the permafrost, which 
occupied more than 60 percent of territory of 
The Russian Federation, large area of Canada 
and some other countries. The significance of 
the problem for global warming (RIA News 
«Round table») was declared by the MES Depu-
ty Minister of Russian Federation - R. Tsalikov, 
who noted that "more than a quarter of the hous-
ing stock may be subjected to failures", and 
"with increasing mean annual temperature by 1-
2 degrees bearing capacity of piles in the perma-
frost regions will be reduced by 50 percent" [1]. 
The article [2] presents the results of testing the 
hanging precast piles for their bearing capacity 
depending on the temperature of the soil. Tem-
perature increasing from - 10 to - 0.3 C reduces 
its bearing capacity of the middle-sized sand by 
almost nine times, and almost seven times for 
clay soils. The article [3] presents the dynamics 
of the modern climate of the North and the 
Northern territories with permafrost. The article 
[3] also notes that a moistening of the seasonal-
ly thawing layer of soil (sharply increased in 
recent) and the thawing of the upper horizons of 
permafrost has a great impact on the engineer-
ing structures. As a result, about 300 buildings 
in Norilsk (Russian Federation) had to be dis-
mantled due to the reduction of their reliability. 

The number of structures with deformations 
from the differential settlement of frozen soils is 
increased by 42% in Norilsk (in 61% Yakutia) 
in 1990-1999. All this is due to the climate 
change and to the poor performance of inspec-
tion services [3]. The problems of reliability 
analysis of structures in the permafrost regions 
were considered in the foreign papers [3-8].  
In the conditions of permafrost and global 
warming, which currently observed on the terri-
tory of the Russian Federation, the greatest rele-
vance is an ensuring of the safe operation of 
buildings and structures are their foundations. 
As a result of warming, the bearing capacity of 
foundations is reducing [9]. Most of the struc-
tures in permafrost regions have pile founda-
tions. Accordingly, the main problem in the area 
of structures safety management now is devel-
oping methods for technical condition assess-
ment and the periodic reliability analysis of the 
pile foundations. Quantitative measure of the 
technical condition of foundations and piles is 
their bearing capacity, which is characterized by 
the ultimate load which does not lead the foun-
dation or individual piles to the limit state. The 
measure of the reliability of pile foundation is 
the probability of non-failure. It should be noted 
that one part of the pile is in the frozen ground, 
and the other part of it is in the layer of seasonal 
thawing soil and in the air to the pile cap.  
 
 
2. PROBLEM STATEMENT 

 
The pile foundation includes piles, the largest 
part of its length is in the surrounding soil. Ac-
cordingly, the bearing capacity of the pile foun-
dation depends on bearing capacity of piles and 
the soil. In the contact of the up-
per part of piles with the surface of soil in the co
nditions of the seasonal thawing there is a deg-
radation of materials in reinforce concrete piles. 
It leads to the reduction of the bearing capacity 
of the piles and their reliability [10]. In terms of 
the reliability theory, the construction of pile 
foundation is represented as a sequential system 
consisting of two elements: the piles at the level 
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of seasonal thawing with access to the pile cap 
and the permafrost soil with the piles. The relia-
bility (probability of non-failure) of the sequen-
tial system in probabilistic-statistical methods of 
reliability analysis is calculated as the multipli-
cation of the probabilities: 21 PPP �	 , where 

1P – the probability of non-failure of the piles at 
the level of seasonal thawing and higher; 2P  – 
the probability of non-failure of the permafrost 
soil with the piles (i.e. 21 PPP �	 ). The most 
dangerous time of year for such foundations is 
the summer, when reducing of bearing capacity 
(as a result of thawing of the upper soil layer 
and as a result of weakening of the pile from 
degradation of pile materials by periodic freez-
ing and thawing of soil around the piles results 
in lower level of safety of the foundations and 
structures in general. In this regard, the reliabil-
ity analysis of the RC piles and the soil with the 
piles is an important and actual problem current-
ly. The present article describes the problem of 
the reliability analysis of only the upper part of 
the pile. 
 
 
3. LITERATURE REVIEW 
 
In State Standard GOST 27751-2014 “Reliabil-
ity of structures and foundation soils” it is noted 
that probabilistic-statistical methods is applica-
ble for reliability analysis "even there sufficient 
data about the parameters variability are availa-
ble" in a design model. Academician V. V. Bo-
lotin [11] also points to the necessity for “find-
ing the distribution functions and other proba-
bilistic characteristics of random variables” in 
the reliability analysis, which requires a "full" 
statistical information about the parameters in 
the design model. Using of continuous uniform 
distribution for extremely small information to 
describing random variables, in which the two 
values of a random variable it is already possi-
ble to find an unambiguous value of probability 
of an event, in the task of evaluating the level of 
safety and for other important tasks cannot be 

recommended because of the low accuracy of 
the results. 
The calculation of the upper part of the pile ac-
cording to the criterion of the bearing capacity 
(strength criterion) overlaps with the calculation 
of short reinforced-concrete columns. The paper 
[12] contains the results of research and reliabil-
ity analysis of reinforced-concrete columns, but 
with full statistical information using probabilis-
tic methods. The reliability analysis of rein-
forced-concrete columns was conducted in the 
article [12] with limited information, using dis-
tribution functions based on Chebyshev inequal-
ity. The reliability analysis of reinforced con-
crete columns was conducted in the paper [13] 
with limited information, using interval truncat-
ed distribution function. However, these distri-
butions require more detailed information about 
the monitored parameters, in particular, the 
knowledge of the expected value and standard 
deviation, and the extreme values of the sample. 
In addition, all the above works do not consider 
the equality of strain of concrete and reinforce-
ment in reinforced-concrete columns in the de-
sign mathematical model of limit state in the 
column when it is compressed.  
 
 
4. RELIABILITY ANALYSIS 
 
The article describes a new method for the reli-
ability analysis ( 1P ) of the existing RC pile part, 
located in the upper active layer of the soil. The 
proposed method of reliability analysis is addi-
tion to existing methods for reliability analysis, 
which based on probabilistic and statistical 
methods with full statistical information about 
the random variables in the design mathematical 
models of limit states (recommended by GOST 
27751-2014). The solution to this problem will 
allow using it in reliability analysis of rein-
forced-concrete piles in all conditions of their 
work, i.e. outside the permafrost regions, and 
also determining the risk (measure of danger), 
which expands the relevance of the article. It is 
known [15] that the bearing capacity of com-
pressed concrete piles above the surface of the 
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frozen soil on the strength criterion is defined 
(without taking into account the various factors) 
by the formula [15]: 
 

,ssbbpile ARARN �	               (1) 
 

where bR  – the design compressive strength 
(resistance) of the concrete piles, which defined 
at the stage of operation by non-destructive test; 
taking into account the limited number of these 
tests for singe RC pile, it is advisable to use in-
stead the bR  average compressive strength b�  
obtained by 3-5 non-destructive tests. So, we 
use average compressive strength b�  in (1) in-
stead bR ; sR  – the design strength (re-
sistance)of steel reinforcement, which is taken 
by the standards depending on the type of rebar; 

bA  and sA  – cross-section area of concrete and 
steel reinforced in pile. 
In areas close to the pile cap could be used the 
formula (1). But, taking into account the strain 
equality of concrete b
  and reinforcement s
  in 
pile and a significant (about 10 times) the dif-
ference of the modules of elasticity of concrete 
and steel, and the ability to deform steel and af-
ter reaching the yield strength(which is not al-
lowed by sR value), the calculation of the pile 
bearing capacity свN according to the strength 
criterion in compression should be based on a 
formula, which takes into account equality of 
strains of concrete and reinforcement 

sb 

 	 according to the formula: 
 

,ssbbbpile AEAN 
� �	               (2) 
 

where sE  – modules of elasticity of steel rein-
forcement accepted as the determined value be-
cause his small variability [15]: 5102 �	sE  
MPa; b�  – concrete compression strength, 
which is calculated by the value of strain in 
concrete piles in compression b
  and modules 
of elasticity of concrete bE  as: bbb E
� 	 . 

Based on all remarks, the bearing capacity of 
RC pile on (2) is possible to present as: 
 

� �.AEAEN ssbbbpile �	 
             (2’) 
 

Accepted in Russian State Standards (SP and 
SNiP) limit strain of rebar by the possibility of 
losing rebar stability with the formation of lon-
gitudinal cracks in concrete does not prove to be 
correct in this case because of the short part of 
pile between soil and pile cap for structures in 
the permafrost regions. 
 Thus, the problem is taken to determining the 
value of existing load exN~ , when determin-
ing exN~  by collecting loads it is impossible to 
determine the stress on concrete pile. Moreover, 
it is difficult to determine the most damaged or 
the most loaded pile taking into account uneven 
distribution of the loads on piles. 
It is therefore proposed to determine the bearing 
capacity of piles by experiment, in all condi-
tions and in permafrost regions only in summer 
time. The most loaded or most damaged pile (as 
a rule, being in the corner of structure at the 
same amount of floors or on an area with the 
large number of floors) are selected for tests. 
Then resistance strain gauges are glued at dif-
ferent height in a reinforced-concrete pile above 
the ground surface and above the degraded pile 
site on four of its surfaces (for piles of square 
section) and measure their ohmic resistanc-
es 0R . Then milled flat layer of concrete (with 
no rebar) above and below the gages to the 
depth, at which the imperceptible change in the 
resistance of gauges, and re-defined their ohmic 
resistance as 1R . The engineering strain can be 
calculated as:  
 

kR
RR

0

10 �
	
 , 

 
where k – the factor of the strain gauge sensitiv-
ity. The engineering strain of the concrete is 
calculated at the all faces of the pile. Then it is 
calculated the average value  
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 ���	 . 
 
Statistical analysis of the results of ohmic re-
sistances Ri (i=1, 2, 3, 4) or strains i
  measure-
ments is carried out by probabilistic methods. 
However, the results of reliability analysis by 
probabilistic methods may not be correct with 
such a small size of statistical information about 

i
  of one pile. In this regard, it is proposed to 
carry out the reliability analysis of piles based 
on the theory of possibilities [17-22] with a 
small amount of experimentally acquired data 
about the test parameters (random variables). 
Random variable or fuzzy variable (in terms of 
possibility theory [17-22]) is described by a dis-
tribution function of possibilities )(~ NN�  or (in 
general) )(xX� . The greatest using has received 
a fuzzy function [17-22]:  
 

�
�

�

�

�
�

�

�
  
!

"
##
$

% �
�	

2

exp)(
x

x
X b

axx� ,              (5) 

 
where  
 

)(5,0 minmax XXax ��	 ;
&ln

)XX(b minmax
x

�
�

	
2

,  

 
maxX  and minX  – the maximum and minimum 

value of fuzzy variable X; ]1;0['&  – the cutoff 
level, which value are set [20]. 
Figure 1 shows the form of this function (5) 
with its parameters. 
More information about the fuzzy functions can 
be found in the articles [17-22]. 
If a condition  
 

� �ssbbbx AEAEa ��
  
 
is executed, then the pile possibility of non-
failure R according to the criterion (4) it is 
deemed to be equal to one. For existing build-
ings and structures, this condition usually per-
formed. 

 
Figure 1. Fuzzy function )(xX� . )(),( xFxF  – 

the lower and upper (boundary) distribution 
function of the fuzzy variable X. 1 – the left 

branch, 2 – the right branch. 
 

The possibility of failure Q in this case is equal 
to 
 

� �
�
�
�

�

�
�
�

�
  
!

"
##
$

% ��
�	

2

exp)(
x

xssbbb
X b

aAEAE
x



� . 

 
The necessity of non-failure is calculated as 
N=1-Q. The value of reliability of the piles ac-
cording to the criterion (4) will be characterized 
by the interval [N; R]. It can be represented in 
probabilistic terms as ];[ PP , where P  and P  – 
the lower and upper values of probability of 
non-failure.  
In responsible cases, it is impossible to use reli-
ability analysis for the one pile. Then the de-
scribed method of reliability analysis is used for 
several piles. As a result, we have a set of val-
ues of the reliability intervals niPP ii ...1],;[ 	 . 
It is possible to find the statistical expected val-
ue of reliability on the evidence theory [22-25] 
as an interval ];[ PP , where 
 

� �-
	

	.	
n

i
ii AAmXP

1
inf  

 
and  
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Figure 2. Illustration of the subtraction of fuzzy variables )()()( zyx ZYX ��� 	�  

 

� �-
	

	.	
n

i
ii AAmXP

1
sup . 

Example 1. Let following val-
ues are conditionally known: 11102 �	sE  Pa; 

9102 �	bE  Pa; 09.03.03.0 	�	bA м2; 
4103 ��	sA  m2; 

� � 61046.10 �	�	 ssbbultult AEAEN 
  N. We 
will set the value of load on a pile by results the 
pile tests in a form: 610}11,10,9,8{~ �	exN  N; 

6105.9 �	xa  N; 
6107.001.0ln2/)811( �	�	xb  N with 

01,0	& . As 66 1046.10105.9 ���	xa  N, then 
R=1. 

15.0)88.1exp(}
7.0

5.946.10exp{
2

	�	��
�

��
� �

�	Q . 

Then necessity of non-failure is N=1-Q=1-
0,15=0,85. The reliability interval is [0.85; 1]. 
 
If the modulus of elasticity of concrete bE  is 
evaluated by nondestructive testing too, then a 
fuzzy variable bE~  is described by the function 
(5). A mathematical model of the limit state (5) 
takes the form: 
 

� �.~~
ssbbultex AEAEN �� 
               (6) 

 

Multiplication of fuzzy variable by deterministic 
value - is a fuzzy variable. We’ll denote 

bbult AEY ~
	 . The Y will be described by the 
fuzzy distribution function (5). 
We will transform expression (6) as: 
 

,ssult AEYX 
��                    (7) 
 

where the right part of inequality is determinis-
tic value.  
Figure 2 shows the function of fuzzy variable 
Z=X-Y obtained by subtracting the functions 

)()( yx YX �� �  [26] with YX aa / . 
As a result we have maxminmin YXZ �	  and 

minmaxmax YXZ �	 . The uncertainty of infor-
mation about the fuzzy variable Z increases in 
comparing with X and Y. At the same 
time yxz aaa �	 . If ssultsz AENa 
	� , then 
R=1 (as conventionally shown in Fig. 2 with 

sssult NAE 	
  for compactness). The possibil-
ity of failure Q calculated as )( sz NzQ 		� , or 
in the wide form  
 

�
�
�

�

�
�
�

�
  
!

"
##
$

% �
�	

2

exp
z

zs
b

aNQ , 

 
where yxz bbb �	 .  
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The necessity of non-failure is calculated as 
N=1-Q. The reliability will be characterized by 
the interval [N; R]. 
Example 2. Let following val-
ues are conditionally known: 

3113 102.2503.0102102.4 �	����		 �
ssultult AEN 


kN; 31030�	xa kN; 31034.11 �	ya kN; 
3103�	xb kN; 3101�	уb kN. Then 

333 1066.181034.111030 �	���	za kN 
3102.25 �	� sN kN and possibility of non-

failure R=1. 3104 �	�	 yxz bbb kN. The pos-
sibility of failure is 

069.0
104

1066.18102.25expexp
2

3

332

	
�
�

�

�

�
�

�

�

 
 
!

"
#
#
$

%

�

���
�	

�
�
�

�

�
�
�

�
  
!

"
##
$

% �
�	

z

zult
b

aN
Q

. 

The necessity of non-failure is N=1-
0,069=0,931. The reliability will be character-
ized by the interval [0.931;1]. 
A more realistic assessment of the reliability of 
piles can be obtained from a wider set of test 
piles of the same structure. In this case, we will 
have a subset of intervals of reliability. For their 
statistical analysis uses of evidence.[22-25], as 
noted above. 
Let’s consider the evaluation of the statistical 
expected value of reliability on information as 
subset of the intervals of reliability. 
Let following values of reliability inter-
vals are conditionally known [0,91; 1]; [0,92; 
1]; [0,93; 1]; [0,93; 1]; [0,90; 1]. By condition 
of example: 5,1 		 NCi . For the data given in 
intervals, we will have 
 

� � � � � �
5
1)(;

5
1)(;

5
1;

5
1;

5
1

54321 					 AmAmAmAmAm .  

 
So  
 

� � 1
5

11111
	

����
	.X

 
 
 and  
 

� � 918.0
5

90.093.0291.092.0
	

����
	XE . 

 
The statistical expectation value of reliability 
will be presented in the form of interval 
[0.918;1]. 
 
 
CONCLUSIONS 
 
1. The problem of influence of global warming 

on Earth is considered for the reduction in 
the reliability (safety) of piles in permafrost 
regions as a result of reduction of the bearing 
capacity of reinforced concrete piles from the 
degradation of the concrete. 

2. The methodology of reliability analysis of 
reinforced-concrete piles is first represented 
according to the strength criterion with lim-
ited statistical information on controlled pa-
rameters, with refinement of existing design 
formulas for RC piles in compression; 

3. Two cases are considered for the reliability 
analysis of reinforced-concrete piles with dif-
ferent number of fuzzy variables in the math-
ematical design models of limit state; 

4. Examples of reliability analysis of RC piles 
are given as an algorithm for calculations; 

5. Possibility of account of reliability analysis 
of a few piles is first shown with the use of 
evidence. 
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ТРЁХИНВАРИАНТНЫЙ КРИТЕРИЙ ТЕКУЧЕСТИ В ЗАДАЧЕ 
ПРОБИВАНИЯ ПЛАСТИНЫ ИЗ АЛЮМИНИЕВОГО СПЛАВА 

Д16(А)Т ЖЁСТКИМ ТЕЛОМ 
 

В.В. Вершинин1,2, В.Л. Мондрус1 
1 Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет,  

г. Москва, РОССИЯ 
2 Институт океанологии им. П.П. Ширшова Российской академии наук. г. Москва, РОССИЯ 

 
Аннотация: Рассматривается задача пробивания свободных круглых пластин из алюминиевого сплава 
Д16(А)Т или его зарубежного аналога AA2024-T3(51) различной толщины жёстким сферическим телом, 
ударяющим по центру мишени нормально к её поверхности. Осуществляется численное моделирование 
рассматриваемой задачи с помощью метода конечных элементов, используя для описания законов де-
формирования и разрушения материала мишени феноменологические трёхинвариантные критерии теку-
чести и прочности, соответственно, совместно с ассоциированным законом пластического течения и ли-
нейным законом накопления материалом повреждений. Проводится сравнение полученных результатов с 
экспериментальными данными, а также с численными результатами, полученными с использованием бо-
лее простых феноменологических моделей материала. Оценивается необходимость одновременного учё-
та в рамках критерия текучести всех трёх инвариантов напряжённого состояния для обеспечения точно-
сти результатов численного моделирования. 

 
Ключевые слова: феноменологический трёхинвариантный критерий текучести, пробивание пластины, 

алюминиевый сплав, численное моделирование 
 
 

PRESSURE- AND LODE-DEPENDENT YIELD CRITERION 
WITHIN THE PROBLEM OF 2024-T3(51) ALUMINUM ALLOY 

PLATE PERFORATION BY A RIGID PROJECTILE 
 

Vladislav V. Vershinin1,2, Vladimir L. Mondrus1 
1 National Research Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 
2 Shirshov Institute of Oceanology, Russian Acudemy of Sciences, Moscow, RUSSIA 

 
Abstract: The problem of perforation of free circular plates made of 2024-T3(51) aluminum alloy or its Russian 
analogue D16(A)T with various thicknesses normally impacted at their centers by a rigid spherical projectile is 
considered. The considered problem is numerically simulated through the finite element method utilizing phe-
nomenological pressure- and Lode-dependent yield and fracture criteria along with an associated flow rule and a 
linear damage accumulation law to describe the target material deformation and fracture. Comparison of the ob-
tained results with the experimental data as well as with the numerical results calculated using less sophisticated 
phenomenological material models is made. Necessity of a yield criterion pressure and Lode dependence to pro-
vide accuracy of numerical simulation is assessed. 

 
Keywords: phenomenological pressure- and Lode-dependent yield criterion, plate perforation, aluminum alloy, 

numerical simulation 
 
 
1. ВВЕДЕНИЕ 
 
Экспериментальные исследования законов 
деформирования и разрушения алюминиево-

го сплава Д16(А)Т и его зарубежного анало-
га AA2024-T3(51), представленные в [1-9], 
показали, что деформационные и прочност-
ные характеристики данных сплавов зависят 
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от трёх инвариантов напряжённого состоя-
ния – 1I , 2J  и 3J , – так что для их описания 
необходимо использовать трёхинвариантные 
критерии текучести и прочности. В то же 
время при численном моделировании задач 
пробивания деформируемой твёрдой прегра-
ды жёстким или деформируемым твёрдым 
телом большое число исследователей поль-
зуются упрощёнными критериями текучести 
и прочности, зависящими только от 2J  или, 

что реже, от 1I  и 2J . Современное состояние 

вопроса соударения деформируемых и жёст-
ких твёрдых тел, в том числе и из рассматри-
ваемого в настоящей работе сплава Д16(А)Т 
или его зарубежного аналога AA2024-T3(51), 
подробно излагается в недавно вышедшей 
монографии Розенберга и Декеля [10], где 
также имеется обширный библиографиче-
ский список по данной теме. 
В работах [11-12] исследовался вопрос числен-
ного моделирования с помощью метода конеч-
ных элементов задачи пробивания свободных 
круглых пластин из сплава Д16(А)Т или его 
зарубежного аналога AA2024-T3(51) различ-
ной толщины жёстким сферическим телом. В 
частности, было определено, что трёхинвари-
антный критерий разрушения, предложенный в 
[13], даёт лучшее совпадение качественных и 
количественных результатов численного моде-
лирования с экспериментом, чем критерий раз-
рушения Джонсона-Кука [14], зависящий 
только от 1I  и 2J . Однако для описания не-

упругого деформирования материала мишеней 
в работах [11-12] использовался лишь класси-
ческий критерий текучести Мизеса [15], рас-
ширенный Джонсоном и Куком [16] на случай 
зависимости предела текучести от скорости 
деформирования и температуры. 
В настоящей работе исследуется влияние 
учёта в рамках критерия текучести всех трёх 
инвариантов напряжённого состояния на 
точность численного моделирования проби-
вания пластины из сплава Д16(А)Т или его 
зарубежного аналога AA2024-T3(51) жёст-
ким телом. Полученные результаты сравни-
ваются с экспериментальными данными и 

альтернативным численным решением, по-
дробно описанными в [11-12]. 
 
 
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 
Рассматривается задача пробивания свобод-
ных круглых пластин из алюминиевого 
сплава Д16(А)Т или его зарубежного аналога 
AA2024-T3(51) различной толщины жёстким 
сферическим телом, ударяющим по центру 
мишени нормально к её поверхности. Сфе-
рический ударник выполнен из высокопроч-
ной стали и имеет номинальный диаметр 

10.0 ммD � . Алюминиевые пластины имеют 
номинальный диаметр 81.4 ммd �  и толщи-
ны 1,  2,  3,  6,  12,  20 ммH � , так что безраз-
мерная толщина мишеней изменяется в диа-
пазоне 0.1 2H D � � . Экспериментальные 
исследования в рамках сформулированной 
задачи в указанном диапазоне безразмерных 
толщин мишеней были впервые проведены 
Зенфом и Вайманном [17], а затем независи-
мо Бивиным [18-19]. В работе [11] эти экс-
периментальные данные были существенно 
дополнены и систематизированы. Были по-
лучены качественные картины разрушения 
мишеней с различными отношениями H D  
(подробно описаны в [11]), а также опреде-
лены эмпирические соотношения между без-
размерной толщиной мишени H D  и балли-

стическим пределом blV  в м/с: 
 

0.673

622 33bl
HV
D

� �� �� �
� �

 при 0.19H
D

/ , (1) 

454 92bl
HV
D

� 	  при 0.08 0.19H
D

. , . (2) 

 
Баллистическим пределом blV  называется 
некоторое предельное значение скорости 
ударника, ниже которого не происходит 
пробивание мишени. Качественные и коли-
чественные результаты экспериментов вы-
ступают в качестве «эталонного» решения 
поставленной задачи. 
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2. КРИТЕРИИ ТЕКУЧЕСТИ И 
РАЗРУШЕНИЯ, ЗАКОН 
ПЛАСТИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ И 
ЗАКОН НАКОПЛЕНИЯ 
ПОВРЕЖДЕНИЙ 

 
Для формулировки критериев текучести и 
разрушения, используемых при численном 
моделировании, необходимо сначала дать 
определение некоторым величинам, характе-
ризующим напряжённое состояние дефор-
мируемого твёрдого тела в точке. Так, 
 

1 iiI %� ,   (3) 

2
1
2 ij ijJ S S� ,   (4) 

3
1
3 ij jk kiJ S S S� ,  (5) 

 
где ij%  – компоненты тензора напряжений σ ,  
 

ij ij mean ijS % % �� �  
 
– компоненты девиатора напряжений S ,  
 

1 3mean I% �  
 
– среднее нормальное напряжение, ij�  – 
символ Кронекера. Также здесь и далее по 
тексту имеет место суммирование по повто-
ряющимся индексам. Стоит отметить, что 
вместо величин (3)-(5) чаще используют та-
кие параметры напряжённого состояния, как 
эквивалентное напряжение по Мизесу q  
[15], угол Лоде �  и параметр Лоде-Надаи L  
[20-22]: 
 

23q J� ,    (6) 

3
3 2
2

1 3 3arccos
3 2

J
J

�
� �

� � �� �
� �

,  (7) 

� �
� �

3tan 3
tan 3

L
�
�

�
�

	
.   (8) 

 

Критерий текучести Джонсона-Кука [16] 
имеет следующий вид: 
 

� � � �0

0

0

1 ln

1 0

n
pl pl

s

m

A B C

T T

q

T T

F 3 3 3
 �
 �	 	 !�  � 

 �� ��
 �! � �� �� ��

�

�� 

�σ �� !���03l ���03 3l

 (9) 

 
где ,  ,  ,  ,  A B C n s  – параметры критерия, 0T  
– температура тела, при которой определя-
лись параметры ,  A B  и n , задающие дефор-

мационную кривую материала, mT  – темпе-

ратура плавления материала, скорость экви-
валентных пластических деформаций pl3 l3  
равна 
 

� � � �2
3pl pl plij ij

e e3 � �2
l �e3 � � � �pl pl� �

ij
�pl�e e� �pl pp � �e ,    (10) 

 
� �pl ij
e �pl ij
ep  – компоненты девиатора скорости 

пластических деформаций ple ple , накопленная 

эквивалентная пластическая деформация pl3  
равна 
 

� � � �
0

2
3

t

pl pl plij ij
e e dt3 � * � � �pl pl� �

ij
�pl�e e dt� � �pl plp � � ,  (11) 

 
T  – текущая температура материала, а 0303  – 
скорость эквивалентных деформаций, при 
которой определялись значения параметров

,  A B  и n . 
В работе [23] Вершининым был сформули-
рован новый трёхинвариантный критерий 
текучести следующего вида: 
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– закон деформирования материала при од-
ноосном растяжении и разной скорости де-
формирования и температуре, параметр axc  
определяется как 

 при 0
 при 0

t
ax

c

cc c
�
�

$ /� # ,"
,  (13) 

 
где 1 6� � )� � , а переменная 4  – как 
 

� �
� � � �

cos 6 1 1
1 cos 6 cos 6

)
4

) � )

 �

� � �� �� 
.      (14) 

 
Закон деформирования рассматриваемого 
алюминиевого сплава задаётся как линейная 
комбинация законов Свифта [24] и Воце [25], 
дополненная множителями, учитывающими 
влияние скорости деформирования и темпе-
ратуры на предел текучести материала, в 
форме Джонсона-Кука (9): 
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Таким образом, критерий текучести (12) с 
законом деформирования в форме (15) имеет 
16 параметров – 0 0,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  A n K Q B C3 303 , 

0,  ,  ,  ,  ,, ,    m t c sT T s a c c c m . 
Критерии текучести (9) и (12) дополняются 
ассоциированным законом пластического 
течения [26-27]: 
 

� �pl ij
ij

F3
%
�

� 6
�

F�FF�pl ij
3 � 6

�
�

6 ,  (16) 

 
где � �pl ij

3 �pl ij
3  – компоненты тензора скорости 

пластических деформаций plε plε , F  – пласти-

ческий потенциал (совпадает с критерием 
текучести), 66  – множитель, в случае крите-
рия текучести (9) равный pl3 l3 , а в случае кри-

терия текучести (12) имеющий гораздо более 
сложную форму (см. [23]). 
Лу, Юн и Ха в работе [13] предложили трё-
хинвариантный критерий разрушения: 

1

2

, 3 2

2

2
3

1 3
1 3 3

C

pl f

C

f
f

C
L

L C
C L

3

7

�

�

� �
� !� �

	� �

� �
 ��
! 	 	� � �� �	 	� � �

, (17) 

 
где mean q7 %�  – трёхосность напряжённого 

состояния, ,pl f3  – эквивалентные пластиче-

ские деформации при разрушении материа-
ла, а 1 2 3,  ,  ,  fC C C C  – параметры материала. 
Необходимо подчеркнуть, что, так как в 
процессе нагружения напряжённое состоя-
ние материала в общем случае изменяется, 
параметры критерия разрушения (17) долж-
ны определяться для осреднённых по пути 
деформирования значений трёхосности 
напряжённого состояния avg7  и параметра 

Лоде-Надаи avgL : 
 

� �
,

, 0

1 pl f

avg pl pl
pl f

d
3

7 7 3 3
3

� * ,  (18) 

� �
,

, 0

1 pl f

avg pl pl
pl f

L L d
3

3 3
3

� * .  (19) 

 
Так как в общем случае напряжённое состо-
яние материала в точке изменяется в процес-
се нагружения, критерий разрушения (17) 
должен быть реализован в инкрементальной 
форме: 
 

� �, ,
pl

pl f

D
L

3
3 7

8
�+ ,  (20) 

 
где D  представляет собой параметр повре-
жденности материала. Считается, что мате-
риал в точке разрушается, когда 1D / . В 
выражении (20) величина � �, ,pl f L3 7  вычис-
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ляется для текущих значений 7  и L . Соот-
ношение (20) представляет собой линейный 
закон накопления материалом повреждений. 
 
 
3. МЕТОДИКА РАСЧЁТА И 

РАСЧЁТНАЯ МОДЕЛЬ 
 
Численное моделирование поставленной за-
дачи осуществлялось с применением метода 
конечных элементов, реализованного в про-
граммном комплексе SIMULIA Abaqus. В 
рамках модуля Abaqus/Explicit использова-
лась явная схема интегрирования по времени 
уравнений движения с автоматическим 
определением шага по времени исходя из 
условия устойчивости Куранта-Фридрихса-
Леви [28]. Для пространственной дискрети-
зации ударника и мишени использовались 
объёмные восьмиузловые конечные элемен-
ты C3D8R с линейной функцией формы и 
редуцированной схемой интегрирования. 
Для адекватного сравнения результатов чис-
ленного моделирования не только с экспе-
риментальными данными, но и с численным 
решением, полученным Вершининым в [11], 
разбиение ударника и мишени на конечные 
элементы было аналогичным описанному в 
работе [11]. Так, мишени с отношением 

0.3H D .  разбивались по толщине на 30 

конечных элементов, при 0.6H D �  – на 40 

конечных элементов, при 1.2H D �  – на 80 
конечных элементов и, наконец, при 

2.0H D �  – на 125 конечных элементов. 
При неупругом деформировании твёрдого 
тела часть неупругой энергии выделяется в 
виде теплоты. Так как процесс пробивания 
ударником тонкой мишени является быстро-
протекающим, его можно с достаточной 
точностью рассматривать как адиабатиче-
ский. В этом случае для материальной точки 
в некоторый момент времени справедливо 
следующее соотношение: 
 

� �ij pl ij
V

T
C
9 % 3

�
�T 9 %� �pl ij

3 ,  (21) 

где �  – плотность материала, VC  – удельная 

теплоёмкость материала при постоянном 
объёме, а 9  – доля неупругой энергии, пре-
вращающаяся в тепло. 
Для моделирования контакта между соуда-
ряющимися телами применялся реализован-
ный в Abaqus/Explicit метод штрафов. Коэф-
фициент трения между контактирующими 
поверхностями задавался равным 0.2: � . 
Ударник из высокопрочной стали моделиро-
вался как изотропное линейно упругое твёр-
дое тело с модулем упругости 210 ГПаE � , 
коэффициентом Пуассона 0.3; �  и плотно-
стью 37830 кг м� � . 
Алюминиевая мишень моделировалась как 
изотропное упругопластическое твёрдое те-
ло. Разрушение материала мишени в рамках 
численного расчёта учитывалось путём ис-
ключения из расчётной модели тех конечных 
элементов, для которых выполнялось усло-
вие 1D /  (см. соотношение (20)). Законы 
деформирования и разрушения алюминие-
вых сплавов Д16(А)Т и AA2024-T3(51) в ви-
де трёхинвариантного критерия текучести 
(12) с законом деформирования в форме (15), 
ассоциированного закона пластического те-
чения (16), трёхинвариантного критерия раз-
рушения (17) и линейного закона накопления 
материалом повреждений (20) были реализо-
ваны в Abaqus/Explicit посредством пользо-
вательской подпрограммы VUMAT на языке 
программирования Fortran. Определяющие 
рекуррентные соотношения и другие осо-
бенности реализации описанной выше моде-
ли материала подробно изложены в работе 
[23]. 
Для сплавов Д16(А)Т и AA2024-T3(51) па-
раметры критерия текучести (12) были опре-
делены в работах [23, 29] и приведены в 
Табл. 1. Параметры критерия разрушения 
(17) были определены для сплавов Д16(А)Т 
и AA2024-T3(51) в статье [11] и приведены в 
Табл. 2. Физические и упругие характери-
стики этих же сплавов даны в Табл. 3. 
 
 



В.В. Вершинин, В.Л. Мондрус 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 78 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Таблица 1. Параметры критерия текучести 
(12) с законом деформирования в форме (15) 

для сплавов AA2024-T3(51) и Д16(А)Т 
,  МПаA  320 

03  0.0052 
n  0.195 

,  МПаK  235 
,  МПаQ  135 

B  7.8 
a  0.025 

tc  1.0 

cc  1.02 

sc  0.92 
m  6 
C  0.0083 

0303  1.0 
,  CmT C  502 

0 ,  CT C  20 
s  1.7 

 
Таблица 2. Параметры критерия 

разрушения (17) для сплавов  
AA2024-T3(51) и Д16(А)Т 

1C  2.694 

2C  0.5842 

3C  0.3089 

fC  0.5 
 

Таблица 3. Физические и упругие 
характеристики сплавов  
AA2024-T3(51) и Д16(А)Т 

3,  кг м�  2770 
Дж,  

кг СVС
� С

 875 

9  0.9 
,  ГПаE  71.15 

;  0.3 
 
 
4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТА 
 
В результате численного моделирования по-
ставленной задачи были определены балли-

стические пределы blV  и картины разруше-

ния для свободных круглых пластин из спла-
ва Д16(А)Т или его зарубежного аналога 
AA2024-T3(51) с безразмерной толщиной 

0.1,  0.2,  0.3,  0.6,  1.2,  2.0H D �  при нор-
мальном ударе по их центру жёсткого сфе-
рического тела. Полученные результаты 
сравнивались как с экспериментальными 
данными [11], так и с результатами числен-
ного моделирования [11] в программном 
комплексе SIMULIA Abaqus с применением 
для описания деформирования и разрушения 
материала мишеней критерия текучести (9), 
ассоциированного закона пластического те-
чения (16), критерия разрушения (17) и ли-
нейного закона накопления материалом по-
вреждений (20). Единственное отличие в ис-
ходных данных двух сравниваемых серий 
расчётов заключалось в использовании раз-
ных критериев текучести, что позволило 
определить влияние 1I  и 3J  в рамках крите-

рия текучести на точность численного моде-
лирования рассматриваемой задачи. 
Сравнение значений баллистических преде-
лов blV  для мишеней различной толщины, 
определенных экспериментально и числен-
но, дано в Табл. 4. Расхождение численных 
результатов с экспериментальными значени-
ями, определёнными с использованием соот-
ношений (1) и (2), показано на Рис. 1. 
 

Таблица 4. Значения баллистических 
пределов blV  (в м/с), полученные 

экспериментально и численно 
H
D

 Эксперимент 
[11] 

Численное 
решение [11] 

Новые 
данные 

0.1 138.3 96.5 97.5 
0.2 177.6 169.0 168.0 
0.3 243.6 223.0 229.0 
0.6 408.0 369.5 355.0 
1.2 670.2 639.0 631.0 
2.0 958.7 977.0 993.0 
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Рисунок 1. Расхождение с экспериментом 

численных результатов: 1) полученных  
в [11] с использованием критерия текучести 

(9); 2) полученных с использованием 
критерия текучести (12) с законом 

деформирования в форме (15). 
 
Как видно из представленных в Табл. 4 и на 
Рис. 1 данных, расхождение между двумя 
сериями численных результатов составляет 
не более 5%. При этом обе серии близки к 
экспериментальным данным при 0.2H D / , 
т.е. практически во всём рассматриваемом 
диапазоне безразмерных толщин мишеней. 
Сравнение полученных численно качествен-
ных картин разрушения между собой и с ре-
зультатами эксперимента также не выявило 
существенных различий для всего рассмат-
риваемого диапазона безразмерных толщин 
мишеней. В качестве характерного примера 
на Рис. 2 показаны алюминиевые пластины с 

1.2H D �  после их пробивания жёстким 

сферическим ударником со скоростью 0V , 
которая была немного больше blV . 
 
 
5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Численное моделирование пробивания сво-
бодных круглых пластин из алюминиевого 
сплава Д16(А)Т или его зарубежного аналога 
AA2024-T3(51) различной толщины жёстким 

а)  

б)  

в)  
Рисунок 2. Картина разрушения круглой 
алюминиевой пластины после пробивания 
жёстким сферическим ударником: а) новое 
численное решение, 1.2H D � , 0 632.0V �  
м/с; б) численное решение, полученное в [11], 

1.2H D � , 0 640.0V �  м/с; в) эксперимент 
[11], 1.22H D � , 0 681.2V �  м/с 
 
сферическим телом, ударяющим по центру 
мишени нормально к её поверхности, с ис-
пользованием феноменологических трёхин-
вариантных критериев текучести и разруше-
ния и сравнение полученных результатов с 
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экспериментальными данными и результа-
тами численного моделирования с примене-
нием трёхинвариантного критерия разруше-
ния и зависящего только от 2J  критерия те-

кучести показали, что учёт влияния 1I  и 3J  
на предел текучести материала не даёт 
сколько-либо значимого увеличения точно-
сти численного решения при её оценке как 
по количественным, так и по качественным 
показателям. В то же время трёхинвариант-
ные критерии текучести содержат дополни-
тельные (по сравнению с критериями, зави-
сящими только от 2J ) параметры, связанные 

с учётом влияния 1I  и 3J , для определения 

значений которых необходимо проведение 
нескольких дополнительных экспериментов 
на растяжение и сжатие образцов из модели-
руемого материала. 
Таким образом, учёт всех трёх инвариантов 
напряжённого состояния при численном мо-
делировании задачи пробивания пластин из 
сплава Д16(А)Т или его зарубежного аналога 
AA2024-T3(51) жёстким телом необходим 
только в рамках критерия прочности (см. 
[11]), а для описания деформирования мате-
риала мишени достаточно использовать кри-
терий текучести, зависящий только от 2J . 
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ЧИСЛЕННОЕ И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ  
МОДЕЛИРОВАНИЕ ЖЕСТКОГО СТЫКА СЛОИСТЫХ  

ДЕРЕВЯННЫХ КОНСТРУКЦИЙ 
 

М.А. Водянников, Г.Г. Кашеварова 
Пермский национальный исследовательский политехнический университет, г. Пермь, РОССИЯ 

 
Аннотация: В статье рассмотрены вопросы моделирования и решения контактных задач в программном 
комплексе ANSYS на примере расчета жесткого узла стыка клееной деревянной балки. Приведены срав-
нительные расчетные данные для неразрезной балки и балки со стыком в середине на вклеенных углепла-
стиковых нагелях. Описаны возможности применения контактных элементов между различными матери-
алами, учитывающие нелинейность постановки задачи. Показаны изополя напряжений и перемещений в 
элементах. Проведен эксперимент по определению несущей способности стыка и определения характера 
разрушения конструкции. Сделаны выводы о возможности моделирования композитных материалов в 
среде программного комплекса ANSYS при проектировании реальны конструкций 
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Abstract: The article deals with the problems of modeling and solving contact problems in the ANSYS software 
complex using the example of calculating the rigid joint of a glued wooden beam. Comparative calculation data 
for a continuous beam and a beam with a joint in the middle on pasted carbon fiber nails are given. The possibilities 
of using contact elements between different materials taking into account the nonlinearity of the formulation of 
the problem are described. The figures of stresses and displacements in the elements are shown. Experiments for 
determination of the bearing capacity of the joint and determine the nature of structural failure are provided. Con-
clusions are made about the possibility of modeling composite materials in the environment of the software com-
plex ANSYS in the real structures design 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
 
Проектирование и расчет жестких стыков 
клееных деревянных конструкций является 
первоочередной задачей при создании боль-
шепролетных архитектурных форм из древе-
сины. Решение такой задачи позволяет ре-
шить проблему изготовления и унификации, 
а главное – транспортировки крупногабарит-
ных элементов на большие расстояния. Про-
блема равнопрочных стыков существует 

также у железобетонных и стальных кон-
струкций. Но для конструкций из цельной и 
клееной древесины она представляется 
наиболее сложной. 
Одним из рациональных путей решения этой 
проблемы может служить использование ме-
тодов математического моделирования с ис-
пользованием ЭВМ и программных комплек-
сов, учитывающих нелинейность при расчете 
контактных задач. Численное моделирование 
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позволяет внедрять инновационные матери-
алы и конструктивные схемы, способы и ме-
тодики расчета, а также снижать стоимость и 
сроки проектирования сложных конструкций. 
В статье выполнена расчетная оценка дефор-
мативности слоистой клееной деревянной 
балки и узла стыка на вклеенных наклонных 
нагелях, выполненных из композитного мате-
риала - углепластика. Определен характер 
разрушения конструкции с учетом пластиче-
ских деформаций с помощью численного мо-
делирования напряженно-деформированного 
состояния конструкций в программном ком-
плексе ANSYS [1]. Данные полученные в ре-
зультате численного моделирования подтвер-
ждены результатами натурного экспери-
мента.  
 
 
2. МОДЕЛИРОВАНИЕ  

КОНСТРУКЦИИ 
 
Тело балки – клееная древесина второго 
сорта, вклеиваемые нагели – углепластико-
вые стержни диаметром 5 мм, полученные 

методом пултрузии; накладки по верху и низу 
балки – четырехнаправленный углепластик 
на матрице синтетического полимерного свя-
зующего. 
Для анализа НДС создана конечно-элемент-
ная модель клееной деревянной конструкции 
(КДК) балки со стыком. Модель запроектиро-
вана и построена в программном комплексе 
AUTODESK AutoCAD® (рисунок 1) и экспор-
тирована в программный комплекс ANSYS. 
На рисунке 2 показана конечно-элементная 
модель конструкции. Расчет проводился для 
изгибаемой балки (расчетная схема и гранич-
ные условия приведены на рис. 1) по двум ва-
риантам: 
� неразрезная (цельная) балка из клееной 

древесины (без стыка и накладок); 
� балка со стыком на вклеенных нагелях. 
Расчетные модели дискретизированы конеч-
ными элементами (КЭ): SOLID185 (рисунок 
3а), углепластиковые накладки  SHELL281 
(рисунок 3б), вклеиваемые нагели BEAM188 
(рисунок 3в) [2-4].  

 

 
Рисунок 1. CAD-Модель балки со стыком на вклеенных нагелях 

 

 
Рисунок 2. Конечно-элементная модель балки со стыком на вклеенных нагелях 
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Рисунок 3а. Геометрия КЭ твердого тела 

SOLID 185. 
 

 
Рисунок 3б. Геометрия КЭ пластины  

SHELL 281. 

 
Рисунок 3в. Геометрия КЭ стержневого эле-

мента BEAM 188. 
 

Элемент SOLID185 используется для 3D мо-
делирования твердых тел. Он определяется 
восемью узлами, имеющими три степени сво-
боды каждый. Конечный элемент SOLID185 
может обладать пластичностью, ползучестью 
и другими характеристиками. Конечный эле-
мент SHELL281 применяется при анализе 
пластин с заданными пользователем характе-

ристиками. У элемента также восемь опреде-
ляющих узлов с шестью степенями свободы 
каждого. Этот элемент может быть использо-
ван для моделирования слоистых конструк-
ций (в т.ч. композитов). Линейный конечный 
элемент BEAM188 используется для 3D мо-
делирования стержней с заданными характе-
ристиками. Элемент имеет шесть степеней 
свободы в каждом узле. 
При моделировании клеевого соединения в 
плоскостях соприкосновения «древесина-
древесина» и «древесина-углепластик» в рас-
чете учитывалась нелинейность, связанная с 
наличием сил трения по поверхностям кон-
такта. Поэтому в модель введены специаль-
ные контактные конечные элементы. В таких 
задачах одна из поверхностей условно назы-
вается «контактной» поверхностью, а вторая 
– «целевой» поверхностью. Такие поверхно-
сти моделируются соответственно при по-
мощи конечных элементов CONTA174 и 
TARGE170. Контактные и целевые конечные 
элементы, составляющие контактную пару, 
связаны между собой посредством общего 
набора характеристик. 
Моделирование материалов осуществлялось 
посредством параметризации их физических 
свойств.  
Древесина задана как ортотропный материал 
со следующими характеристиками: 
� модуль упругости по оси х, Ex=1,1×1010 

(Па); 
� модуль упругости по осям y и z, 

Ey=Ez=4,5×108 (Па); 
� коэффициенты Пуассона νxy=0,45, νyz= 

νxz=0,018; 
� модуль сдвига Gx=Gy=Gz=6×108 (Па); 
� критерий перехода древесины в пласти-

ческое состояние (Bilinear Kinematic) 
принят по временному сопротивлению 
изгибу 37,5 МПа (в соответствии с табли-
цей В.2 приложения В)  [1].  

Структура углепластиковых пластин как ком-
позитов полностью обуславливает их механи-
ческие характеристики. Пластины заданы как 
трансверсально-изотропные материалы с 
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направлением слоев 0, 90, ±45 градусов со 
следующими характеристиками [5]: 
� предел прочности при разрыве σв=7,6×105 

(Па); 
� модуль упругости по осям x и y, 

Ex=Ey=87,2×109 (Па); 
� модуль упругости по оси z, Ez=65,4×109 

(Па); 
� коэффициенты Пуассона νxy= νyx =0,268= 

νxz=0,018. 
Для однонаправленных стержневых элемен-
тов установлены следующие величины [5]: 
� предел прочности при разрыве σв=2,24×106 

(Па); 
� модуль упругости E=117×109 (Па); 
� коэффициент Пуассона νxy= νyx = 0,31. 

 
 
3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА 
 
Расчет в нелинейной постановке [6-10] произ-
водился пошаговым приложением нагрузки с 
шагом в 1 кН. По окончании расчета полу-
чены следующие результаты.  
Разрушение образца в обоих случаях проис-
ходит в результате образования пластиче-
ского шарнира в теле балки под опорной пят-
кой заделки в зоне максимального изгибаю-
щего момента.  

Для образца из цельной древесины (рисунок 
4а) пластические деформации возникают при 
нагрузке 3,4 кН, разрушение – при 10,0 кН. 
Пластические деформации для образца с 
жестким стыком (рисунок 4б) возникают при 
нагрузке 3,6 кН, разрушение – при 11,6 кН.  
В неразрезном образце из клееной древесины 
касательные напряжения в момент разруше-
ния достигают 5,34 МПа (рисунок 5а), пере-
мещения изгибаемого конца составляют 22,7 
см (рисунок 6а). 
В момент разрушения касательные напряже-
ния контакта в клеевом соединении для об-
разца с жестким стыком составляют 7,48 МПа 
(рисунок 5б). Максимальные перемещения 
изгибаемого конца балки равны при этом 
27,7 см (рисунок 6б). 
Максимальные усилия во вклеиваемых стерж-
нях и накладках, образующих жесткий стык, 
составили 697 МПа. Изополя распределения 
напряжений приведены на рисунке 7.  
Следует отметить, что картина распределе-
ния деформации и усилий в образцах из не-
разрезной балки имеет более равномерный 
характер, в то время как у балки с жестким 
стыком на вклеенных нагелях наблюдается 
более хаотичное распределение усилий и пе-
ремещений. 

 

а) 

 

б) 

 
Рисунок 4. Разрушение образца с образованием пластического шарнира  

(деформированная схема): а) без стыка, б) со стыком. 
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а) 

 

б) 

 
Рисунок 5. Распределение касательных напряжений в зонах контакта:  

а) без стыка, б) со стыком. 
 

а) 

 

б) 

 
 Рисунок 6. Изополя суммарных перемещений в балке: а) без стыка, б) 

со стыком. 

Несущая способность образца с жестким 
стыком выше в связи с тем, что вклеенные 
нагели образуют элемент усиления кон-
струкции, препятствующий взаимному сме-

щению слоев древесины, и тем самым, сни-
жающий послойную деформируемость мо-
дели. Усилия же, возникающие в накладках, 
стержнях и клеевых соединениях стыка, не 
превышают критических значений. 
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Рисунок 7. Изополя распределения напряжений в накладках и стержнях 
 

4. НАТУРНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ 
ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ  
НЕСУЩЕЙ СПОСОБНОСТИ 

 
Схема испытаний образцов соответствует 
расчетной схеме, приведенной на рис. 1. Ис-
пытания проводились до разрушения образца 
пошагово возрастающей нагрузкой на специ-
ально запроектированном стенде. Давление 
на свободный конец балки передавалось по-
средством гидравлического универсального 
домкрата ДУ50П250. Значение нагрузки сни-
малось с электронного манометра, соединен-
ного с масляной станцией посредством шлан-
гов высокого давления. Значение разрушаю-
щей нагрузки принималось в момент, при ко-
тором наблюдался рост перемещений при па-
дении давления на башмаке домкрата. Для за-
мера перемещений применялись измерители 
часового типа ИЧ-10 и ИЧ-50, влажность об-
разцов определялась влагомером МГ-4 и со-
ставила 8,4 %. Температурно-влажностный 
режим внутри помещения определен при по-
мощи термогигрометра МГ-4В, температура 
внутри помещения 24,70С, влажность 23,6 %.  
При испытании неразрезной балки в качестве 
контролируемых параметров приняты:  
� перемещение свободного конца балки; 
� усилие на манометре домкрата.  

При испытании стыка на углепластиковых 
деталях разрезной балки в качестве контроли-
руемых параметров также оценивалась ши-
рина раскрытия зазора стыка с обеих сторон 
балки.  
Стык смонтирован с применением синтетиче-
ского клея на эпоксидном связующем. 
Накладки изготовлены из пластин двунаправ-
ленного углепластика толщиной 5 мм, 
стержни – из углепластиковой арматуры диа-
метра 5 мм производства ООО «НЦК», 
г. Москва. 
Испытательный стенд, измерительное обору-
дование и балка со стыком с применением уг-
лепластиковых деталей приведены на ри-
сунке 8.  
 

 
Рисунок 8. Стенд и образец для испытания 

стыка балки. 
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При испытании неразрезной балки фактиче-
ская разрушающая нагрузка составила 12,3 
кН, перемещение свободного конца - 22,17 
см. Характер разрушения соответствует дан-
ным численной оценки работы балки, и вы-
зван образованием пластического шарнира 
под подвижной опорой в середине пролета. 
Кроме того зафиксировано обмятие балки 
под неподвижной опорой, а также образова-
ние трещин шириной раскрытия до 3 мм в 
теле древесины в опорных частях балки и по 
растянутой (нижней) кромке. Разрушений, 
связанных с взаимным смещением слоев дре-
весины, а также с нарушением целостности 
клеевых швов в ходе испытаний не зафикси-
ровано.  
При испытании стыка разрезной балки харак-
тер разрушений также соответствует расчет-
ным значениям. Разрушающая нагрузка уста-
новлена на уровне 13,2 кН, перемещение сво-
бодного конца составило при этом 23,52 см. 
Сжатая (верхняя) кромка балки в месте стыка 
вплотную приблизилась к противоположной 
части балки. Максимальная ширина раскры-
тия нижней кромки в месте стыка отмечена 
при значении индикатора равном 3,7 мм, ве-
личина технологического зазора до начала 
испытаний 1 мм. 
Разрушение разрезной балки произошло в ре-
зультате образования пластического шарнира 
под подвижной опорой в середине пролета, 
аналогично образцу из цельной древесины. 
Кроме того, в момент разрушения отмечено 
образование трещин шириной раскрытия до 5 
мм в теле древесины в нейтральной зоне 
стыка, что свидетельствует о возникновении 
касательных напряжений, связанных с меха-
ническим воздействием армирования на слои 
древесины. В опорных частях видны тре-
щины шириной раскрытия до 3 мм, по растя-
нутой кромке трещин не выявлено (в связи с 
включением накладок в совместную работу). 
Некоторое различие в расчетных и фактиче-
ских усилиях и перемещениях связано с поро-
ками древесины, а также использованием в 

качестве прочностных характеристик унифи-
цированных расчетных величин σв, установ-
ленных [1]. 
Следует отметить, что в обоих случаях после 
снятия нагрузки балки вернулись в исходное 
состояние. 
 
 
ВЫВОДЫ 
 
Моделирование слоистых композитных мате-
риалов, таких как древесина и углепластик в 
среде ANSYS, позволяет с высокой точно-
стью оценивать напряженно-деформирован-
ное состояние сложных конструкций и узлов 
их стыка в условиях, близких к реальности 
[11, 12]. При задании контактных взаимодей-
ствий программа учитывает такие факторы, 
как наличие либо отсутствие контакта и сил 
трения,  что делает задачу нелинейной.  
Экспериментальная оценка данных, поучен-
ных путем численного анализа, подтверждает 
правильность принятых решений. Теоретиче-
ские и фактические значения коррелируют 
между собой, разброс значений вызван несо-
вершенством (пороками) структуры древе-
сины, а также применением унифицирован-
ных характеристик примененных материалов. 
Оценка итоговых величин усилий и переме-
щений в элементах конструкции показывают 
адекватность выбранной расчетной модели и 
возможность её применения для расчета ре-
альных конструкций. 
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РЕАЛИЗАЦИЯ TVD-СХЕМЫ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧИ ФИЛЬТРАЦИИ 

 
Ю.П. Галагуз 

Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет,  
г. Москва, РОССИЯ 

 
Аннотация: Рассматривается численное решение одномерной задачи фильтрации суспензии в твердой 
пористой среде. Приводится TVD-схема с разными функциями-ограничителями и ее сравнение с 
противопоточной схемой и схемой Лакса-Вендроффа. Построены графики концентраций взвешенных 
частиц. 
 

Ключевые слова: фильтрация, TVD-схема, ограничитель, схема Лакса-Вендроффа, диссипация,  
диффузия 

 
 

REALIZATION OF THE TVD-SCHEME FOR A NUMERICAL 
SOLUTION OF THE FILTRATION PROBLEM 

 
Yuri P. Galaguz 

National Research Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

 
Abstract: A numerical solution of one-dimensional filtration problem for suspension flow in a porous medium is 
considered. The TVD-scheme with different functions-delimiters is obtained. The TVD-scheme is compared 
with the counter-current scheme and the Lax-Wendroff scheme. Diagrams of suspended particles concentrations 
are shown. 
 
Keywords: deep bed filtration, TVD-scheme, limiter, Lax-Wendroff method, dissipation, diffusion 
 
 

1. ВВЕДЕНИЕ 
 
Решение задачи диффузии частиц в фильтре 
описывает процесс прохождения частиц че-
рез поры фильтра и динамику выпадения 
осадка [4]. 
В рассматриваемой задаче в начальный 
момент времени пористая среда фильтра 
длины 1 заполнена водой с заданной 
начальной концентрацией осажденных 
частиц. На вход фильтра начинает поступать 
суспензия. Она постепенно вытесняет воду и 
заполняет пористую среду. В части пористой 
среды, находящейся перед фронтом 
суспензии, фильтрация суспензии 
отсутствует, концентрация взвешенных 
частиц нулевая, концентрация осажденных 

частиц не меняется со временем и равна 
начальной. 
Решение задачи фильтрации связано с 
решением гиперболической системы 
уравнений. 
Для ряда важных частных случаев найдены 
точные [2,3] и асимптотические решения за-
дачи фильтрации [4-8], однако в общем слу-
чае задача не имеет аналитического реше-
ния. 
Пожалуй, самый эффективный и экономич-
ный способ численного решения такого типа 
задач – это метод конечных разностей [9]. 
Однако в силу разрывных начально-краевых 
условий мы получаем значительные трудно-
сти в получении приемлемых решений вбли-
зи линии разрыва - фронта волны (границе 
раздела сред Г), рис.1. 
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Рисунок 1. Схематическое определение  

задачи (1)–(4). 
 
В данной работе ставится цель превратить 
разностную схему Лакса-Вендроффа в TVD-
схему и тем самым получить приемлемый 
результат решения как в окрестности разры-
ва, так и вдали от него. 
 
 
2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
 
В области бесконечной полуполосы 

{0 1, 0}x t0	 � � /  концентрации взвешен-
ных и осажденных частиц ( , ), ( , )C x t S x t  
удовлетворяют уравнениям  
 

� � � �( ) ( )
( )

g S C f S C
S C

t x
2 2

� 	 �3
2 2

,     (1) 

( )S S C
t

2
	 3

2
,   (2) 

 
с краевым и начальными условиями 
 

0 : ( , )x C x t p	 	 , 0p / ,         (3) 

00: ( , ) 0, ( , ) ( )t C x t S x t S x	 	 	 .  (4) 
 
Здесь приведенные пористость ( )g S , прони-
цаемость ( )f S , коэффициент фильтрации 

( )S3 , начальная концентрация осадка 0 ( )S x  
являются непрерывными положительными 
функциями. 

Уравнения (1-2) образуют нелинейную (ква-
зилинейную) гиперболическую систему пер-
вого порядка. Характеристическая кривая 1, 
которая выходит из начала координат – это 
граница двух сред. Она разбивает область 0  
на две подобласти w0  и s0  в которых нахо-
дятся соответственно вода и суспензия 
(рис.1). В области w0  концентрация ( , )C x t  
взвешенных частиц нулевая, концентрация 

( , )S x t  осажденных частиц  не зависит от 
времени и равна 0 ( )S x . В области s0  кон-
центрации ( , ), ( , )C x t S x t  переменные и по-
ложительные. Они и должны быть найдены. 
Согласно методу характеристик из-за несо-
гласованности условий (3-4) в начале коор-
динат, решение ( , )C x t  имеет разрыв первого 
рода на фронте 1. Решение ( , )S x t  непре-
рывно во всей области w s0	0 0s0  и имеет 
разрыв производной на фронте 1. 
При непостоянных функциях ( ), ( )g S f S  
граница 1 является кривой линией, заданной 
соотношением 
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Реализация TVD-схемы численного решения задачи фильтрации 

Volume 13, Issue 2, 2017 95 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 : ( (0, ))x D g S t p	 	 � , 0p / ,         (9) 

0 0 00: ( ( )) ( ), ( )t D g S x C x S S x	 	 	      (10) 
 

Где (0, )S t  может быть найдена из уравнения 
(2), которое при 0x 	  превращается в обык-
новенное дифференциальное уравнение 
 

(0, )
( (0, ))

dS t pdt
S t

	
3

,  (11) 

 
с начальным условием 0(0, 0) (0)S t S	 	 . 
 
 
3. TVD-СХЕМА 
 
Зададимся сеткой в ограниченной области 
 

+ ,( , ) | 0 1, 0XT x t x t T0 	 � � � � , 
1, 0, 1, 2, ... , ,jx j h j J h
J

	 	 	 ,    (12′) 

, 0, 1, 2, ... , ,n
Tt n n N
N

	 	 	4 4 ,   (12″) 

 
где J - число интервалов разбиения отрезка 
[0, 1], N - число интервалов разбиения отрез-
ка [0, T], h -шаг сетки по длине фильтра x ,   
4 -шаг сетки по времени t . 
Однако из-за разрывности начально-краевых 
условий, аппроксимация конечно-
разностными схемами левых частей уравне-
ний (1) или (7) либо приводит к диссипации, 
либо к дисперсии. К диссипации - при при-
менении противопоточной схемы с первым 
порядком аппроксимации (так называемое 
сглаживание в местах разрывов). К диспер-
сии – при применении более быстро сходя-
щихся схем типа Лакса-Вендроффа и подоб-
ных, которые дают в местах разрывов нефи-
зические осцилляции (рябь вблизи разрывов 
решения). 
Разнообразные TVD-схемы (Total Variation 
Diminishing) – схемы уменьшения полной 
вариации – позволяют получить неосцилли-
рующие и высоко разрешимые решения 
вблизи разрывов и при определенных усло-

виях могут дать высокий порядок сходимо-
сти в местах непрерывности решения. При 
этом обычно устойчивая схема высокого по-
рядка, например 2 2( )O h4 � или выше мо-
дернизируется введением т.н. лимитеров, 
которые призваны гасить нефизические ос-
цилляции и сохранять высокую скорость 
сходимости данной разностной схемы. По-
лучаемая модернизированная разностная 
схема становится схемой, сохраняющей мо-
нотонность (сохраняющая монотонность – 
это когда шаблон схемы переводит монотон-
но убывающее или возрастающее решение с 
предыдущего временного слоя на последу-
ющий в монотонное с тем же направлением 
убывания или возрастания) и зависимой от 
поведения решения. При этом обычно стро-
ится TVD-схема [1], т.е. схема удовлетворя-
ющая условию невозрастания полной вариа-
ции решения: 
 

1( ) ( )n nTV D TV D� � , 

где              
1

1
0

( )
J

n n n
j j

j
TV D D D

�

�
	

	 �-   

– полная вариация сеточной функции  [1,10, 
11]. А TVD-схема будут являться схемой, 
сохраняющей монотонность. 
Монотонная схема будет строится только 
для первого (7) «проблемного» уравнения 
системы (7-10). Уравнение (8) - мы будем 
решать модифицированным методом Эйлера 
(предиктор – разность «вперед» для полови-
ны шага по времени, корректор – снова раз-
ность «вперед», но с учетом уже рассчитан-
ного предиктора и по всему шагу по време-
ни) [13]. 
Для (7) запишем схему Лакса-Вендроффа 
[11, 15]  
 

� � � �1 1
1 12

1
2

2
( ) , (13')

n n
n n n nj jj j j j j

n n
j j

D D D m D m D
h
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�
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�1D D�1
1 D��
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1 1

1
2

2
( ) , (13'')

n n
n n n nj jj j j j j

n n
j j

D D D m D m D
h

L S D

�
� � �

� �

� � �
� 	

�

�1D D�1
1 D��

4

1 1 1 1 1
2 2 2 2 ( )

n n j j j jj j n n
j j

m D m D
D D

L S D
h4

�
� � � �

�
�

� 	 �
1 1 1 1m D1 1 11 1 1D m D1 11 1

      (14) 
 
для (8) модифицированную схему Эйлера 
 

( )
2

n n n
j j j jS S L S D	 �nS S n
j jS n

j
4 ,  (15) 

1 ( )n n
j j j jS S L S D� 	 � )D)) jjjDj4 .     (16) 

 
К сожалению из-за неравенства нулю право-
го члена выражения в (7) аппроксимацион-
ная точность (13-14) не достигает 2 2( )O h�4 , 
но только лишь ( )O h�4  [14].  
Выразив из (13) 1

2
j

D
�

1D  и 1
2

j
D

�
1D , получим 

 

� � � �1 1 1 1
2

1
2 2

( ) , (17 ')
2

n n n n n n
j j j j j jj

n n
j j

D D D m D m D
h

L S D

� � �
�

	 � � � ��1D D�1
1 D�� 4

4
 

 

� � � �1 1 1 1
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1
2 2

( ) . (17 '')
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j j j j j jj

n n
j j

D D D m D m D
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L S D

� � �
�

� �

	 � � � ��1D D�1
1 D�� 4

4
 

 
В правых частях (17) добавим и вычтем две 
разности типа 1

n n
j jD D� � . Затем некоторые 

новые и старые слагаемые умножим на 5  
так, чтобы после подстановки этих выраже-
ний в (14), мы смогли бы выделить часть, 
совпадающую с противопоточной разност-
ной схемой без 5 , и отдельное дополни-
тельное слагаемое, называемое антиди-
фуззионным членом, которым можно было 
бы манипулировать с помощью 5 . Такое 5  

называется ограничителем или лимитером. 
Его мы возьмем с соответствующим индек-
сом 
 

� � � �

� � � �

1 1 1 1 1
2 2

1 1 1
2

1
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                (18′) 
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               (18″) 
 
Подставляя (18) в (14) 
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S j , а в (16) 
1 1
2 2

2
j j

j

D D
D

� �
�

	
1D D1

2
j

2
jDj 	 . 

 
Очевидно, (18) или (19), что при 15 �  мы 
вернемся к схеме Лакса-Вендроффа с осцил-
ляциями зато без излишнего сглаживания в 
окрестностях разрывов, а при 05 �  получим 
противопоточную схему, лишенную осцил-
ляций, но диссипативную в окрестностях 
разрывов. 
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Третье слагаемое в левой части (19) можно 
существенно упростить, выполнив замены 
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Получим 
 

� � � �

� �

1
1

1 1 1 1
2 2

1 1

1
2

( ) ( ) ( )
2

n n n n n
j j j j jn n

j j

n n n n
j j j jj j

n n n n n n n
j j j j j j j

D D D D m
m m

h h h

D D D D

m L S D L S D L S D
h

�
�

� �
� �

� �

� � % "� � �#  
$ !

% "
5 � �5 � 	#  

$ !

� �

4
4

4

 (20) 

 
Левая часть (20) аналогична линейному 
уравнению переноса и, следовательно, здесь 
получено обоснование (нестрогое) примени-
мости уже ставших классическими трех ли-
митеров minmod, superbee, Van-Leer [11]. Не-
смотря на нестрогость, как показывает прак-
тический опыт, схема (18-19) с данными ли-
митерами хорошо работает и для нелиней-
ных систем (1-4) или (7-10). Третье слагае-
мое в левой части (19) или (20) и есть тот са-
мый антидифуззионный член. Он устраняет 
диссипативный член в первом дифференци-
альном приближении противопоточной схе-
мы [11], что приводит к уменьшению сгла-
живающих эффектов решений вблизи разры-
вов. В то же время, уменьшая антидифуззи-
онный член, мы можем добиться уменьше-
ния нефизических осцилляций на разрывных 
решениях. Само первое дифференциальное 
приближении при переменных n

jm  (т.е. зави-
сящих от узла) можно найти в [12]. 
Дополнительно к нашим трем тестовым 
ограничителям применим еще один [11]. Но 
в отличие от трех ограничителей, перечис-
ленных выше, он не гарантирует высокую 
сходимость со скоростью 2 2( )O h4 � . Назо-
вем его просто min2 (формулу дадим позд-
нее). Но тем естественнее его применение, 

что как было сказано выше, точность схемы 
(13-14), а значит и (18-19) также не столь вы-
сока и соответствует ( )O h�4 . 
Итак, мы считаем 5  некоторой функцией 
непрерывного аргумента 6 , где 6  определя-

ется [11] в узлах 1
2

j �  
 

1
1

11
2

1

0

1 0

n n
j j n n

j jn n
j j

j
n n
j j

D D
при D D

D D
при D D

6
�

�
�

�

�

� �
� 7�

�	 
� � 	�

, (21) 

 
А в случае 06 �  (т.е. на осциллирующих 
решениях) мы будем брать ( ) 05 	6 . 
 
Функции-ограничители (лимитеры) 
1) minmod 

� �( ) max 0,min(1, )6 65 	  
2) superbee 

� �( ) max 0,min(2 ,1),min(2, )6 6 65 	  
3) Van-Leer 
 

2 , 0
1( )

1
0 , 0

6 66 6
66

6
6

� /� � �5 	 	 � � ��

 

 
4) min2 

( ) max(0,min(2 ,2))6 65 	  
Графики этих функций даны на рис.2. 
 

 
Рисунок 2. Функции-ограничители. 



Ю.П. Галагуз 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 98 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ЧИСЛЕННЫЙ РАСЧЕТ 
 
Порядок численного расчет системы (7-10) 
состоит из следующих шагов. Вначале по 
формуле (21) находим узловые значения 6  и 
затем узловые значения выбранного лимите-
ра. Далее т.н. предварительные значения 

1n
jS �1n
jS j
�  (15) и предварительные значения 1

2
j

D
�

1D  

из (17). Затем мы окончательно находим зна-
чение 1n

jS � из (16) и 1n
jD �  из (19). Замены (6) 

помогут обратно вернуться от 1n
jD �  к 1n

jC � . 
Для численного расчета выбран блокирую-
щий коэффициент фильтрации: 
 

max( )S S S3 	 � , max 1S 	 , 
 
пористость  
 

( ) 1 3g S S	 � , 
 
проницаемость  
 

( ) 1 0.1f S S	 � . 
 
Начальные условия 
 

� �max0 : 0, 1
2

St C S x	 	 	 �  (рис.1), T=4. 

 
Всюду p=1, кроме рис. 4-7, где для нагляд-
ности графиков взяты разные значения для p. 
Соотношение между шагом 4 по времени и 
шагом h по материальной координате x вы-
бираются из условия сходимости Куранта  
 

� �
[0,1], [0, ]
max ( ( , ))

x t T

h
m S x t

' '

�4 . 

 
Несмотря на нелинейность уравнений (1) 
или (7), практика показывает, что данное 
условие может быть применено и для систем 
(1-4) или (7-10), а при нарушении данного 

условия решение систем почти всегда стано-
вится неустойчивым.  
Для предварительного расчета 4 можно вы-
брать по формуле 
 

� �0[0,1]
max ( ( ))
x

h
m S x

'

�4 . 

 
Точного решения данной задачи нет, но при 
заданных начальных условиях из (5) можно 
найти точное уравнение границы раздела 
сред Г 
 

( ) 30 580ln 1
21
xt x x1

% "	 � �#  
$ !

.           (22) 

 
На рис.4-9 из точки пересечения ( )t x1  и се-
чений x const	  либо t const	  восстановле-
ны вертикальные перпендикуляры (оранже-
вая сплошная линия). Данные линии показы-
вают точные места разрывов функции кон-
центрации взвешенных частиц ( , )C x t . 
На рис.3 изображен фронт раздела сред Г. 
Точное решение (22) которого (обозн. exact) 
сравнивается с численным решением по про-
тивопоточной схеме (обозн. upwind) и схеме 
TVD с ограничителем min2 при J = 10 и 250. 
Причем численное нахождение границы Г 
находится интегрированием методом левых 
прямоугольников формулы (5) уже после 
нахождения численного решения системы 
(7-10). 
На рис.4-7 показаны сечения функции кон-
центрации взвешенных частиц ( , )C x t  при 

0.5x 	  и разных 1, 200p J	 	 , 
1.2, 500p J	 	 , 1.4, 1000p J	 	 , 
1.6, 2000p J	 	 . Каждый из рис.4-7 соот-

ветствует расчету с использованием одной 
из выбранных функций-ограничителей. 
На рис.8 и рис.9 даны сечения ( , )C x t  при 

0.5x 	  и 0.5t 	  соответственно. Расчет вел-
ся по противопоточной схеме (обозн. 
upwind), Лакса-Вендроффа (обозн. LaxWen) 
и TVD: minmod, superbee, Van-Leer и min2, 
при J = 1000 и 10000.   
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Рисунок 3. Граница раздела сред Г. 

 

 
Рисунок 4. (0.5, )C t  (minmod). 

 

 
Рисунок 5. (0.5, )C t  (superbee). 

 
Рисунок 6. (0.5, )C t  (Van-Leer). 

 

 
Рисунок 7. (0.5, )C t  (min2). 

 

 
Рисунок 8. Концентрации взвеси (0.5, )C t . 
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Рисунок 9. Концентрации взвеси ( , 0.5)C x . 

 
 
5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
В работе исследовано численное решение 
задачи о потоке суспензии в пористой среде 
с помощью TVD-схемы с различными функ-
циями ограничителями. Граница Г двух сред 
найдена численно и аналитически. Построе-
ны сечения функции взвешенных частиц при 
заданном моменте времени и заданной точке 
по длине фильтра. 
В точках вблизи разрыва (вблизи Г) проти-
вопоточная схема дает сильный сглаживаю-
щий эффект точного решения (точное реше-
ние имеет вид «ступеньки») – это т.н. эффект 
диссипации. Этот эффект крайне медленно 
устраняется при увеличении числа точек 
сетки конечно-разностного решения 
(рис.8,9). А немонотонная схема Лакса-
Вендроффа вблизи места разрыва дает не-
естественные осцилляции решения – т.н. яв-
ление дисперсии (рис.8,9). Область диспер-
сии при сгущении сетки уменьшается, но 
устранить ее нельзя. Что касается TVD-
схемы, то в сравнении с диссипативными и 
диспергирующими схемами она дает до-
вольно хороший результат. 
Расчет границы раздела сред Г (рис.2.) пока-
зывает, что противопоточная схема сходится 

к точному решению несколько хуже, чем од-
на из TVD-схем (min2). 
Хотя все функции-ограничители были изна-
чально выведены для линейного уравнения 
переноса, но как показывают численные рас-
четы, они с успехом могут применяться и в 
похожем, но нелинейном уравнении филь-
трации (1) или (7). Однако все это верно при 
заданных функциях пористости и проницае-
мости, а также при заданных начальных 
условиях. Практика применения TVD-схем 
при решении системы (1-4) для других ис-
ходных данных говорит о том, что при изме-
нении, например, только лишь начальных 
условий, функция superbee очень часто ока-
зывается предпочтительной, а функция min2 
может дать осцилляции даже вдали от раз-
рывных решений. Тем не менее по числен-
ному расчету данной статьи наилучшим ва-
риантом, хорошо отображающим решения 
вблизи разрывов, можно считать функцию 
min2. Функция superbee быстро сходится 
вблизи разрыва, приобретая форму «сту-
пеньки», но при этом можно заметить нефи-
зическое колебание (одна полуволна) вблизи 
разрыва. 
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Аннотация: В настоящей статье рассматриваются некоторые актуальные вопросы, связанные с решени-
ем задач о поисках минимума и максимума в строительной механике. Приводятся теоретические основы 
определения минимума и максимума функций, функционалов (такая потребность возникает, как извест-
но, при решении вариационных задач), в том числе некоторые простейшие примеры. Отдельно рассмат-
ривается смешанный случай поиска минимума (максимума) интеграла, когда варьируются как перемен-
ные величины, так и функции. 
 

Ключевые слова: поиск минимума, поиск максимума, функция, функционал, вариационные задачи,  
строительная механика 
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ВВЕДЕНИЕ 
 
Как известно [10,11], задачи оптимального 
проектирования строительных конструкций 
и соответственно задачи поиска минимума и 
максимума в строительной механике вот уже 
достаточно продолжительное время привле-
кают заслуженное внимание исследователей. 

Традиционно данная проблематика связана 
со стремлением обеспечить максимальную 
технико-экономическую эффективность кон-
струкции при соблюдении условий надежно-
сти, безопасности, долговечности, техноло-
гичности, а также эстетических требований 
[5]. В настоящее время теория решения задач 
оптимального проектирования строительных 
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конструкций является одним из наиболее 
динамично развивающихся и актуальных 
разделов в механике сплошной среды, а ко-
личество публикаций в этой области иссле-
дований, измеряемое в настоящее время сот-
нями и тысячами, продолжает неуклонно 
увеличиваться.  
В настоящей статье, носящей в известной 
мере научно-учебно-методический характер, 
рассматриваются как хорошо известные (и 
изложенные в многочисленных учебниках, 
учебных пособиях и монографиях), так и не-
сколько оригинальные подходы к решению 
отдельных классов задач поиска минимума и 
максимума в строительной механике. 
В вводной части статьи прежде всего, следу-
ет отметить, что значительный вклад в ста-
новление и развитие прикладной теории оп-
тимизации внесли отечественные и зарубеж-
ные ученые и специалисты: Н.П. Абовский, 
И.О. Адамович, Н.В. Баничук, В.Г. Бельский, 
А.И. Богатырев, В.А. Бунаков, В.В. Василь-
ев, В.П. Валуйских, А.И. Виноградов, М.И. 
Волынский, Л.Н. Воробьев, Г.А. Геммер-
линг, Е.Н. Герасимов, Ю.Б. Гольдштейн, 
В.Н. Гордеев, Г.И. Гребенюк, Б.В. Гринев, 
Э.Р. Даниелов, Т.Л. Дмитриева, С.И. Зухо-
вицкий, В.А. Киселев, В.А. Комаров, И.Б. 
Лазарев, Л.С. Ляхович, В.П. Малков, Д.А. 
Мацюлявичюс, Ю.В. Немировский, Е.Л. Ни-
колаи, Я.И. Ольков, Н.П. Осмоловский, А.В. 
Перельмутер, В.М. Почтман, Н.В. Пустовой, 
И.М. Рабинович, Л.А. Растригин, Р.В. Рик-
кардс, А.Р. Ржыницын, Н.Н. Складнев, В.В. 
Трофимович, А.Г. Угодчиков, И.С. Холопов, 
А.А. Чирас, Я. Арора, Л. Берки, Г. Вандер-
плаац, Э. Васютински, В. Венкайя, Г.М. 
Доббс, О. Зенкевич, В. Комков, З. Мруз, Н. 
Ольхофф, В. Прагер, Р. Разани, Г. Розвани, 
К. Флери, Р. Фокс, Р. Хафтка, Э. Хог, Н. Хот, 
Л. Шмит, К. Чой и др. [3]. 
Основополагающей проблемой оптимально-
го проектирования является корректный вы-
бор критерия оптимальности. Общим крите-
рием зачастую служит минимизация стоимо-
сти конструкции, однако учесть все факторы, 
влияющие на эту стоимость представляется 

весьма затруднительным, в силу чего в прак-
тических приложениях, как правило, исполь-
зуются более простые критерии. Наибольшее 
развитие получили задачи, в которых в каче-
стве критерия оптимальности принимается 
минимизация веса или объема (заметим, что 
существуют и такие задачи, в которых усло-
вие наименьшего объема удается заметить 
еще более простым, в частности, использо-
вать критерий равнопрочности для статиче-
ски определимых систем или критерий 
наибольшей жесткости при заданной объе-
ме). Вместе с тем, во всех перечисленных 
случаях, разумеется, должны обеспечиваться 
условия прочности, жесткости, устойчиво-
сти, в ряде случаев вводятся также ограни-
чения на величину основной частоты соб-
ственных колебаний. Вместе с тем, рассмат-
риваются и двойственные постановки, когда 
вес (стоимость) переводится в ограничения, 
а в качестве функции цели, которая макси-
мизируется, выступает несущая способность 
по прочности или критическая нагрузка или 
собственная частота [5]. Относительно 
меньшее развитие получили задачи опти-
мального проектирования, посвященные 
совместному рассмотрению требований эф-
фективности, долговечности и технологич-
ности, а также сочетанию этих требований 
(см., например, [11]). 
В математическом отношении задачи опти-
мального проектирования – это задачи опти-
мизации, т.е. поиска экстремума (чаще всего 
условного) какой-либо (целевой) функции 
(вышеупомянутые минимумы стоимости, 
объема, максимум жесткости) и значений па-
раметров, при которых этот экстремум дости-
гается. Если требуется отыскать конечное 
число оптимальных параметров, то имеем за-
дачу математического программирования. 
С математической точки зрения, наряду с 
задачами, в которых необходимо определить 
максимальные и минимальные значения не-
которой функции )(xfy � , в частности, в 
задачах строительной механики нередко 
возникает необходимость определить мини-
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мальные и максимальные значения величин 
особого рода, называемых функционалами. 
Напомним, что функционал – это переменная 
величина, значения которой определяются 
выбором одной или нескольких функций. 
Иными словами, для функционалов харак-
терна зависимость, когда функции (или век-
тор-функции) соответствует число, тогда как 
при задании функции )(xfy �  числу соот-
ветствует число. 
Вариационное исчисление изучает методы, 
позволяющие находить максимальные и ми-
нимальные значения функционалов. Соот-
ветственно задачи, в которых требуется ис-
следовать функционал на максимум или ми-
нимум называются вариационные задачи. 
Вообще, вариационные задачи могут быть 
классическими (если дополнительных усло-
вий нет или они имеют форму равенств) и 
неклассическими (с дополнительными усло-
виями в форме неравенств) [1,5,14]. 
Многие задачи строительной механики и ма-
тематической физики сводятся к утвержде-
нию, что некоторый функционал в рассмат-
риваемом процессе должен достигать мини-
мума или максимума. В данной формули-
ровке указанные законы называются вариа-
ционные принципы механики или физики. 
Несмотря на то, что история создания вариа-
ционных принципов механики сплошных сред 
насчитывает уже более 150 лет, а вариацион-
ное исчисление является одним из классиче-
ских разделов математики, развитие вариаци-
онных принципов механики деформируемого 
твердого тела и строительной механики, в 
частности, теории упругости, теории оболочек 
и пластин, еще далеко от завершения [1]. 
В первом и втором разделах настоящей ста-
тьи излагаются общеизвестные теоретиче-
ские основы решения задач поиска макси-
мума и минимума соответственно функции и 
функционала. В третьем разделе рассматри-
вается оригинальный материал, связанный с 
поиском максимума и минимума интеграла, 
который п одной части аргументов может 
рассматриваться как функция, а по другой 
как функционал. 

1. ЗАДАЧИ ПОИСКА МАКСИМУМА И 
МИНИМУМА ФУНКЦИИ 

 
Методы решения вариационных задач [14] 
весьма схожи с методами исследования 
функций на максимум и минимум. В этой 
связи в первом разделе настоящей статьи це-
лесообразно кратко напомнить теорию мак-
симума и минимума функций (без ограниче-
ния общности для простейшего случая рас-
смотрения функции одной переменной). 
Переменная величина y  называется функция 
переменной величины x  и обозначается 

)(xfy � , если каждому значению x  из не-
которой области изменения x  соответствует 
значение y , т.е. имеет место соответствие: 
числу x  соответствует число y . 
Аналогично определяются и функции не-
скольких переменных. 
Приращение x8  аргумента x  функции )(xf  
– это разность между двумя значениями ука-
занной переменной 1xxx ��8 . Если x  – не-
зависимая переменная, то дифференциал x  
совпадает с приращением xdx 8� . 
Функция )(xf  называется непрерывная 
функция, если малому изменению x  соот-
ветствует малое изменение )(xf . 
Определение непрерывной функции можно 
уточнить. 
Функция )(xf  непрерывна при 0xx � , если 

для любого 0-3  можно подобрать 0-�  
такое, что 3,� |)()(| 0xfxf  при �,� || 0xx  
(здесь, разумеется, подразумевается, что x  
принимает лишь те значения, в которых 
функция )(xf  определена). 
Линейная функция – эта функция )(xl , удо-
влетворяющая следующим условиям 
 

)()( xсlсxl � , 
 

где с  – произвольная постоянная, и 
 

)()()( 2121 xlxlxxl 	�	 . 
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Линейная функция одной переменной имеет вид: 
 

bkxсxl 	�)( , 
 

где k  и b  – постоянные. 
Если приращение функции 
 

)()( xfxxff �8	�8  
 

может быть представлено в виде 
 

xxxxxАf 88	8�8 ),()( � , 
 

где )(xА  не зависит от x8 , а 0),( <8xx�  
при 0<8x , то функция называется диффе-
ренцируемая функция, а линейная по отно-
шению к x8  часть приращения ( xxА 8)( ) 
называется дифференциал функции и обо-
значается df . Разделив на x8  и переходя к 
пределу 0<8x , получим, что )()( xfxА =� , 
и следовательно, 
 

xxfdf 8=� )( . 
 

Можно дать и несколько иное определение 
дифференциалу: дифференциал функции 

)(xf  равен (ниже (  – параметр) 
 

0

)(
�

8	
�
�

(

(
(

xxf . 

 
Имеет место теорема: если дифференцируе-
мая функция )(xf  достигает максимума или 

минимума во внутренней точке 0xx �  обла-

сти определения функции, то в этой точке 
0�df . 

Если функция )(xf  дифференцируемая в 

точке 0xx �  и в этой точке выполняется ра-

венство 
 

0�df , 
 

то точка 0xx �  называется стационарная 
точка функции )(xf . 
Приведем важное для последующего изло-
жения понятие близости функций. 
Функции (кривые) )(xyy �  и )(11 xyy �  
близки в смысле близости k -го порядка 
( ... ,2 ,1 ,0�k ), если малы модули разностей 
 

ksxyxy ss  ..., ,0   |,)()(| )(
1

)( �� ,       (1.1) 
 
где запись типа )()( xf p  обозначает произ-
водную p -го порядка от функции )(xf  по 
переменной x . 
Из определения, очевидно, следует, что если 
функции близки в смысле близости k -го по-
рядка, то они тем более близки в смысле 
близости любого меньшего порядка. 
Можно считать, что близость функций 

)(11 xyy �  и )(22 xyy �  ( 10 xxx .. ) в смыс-

ле близости k -го порядка определяется ве-
личиной, определяемой формулой 
 

+
�

��
k

s

ss xyxyyy
0

)(
2

)(
121 |)()(|),(� .      (1.2) 

 
Пример 1.1. Существуют экстремальные 
проблемы, которые не могут быть выражены 
с помощью понятия функции )(xf  одной 
переменной. Простейшим относящимся сюда 
примером является проблема нахождения 
экстремумов функции ),( 21 xxf  от двух неза-
висимых переменных. 
Можно показать, что точка )0 ,0(),( 21 �xx  
является стационарной точкой функции 

2121 ),( xxxxf � , однако точка )0 ,0(),( 21 �xx  
не является экстремумом данной функции. 
В самом деле, имеем: 
 

211221 ),( dxxdxxxxdf 	� ; 
0)0 ,0( �df . 
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Вместе с тем, для любого 0-�  точки 
) ,(),( 21 �� ��xx  и ) ,(),( 21 ���xx  лежат в 

круге )0 ,0(2�S  и 
 

00) ,0() ,( 2 �,��� ff ��� ; 
00) ,0() ,( 2 �-� ff ��� , 

 
в связи с чем точка )0 ,0(),( 21 �xx  не являет-

ся точкой экстремума функции ),( 21 xxf . 
Аналогично можно показать, что точка 

)0 ,0(),( 21 �xx  является стационарной точкой 

функции 2
2

2
121 ),( xxxxf �� , однако точка 

)0 ,0(),( 21 �xx  не является экстремумом дан-
ной функции – имеем седловую точку ■. 
Седловая точка функции – это такая точка из 
области определения функции, которая явля-
ется стационарной для данной функции, од-
нако не является ее локальным экстремумом. 
В такой точке, если рассматривается функция 
двух переменных, образованная графиком 
функции поверхность обычно напоминает по 
форме седло – выпуклая в одном направлении 
и вогнутая в другом [4]. 
 
 
2. ЗАДАЧИ ПОИСКА МАКСИМУМА И 

МИНИМУМА ФУНКЦИОНАЛА 
 
2.1. Базовые понятия вариационного ис-
числения. 
По аналогии с материалом, изложенным в 
первом разделе статьи можно привести соот-
ветствующие понятия и для функционалов 
(также, рассматривая вначале соответству-
ющий простейший случай). 
Переменная величина J  называется функци-
онал, зависящий от функции )(xy , и обозна-
чается )]([ xyJJ �  или ))(( xyJJ � , если 
каждой функции )(xy  из некоторого класса 
функций )(xy  соответствует значение J , т.е. 
имеет место соответствие: функции )(xy  со-
ответствует число J . 
Аналогично определяются и функционалы, 
зависящие от нескольких функций, а также 

функционалы, зависящие от функций не-
скольких независимых переменных. 
Приращение или вариация y�  аргумента 

)(xy  функционала )]([ xyJJ �  – это раз-
ность между двумя функциями 

)()( 1 xyxyy ��� , при этом предполагается, 
что )(xy  меняется произвольно в некотором 
классе функций. 
Функционал )]([ xyJJ �  называется непре-
рывный функционал, если малому измене-
нию )(xy  соответствует малое изменение 
функционала )]([ xyJJ � .  
Определение непрерывного функционала 
можно уточнить. Функционал )]([ xyJJ �  
непрерывен при )(0 xyy �  в смысле близости 

k -го порядка, если для любого 0-3  можно 
подобрать 0-�  такое, что  
 

3,� |)]([)]([| 0 xyJxyJ  
при     ksxyxy ss  ..., ,0   ,|)()(| )(

0
)( �,� � , 

 
при этом подразумевается, что функция )(xy  
берется из класса функций, на которых 
функционал )]([ xyJJ �  определен. 
Линейный функционал – это функционал 

)]([ xyL , удовлетворяющий следующим 
условиям: 
 

)]([)]([ xyсLxсyL � , 
 

где с  – произвольная постоянная, и 
 

)]([)]([)]()([ 2121 xyLxyLxyxyL 	�	 . 
 

Примером линейного функционала является 
следующий: 
 

* =	�
1

0

))()(()]([
x

x

dxyxqyxpxyL . 

 
Если приращение функционала  
 

)]([])([ xyJyxyJJ �	�8 �  
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можно представить в виде 
 

||max)),((]),([ yyxyyxyLJ ���� 	�8 , 
 

где ]),([ yxyL �  – линейный по отношению к 
y�  функционал; ||max y�  – максимальное 

значение || y� ; 0)),(( <yxy ��  при 
0||max <y� , то линейная по отношению к 

y�  часть приращения функционала, т.е. 
]),([ yxyL �  называется вариация функциона-

ла или первая вариация функционала и обо-
значается J� . 
Иными словами, вариация функционала – 
это главная, линейная по отношению к y� , 
часть приращения функционала. 
Можно дать и несколько иное определение 
вариации: вариация функционала )]([ xyJ  
равен (ниже (  – параметр) 
 

0

))([
�

	
�
�

(

(�
(

yxyJ . 

 
Очевидно, что, рассуждая аналогичным об-
разом, можно определить вторую вариацию 
функционала (обозначается J2� ), а также 
вариации более высоких порядков. 
Имеет место теорема: если функционал 

)]([ xyJ , имеющий вариацию, достигает мак-

симума или минимума при )(0 xyy � , где 

)(0 xy  – внутренняя точка области определе-

ния функционала, то при )(0 xyy �  
0�J� . 

Если для функционала )]([ xyJ , имеющего 

вариацию, при )(0 xyy � , где )(0 xy  – внут-

ренняя точка области определения функцио-
нала, выполняется равенство  
 

0�J� , 
 

то функция )(0 xyy �  называется стацио-
нарная точка функционала )]([ xyJ . 

Поясним, что функционал )]([ xyJ  достигает 

при функции (на кривой) )(0 xyy �  макси-

мума, если значение функционала )]([ xyJ  
при любой близкой к )(0 xyy �  функции не 

больше, чем )]([ 0 xyJ , т.е. имеем: 
 

0)]([)]([ 0 .��8 xyJxyJJ .          (2.1) 
 

Если 0.8J , причем 0�8J  только при 
)(0 xyy � , то говорят, что при функции (на 

кривой) )(0 xyy �  достигается строгий мак-
симум. Аналогично определяется функция 

)(0 xyy �  при которой реализуется минимум 
– в этом случае 0/8J  при всех функциях, 
близких к функции )(0 xyy � . 
Понятие экстремум функционала требует 
определенного уточнения: под максимумом 
или под минимумом выше имелось в виду 
наибольшее или наименьшее значение функ-
ционала только по отношению к значениям 
функционала для близких функций, однако 
как уже отмечалось выше, близость функций 
может быть понимаема различно, в связи с 
чем в определении максимума или миниму-
ма функционала следует указывать, какого 
порядка близость имеется в виду. 
Если функционал )]([ xyJ  достигает на кри-

вой )(0 xyy �  максимума или минимума по 

отношению ко всем кривым, для которых ве-
личина |)()(| 0 xyxy �  мала, т.е. по отношению 

к кривым, близким к )(0 xyy �  в смысле бли-

зости нулевого порядка, то максимум или 
минимум называется соответственно сильный 
максимум или сильный минимум. 
Если функционал )]([ xyJ  достигает при 

функции )(0 xyy �  максимума или минимума 

по отношению к функциям, близким к 
)(0 xyy �  в смысле близости первого поряд-

ка, то максимум или минимум называются 
соответственно слабый максимум или слабый 
минимум. 
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Очевидно, что если при функции )(0 xyy �  
достигается сильный максимум или сильный 
минимум, то, разумеется, соответственно до-
стигается слабый максимум или слабый ми-
нимум. Обратное утверждение неверно. 
Заметим, что все определения и теоретиче-
ские построения настоящего раздела почти 
без всякого изменения переносятся на функ-
ционалы, зависящие от нескольких неиз-
вестных функций 
 

)]( ..., ),([ 1 xyxyJ n                    (2.2) 
 

или зависящие от одной или нескольких 
функций многих переменных 
 

)] ..., ,([ 1 nxxyJ ;                    (2.3) 
)] ..., ,( ..., ), ..., ,([ 111 nmn xxyxxyJ .     (2.4) 

 
Так, например, вариация J�  функционала 

)],([ 21 xxyJ  может быть определена как 
главная линейная по отношению к y�  часть 
приращения 
 

)],([]),([ 2121 xxyJyxxyJJ �	� �� ,      (2.5) 
 
причем если при ),( 21 xxyy �   функционал 

J  достигает экстремума, то при ),( 21 xxyy �  
вариация 0�J� . 
Иными словами, необходимым условием 
минимума (максимума) функционала J  яв-
ляется обращение в ноль его первой вариа-
ции J� , т.е. 
 

0�J� .                        (2.6) 
 

Вторая вариация функционала J  должна 
быть в случае минимума неотрицательной, 
 

02 /J� ,                       (2.7) 
 
а в случае максимума неположительной, 
 

02 .J� .                       (2.8) 

Заметим, что необходимым условием нали-
чия экстремума функционала )]([ xyJ  при 

функции )(0 xyy �  является стационарность 
функционала при функции )(0 xyy �  или, что 

эквивалентно, в точке )(0 xyy �  (т.е. функция 

)(0 xyy �  должна быть стационарной точкой 

функционала )]([ xyJ ). Таким образом, ста-
ционарность – это более общее свойство 
функционала в данной точке, чем экстре-
мальность [1]. 
Пример 2.1. Пусть задан функционал  
 

* =�
b

a

dxyyxFxyJ ),,()]([ ,         (2.9) 

 
причем функции )(xy  удовлетворяют усло-
виям  
 

cay �)( ;   dby �)( .            (2.10) 
 
где dc  ,  – некоторые заданные числа. 
Первая и вторая вариации функционала (2.9) 
имеют соответственно следующий вид: 
 

* ��
�

�
��
�

� =
=�

�
	

�
�

�
b

a

dxy
y
Fy

y
FJ ��� ;         (2.11) 

.)(2)(
)(

2
2

22
2

2

2

2

* ��
�

�
��
�

�
�
�

	=
=��

�
	=

=�
�

�

�
b

a

dxy
y
Fyy

yy
Fy

y
F

J

����

�
 

■ (2.12) 
 

Пример 2.2. Пусть задан функционал, зави-
сящих от двух функций 21  , yy , т.е. ] ,[ 21 yyJ . 
Каждому фиксированному значению 1y  
можно поставить в соответствие число 
 

] ,[max][ 2111
2

yyJyJ
y

�             (2.13) 

 
и тем самым определить функционал 1J  на 

множестве тех элементов 1y , для которых 
существует указанных максимум. 
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Аналогично можно определить функционал 
 

] ,[min][ 2122
1

yyJyJ
y

�             (2.14) 

 
Запись 
 

] ,[maxmin]~ ,~[ 2121
21

yyJyyJ
yy

�        (2.15) 

 
(минимум по 1y  максимумов по 2y  функци-

онала J ) означает, что при 11
~yy �  функци-

онал (2.13) имеет минимум, причем указан-
ный в (2.13) максимум достигается при 

22
~yy � . Таким образом, говорят, что функ-

ционал ] ,[ 21 yyJ  имеет в точке )~ ,~( 21 yy  ми-
нимакс. Иными словами, выражение (2.15) 
означает, что сначала для каждого фиксиро-
ванного 1y  находится максимум функциона-

ла J  по 2y , а затем из всех найденных зна-
чений J  выбирается минимальное. 
Аналогично с помощью равенства (2.14)  
определяется максимин: 
 

] ,[minmax]~~ ,~~[ 2121
21

yyJyyJ
yy

� .       (2.16) 

 
Если в точке )~ ,~( 21 yy  функционал ] ,[ 21 yyJ  
имеет одновременно и минимакс (2.15) и 
максимин (2.16), то говорят, что )~ ,~( 21 yy  – 
седловая точка функционала.  
Заметим, что часто используют и другое, эк-
вивалентное определение: точка )~ ,~( 21 yy  
называется седловой точкой функционала 

] ,[ 21 yyJ , если при любых 21  , yy  имеет ме-
сто неравенство 
 

]~ ,[]~ ,~[] ,~[ 212121 yyJyyJyyJ ..  ■.   (2.17) 
 
2.2. Уравнение Эйлера, уравнение Эйлера 
– Пуассона, уравнение Остроградского. 
Пример 2.3. Пусть дано дифференциальное 
уравнение с одной неизвестной (искомой) 
функцией )(xyy �  и двумя заданными (т.е. 
известными) функциями )(xpp �  и )(xqq �  

) ,(   ,0)( baxqyp >�	==          (2.18) 
 
и граничными условиями, при которых из-
вестны значения непосредственно самой ис-
комой функции на краях (в граничных точ-
ках) рассматриваемого интервала (отрезка) 
 

cay �)( ;   dby �)( ,            (2.19) 
 
где dc  ,  – некоторые заданные числа. 
Можно показать [12], что задача (2.18), 
(2.19) полностью эквивалентна задаче поиска 
минимума функционала 
 

min)(
2
1][ 2 <�

�
�

�
�
� �=� *

b

a

dxqyypyJ    (2.20) 

 
с учетом граничных условий (2.19) на краях 
отрезка.  
Поясним, что эквивалентность задачи (2.18), 
(2.19) и задачи (2.20), (2.19) означает, что 
решения указанных задач полностью совпа-
дают при условии того, что функция 

)(xpp �  является строго положительной на 
рассматриваемом отрезке ] ,[ bax> .  
Заметим, что доказательство эквивалентности 
вышеперечисленных задач, приведенное, 
например, в [9], выполняется в два этапа: сна-
чала доказывается, что любое решение задачи 
(2.18), (2.19) является решением задачи (2.20), 
(2.19), после чего доказывается обратное 
утверждение. 
С физической точки зрения примером задачи 
(2.18), (2.19) или соответственно (2.20), 
(2.19) является задача растяжения – сжатия 
стержня ■. 
Пример 2.4. Пусть дано дифференциальное 
уравнение (2.18) с одной неизвестной (иско-
мой) функцией )(xyy � , двумя заданными 
(т.е. известными) функциями )(xpp �  и 

)(xqq � , а также граничными условиями на 
краях рассматриваемого отрезка, при которых 
известно значение непосредственно самой 
искомой функции )(xyy �  на левом конце и 
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значение производной этой функции на пра-
вом конце отрезка 
 

cay �)( ;   dby �= )( ,             (2.21) 
 
где dc  ,  – некоторые заданные числа. 
Можно показать [13], что задача (2.18), 
(2.21) полностью эквивалентна задаче поиска 
минимума функционала 
 

min)()()(
2
1][ 2 <���

�
�

�
�
� �=� * bybpddxqyypyJ

b

a

 

    (2.22) 
 
с граничными условиями только на левом 
конце отрезка 
 

cay �)( .                    (2.23) 
 
Эквивалентность задачи (2.18), (2.21) и зада-
чи (2.22), (2.23) означает, что решения ука-
занных задач полностью совпадают при 
условии того, что функция )(xpp �  являет-
ся строго положительной на рассматривае-
мом отрезке ] ,[ bax> .  
Заметим, что доказательство эквивалентности 
вышеперечисленных задач, приведенное, 
например, в [9], аналогично выполняется в 
два этапа: сначала доказывается, что любое 
решение задачи (2.18), (2.21) является реше-
нием задачи (2.22), (2.23), после чего доказы-
вается обратное утверждение. 
С физической точки зрения примером задачи 
(2.18), (2.21) или соответственно (2.22), 
(2.23) является задача растяжения – сжатия 
стержня ■. 
Пусть требуется исследовать на экстремум 
функционал вида 
 

* =�
1

0

))(),(,()]([
x

x

dxxyxyxFxyJ ,      (2.24) 

 
при заданных граничных условиях 
 

00 )( yxy � ;   11 )( yxy � ;          (2.25) 
 
будем считать, что ),,( yyxF =  – трижды 
дифференцируемая функция. 
Можно показать [18], что экстремум функ-
ционала (2.24) реализуется при функции 

)(xyy � , являющейся решением дифферен-
циального уравнения  
 

0�� =yy F
dx
dF ,                 (2.26) 

где             F
y

Fy �
�

� ;   F
y

Fy =�
�

�= ,       (2.27)  

 
называемого уравнение Эйлера. 
Следует отметить, что краевая задача, опре-
деляемая уравнением (2.26) и граничными 
условиями (2.25) не всегда имеет решение, а 
если решение существует, то оно может не 
быть единственным [18]. Во многих вариа-
ционных задачах строительной механики 
существование решения очевидно из физи-
ческого или геометрического смысла задачи, 
и если уравнение Эйлера, удовлетворяющее 
граничным условиям, единственно, то един-
ственная экстремаль и будет решением рас-
сматриваемой вариационной задачи. 
Рассмотрим теперь функционал J  более 
общего вида: 
 

* ==�
1

0

) ..., ,, ..., ,,(] ..., ,[ 111

x

x
nnn dxyyyyxFyyJ  (2.28) 

 
при заданных граничных условиях 
 

0,00,101 )(   ...,   ,)( nn yxyyxy �� ;      (2.29) 

1,11,111 )(   ...,   ,)( nn yxyyxy �� .      (2.30) 
 
Заметим, что граничные условия (2.29)-(2.30) 
также, очевидно, можно переписать в виде 
 

mjyxyyxy jjjj  ..., ,2 ,1   ,)(   ,)( 1,10,0 ��� . 
(2.31) 
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В данном случае функции, реализующие 
экстремум должны удовлетворять системе 
дифференциальных уравнений второго по-
рядка следующего вида: 
 

niF
dx
dF

ii yy  ..., ,1   ,0 ��� = ,        (2.32) 

где          F
y

F
i

yi �
�

� ;   F
y

F
i

yi =�
�

�= .         (2.33)  

 
Далее рассмотрим функционалы, зависящие 
от производных более высокого порядка 
 

* =�
1

0

))( ..., ),( ),(,()]([ )(
x

x

n dxxyxyxyxFxyJ ,(2.34) 

 
при заданных граничных условиях вида 
 

00 )( yxy � ;   00 )( yxy =�= ;   )1(
00

)1( )( �� � nn yxy ; 
(2.35) 

11 )( yxy � ;   11 )( yxy =�= ;   )1(
11

)1( )( �� � nn yxy ; 
(2.36) 

 
будем считать, что функция F  дифференци-
руема )2( 	n  раза по всем аргументам, а 

)(xyy �  дифференцируема n2  раз. 
Функция )(xyy � , реализующая экстремум 
функционала (2.28), должна быть решением 
уравнения 
 

0)1(... )(2

2

��			� === nyn

n
n

yyy F
dx
dF

dx
dF

dx
dF , 

(2.37) 

где        niF
y

F iy i  ..., 1, ,0   ,)()( �
�
�

� ,        (2.38) 

 
называемого в литературе [18] уравнение Эй-
лера – Пуассона. 
Поясним, что в рамках введенных для еди-
нообразия обозначений производных )(iy  
функции y  по переменной x  (где 

ni  ..., 1, ,0�  – порядок производной), оче-
видно, имеем: 

yy 5)0( ;   yy =5)1( ;   yy ==5)2(    и т.д. 
 
Итак, требуется решать краевую задачу, 
определяемую уравнением (2.37) и гранич-
ными условиями (2.35)-(2.36). 
Рассмотрим соответствующий функционал, 
зависящий от произвольного количества 
функций 
 

dxxyxyxy
xyxyxy

xyxyxyxFyyJ

mn
mm

n

x

x

n
m

))( ..., ),( ),(                  
..., ),( ..., ),( ),(                  

),( ..., ),( ),(,(] ..., ,[

)(
1

)(
222

)(
1111

2

1

0

1

=
=

=� *
 

(2.39) 
 
при заданных граничных условиях вида 
 

0,101 )( yxy � ;   0,101 )( yxy =�= ;   

 )1(
0,10

)1(
1

11 )( �� � nn yxy ;   (2.40) 

0,202 )( yxy � ;   0,202 )( yxy =�= ;   

 )1(
0,20

)1(
2

22 )( �� � nn yxy ;   (2.41) 
… 

0,0 )( mm yxy � ;   0,0 )( mm yxy =�= ;   

 )1(
0,0

)1( )( �� � mm n
m

n
m yxy .   (2.42) 

 
Необходимое условие экстремума в данном 
случае записывается следующим образом: 
 

. ..., ,2 ,1                                              

,0)1(... )(

mi

F
dx
dF

dx
dF in

i

i
i

yn

n
n

yy

�

��		� = (2.43) 

 
Обратимся теперь к рассмотрению функцио-
налов, зависящих от функций нескольких 
переменных. 
Пусть стоит задача исследования на экстре-
мум функционала  
 

**
?

��
�

�
��
�

�
�
�

�
�

� dxdy
y
z

x
zzyxFyxzJ  , , , ,)],([ ,  (2.44) 
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причем на границе ?��Г  области ?  зна-
чения функции ),( yxz  заданы; будем счи-
тать функцию F  трижды дифференцируе-
мой; будем полагать, что поверхность 

),( yxz , на которой реализуется экстремум, 
является дважды дифференцируемой. 
Дифференциальное уравнение второго по-
рядка в частных производных, которому 
должна удовлетворять функция ),( yxz , реа-
лизующая экстремум, называется уравнение 
Остроградского и имеет вид: 
 

0}{}{ �
�
�

�
�
�

� qpz F
y

F
x

F ,          (2.45) 

где                
x
zp

�
�

� ;   
y
zq

�
�

� .                 (2.46) 

 
Для функционала 
 

,...) ..., , ,,, ..., , ,(

)] ..., , ,([

212121

21

nnn

n

dxdxdxpppzxxxF

xxxzJ

?
** *�

�

�  

(2.47) 

где                ni
x
zp
i

i  ..., ,2 ,1   , �
�
�

� .        (2.48) 

 
Уравнение Остроградского для соответству-
ющей функции ) ..., , ,( 21 nxxxzz � , реализу-

ющей экстремум функционала (2.47), может 
быть записано следующим образом: 
 

0}{
1

�
�
�

�+
�

ip

n

i i
z F

x
F ,          (2.49) 

 
Если подынтегральная функция функциона-
ла J  зависит от производных более высоко-
го порядка, также можем записать необхо-
димое условие экстремума (уравнение Эйле-
ра – Пуассона), которому должна удовлетво-
рять функция, реализующая экстремум [18]. 
Итак, используя необходимое условие экс-
тремума функционала можно получить диф-
ференциальное уравнение Эйлера, или диф-
ференциальное уравнение Остроградского, 

или иные представленные в настоящем раз-
деле уравнения. Таким образом, можно осу-
ществить переход от вариационной задачи к 
традиционной краевой задаче для дифферен-
циальных уравнений. Заметим, что с физиче-
ской точки зрения, например, если для за-
данной системы известно выражение полной 
энергии деформации, которое является неко-
торым функционалом, то уравнения Эйлера 
или Остроградского для соответствующего 
функционала являются уравнениями равно-
весия или уравнениями движения данной 
системы. 
Как известно, решение задач строительной 
механики основано на принципах, в которых 
утверждается стационарность некоторых 
функционалов. Так, например, вариацион-
ный принцип Лагранжа связан с отысканием 
минимума функционала – полной энергии 
деформации системы ( Э ) – из условия ра-
венства нулю первой вариации этого функ-
ционала ( 0�Э� ). Вследствие изложенного 
проблема решения краевой задачи для диф-
ференциального уравнения, выражающего 
условие равновесия системы, оказывается 
эквивалентной проблеме нахождения функ-
ции, дающей минимум функционалу, кото-
рый выражает энергию системы. 
Пример 2.5. Пусть в функционале (2.9) 
функция )(xy  удовлетворяет условиям (2.10). 
Первая вариация данного функционала имеет 
вид (2.11), причем интеграл от второго слага-
емого, используя технику интегрирования по 
частям можно преобразовать к виду 
 

** ��
�

�
��
�

�
=�

�
�

=�
�

�=
=�

� b

a

b

a

b

a

ydx
y
F

dx
dy

y
Fdxy

y
F ��� . 

 
Если )(x7  – произвольная кусочно-гладкая 
функция, удовлетворяющая условию  
 

0)()( �� ba 77 , 
 
то однопараметрическое семейство функций  
 

)()()(~ xxyxy (7	�  
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при достаточно малых значениях параметра 
(  принадлежит некоторой окрестности 
функции )(xy  (т.е. функция )(~ xy  сколь 
угодно близка к )(xy  – см. ранее)). 
Принимая во внимание тот факт, что  
 

)(xy (7� � , 
 
очевидно, можем переписать выражение для 
первой вариации 
 

* ��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
=�

�
�

�
�

�
b

a

ydx
y
F

dx
d

y
FJ �� . 

 
Данное выражение обращается в нуль, если 
функция )(xy  дает экстремум функционалу. 
Вариация y�  ввиду ее произвольности не 
равна нулю, откуда вытекает, что 
 

0���
�

�
��
�

�
=�

�
�

�
�

y
F

dx
d

y
F  

 
или, что эквивалентно, имеем (2.26) ■. 
Пример 2.6. Пусть требуется вывести урав-
нение равновесия упругой мембраны при 
малых прогибах и заданной интенсивности 
нагрузки ),( 21 xxq . 
Как известно [7], полная энергия деформа-
ции такой мембраны выражается интегралом 
 

,),(
22

][

2121

2

2

2

1
**
? �

�
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	��
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dxdxyxxq
x
y

x
y

yJ

::  

(2.50) 
 

где :  – постоянная величина; ),( 21 xxy  – 
функция прогибов мембраны. 
Пусть плоская область ? , занимаемая мем-
браной, ограничена контуром (границей) 

?��Г . Требуется найти функцию ),( 21 xxy , 
непрерывную в области ?  вместе с частны-
ми производными первого и второго поряд-

ков, принимающими на контуре ?��Г  за-
данные значения 
 

),(),( 2121 xxxxy
Г

��             (2.51) 
 
и дающие интегралу (2.50) минимальное 
значение.  
Рассмотрим значение функционала (2.50) 
для функции  
 

),(),( 2121 xxxxy (7	 , 
 
где ),( 21 xx7  – функция, непрерывная вместе 
с производными первого и второго порядков 
и равная нулю на контуре ?��Г . 
Итак, для того, чтобы функционал (2.50) 
имел минимум, его первая вариация должна 
быть равна нулю: 
 

,021
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dxdxyqy
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(2.52) 

где   
1

1 x
yx �

�
�= 7(� ;   

2
2 x

yx �
�

�= 7(� ;   (7� �y . 

(2.53) 
 
Формула Грина, как известно, имеет вид: 
 

***
?

��
�

�
��
�

�
�
�

�
�
�

�	 21
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21 dxdx
x
P

x
QQdxPdx

Г
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где ?��Г  – положительно ориентирован-
ная кусочно-гладкая замкнутая кривая на 
плоскости; ?  – область, ограниченная кри-
вой ?��Г ; ),( 21 xxP  и ),( 21 xxQ  – функции, 
определенные в области ?  и имеющие не-
прерывные частные производные  
 

1x
Q

�
�    и   

2x
P

�
� . 

 
Введем обозначение: 
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– оператор Лапласа. 
Руководствуясь формулой Грина, можем 
преобразовать в интеграле (2.52) первые два 
члена: 
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Таким образом, окончательно имеем: 
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Контурный интеграл в последнем выраже-
нии равен нулю в силу того, что функция 

),( 21 xx7  на контуре ?��Г  обращается в 
нуль. Следовательно, 
 

0)( 21 ��8�� ** dxydxqyJ
D

�:� .       (2.56) 

 
Так как y�  произвольна, будем иметь сле-
дующее уравнение, которому должна удо-
влетворять функция ),( 21 xxy , дающая ми-
нимум функционалу (2.50): 
 

0��8 qy: .                    (2.57) 
 
Резюмируя вышеизложенное, следует отме-
тить, что получили дифференциальное урав-
нение Остроградского, которое представляет 

собой уравнение Пуассона. Это и есть иско-
мое уравнение равновесия упругой мембра-
ны ■. 
Пример 2.7. Основные положения механики 
могут быть сформулированы в трех эквива-
лентных формах: в виде дифференциальных 
уравнений, в виде интегральных уравнений, 
в виде вариационных принципов [1]. Кроме 
того, могут использоваться операторные по-
становки [6].  
К числу основных вариационных принципов 
строительной механики, как известно, отно-
сятся принцип Лагранжа и принцип Касти-
льяно [14]. Оба этих принципа объединяет 
важнейшее свойство – свойство экстремаль-
ности соответствующего функционала, а 
именно на решении задачи функционал Ла-
гранжа и функционал Кастильяно принима-
ют минимальное значение.  
Вместе с тем, между этими двумя основны-
ми вариационными принципами, разумеется, 
имеются и существенные различия. 
Проблема поиска минимума функционала 
Лагранжа определяет вариационную поста-
новку исходной задачи в перемещениях, а 
проблема поиска точки минимума функцио-
нала Кастильяно определяет вариационную 
постановку задачи в напряжениях. 
На решении задачи функционал Лагранжа 
принимает минимальное значение среди всех 
физически и кинематически допустимых по-
лей, тогда как уравнения равновесия в объеме 
тела и на его поверхности представляют собой 
следствие (необходимое условие) этой мини-
мальности, т.е. являются уравнением Эйлера и 
естественными краевыми условиями. 
На решении задачи функционал Кастильяно 
принимает минимальное значение среди всех 
физически и статически допустимых полей, 
тогда как условия совместности деформаций 
и кинематические краевые условия пред-
ставляют собой уравнения Эйлера и есте-
ственные краевые условия. 
Итак, указанные основные вариационные 
принцип, взаимно дополняя друг друга, тре-
буют рассмотрения ограниченного класса 
полей, заранее удовлетворяющих некоторым 
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предписанным условиям. Таким образом, 
исторически возникло естественное стрем-
ление построить такой функционал (и соот-
ветственно такой вариационный принцип), 
который на решении задачи принимал бы 
если и не экстремальное, то хотя бы стацио-
нарное значение, однако зато среди полей 
напряженно-деформированного состояния 
(НДС), не подчиненных заранее каким либо 
условиям. 
Вариационные принципы, в которых поля 
напряжений и поля перемещений рассматри-
ваются как независимые даже в случае от-
сутствия упругой среды, принято называть 
смешанные вариационные принципы. 
 
2.3. Вариационные задачи на условный 
экстремум. 
Вариационные задачи на условный экстре-
мум – это задачи, в которых требуется найти 
экстремум функционала J , причем на функ-
ции, от которых зависит функционал J , 
наложены некоторые связи.  
Вообще, вариационную задачу без дополни-
тельных условий называют свободной, а за-
дачу об условном экстремуме несвободной. 
Рассмотрим, прежде всего, задачу исследо-
вания на экстремум функции 
 

) ..., , ,( 21 nxxxfz �                (2.58) 
 
при наличии связей 
 

nmmixxx ni ,��    , ..., ,1   ,0) ..., , ,( 21� .  (2.59) 
 

Очевидно, что наиболее естественным под-
ходом к решению данной задачи является 
разрешение системы 
 

mixxx ni  ..., ,1   ,0) ..., , ,( 21 ��� ,       (2.60) 
 
уравнения которой будем считать независи-
мыми, относительно каких-нибудь m  пере-
менных, например, относительно 
 

) ..., , ,( 21 nxxx , 

т.е. имеем 
 

) ..., , ,( 2111 nmm xxxxx 		� ; 
) ..., , ,( 2122 nmm xxxxx 		� ; 

… 
) ..., , ,( 21 nmmmm xxxxx 		�  

 
Далее подставляем найденные mxxx  ..., , , 21  в 

) ..., , ,( 21 nxxxf , при этом данная функция 

становится функцией ) ..., , ,( 21 nmm xxx 		@ . 
Таким образом, здесь имеем лишь mn �  пе-
ременных nmm xxx  ..., , , 21 		 , которые уже неза-

висимы, и задача сводится по существу к ис-
следованию функции ) ..., , ,( 21 nmm xxx 		@  на 

безусловный экстремум. 
Заметим, что для решения рассматриваемой 
задачи более удобен другой метод решения, 
называемый методом неопределенных мно-
жителей, сохраняющий полное равноправие 
переменных. Как известно, данный метод при 
исследовании на экстремум функции (3.1) при 
наличии связей (3.3) заключается в том, что 
составляется новая вспомогательная функция 
 

+
�

A 	�
m

i
iifz

1
�B ,              (2.61) 

 
где iB  – некоторые постоянные множители. 
Далее функция (2.61) исследуется уже на 
безусловный экстремум, т.е. составляется 
система уравнений 
 

nj
x
z

j

 ..., ,2 ,1   ,0 ��
�
� ,           (2.62) 

 
дополненная уравнениями связей (2.60), из 
которой определяются все mn	  неизвест-
ных nxxx  ..., , , 21  и mBBB  ..., , , 21 . 
Совершенно аналогично может быть решена 
задача на условный экстремум для функцио-
налов вида (2.28) с граничными условиями 
типа  
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nmmiyyyx ni ,��    , ..., ,1   ,0) ..., , , ,( 21� . 
  (2.63) 

 
Здесь составляют функционал  
 

 * + �
�

�
�
�

�
	�

�

A
1

0 1
)(

x

x

m

i
ii dxxFJ �B          (2.64) 

 
или 
 

* AA �
1

0

x

x

dxFJ ,                   (2.65) 

где                 +
�

A 	�
m

i
ii xFF

1
)( �B ,            (2.66) 

 
который уже исследуется на безусловный 
экстремум, т.е. решают систему уравнений 
Эйлера, дополненную соответствующими 
уравнениями связей 
 

C�

C
�
�

��

��� A
=

A

. ..., ,2 ,1   ,0

 , ..., ,2 ,1   ,0

mi

njF
dx
dF

i

yy jj

�
      (2.67) 

 
Вообще, количества уравнений nm	 , оче-
видно, достаточно для определения nm	  
неизвестных функций nyyy  ..., , , 21  и 

mBBB  ..., , , 21 . Граничные условия 
 

njyxyyxy jjjj  ..., ,2 ,1   ,)(   ,)( 1,10,0 ��� , (2.68) 
 
 не должны противоречить уравнениям свя-
зей и, в принципе, позволяют определить n2  
произвольных постоянных в общем решении 
системы уравнений Эйлера. 
Можно показать [18], что найденные данным 
путем кривые, на которых достигается ми-
нимум или максимум функционала (2.64), 
будут решениями исходной вариационной 
задачи (2.28), (2.63). 
Заметим, что также можно обосновать и 
справедливость описанной ниже теоремы. 

Функции nyyy  ..., , , 21 , реализующие экстре-

мум функционала (2.22) при наличии усло-
вий (2.63) удовлетворяют при соответству-
ющем выборе множителей mBBB  ..., , , 21  
уравнениям Эйлера, составленным для 
функционала (2.64) или, что эквивалентно, 
(2.65). Функции )( ..., ),( ),( 21 xxx mBBB  и 

)( ..., ),( ),( 21 xyxyxy n  определяются из урав-

нений Эйлера и уравнений связей (2.67) [18]. 
Следует отметить, что уравнения связей в 
(2.67) можно считать уравнениями Эйлера 
для функционала (2.64) или (2.65), если ар-
гументами функционала считать не только 
функции )( ..., ),( ),( 21 xyxyxy n , но также и 

)( ..., ),( ),( 21 xxx mBBB . Уравнения связей в 

(2.67) предполагаются независимыми, т.е. 
один из соответствующих якобианов поряд-
ка m  отличен от нуля, например [18] 
 

0
) ..., , ,(
) ..., , ,(

21

21 D
m

m

yyyD
D ���

. 

 
Рассмотрим теперь более сложный случай, 
при котором уравнения связей являются 
дифференциальными уравнениями вида 
 

miyyyx ni  ..., ,1   ,0) ..., , , ,( 21 ��===� .   (2.69) 
 
В механике связи такого вида называются 
неголономные связи, а связи вида (3.6) – го-
лономные связи. 
Для функционала (2.28) с условиями (2.31) и 
при наличии связей вида (3.69) можно пока-
зать [18], что его условный экстремум дости-
гается при тех функциях, на которых реали-
зуется безусловный экстремум функционала 
(2.64) или (2.65) (т.е., иными словами, можно 
доказать правило множителей [18]). 
Изопериметрические задачи – это вариаци-
онные задачи, в которых требуется опреде-
лить экстремум функционала (2.22) при 
наличии условий, называемых изоперимет-
рические условия и имеющих соответственно 
вид 
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Рисунок 2.1. Поперечное 

сечение стержня. 
 

Рисунок 2.2. Схема рассматриваемого стержня. 
 

mildxyyyyxF i

x

x
nni  ..., ,1   ,) ..., ,, ..., ,,(

1

0

11 ��==*  ,  

(2.70) 
 

где il  – постоянные; число m  здесь может 

быть больше, меньше или равно числу n , а 
также аналогичные задачи для других, более 
сложных функционалов. 
Пример 2.8. Рассмотрим стержень прямо-
угольного поперечного сечения (рис. 2.1), 
представленный на рис. 2.2, несущий рас-
пределенную массу и загруженный продоль-
ной силой, причем в общем случае величины 
массы и продольной силы могут изменяться 
по длине стержня, граничные условия могут 
быть произвольными. Положим, что требу-
ется сформулировать задачу поиска стержня 
минимальной материалоемкости при огра-
ничениях на величину первой частоты соб-
ственных колебаний.  
Следуя рассуждениям, приведенным в [10], 
варьируемые параметры здесь – это размеры 
поперечного сечения стержня )(1 xb  и )(2 xb , 
а функционал цели – это объем материала 
стержня 
 

*�
l

dxxbxbV
0

210 )()( ,              (2.71) 

 
где l  – длина стержня; 0V  – объем материала 

стержня. 

Ограничения по устойчивости или на вели-
чину низшей частоты собственных колеба-
ний в обеих главных плоскостях инерции 
могут быть записаны в следующем виде 

 
1,10 EE E .k ;   1,20 EE E .k ,          (2.72) 

 
где 0E  – заданная частота; Ek  – установлен-

ный коэффициент запаса; 1,1E  и 1,2E  – соот-

ветственно низшие частоты собственных ко-
лебаний в обеих главных плоскостях инер-
ции.  
Если ограничения (2.72) будут выполняться 
в виде равенств, то они, очевидно, могут 
быть переписаны в следующем виде 
 

1,21,10 EEE E ��k .               (2.73) 
 
Соответственно в оптимизационной задаче 
требуется отыскать функции )(1 xb , )(2 xb , 
которые придадут функционалу (2.71) ми-
нимальное значение при условии, что будут 
выполнены ограничения (2.73). 
Как отмечено в [10], в виду того, что при 
выполнении ограничений (2.73) соответ-
ствующие энергетические функционалы 
принимают нулевые значения, можно сфор-
мировать функционал E0V , экстремум кото-

рого при варьировании )(1 xb  и )(2 xb  должен 
обеспечить как минимум функционала цели 
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(2.71), так и нулевые значения энергетиче-
ских функционалов: 
 

;0]})()([)(       

))(())(({
2
1

22
0

0

22
11

�	�

�=�==� *
dxvxFxmk

vxPvxEJЭ
l

EE

EEE

�E
 (2.74) 

,0]})()([)(        

))(())(({
2
1

22
0

0

22
22

�	�

�=�==� *
dxwxFxmk

wxPwxEJЭ
l

EE

EEE

�E
 (2.75) 

где               )()()( 21 xbxbxF �                  (2.76) 
dxdvv /EE �= ;   22 / dxvdv EE �== ;       (2.77) 
dxdww /EE �= ;   22 / dxwdw EE �== ;      (2.78) 

 
– площадь поперечного сечения; E  – модуль 
упругости материала стержня; �  – плот-

ность материала стержня; Ev  и Ew  – ордина-

ты первых форм собственных колебаний в 
соответствующих главных плоскостях инер-
ции; )(xm  и  )(xP  показаны на рис. 2.2; 

21, EE ЭЭ  – энергетические функционалы соб-

ственных колебаний в главных плоскостях 
инерции; )(),( 21 xJxJ  – соответствующие 
моменты инерции сечения. 
С учетом вышеизложенного имеем: 
 

,]}))()()(()(      

))(()(
12

)()([      

]))()()(()(      

))(()(
12

)()([      

)(*)({

2
21

2
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22
3
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2
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222
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1

0
210

dxwxbxbxmk

wxPwxbxbE

vxbxbxmk

vxPvxbxbE

xbxbV
l

EE
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EE

EEE

E

�E
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�E
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�=�==�
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�=�==�
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(2.79) 
 
где 21, EE BB  – неопределенные множители.  
Таким образом, рассматриваемая задача яв-
ляется изопериметрической [18], а 21, EE BB  
постоянными величинами.  
Экстремум функционала (2.79) определялся 
решением уравнений [2] 
 

0)( )(0 1
�xbV E� ;   0)( )(0 2

�xbV E� ,       (2.80) 
 
где )(0 1

)( xbV E�  и )(0 2
)( xbV E�  – соответственно 

вариации функционала E0V  по )(1 xb  и )(2 xb . 
Заметим, что данная задача более подробно 
рассмотрена в [10] ■. 
Изопериметрические задачи могут быть све-
дены к задачам на условный экстремум, рас-
смотренным ранее, посредством введения 
новых неизвестных функций. 
Введем обозначения 
 

mixzdxF i

x

x
i  ..., ,1   ),(

0

��* .        (2.81) 

 
Следовательно, 
 

mixzi  ..., ,1   ,0)( 0 �� .           (2.82) 
 
Из условия  
 

mildxF i

x

x
i  ..., ,1   ,

1

0

��* . 

 
имеем, что 
 

milxz ii  ..., ,1   ,)( 1 �� .          (2.83) 
 
Дифференцируя )(xzi  по x , получим: 
 

miyyyyxFxz nnii  ..., ,1   ), ..., ,, ..., ,,()( 111 �==�= . 
(2.84) 

 
Таким образом, интегральные изоперимет-
рические связи вида (2.70) заменились свя-
зями дифференциальными (2.84), и, следова-
тельно, рассматриваемая задача свелась к 
задаче, уже рассмотренной ранее. 
Применяя правило множителей, можно вме-
сто исследования на экстремум функционала 
(2.28) при наличии связей (2.84) исследовать 
на безусловный экстремум функционал 
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iii dxzFxFJ B       (2.85) 

 
или, что эквивалентно, функционал 
 

* AA �
1

0

x

x

dxFJ ,                   (2.86) 

где           +
�

A =�	�
m

i
iii zFxFF

1
))((B ,       (2.87) 

 
Уравнения Эйлера для функционала (2.85) 
или (2.86) имеют вид: 
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или 
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mix
dx
d

i  ..., ,2 ,1   ,0)( ��B .         (2.90) 

 
Из последних m  уравнений получаем, что все 

iB  постоянны, а первые n  уравнений совпа-

дают с уравнениями Эйлера для функционала  
 

* + �
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�
�
�

�
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�

AA
1

0 1

x

x

m

i
ii dxFFJ B .          (2.91) 

 
Таким образом, имеет место следующее пра-
вило: для получения основного необходимо-
го условия в изопериметрической задаче о 
нахождении экстремума функционала (2.28) 
при наличии связей (2.70) необходимо соста-
вить вспомогательный функционал (2.91), 
где iB  – постоянные и сформулировать для 

него уравнения Эйлера. 

Произвольные постоянные nССС 221  ..., , ,  в 

общем решении системы уравнений Эйлера 
и постоянные mBBB  ..., , , 21  определяются из 

граничных условий (2.31) и из изоперимет-
рических условий (2.70). 
Следует отметить, что система уравнений 
Эйлера для функционала (2.91) не изменит-
ся, если функционал (2.91) умножить на не-
который множитель 0:  – данное свойство 

называется принцип взаимности. 
В завершении настоящего раздела упомянем 
об еще одной задаче на условный экстремум, 
называемой задача об оптимальном управ-
лении. 
Рассмотрим дифференциальное уравнение 
 

))( ),( ,( tutxtf
dt
dx

�              (2.92) 

 
с начальным условием 
 

00 )( xtx � .                   (2.93) 
 
Здесь помимо неизвестной функции (или 
вектор-функции) )(tx  в уравнении содер-
жится и так называемая управляющая функ-
ция (или соответствующая вектор-функция) 

)(tu . Управляющую функцию )(tu  необхо-
димо выбрать таким образом, чтобы задан-
ный функционал вида 
 

*�
2

1

))( ),((
t

t

dttutxFJ              (2.94) 

 
достигал экстремума. 
Функция )(tu , дающая решение поставлен-
ной задачи, называется оптимальная функ-
ция или оптимальное управление. 
Описанную задачу можно рассматривать как 
задачу на условный экстремум функционала 
(2.94) с дополнительными связями (2.92), 
однако в практических задачах оптимальные 
функции часто лежат на границе множества 
допустимых управляющих функций. В таких 
ситуациях изложенная выше теория задач на 
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условный экстремум, предполагавшая воз-
можность двусторонних вариаций, неприме-
нима. В этой связи для решения задач опти-
мального регулирования традиционно ис-
пользуются иные методы, разработанные 
Л.С. Понтрягиным [12], Р. Беллманом [2] и 
другими учеными. 
В заключение здесь отметим, что многие за-
дачи оптимального проектирования строи-
тельных конструкций могут быть сформули-
рованы в терминах теории оптимального 
управления, и для их решения можно приме-
нять метод динамического программирова-
ния (преимущественно для дискретных за-
дач) и принцип максимума Л.С. Понтрягина 
(преимущественно для непрерывных задач). 
 
 
3. ЗАДАЧИ ПОИСКА МАКСИМУМА И 

МИНИМУМА ИНТЕГРАЛА,  
РАССМАТРИВАЕМОГО  
ОДНОВРЕМЕННО 
КАК ФУНКЦИОНАЛ  
И КАК ФУНКЦИЯ 

 
Пример 3.1. Рассмотрим особый случай 
сформулированной в примере 2.8 задачи оп-
тимизации стержня с прямоугольным попе-
речным сечением и ограничением в обеих 
главных плоскостях инерции по устойчиво-
сти или величине первой частоты собствен-
ных колебаний, когда варьируются оба раз-
мера поперечного сечения стержня, но один 
из этих размеров не зависит от x  [10]. 
Для определенности положим, что варьиру-
емый размер сечения 1b  не меняется по 
длине стержня, тогда как второй варьируе-
мый размер )(2 xb  определяется в виде функ-
ции от x . Функция цели в этом случае при-
нимает форму 
 

*�
l

dxxbbV
0

210 )( .                   (3.1) 

 
Итак, оптимизационная задача формулиру-
ется следующим образом: требуется отыс-

кать величину 1b  и функцию )(2 xb , которые 
придадут функции цели (3.1) минимальное 
значение при условии выполнения ограниче-
ний на величину первой частоты собствен-
ных колебаний в обеих главных плоскостях 
инерции (2.73). 
Сформируем интеграл, условия экстремума 
которого должны обеспечить как минимум 
функции цели (3.1), так и условие, что за-
данная частота 0E  будет низшей собствен-

ной в обеих главных плоскостях инерции 
(т.е. условие (2.73)):  
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Так как одна из двух варьируемых величин 

1b  не является функцией, зависящей от x , а 

другая ),(2 xb  напротив, является, интеграл 

(3.2) относительно 1b  должен рассматри-

ваться как функция, а относительно )(2 xb  
как функционал. 
С учетом (2.74)-(2.75) приходим к изопери-
метрической задаче.  
Очевидно, что вариации функционала E0V  по 

v  и w  приведут к уравнениям собственных 
колебаний в главных плоскостях инерции, а 
вариации функционала E0V  по 1EB  и 2EB  – к 

выполнению условий (2.74), (2.75).  
С учетом вышеизложенного для отыскания 
минимума функционала (3.2) требуется вы-
полнение следующих условий: 
 

0)( )(2
�xbOV E� ;   0

1

�
�
�

b
VOE ,         (3.3) 

где соответствующие принятые обозначения 
описаны в примере 2.8 ■. 
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В общем случае выше описана ситуация, ко-
гда, например, вместо (2.2) приходится 
иметь дело с интегралами вида 
 

] ..., , , ,)( ..., ),([ 211 nmmm xyxyJ ��� 		      (3.4) 
 
(в более общем случае можно перенумеро-
вать соответствующим образом аргументы 
функционала так, чтобы последний принял 
вид (3.4)) или вместо (2.4) с интегралами вида 
 

] ..., , , ,) ..., ,( ..., ), ..., ,([ 21111 nmmnmn xxyxxyJ ��� 		 . 
(3.5) 

 
В частности, функции, реализующие экстре-
мум интеграла (3.4) должны удовлетворять 
системе уравнений 
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где )()( xyi

J�  – вариация интеграла (рассмат-

риваемого как функционал) по )(xyi . 
Таким образом, еще раз подчеркнем, что ко-
гда часть варьируемых величин 
 

mixyi  ..., 2, ,1   ),( �                  (3.7) 
 
являются функциями, зависящими от x , а 
другая часть  
 

nmmii  ..., 2, ,1   , 		�� ,          (3.8) 
 
напротив, не являются функциями, завися-
щими от x , то интеграл (3.4) относительно 
(3.7) должен рассматриваться как функцио-
нал, а относительно (3.8) как функция. 
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О ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ПРИЗНАКАХ РАЗЛИЧИЯ  
КРИТИЧЕСКИХ ТОЧЕК НА КРИВОЙ РАВНОВЕСИЙ 

 
Г.А. Мануйлов, С.Б. Косицын, М.М. Бегичев 

Московский государственный университет путей сообщения Императора Николая II 
(МГУПС (МИИТ)), г. Москва, РОССИЯ 

 
Аннотация: В работе обсуждаются особенности исследования типа критической точки на кривой 
равновесий (точка бифуркации или предельная точка). Дются новые представления о пополнении 
исходного равновесия при прохождении предельной точки или точки бифуркации. На примерах фермы 
Мизеса, пологой арки и пологой цилиндрической панели показаны особенности рождения и 
перемещения точек бифуркации по кривой равновесных состоний. 
 

Ключевые слова: бифуркация, предельная точка, потеря устойчивости 
 
 

ON COMPUTATIONAL DIFFERENCES OF CRITICAL POINTS 
ON EQUILIBRIUM CURVE 

 
Gaik A. Manuylov, Sergey B. Kosytsyn, Maxim M. Begichev 

Moscow State University of Railway Engineering (MIIT), Moscow, RUSSIA 
 

Abstract: In this paper, we discuss the features of investigating the type of the critical point on the equilibrium 
curve (bifurcation point or limit point). There are new ideas about the completion of the initial equilibrium at the 
limit point or bifurcation point. Examples as the Mises farm, a shallow arch and a shallow cylindrical panel show 
shows the features of the birth and movement of bifurcation points along the curve of equilibrium. 
 

Keywords: bifurcation, critical point, loss of stability 
 
 

1. ТОЧКИ БИФУРКАЦИИ ИЛИ  
ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТОЧКИ 

 
В данной работе обсуждаются 
вычислительные признаки различия 
критических точек (точка бифуркации или 
предельная точка).  
Пусть система нелинейных уравнений 
равновесия для конечноэлементной модели 
упругой системы представлена в виде 
некоторого оператора, зависящего от 
узловых перемещений ν, представительной 
координаты q (по которой строится кривая 
равновесных состояний), параметра нагрузки 
λ и вектора единичных узловых нагрузок Р

�
. 
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Производная нелинейного оператора 
(матрица Якоби или матрицы касательной 
жесткости) выражается в следующем виде: 
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Производная по параметру нагрузки λ дает 
упомянутый единичный вектор нагрузки Р

�
: 

 

РG �
�

�
�
�
B

 

 
Точки критического равновесия (λкр, νкр) 
определяются двумя главными 
соотношениями: 
 

0),(det кркр �;BK  
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0),( 0
1кркр ��WK
�

;B   (1) 
 

Здесь 0
1W
�

 – первый «нулевой» собственный 
вектор потери устойчивости, 
соответствующий «нулевому» собственному 
значению матрицы жесткости в 
предкритическом равновесии. 
Основное соотношение, определяющее тип 
критической точки, получим путем 
умножения слева упомянутого 
транспонированного нулевого собственного 

вектора TW )( 0
1  на производную нелинейного 

оператора по координате q. После некоторых 
преобразований с учетом соотношения (1) 
получим основную формулу: 
 

<<
�
� ...)( 0

1 q
GW T
�

� � 0)( 0
1 �

�
�

��
q

PW T B�
 (2) 

 
Если в этой формуле скалярное 
произведение не равно нулю  
 

0)( 0
1 D�PW , 

 
а в ноль обращается производная  
 

0��� qB , 
 
то критическая точка есть предельная точка. 
Если же, наоборот, скалярное произведение 
равно нулю  
 

0)( 0
1 ��PW , 

 
а производная  
 

0D�� qB , 
 
то критическая точка есть точка бифуркации. 
Другим признаком точки бифуркации 
является выполнение условия 
ортогональноести предкритической формы 
равновесия и нулевого собственного 
вектора: 

� � 00
1 �� предкрWW .  (3) 

 
В случае предельной точки упомянутое 
условие ортогональности не выполняется: 
 

� � 00
1 D� предкрWW . 

 
Отметим, что формула (2) в самом общем 
виде была впервые дана в работах А. 
Джепсона и А. Спенса (1982, 1985 г.) [1, 2]. 
Независимо от работ этих авторов 
соотношение (2) было сформулировано в 
работах Г.А. Мануйлова, С.Б. Косицына и 
К.А. Жукова [3] (Строительная механика 
№5, 1989 г.). Там же была дана 
энергетическая интерпретация формулы (2), 
которая заключается в следующем: 
Если работа внешней нагрузки на 
перемещениях, задаваемых собственным 
вектором матрицы касательной 
жесткости для предкритического 
равновесия равна нулю, то критическая 
точка есть точка бифуркации. В противном 
случае эта критическая точка есть 
предельная точка.  
Формальное доказательство было приведено 
в работе А. Демила и В. Вундерлихта [4] 
(1997 г.). Развернутое изложение 
рассматриваемых вопросов дано в книге В. 
Галишниковой, П. Дунайского и  П.Дж. Паля 
в 2009 г. [5] (на английском), а также в 
работе авторов [6]. 
В терминах КЭ расчетов «перевод» 
математических результатов Джепсона и 
Спенса на язык, доступный рядовым 
вычислителям, был сделан П. Вриггерсом и 
Дж. Симо [7] (1990 г.). Авторы указали 
также признаки различия типов предельных 
точек и точек бифуркации при выполнении 
некоторых дополнительных условий, 
которые выражены через константы a, b, c, d, 
вычисляемые согласно следующим 
формулам:  
 

� � 0
1

00
1 )( WWKWa

T ���
;2� , 
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Здесь PK 1~ ��; ,  ;2 , B2  – геометрические 

производные «по направлению» матрицы К  
 

� �� � 0
0

1,)( �8	�82 3; B;3;
3

; WK
d
dWK
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Чтобы различать типы предельных точек 
Джепсон и Спенс [2] предложили следующее 
условия. 
Если в критической точке скалярное 
произведение  
 

� � 00
1 D�

�
��

�
� � PW

T ��
 

 
и коэффициент 0Da , то это простая 
(квадратичная) предельная точка (точка 
поворота) (рис. 1б). 
Если же скалярное произведение  
 

� � 00
1 D�

�
��

�
� � PW

T ��
, 

 
но коэффициент 0�a ,  то критическая 
точка есть двойная (кубическая) предельная 
точка (точка перегиба с горизонтальной 
касательной (рис. 1а). Ее называют «слабо 
устойчивой» точкой равновесия, поскольку 
именно с образования этой точки начинается 
явление потери устойчивости пологих арок и 
оболочек при увеличении параметра 
подъемистости. Появление и развитие 
предельных точек можно представить с 
помощью многообразия катастрофы сборки 
(рис. 2) 
 

 
Рисунок 1. Двойная (кубическая) и простая 

(квадратичная) предельные точки. 
 

 
Рисунок 2. Предельные точки  

и многообразие катастрофы сборки. 
 

Чтобы различать типы точек бифуркации 
используются следующие условия. 
Если 
 

� � 00
1 ��

�
��

�
� � PW

T ��
,  0Da ,  0-d , 

то точка бифуркации простая и 
асимметричная (рис. 3в). 
Если 
 

� � 00
1 ��

�
��

�
� � PW

T ��
, 0�a , 0Db , 

 
то точка бифуркации симметричная 
(неустойчивая при 0,b , рис. 3а,  
устойчивая при 0-b , рис. 3б). 
Если  
 

� � 00
1 ��

�
��

�
� � PW

T ��
, 0,d , 
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то точка бифуркации изолированная (изола, 
рис. 3г). 
 
 

 
Рисунок 3. Точки бифуркации:  

симметричная (а, б), асимметричная (в)  
и изолированная (г). 

 
Отметим, что несмотря на кажущуюся 
исключительность изолированных точек 
бифуркации они встречаются порой в самых 
неожиданных задачах. Например, точка 
бифуркации симметричного равновесия 
круговой подъемистой двухшарнирной  
арки (2α>135°), нагруженной двумя 
одинаковыми симметрично расположенными 
силами, является изолированной. 
Рассмотрим еще одну особую точку 
бифуркации, которая встречается при 
изменении типа критической точки 
(наименьшей критической нагрузке вместо 
предельной точки с некоторого момента 
соответствует точка бифуркации). 
Описанный переход от предельной точки к 
точке бифуркации совершается через 
двукратную критическую точку типа 
«ветвление в вершине холма» (вариант 
катастрофы гиперболической омбилики) 
[8, 9]. 
Эта двукратная критическая точка (рис. 4) 
характеризуется такими соотношениями: 
 

0)( 0
11 D�wP , 0
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q
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, 02
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2
,

�
�
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0)( 0
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,
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q
B

. 

 

 
Рисунок 4. Двукратная критическая точка 

«ветвление в вершине холма». 
 
При переходе через критическую точку 
равновесия существенным является вопрос о 
пополнении послекритических равновесий 
по сравнению с предкритическими. Как 
известно [6,10], начальное послекритическое 
равновесие есть сумма предкритического 
равновесия и нулевого собственного вектора 
с масштабным множителем ξ: 
 

...0
1/. 		� WWW предкркрпнач F

��
 (4) 

 
В точке бифуркации предкритическое 
равновесиеWпредкр – неполное равновесие. 
Поэтому для него существует энергетически 
ортогональное дополнение. Неполное 
равновесие, в принципе, может терять 
устйочивость как в точке бифуркации так и в 
предельной точке. Если же предкритическое 
рпвновесие полное (энергетически 
ортогональное дополнение нулевое), то 
потеря устойчивости возможна только в 
предельной точке. Данные положения 
вытекают из соотношений ортогональности 
(2), (3). 
После прохождения точки бифуркации 
пополнение предкритического равновесия 
возможно в двух вариантах: 
1) Добавляются новые материальные 
компоненты (например, безмоментное 
равновесие переходит в моментное); 
2) Добавляются относитлеьно новые(иначе 
«организованные») компоненты, которые 
ранее присутствовали в предкритическом 
равновесии (симметричные равновесия + 
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кососимметричные из состава дополнения 
дают в сумме несимметричное 
послекритическое равновесие). 
Формально высказанные соображения 
можно представить в виде следующих 
соотношений 
 

0 1 00
1

0
1 ��

�
��

�
� �<> G

предкрпредкр
Э WWWДопW

��
 

 
В предельной точке условие 
ортогональности (3) не справедливо 
 

� � 00
1 D� предкрWW . 

 
Однако для этой точки символически можно 
записать некоторое (условное) разложение 
нулевого собственного вектора 
 

биф
пред WсWсW 0

121
0

1 	�  
 

Если предельная точка близка 
кнеустойчивой точке бифуркации (которой 
она «подчинена» согласно иерархии 
катастроф [11]), то  
 

c2 >>c1, c1 ≠ 0, 
 
и в этом случае начальное послекритическое 
равновесие крпначW /.  оказывается более 

полным, чем предкритическое предкрW . 
Подробности рассмотрения примера, 
связанного с потерей устойчивости в 
предельной точке цилиндрической оболочки 
см. [10]. 
Если же предельная точка не связана с 
точкой бифуркации или расположена 
достаточно далеко от нее (c2 = 0 или c2 <<c1), 
то нулевой собственный вектор 
пропорционален (или почти пропорционален) 
вектору предкритического равновесия 
 

)( 1
0

1 предWсW � . 
 

 Тогда  начальное послекритическое 
равновесие (после прохождения предельной 
точки) повторяет предкритическое 
равновесие, но будет неустойчивым 
 

� � предкрпредкрпредкркрпнач WсWсWW
����

11/. 1 FF 	�	� . 
 
 
 
2. РОЖДЕНИЕ ТОЧЕК БИФУРКАЦИИ  

И ИХ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ ПО КРИВОЙ  
РАВНОВЕСИЯ 

 
Предположим, что некоторая упругая 
система имеет кривую равновесия с двумя 
предельными точками. Точки бифуркации 
рождаются парами и могут появиться либо в 
некоторой точке устойчивой части кривой 
равновеси (до верхней предельной точки), 
либо после прохождения этой предельной 
точки (т.е. на неустойчивой части кривой 
равновесия). Пример первого варианта дает 
«высокая» ферма Мизеса (α0≥ 67°,36, рис. 5). 
Пока угол наклона стержней меньше 67°,36, 
ферма Мизеса теряет устойчивость 
исключительно в предельной точке. 
Известно, что критический угол наклона 
стержней в предельной точке, а также 
величина критической силы удовлетворяют 
соотношениям [12]: 
 

0
*3 coscos (( �кр ,  кркр clР (3* sin2� ,  

 
где величина с для стержней:  
 

l
EAс � . 

 
При достижении угла 67°,36 в некоторой 
точке восходящей устойчивой ветви 
равновесий рождается новая пара 
критических точек, определяющих 
симметричную бифуркацию. Это следует из 
анализа решений уравнения [12] 
 

0
3 coscoscos ((( �� бифбиф  
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Рисунок 5. «Высокая» ферма Мизеса. 

 

 
Рисунок 6. Перемещение точек бифуркации «высокой» фермы Мизеса по кривой равновесий. 
 
которое можно представить как кубическое 
вида: 
 

03 �	� axx . 
 

Дискриминант этого уравнения D=0 когда 
 

α1
биф = α2

биф 
 
при α0= 67,36°. Это равенство 
свидетельствует о рождении двукратного 
вещественного корня (рис. 6а). Начиная с 
этого момента у высоких ферм Мизеса 
наименьшей критической нагрузке 
соответсвует потеря устойчивости в 
симметричной неустойчивой точке 
бифуркации. Соответствующая критическая 

бифуркационная нагрузка вычисляется по 
формуле: 

 
биф

бифбиф clР (
(
( sin

cos
cos12 0 �

�
�

�
�
� ��  

 
При увеличении угла α0> 67,36° две точки 
бифуркации начинают расходиться вдоль 
устойчивой ветви (рис. 6б). При увеличении 
начального угла до α0= 69,29° вторая точка 
бифуркации достигает предельной точки, 
образуется двукратная критическая точка 
типа «ветвление в вершине холма». Далее 
эта точка бифуркации проходит предельную 
точку и попадает на неусточивую ветвь 
равновесий (рис. 6г). На этом рисунке 
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показаны две петли неустойчивых 
бифуркационных равновесий. 
Однако во многих случаях (арочные 
конструкции, удлиненные цилиндрические 
панели) точки бифуркации рождаются на 
неустойчивой ветви равновесий. Но их 
рождение не означает немедленной смены 
типа потери устойчивости, как это было в 
предыдущем случае (ферма Мизеса). 
Рассмотрим простейшую пологую арку 
синусоидального очертания: 
 

l
zfy )sin� , 

 
нагруженную синусоидальной нагрузкой 
 

l
zpp )sin0� . 

 
Детальный анализ развития критических 
точек для такой арки дан в работе [12]. 
 

 
Рисунок 7. Пологая синусоидальная арка  
под действием синусоидальной нагрузки. 

 
Анализ рождения точек бифуркации удобно 
рассмотреть с использованием 
безразмерного параметра 
 

2
4

Af
Is � . 

 
Пока s>1,0 очень пологая арка устойчивости 
не теряет. При s=1,0 на кривой равновесия 
появляется двойная предельная точка (точка 
перегиба с горизонтальной касательной). 
Начиная с этого момента все арки, имеющие 
параметр s<1,0 вплоть до значения s*=2/11 
(≈0,182) теряют устойчивость в предельных 
точках. Однако при s**=0,25 происходит 

рождение двукратной точки бифуркации на 
неустойчивой части ветви кривой 
равновесий (рис. 5б). При дальнейшем 
уменьшении параметра s (s<0,25) точки 
бифуркации расходятся друг от друга. 
Перемещаясь вдоль неустойчивой части 
кривой равновесий, одна из них стремится к 
верхней предельной точке, другая – к 
нижней. При достижении параметромs 
значенияs*=2/11 (≈0,182) точки бифуркации 
достигают предельных точек. В этот момент 
образуется двукратные критические точки 
(«ветвление в вершине холма»). 
 

 
Рисунок 8. Рождение и перемещение точек 

бифуркации вдоль основной кривой  
равновесий арки. 

 
При еще большем уменьшении параметра 
s(s<2/11), наименьшей критической нагрузке 
будет соответствовать потеря устойчивости 
арки в точке симметричной неустойчивой 
бифуркации. Соответствующие петли 
неустойчивых послебифуркационных 
равновесий показаны на рис. 5б. 
Безразмерные критические нагрузки для 
арки в предельной точке и точке бифуркации 
определяются соотношениями: 
 

;
27
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Рисунок 9. Кривые равновесий и точки бифуркации для удлиненной пологой цилиндрической 

панели. 
 

Р – безразмерный параметр нагрузки: 
 

EJf
lPР 4

4
0

)
� . 

 
Похожая картина поведения точек 
бифуркации имеет место и в случае потери 
устойчивости пологой удлиненной 
цилиндрической панели, шарнирно 
закрепленной вдоль прямолинейных краев, и 
нагруженной равномерно распределенной 
нагрузкой [13] (рис. 9). Пока параметр 
 

�Rbk 2�  
 
меньше 5, панель не теряет устойчивости 
симметричного равновесия. При k=5 
появляется двойная предельная точка и в 
пределах от k=5 до k≈9 потеря устойчивости 
панели происходит в предельной точке. При 
некотором значении k, близком к k≈8, на 
неустойчивой ветви равновесий (рис. 6) 
рождается двукратная точка бифуркации. С 
увеличением kэта двукратная точка 
бифуркации расщепляется в две простых, 
расходящихся друг от друга вдоль 
неустойивой ветви, и при k≈10 верхняя точка 
бифуркации достигает верхней предельной 

точки. Начиная с этого момента 
рассматриваемая панель теряет устойчивость 
в точках бифуркации (симметричных и 
неустойчивых). Соответствующие петли 
неустойчивых бифуркационных равновесий 
показаны на рис. 9. Отметим, что развитие 
точек бифуркации удлиненной 
цилиндрической панели фактически 
повторяет развитие этих точек для 
синусоидальной арки.  
В заключение отметим, что в работе Керра и 
Зейферта [14] при исследовании 
устойчивости круговой защемленной арки 
под действием радиальной нагрузки (с 
учетом геометрической нелинейности), было 
установлено, что при достижении параметра 
k=5,024 рождается двукратная точка 
бифуркации. Однако, рождение 
бифуркационного параметра еще не означает 
начала потери устойчивости арки в точке 
бифуркации. На самом деле упомянутая 
двукратная точка бифуркации рождается на 
неустойчивой ветви равновесий, и для того, 
чтобы перейти через предельную точку 
необходимо увеличить параметр k до 
значения k=5,18. Только после этого 
минимальной критической нагрузке 
будетсоответствовать потеря устойчивости 
арки в симметрично точке бифуркации.  
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а) k=5.17;   q=8640 Н/м                         б) k=5.2;   q=8740 Н/м 
 

 
Рисунок 9. Собственные формы потери устойчивости защемленной арки  

по действием радиальной нагрузки. 
 
Об этом свидетельствуют первые 
собственные формы потери устойчивости 
для такой арки (рис. 10), вычисленные при 
параметрах k=5,17 и k=5,2. 
При параметре k=5,17 первая собственная 
форма симметричная, она соответствует 
потере устойчивости в предельной точке. 
Вторая форма – кососиметричная. При 
значении параметра 5,2 для 
предкритического равновесия первая форма 
уже кососимметричная, что указывает на 
бифуркационную потерю устойчивости. Еще 
раз подчеркнем, что момент рождения точек 
бифуркации не означает немедленную смену 
типа потери устойчивости. Такое изменение 
произойдет только в том случае, если эта 
точка бифуркации рождаетсяна устойчивой 
ветви кривой равновесий. 
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СТАТИСТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ КРАНОВЫХ 
НАГРУЗОК И РАСЧЕТНЫЕ СОЧЕТАНИЯ УСИЛИЙ 

 
А.В. Перельмутер 

НП ООО SCAD Soft, г. Киев, УКРАИНА 
 

Аннотация: Обращается внимание на то, что расчетные сочетания нагрузок и расчетные сочетания уси-
лий, вызванных этими нагрузками, имеют различную вероятность реализации. Это иллюстрируется при-
мером крановых нагрузок, для которых в традиционных расчетах не учитывается такие случайные фак-
торы, как положение моста крана и положение тележки на крановом мосту. Анализ выполнен при помо-
щи статистического моделирования. Представлены характерные результаты такого моделирования. Вы-
двигается предложение об особом способе включения в расчетные формулы коэффициентов сочетания 
нагрузок, при котором включение в комбинацию временной нагрузки выполняется с комбинационным 
значением, уменьшающимся при включении каждой новой нагрузки. 
 

Ключевые слова: крановая нагрузка, расчетное сочетание усилий, статистическое моделирование,  
обеспеченность 

 
 

CRANE LOAD STATISTICAL MODELLING AND  
DESIGN COMBINATIONS OF THE INTERNAL FORCES 

Аnatoly V. Perelmuter 
SCAD Soft Ltd., Kiev, UKRAINE 

 
Abstract: Attention has been paid to the fact that design load case combinations and design combinations of the 
internal forces caused by these loads have got a different probability of implementation. This fact has been is il-
lustrated by the example of the crane loads, where the traditional calculation does not take into account such ran-
dom factors as  position of the crane bridge and position of the trolley on  the crane bridge. Analysis has been 
performed using statistical modelling.  Results of the modelling has been also presented. It has been suggested 
that there is a specific way to include load combination factors into the calculation formulas by which inclusion 
of temporary load in a design load case combination should be performed with combinational value of the load 
combination factor decreased when including each new temporary load. 

 
Keywords: crane load, design combinations of internal forces, statistical modelling, security probability 
 

1. ВВЕДЕНИЕ 
Исследование крановых нагрузок на кон-
струкции производственных зданий имеет 
давнюю историю [7], и большинство работ, 
выполненных по данной тематике, опира-
ются на результаты натурных наблюдений. 
Поскольку целью таких исследований была 
выработка рекомендаций для норм проек-
тирования, то, естественно, что наблюдения 
производились в зданиях с наиболее интен-
сивным режимом использования кранов. 
Такими зданиями в основном были цеха за-
водов черной металлургии [2, 7]. Статисти-
ческая обработка результатов натурных из-

мерений, на основании которой были полу-
чены практические рекомендации по нор-
мированию крановых нагрузок, касалась, в 
основном, вопроса о нагрузках, которые 
кран передает на подкрановый рельс. На 
уровне головки рельса вероятностная кар-
тина заканчивалась, и все дальнейшие ре-
зультаты уже получались детерминирован-
ным способом. А перенос полученных ре-
зультатов на другие случаи обосновывался 
тем соображением, что таким образом по-
лучается решение в запас надежности, хотя 
вопрос о величине такого запаса оставался 
открытым.   
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В настоящей работе сделана попытка полу-
чить соответствующую оценку на основе 
вероятностного анализа проблемы. Точные 
вероятностные постановки задач о действии 
случайных нагрузок  на строительные кон-
струкции очень редко поддаются аналити-
ческому решению. Здесь зачастую исполь-
зуются различные упрощающие предполо-
жения (например, гипотеза о нормальном 
распределении) или игнорируются некото-
рые элементы случайности. В качестве аль-
тернативы естественно использовать чис-
ленное статистическое моделирование, с 
помощью которого можно сделать расчет-
ную модель более реалистичной. 
Таким способом в свое время было выпол-
нено исследование коэффициентов сочета-
ний усилий от вертикальных крановых 
нагрузок для подкрановых балок и колонн 
крайних и средних рядов 83, 69. При этом 
случайными величинами считались только 
положение первого мостового крана в про-
лете и положение второго крана относи-
тельно первого. Кроме того, вычислитель-
ные возможности того времени были огра-
ниченными и число случайных испытаний в 
каждой задаче было относительно невелико 
(всего 1000). Выполненные в те же годы 
аналогичные исследования [12], [13], также 
основывались на относительно небольшом 
числе случайных испытаний. Это давало 
пищу для некоторых сомнений в достаточ-
ной обоснованности полученных в свое 
время результатов и послужило определен-
ным стимулом к выполнению настоящего 
исследования, в котором были задействова-
ны современные вычислительные возмож-
ности. 

 
 

2. РАСЧЕТНЫЕ СОЧЕТАНИЯ  
НАГРУЗОК ИЛИ РАСЧЕТНЫЕ  
СОЧЕТАНИЯ ВНУТРЕННИХ  
УСИЛИЙ 

Требования к прочности любого сечения 
формулируются в виде сопоставления 

нагрузочного эффекта F и несущей способ-
ности R (естественно, выраженных в одних 
и тех же единицах). При анализе безотказ-
ности, когда отыскивается вероятность вы-
полнения неравенства F R� , вероятност-
ные характеристики нагрузочного эффекта 
чаще всего отождествляются с вероятност-
ными характеристиками нагрузки. Это по-
ложение является принципиально ошибоч-
ным, хотя на эту ошибку почему-то не при-
нято обращать внимание. 
Но ведь расчетная комбинация нагрузок или 
же расчетная комбинация внутренних реак-
ций системы (усилий, напряжений, переме-
щений) : разные вещи, их вероятности мо-
гут отличаться на несколько порядков. 
Например, для крановой нагрузки: 
; локальное давление в стенке подкрано-

вой балки реализуется от действия одно-
го крана – вероятность равна вероятно-
сти реализации максимального давления 
колеса; 

; расчетная нагрузка для поперечного се-
чения большепролетной подкрановой 
балки реализуется от действия двух кра-
нов, и ее вероятность равна вероятности 
реализации одновременного возникно-
вения максимальных давлений на колесо 
у разных кранов в сочетании с вероятно-
стью установки колес крана в невыгод-
ную позицию на линии влияния; 

; расчетная вертикальная нагрузка на ко-
лонну – то же самое, но следует рас-
сматривать случай одновременного сов-
падения максимальных давления на ко-
лесо и невыгодного позиционирование 
уже четырех кранов: 

; расчетная горизонтальная  нагрузка на 
колонну – реализация относится к веро-
ятности определенной установки двух 
кранов на линию влияния, плюс вероят-
ность одновременного торможения в 
одну сторону тележек с максимально 
возможным грузом или одновременного 
появления боковых сил с совпадающими 
для всей четверки кранов направления-
ми действия. 
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Заметим, что распределение веса поднима-
емых грузов может сильно отличаться для 
кранов с четким технологическим циклом 
работы, например такими, как в разливоч-
ном пролете мартеновского цеха, и для кра-
нов с широкими условиями использования, 
такими как в цехах машиностроительного 
предприятия [7]. В первом случае разброс 
значений веса очень мал и можно прини-
мать этот параметр как детерминирован-
ный, во втором случае существует некото-
рая статистика весов поднимаемого груза. В 
настоящей работе рассматривался второй 
случай. 
Учет «пространственной вероятности» мо-
жет заметно изменить результаты анализа 
надежности. Например, частотная характе-
ристика кранового воздействия сильно за-
висит от того, какое внутреннее усилие в 
конструктивной схеме рассматривается. 
Вряд ли можно полагать, что эффективная 
частота появлений напряжений от крановой 
нагрузки для расчетного сечения колонны 

имеет порядок 100 1/час [0, стр. 95], кото-
рый является характерным для напряжений 
в расчетном сечении подкрановой балки.  
Все эти соображения учитывались при чис-
ленном моделировании, когда для каждого 
испытания определялись давления на колеса 
крана, изгибающий момент в середине про-
лета подкрановой балки и усилия передава-
емые на колонну.  

 

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ  
ВЕРТИКАЛЬНЫХ НАГРУЗОК  
ОТ МОСТОВЫХ КРАНОВ 

В предпринятом исследовании случайными 
величинами для каждого из кранов полага-
лись не только позиции кранов (Х3, Х4, Х7, 
Х8) но еще и веса поднимаемых грузов (Q1, 
Q2, Q3, Q4), а также положение тележек на 
мосту крана (Х1, Х2, Х5, Х6). Предполага-
лось, что в двух смежных пролетах работа-
ют по два крана, и каждый из них манипу-
лирует независимо (рис. 1).  

 
 

 
Рисунок 1. Расчетная схема. 

 
На каждом шаге испытаний осуществлялся 
случайный выбор значений для всех упомя-
нутых случайных факторов. Предполага-
лось, что веса поднимаемых грузов Q1, Q2, 
Q3 и Q4 имеют нормальное распределение 

со средним значением, равным половине 
номинальной грузоподъемности крана, и с 
коэффициентом вариации V=0,3.  
Параметры Х1, Х2, Х5 и Х6, характеризую-
щие положение тележки на мосту крана, 
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считались равномерно распределенными  на 
интервале от 0,0 до Lcr, а параметры Х3, Х4, 
Х7 и Х8, определяющие положение кранов 
на подкрановой балке, считались равномер-
но распределенными величинами на участке 
длиной A+2L (см. рис. 1). 
Для того, чтобы к результатам моделирова-
ния можно было применить методы стати-
стического анализа необходима их стати-
стическая устойчивость, т.е.  необходимо 
многократное повторение шагов. Представ-
ленные далее результаты получены при 
числе испытаний, равном одному миллиону. 
Выборочный контроль с использованием 
десяти миллионов испытаний подтвердил 
статистическую устойчивость результатов. 
В качестве примера приведем данные о мо-
делировании работы кранов грузоподъем-
ностью 50/12,5 т, установленных в здании с 
пролетами 30 м с шагом поперечных рам 
каркаса 12 м. По ГОСТ 25711-83 пролет та-
кого крана Lcr=28,5 м, длина крана В=6800 
мм, база крана C=5600 мм, масса кранового 
моста G=42,3 т, масса тележки g=13,5 т, 
давление колеса P=46 т. 

Обычный детерминированный расчет дает 
следующие результаты. При работе двух 
кранов в пролете на разрезной подкрановой 
балке пролетом L=12 м можно разместить 
только три колеса. Чтобы воспользоваться 
правилом Винклера [4] для отыскания мак-
симального изгибающего момента, следует 
найти положение равнодействующей, кото-
рая равна 3Р. Исходя из условия 
3Рх=Р(1,2+5,6) получаем х=2,233 м. Рассто-
яние от равнодействующей до ближайшего 
колеса 2,333-1,2=1,033 м (рис. 2.a). Небла-
гоприятное расположение трех колес на 
балке реализуется, когда равнодействующая 
и ближайшее колесо будут отдалены от се-
редины балки на 1,033/2=0,567 м (рис. 2.b). 
При этом изгибающий момент в балке до-
стигает значения 249,52 тм. Невыгодная 
установка нагрузки для определения давле-
ния на колонну  
(рис. 2.с) приводит к значению реакции 
132,29 т (при учете еще одной пары кранов 
в смежном пролете - 264,58 т). 

 

 
Рисунок 2. Установка кранов в невыгодную позицию: a – положение равнодействующей 

давления трех колес, b – установка для определения момента в балке по правилу Винклера,   
c – установка для определения давления на колонну 

 

Результаты статистического моделирования 
представлены ниже в виде полигонов нормиро-
ванных значений. Нормировка производилась 
по отношению к данным детерминированного 
расчета, т.е. значения давления от колеса были 

отнесены к величине Р=46 т, значения изгиба-
ющих моментов : к величине М=249,52 тм, а 
значения нагрузки на колонну : к величине 
264,58 т. 
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Рисунок 3. Полигон нагрузок на колесо. 

Полигон распределения давлений от колеса 
(рис. 3) по своему очертанию очень близок 
к полигонам, показанным в работе [7, стр. 
170], где такие полигоны построены на ос-
новании статистической обработки натур-
ных измерений. 
Максимальное зафиксированное значение 
давления колеса равнялось 44,43 т. Норма-
тивному значению нагрузки, которое долж-
но иметь обеспеченность 95%, соответству-
ет величина относительного давления 0,652, 
что свидетельствует о заметном завышении 
нормируемых значений нагрузок. 
Полигоны распределения изгибающих мо-
ментов в подкрановой балке (рис. 4) и вер-
тикальной нагрузки на колонну (рис.5) ха-

рактеризуются тем, что в окрестности нуле-
вого значение сосредоточено очень большое 
число испытаний (порядка 53% для момента 
от одного крана и порядка 66% для момента 
от двух кранов). Поскольку нас мало инте-
ресуют нулевые значения, то для наглядно-
сти соответствующие графики усечены. 
Вызванному нагрузкой от двух кранов нор-
мативному значению изгибающего момента 
в подкрановой балке обеспеченности 95%, 
соответствует относительная величина 
0,294. Максимальное значение момента от 
действия двух кранов, зафиксированное 
миллионе испытаний, составило 138 тм, 
что примерно вдвое меньше детерминиро-
ванного значения.

 

 
Рисунок 4. Полигон изгибающих моментов (вертикальная ось урезана). 
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Для результатов моделирования нагрузки на 
колонну рассматривалось воздействие од-
ного, двух и четырех кранов. Соответству-
ющие полигоны представлены на рис. 5. 
Здесь также большое число испытаний 

(около 18%) показало нулевое значение. 
Нагрузка на колонну от четырех кранов, 
имеющая обеспеченность 95%, составила 
15,63 т, что соответствует примерно 6% от 
детерминированного значения. 

 
 

 
Рисунок 5. Полигон вертикальных нагрузок на колонну (вертикальная ось урезана). 

Заметим, что если значение давления на колесо 
крана, полученные в результате статистического 
моделирования отклоняются от детерминиро-
ванного значения примерно на 35%, то для мо-
ментов в балке и для давления на колонну рас-
хождение заметно увеличивается. Оно растет по 
мере «отдаленности» рассматриваемого внут-
реннего усилия от давления колеса крана на 
рельс. Это есть результат пренебрежения вкла-
дом «пространственной вероятности», когда 
используется предположение о том, что давле-
ния всех колес крана имеют максимальные зна-
чения и при этом одновременно занимают не-
выгодную позицию на конструкции. Как пока-
зывает статистическое моделирование, вероят-
ность реализации этого предположения чрезвы-
чайно мала. 

 
 

4. ОБЩИЕ СООБРАЖЕНИЯ О  
КОЭФФИЦИЕНТАХ СОЧЕТАНИЯ  

Полученные результаты имитационного моде-
лирования свидетельствуют о заметном влиянии 
числа независимых нагрузок, учитываемых в 
расчете, на обеспеченность окончательного ре-
зультата. Такой эффект не обязательно связан с 

нагрузками от мостовых кранов, очевидно, что 
он относится к вероятности совместного появ-
ления случайных нагрузок любой природы, и 
этот факт следовало бы каким-то образом учи-
тывать при назначении коэффициентов сочета-
ний.  
Для комбинации двух воздействий в Евроко-
де-0 используется правило Туркстра. В соот-
ветствие с этим правилом принято, что когда 
одна нагрузка принимает свой экстремум в 
течение опорного времени Т, то для этого со-
стояния рассматривается распределение во 
времени другой нагрузки. И если ее распре-
деление является нормальным, то это правило 
приводит к коэффициенту комбинационного 
действия 0� . Очень близкая рекомендация 
реализована в последних редакциях Россий-
ских норм. 
И Еврокод-0 и СП 20.13330.2011 исходят из 
того, что при включении некоторой времен-
ной загрузки в расчетную комбинацию ис-
пользуется не ее расчетное значение ,f i iP< , а 
комбинационное значение , 0,f i i iP< � . Оно 
суммируется с полным расчетным значением 
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«ведущей» загрузки ,1 1f P<  и таким способом 
учитывается малая вероятность одновремен-
ной реализации расчетных значений у двух 
независимых временных загрузок с номера-
ми 1 и i. Но здесь процесс учета малой веро-
ятности совпадения редко реализуемых рас-
четных значений вдруг обрывается и сколько 
бы таких нагрузок не попадало в расчетную 
комбинацию расчет идет по формуле 
 

,1 1 , 0,
2

n

d f f i i i
i

S P P
	

	 < � < �- . 

 
Представляется более логичным использо-
вать суммирование типа 
 

+
� � ,

,1 1 0,2 ,2 2 0,3 ,3 3
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основанное на том, что совместное действие 
первой пары нагрузок является некоторой 
комплексной нагрузкой, для которой рас-
сматривается сочетание с третей случайной 
нагрузкой, совместное действие первой трой-
ки нагрузок является такой же комплексной 
нагрузкой, сочетающейся с четвертой нагруз-
кой и т.д. 
Здесь видно, что включение в комбинацию 
временной нагрузки выполняется с комби-
национным значением, уменьшающимся 
при включении каждой новой нагрузки, что 
более правильно отображает вероятностную 
картину события. Так, например, для семи 
вариантов нагружения, которые для просто-
ты будем полагать равноценными по степе-
ни влияния (каждая из них вносит в сум-
марное напряженное состояние одну и ту же 
величину 0� ), мы имели бы по СП 
20.13330.2011 суммарное напряжение 
 

(1,0 + 0,9 +5=0,7) 0�  = 5,4 0� , 

а по предлагаемому варианту  
 

(1,0 + 0,9+0,9=0,7 
+0,9=0,72+0,9=0,73+0,9=0,74+0,9=0,75) 0�  = 

3,363 0� . 
 
Расхождение весьма существенное, а ведь 
во многих случаях в расчетную комбина-
цию входит значительно большее число 
временных нагрузок. 
Нетрудно видеть, что при различающихся 
вкладах нагрузок в суммарный результат 
подсчет по предлагаемой формуле будет за-
висеть от последовательности включения 
нагрузок в расчетную комбинацию. Наибо-
лее неблагоприятный вариант получится, 
когда последовательность включения соот-
ветствует величине вкладов. Иными слова-
ми, первой рассматривается нагрузка с 
наибольшим вкладом, второй следующая по 
величине вклада и т.д. 
Против чисто вероятностного похода к учету 
возможных сочетаний временных загрузок 
зачастую выдвигают довод типа «но ведь 
такое возможно». В большинстве случаев это 
связано с неким предубеждением против 
«подмены логического анализа игрой в ру-
летку», но существуют ситуации, когда с 
упомянутым доводом следует считаться.  
Например, возможна спаренная работа двух 
мостовых кранов поднимающих с помощью 
специальной траверсы общий груз. Случаи та-
кого рода обычно являются весьма редкими, и 
для соответствующей исключительной расчет-
ной ситуации можно было бы принять, что та-
кую комбинацию можно вводить в расчетное 
сочетание только с постоянными и длительно 
действующими загрузками, подобно тому, как 
это делается для аварийных сочетаний. 
 
 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
На основании результатов, полученных при 
численном моделировании, можно сделать 
следующие выводы: 
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1. Используемая в проектных расчетах 
концепция расчетных сочетаний нагру-
зок во многих случаях должна быть за-
менена концепцией расчетных сочета-
ний внутренних усилий. Неэквивалент-
ность этих понятий продемонстрирова-
на в статье. 

2. Значения крановых нагрузок и коэффи-
циентов сочетаний  таких нагрузок, 
представленные в нормах проектирова-
ния, по-видимому, являются сильно за-
вышенными. Имеется возможность с С 
использованием методов статистиче-
ского моделирования выполнить цикл 
исследований, направленных на уточ-
нение норм. 
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МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЯ УСТОЙЧИВОСТИ ПОЛОГИХ 
ОРТОТРОПНЫХ ОБОЛОЧЕК ДВОЯКОЙ КРИВИЗНЫ  

ПРИ ДИНАМИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИИ 
 

А.А. Семенов 
Санкт-Петербургский государственный архитектурно-строительный университет, 

г. Санкт-Петербург, РОССИЯ 
 

Аннотация: В работе рассматриваются пологие ортотропные оболочки двоякой кривизны, квадратные в 
плане, при динамическом нагружении. Приводятся соотношения математической модели их деформиро-
вания с учетом геометрической нелинейности, поперечных сдвигов и ортотропии материала. Для форми-
рования системы ОДУ применяется метод Л. В. Канторовича. Полученная система решается методом Ро-
зенброка. Показана верификация предложенной методики для изотропных оболочек. Для нескольких ва-
риантов ортотропных оболочек из стеклопластика и углепластика проведено исследование их устойчиво-
сти и получены значения критических нагрузок. 
 

Ключевые слова: оболочечные конструкции, пологие оболочки, ортотропия,  
динамическая устойчивость, динамическое нагружение 

 
 

METHODOLOGY RESEARCH OF STABILITY OF SHALLOW 
ORTHOTROPIC SHELLS OF DOUBLE CURVATURE  

UNDER DYNAMIC LOADING 
 

Alexey A. Semenov 
Saint Petersburg State University of Architecture and Civil Engineering, 

Saint Petersburg, RUSSIA 
 

Abstract: The paper deals with shallow orthotropic shells of double curvature, square in plan, under dynamic 
loading. Outlines the ratios of the mathematical model of deformation considering the geometric nonlinearity, 
transverse shear and orthotropy material. For the formation of the ODE system is used method of Kantorovich. 
The resulting system is solved by the method of Rosenbrock. It is shown the verification of the proposed method 
for isotropic shells. For several options orthotropic shells made of fiberglass and carbon fiber studied their stability 
and obtained values of critical loads. 
 

Keywords: shell structures, shallow shells, orthotropy, dynamic stability, dynamic loading 
 

 
 
1. ВВЕДЕНИЕ 
 
Изучение динамического поведения кон-
струкций имеет существенное значение для 
различных областей промышленности, в том 
числе для судостроения, машиностроения и 
строительства. Наиболее изученным является 
поведение оболочечных конструкций при ди-
намическом нагружении для однослойных 
оболочек из изотропных материалов [1–4]. В 

последнее время большой интерес представ-
ляют конструкции из композиционных мате-
риалов (стеклопластик, графитопластик, уг-
лепластик и др.), и исследование поведения 
оболочек из таких материалов является акту-
альной задачей [5–12]. 
Основными задачами исследования оболочеч-
ных конструкций при динамическом нагруже-
нии являются исследования их устойчивости, 
прочности и колебаний, о чем свидетель-
ствуют обзорные статьи и монографии [13-20]. 

DOI:10.22337/2587-9618-2017-13-2-145-153
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Целью данной работы является разработка 
методики исследования процесса потери 
устойчивости пологих ортотропных оболочек 
при динамическом нагружении. 
 
 
2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
 
Будем рассматривать пологие ортотропные 
оболочечные конструкции двоякой кри-
визны, квадратные в плане (Рисунок 1), шар-
нирно-неподвижно закрепленные по контуру 
и находящиеся под действием внешней рав-
номерно распределенной поперечной 
нагрузки .q  Нагрузка направлена по нормали 
к срединной поверхности, линейно зависит от 
времени t  и задается в виде  
 

tAq 1	 , 
 
где 1A  – скорость нагружения. 
 

� �tyxq ,,

b

z
1R

y

x
a 2R

 
Рисунок 1. Схематичное изображение  

пологой оболочечной конструкции двоякой 
кривизны, квадратной в плане. 

 
Математическая модель деформирования та-
ких конструкций строится из трех групп соот-
ношений: геометрических (связывающих пе-
ремещения и деформации), физических (свя-
зывающих напряжения и деформации) и 
функционала полной энергии деформации. 

Будем рассматривать геометрически нели-
нейный вариант модели, также учитывающий 
ортотропию материала и поперечные сдвиги 
(модель типа Тимошенко). В таком случае, 
неизвестными функциями будут три функции 
перемещений 
 

� �,,, tyxUU 	  � �,,, tyxVV 	  � �tyxWW ,,	  
 
и две функции углов поворота нормали  
 

� �,,, tyxxx >	>  � �tyxyy ,,>	> , 
 
а геометрические соотношения будут иметь 
вид: 
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где yx 

 ,  – деформации удлинения вдоль ко-
ординат x , y  срединной поверхности; xy<  – 
деформация сдвига в плоскости yxA ; 

1221 ,, @@@  – функции изменения кривизн и 
кручения;  
 

21 /1,/1 RkRk yx 		  
 
– главные кривизны оболочки вдоль осей x  и 
y ; 21, RR  – главные радиусы кривизны; 
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Физические соотношения при линейно-упру-
гом деформировании для ортотропного мате-
риала при плоском напряженном состоянии 
будут иметь вид  
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Полная энергия деформации пологой обо-
лочки двоякой кривизны может быть запи-
сана с помощью функционала: 
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где K  – кинетическая энергия деформации 
системы;  
 

C�D	pE  
 
– функционал статической задачи, равный 
разности потенциальной энергии деформа-
ции системы и работы внешних сил: 
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С учетом того, что для ортотропного матери-
ала  

122211 B	B EE , 
 
здесь введены обозначения  
 

� � � � ,1,1
1

211213
13

1

211212
12 E

GG
E

GG BB�
	

BB�
	  

� � .
6
5;,1

1

2
2

1

211223
23 		

BB�
	 k

E
EG

E
GG  (6) 

 
 

3. МЕТОДЫ 
 
Классический вариант метода Л.В. Канторо-
вича – метода сведения многомерного функ-
ционала к одномерному, состоит в следую-
щем [21]. Искомые функции перемещений и 
углов поворота нормали представляются в 
виде 
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где                           ii PNU �   
 
– неизвестные функции переменной t ; 

51 ZZ �  – известные аппроксимирующие 
функции, удовлетворяющие заданным крае-
вым условиям. Эти функции, как правило, яв-
ляются различными комбинациями тригоно-
метрических функций с различными аргумен-
тами.  
Далее функции (7) подставляются в функцио-
нал полной энергии деформации оболочки 
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(5). После вычисления интегралов по пере-
менным x  и y  от известных функций, функ-
ционал I  представляет собой одномерный 
функционал от функций 
 

� � � �tPNtU ii � . 
 
Из условий минимума этого функционала 
 

0	II  
 
находятся уравнения движения, которые 
представляют собой систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Также полу-
чаемая таким образом система носит назва-
ние многомерного варианта уравнения Эй-
лера – Лагранжа: 
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а точкой обозначена производная по времени. 
Так как производные от искомых функций по 
переменной t  содержатся только в выраже-
нии для кинетической энергии, а сами функ-
ции – только в выражении для pE , то спра-
ведливо  
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Притом  
 

� � Nk
tX

E
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p 5,...,2,1,0 		
2
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– система уравнений задачи статики [22]. 
Процесс формирования системы (9) был за-
программирован в среде аналитических вы-
числений Maple 2016. Полученная система 

ОДУ решалась численно методом Розенброка 
[23, 24], который эффективен при решении 
жестких систем. 
Процесс потери устойчивости оболочки при 
динамическом нагружении отличается от 
процесса потери устойчивости в статике. 
Хотя любые критерии потери устойчивости в 
своей основе используют критерий Ляпунова 
(при малом изменении входных данных про-
исходит существенное изменение в решении 
задачи), в динамике используется свой крите-
рий потери устойчивости.  
На рисунке 2 схематично показаны кривые 
«нагрузка – прогиб» для оболочки при стати-
ческом нагружении (кривая 1) и динамиче-
ском нагружении (кривая 2). Критерием по-
тери устойчивости оболочки при динамиче-
ском нагружении является нагрузка точки пе-
региба графика «нагрузка – прогиб». Этот 
критерий предложен А. С. Вольмиром [25]. 
Как видно из графика, после потери устойчи-
вости оболочка совершает колебания вокруг 
кривой равновесных состояний статической 
задачи. Если нагрузка 
 

tAq 1	 , 
 
то при увеличении скорости нагружения 1A  
критическая нагрузка увеличивается (проис-
ходит запаздывание реакции конструкции на 
воздействие).  
 
4. РАСЧЕТЫ 
 
Для верификации предложенной методики 
проведем расчеты устойчивости пологих обо-
лочек двоякой кривизны при динамическом 
нагружении, выполненных из изотропных ма-
териалов, которые рассматривались в работах 
В. В. Карпова [26]. Параметры материалов при-
водятся в Таблице 1. 
Геометрические параметры всех рассматри-
ваемых вариантов конструкций приводятся в 
Таблице 2. 
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Рисунок 2. Схематичное изображение  

кривых «нагрузка – прогиб»  
при статическом и динамическом  

нагружении. 
 

Таблица 1. Характеристики материалов  
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J/

Ep
ox
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С
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T-
10

/У
П

Э
22

-2
7 

МПа,1E  5101.2 �  5103.3 �  510294.0 �  
12B  3.0  32.0  123.0  

МПа,2E  5101.2 �  41059.0 �  41078.1 �  
МПа,12G  510807.0 �  41039.0 �  410301.0 �  
МПа,13G  510807.0 �  41039.0 �  410301.0 �  
МПа,23G  510807.0 �  41039.0 �  410301.0 �  

Пл-ть, кг/м3 7800 1500 1800 
 

Таблица 2. Геометрические параметры  
конструкций 

Вариант ,ba 	  м ,21 RR 	  м ,h  м 
1 h60  h225  0.09 
2 h120  h450  0.09 

 
Оболочки рассматривались при шарнирно-
неподвижном способе закрепления контура и 
двух вариантах скоростей нагружения: 

1001 	A  и 10001 	A .Далее все результаты бу-
дут приведены в безразмерных параметрах: 
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На Рисунке 3 показано сравнение графика за-
висимости «нагрузка – прогиб» (в безразмер-
ных параметрах), полученного для стальной 
оболочки варианта 1 при двух скоростях 
нагружения ( 1001 	A  и 10001 	A ).  
Черным кривым соответствуют значения, по-
лученные В. В. Карповым [26], красным кри-
вым – полученные в данной работе. Значения 
соответствуют прогибу конструкции в ее цен-
тре ( 2/,2/ byax 		 ), данные получены при 

9	N . Наблюдаемая разница в значениях 
объясняется использованием более точной 
модели типа Тимошенко (в отличие от мо-
дели Кирхгофа – Лява [26]), а также увели-
ченной точностью вычислений, которой поз-
воляет достичь пакет аналитических вычис-
лений Maple 2016 и использование метода Ро-
зенброка для решения системы ОДУ. 
В Таблице 3 приведены значения нагрузок 
потери устойчивости krP  для всех рассмот-
ренных вариантов оболочек. В скобках ука-
заны значения, полученные в работе [26]. 
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Рисунок 3. Сравнение графика зависимости 
«нагрузка – прогиб» для стальной оболочки 
варианта 1 при 1001 	A  и 10001 	A  из ра-

боты [26] и полученных автором 
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Таблица 3. Значения нагрузок потери  
устойчивости  

Вар. 1A  Материал 
Критическая 
нагрузка krP  

1 

100 
Сталь 223.3 (256) 
T-10/УПЭ22-27 151.7 
M60J/Epoxy 110 

1000 
Сталь 395.9 (383) 
T-10/УПЭ22-27 353.8 
M60J/Epoxy 334.5 

2 

100 
Сталь 825 
T-10/УПЭ22-27 526.8 
M60J/Epoxy 269.5 

1000 
Сталь 1000 
T-10/УПЭ22-27 806 
M60J/Epoxy 514.5 

 
На Рисунке 4 приводится график зависимо-
сти «нагрузка – прогиб» для ортотропной 
оболочки варианта 1, выполненной из уг-
лепластика M60J/Epoxy, а на Рисунке 5 – для 
ортотропной оболочки варианта 2, выполнен-
ной из стеклопластика T-10/УПЭ22-27. В 
обоих случаях скорость нагружения прини-
малась 10001 	A . Красная кривая соответ-
ствует прогибу в центре конструкции, синяя – 
в четверти.  
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Рисунок 4. График зависимости «нагрузка – 

прогиб» для оболочки варианта 1  
из углепластика M60J/Epoxy. 
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Рисунок 5. График зависимости «нагрузка – 

прогиб» для оболочки варианта 2  
из стеклопластика T-10/УПЭ22-27. 

 
Точкой на красной кривой показан перегиб 
графика, соответствующий нагрузке потери 
устойчивости. 
 
 
5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Таким образом, предложена методика иссле-
дования устойчивости пологих ортотропных 
оболочек двоякой кривизны при динамиче-
ском нагружении. Учитывается геометриче-
ская нелинейность и поперечные сдвиги. Ал-
горитм исследования математической модели 
строится на основе методов Л. В. Канторо-
вича и метода Розенброка. 
Результаты расчетов тестовых задач показали 
хорошую согласованность с результатами, 
полученными в работе других авторов, по-
этому предложенная методика может быть 
использована в дальнейших исследованиях. 
На основании проведенных расчетов орто-
тропных пологих оболочек можно сделать 
вывод о том, что при использовании совре-
менных ортотропных материалов (углепла-
стик, стеклопластик) возможно уменьшение 
значения критической нагрузки в несколько 
раз, однако такие конструкции существенно 
легче, чем конструкции, выполненные из тра-
диционных изотропных материалов (сталь). 
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К ЗАДАЧЕ ФОРМИРОВАНИЯ ТРЕУГОЛЬНОЙ СЕТИ  
НА СФЕРЕ С УЗЛАМИ НА ОДНОМ УРОВНЕ 

 
В.Д. Антошкин 

Мордовский государственный университет им. Н.П. Огарева, г. Саранск, РОССИЯ 
 

Аннотация: Исследован один из методов образования треугольных сетей на сфере. Поставлены условия 
задачи размещения треугольной сети на сфере.  Критерием оценки эффективности решения задачи   явля-
ется   минимальное   число типоразмеров панелей  купола, возможность укрупнительной сборки и предва-
рительного напряжения. Приведено решение одного варианта задачи размещения треугольной сети в сов-
местимом сферическом треугольнике и, соответственно, на сфере.  Размещение на сфере правильных и 
неправильных шестиугольников, вписанных в окружности, т.е. фигур плоских или составленных в свою 
очередь из сферических треугольников с минимальными размерами ребер, имеет эффективное решение  в 
виде сети, образованной на основе окружностей минимальных радиусов, т.е. окружностей на сфере, полу-
ченных при касании двух смежных окружностей, центры которых находятся на наименьшем расстоянии  
друг от друга. Задача выравнивания опор  на одном уровне  может быть решена размещением в системе 
правильных шестиугольников  и пятиугольников неправильных шестиугольников, вписанных в окружно-
сти минимальных размеров. 
 

Ключевые слова: сборная сферическая оболочка, треугольная геометрическая сеть,  
описанная окружность,  правильный шестиугольник, разрезка, купол, оптимизация 

 
 

THE PROBLEM OF EMPLACEMENT OF TRIANGULAR 
GEOMETRIC NET ON THE SPHERE WITH NODES  

ON THE SAME LEVEL 
 

Vasilij D. Antoshkin 

Mordovian State University, Saransk, Russia 
 

Abstract: One of the methods of formation of triangular networks in the field is investigated. Conditions of the 
problem of locating a triangular network in the area are delivered. The criterion for assessing the effectiveness of 
the solution of the problem is the minimum number of sizes of the dome panels, the possibility of pre-assembly 
and pre-stressing. The solution of the problem of one embodiment of a triangular network of accommodation in a 
compatible spherical triangle and, accordingly, on the sphere. Placing on the area of regular and irregular hexagon 
inscribed in a circle, ie, flat figures or composed in turn of spherical triangles with minimum dimensions of the 
ribs, is an effective solution in the form of a network formed by circles of minimum radii, ie, circles on a sphere 
obtained at the touch of three adjacent circles whose centers are at the shortest distance from each other. Task align 
the supports at one level can be resolved by placement in the regular hexagons and irregular pentagons hexagons 
inscribed in a circle of minimum size.. 
 

Keywords: assembled  spherical shell, triangular geometric network, described circle, a regular hexagon, cut-
ting, dome, optimization. 

 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 
В геодезическом  куполе на основе трехсотд-
вадцатигранника (320-гранника)  имеется 
возможность такого размещения неправиль-

ных шестиугольников и правильных пяти-
угольников, с сохранением минимального  
числа типоразмеров, которое  обеспечит эф-
фективное расположение опорных узлов зна-
чительно ниже экватора  и  на одном, вполне 
определенном уровне (рис. 1). 
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Рисунок 1. Сфера, составленная из совместимых сферических треугольников  

(сегментов, представляющих собой 1/6 грани икосаэдра), с разрезкой треугольной сети  
в виде 320-гранника, имеющая 4 типоразмеров элементов или 2 типоразмеров монтажных 
элементов(всего -4 типоразмера); Оо – центр грани икосаэдра и панели в виде   правильного 

треугольника на сфере;  О, О2, – центры монтажных панелей  в виде плоских  
шестиугольников и пятиугольников  в  сегменте с внутренними углами 36, 90, 60о. 

 
Если анализировать возможность такого ва-
рианта треугольной сети на сфере, приходим 
к выводу, что если вершины граней правиль-
ного двадцатигранника и середины сторон  
его граней у экватора имеют равный шаг в 
виде секторов 36 о, то  это условие будет вы-
полняться,  если дуги   и  будут 
равны и симметрично расположены относи-
тельно границ этих секторов с осью, проходя-
щей  по точке , находящейся на экваторе 
(т.е. будут иметь значения x+ как на ри-
сунке 2. 
 
 
 

РЕШЕНИЕ 
 
На схемах рисунков 1 и 2 приведено размеще-
ние описанных окружностями пятиугольника 
и шестиугольника в  сферическом треуголь-
нике (совместимом сегменте[1-9]    сфери-
ческого икосаэдра) с внутренними углами 36, 
90 и 60о. Указанное размещение центров 
окружностей, описывающих неправильные  и 
правильные шестиугольники, выполним для 
разрезки в виде 320-гранника (рис. 1). При 
условии известного расположения  центров 
окружностей и, соответственно, плоских пя-
тиугольника и шестиугольника,  задача   фор-
мирования  треугольной  сети  на 
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Рисунок 2. Определение расположения ребер многогранника в  сферическом  

треугольнике 36-60-90о  для условия опорных узлов, расположенных на одном уровне  
от экватора сферы.  

 
сфере с центрами узлов, расположенных на 
окружности, параллельной окружности эква-
тора(т.е. на одной отметке), сводиться к реше-
нию системы уравнений в сферических тре-
угольниках  на совместимом сегменте сферы 
(рис. 2).  
Размещение равнобедренных треугольников 
в сферических неправильных шестиугольни-
ках,  вписанных в окружности (т.е. таких, ко-
торые  соответствуют по периметру плоским 
шестиугольникам), проведем на примере раз-
резки, показанной на рисунке 1,  и ее фраг-
менте, показанном на рисунке 2. Предвари-
тельно определим параметры  в  на одной ше-
стой грани правильного двадцатигран-
ника , вписанного в сферу, на сфериче-
ском треугольнике . По условию внут-
ренние углы треугольника  

 
 
Используя известные выражения  Непера [4] 
для сторон и углов прямоугольных сфериче-
ских треугольников, получим 
 

          = ,                  (1) 
=  

 
где    и  –   радиусы окружностей, описываю-
щих шестиугольники и пятиугольники, в виде 
полярного угла;  x, ,   – катеты прямо-
угольных сферических треугольников в виде 
полярных углов;  и  – гипотенузы в виде по-
лярных углов.   
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 найдем связи величины   

 
 

=        (2)  
     

 
 

 
(3) 

Проведем преобразования системы уравне-
ний, используя формулы (1, 2 и 3) сфериче-
ской тригонометрии [5,10]  
   

(4) 
 

откуда 
 

(5)

Так  как    ,  подставим в уравне-
ние (2) соотношения  (3) , (4 и 5) 
 

 

 

 
 
Обозначим  
 

n =  
 
Имеем: 
 

 
= . 
 
Откуда 
 

 
= ; 

 = 
=  

 
= ; 

 

; 

=
; 

 
  

= ; 
 

 
  

=  
 

 
 
; 

 
  
;  

 
 + 

+2 ]
  

+  = 

 
 
Обозначим: 
 
 t= , m= , 
 p = . 
 
Имеем: 
 

(p+ ) + 
  

= 4  - ); 
+ 

 +  = 
= 4  - 4  +4  -           -
4 ; 
(

 +[2p (  +m)  
 - 4 + = 0. 
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Обозначим: 
 
  = 

; 
 = 2p (  +m) - 4  (6) 

 
Получим биквадратное уравнение относи-
тельно функции . 
 

 +   + = 0.                      (7)     
 

Уравнение (7) решается в явном виде[5,11-
16].Подставим 

 
()0498838998125102782493771725e+28 4 - -
0.4268489762778023 2 + 0.022222222 = 0. 
 
Сделаем замену  
 

y =  2, 
 
тогда биквадратное уравнение примет вид 
 
04988389981251027824937717249e+28y2 -
- 0.42684897627780233y + 0.022222222 = 0. 
 
Решение уравнения:  
 

t=0,235978, 
a=13,64927952919  

 
 
ВЫВОДЫ 
 
Предлагаемое решение разрезки позволяет 
значительно упростить решения опорных уз-
лов, а также производить укрупнительную 
сборку элементов купола, так как основания 
пирамид остаются плоскими. 
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ОБ ИТОГАХ ВЫБОРОВ ЧЛЕНОВ  
РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ АРХИТЕКТУРЫ  

И СТРОИТЕЛЬНЫХ НАУК (РААСН) В 2017 ГОДУ  
 

 
В соответствии с постановлением Президиума Российской академии архитектуры 

и строительных наук от 07 декабря 2016 г. № 12 о проведении выборов академиков 
РААСН и членов-корреспондентов РААСН научными организациями, действующими в 
сфере архитектуры, градостроительства и строительных наук, и членами РААСН были 
выдвинуты 32 кандидата в академики РААСН и 83 кандидата в члены-корреспонденты 
РААСН. Общим собранием членов РААСН 20-21 апреля 2017 года, согласно уставу 
РААСН, академиками РААСН и членами-корреспондентами РААСН были избраны сле-
дующие ученые: 
 

АКАДЕМИКИ РААСН 
 

Фамилия, имя, отчество                 По научному направлению (специальности) 
 

Отделение архитектуры РААСН 
 
Буш Дмитрий Вильямович – архитектурная практика 
Посохин Михаил Михайлович – архитектурная практика 
Рапопорт Евгений Менделевич – архитектурная практика 

 
Отделение градостроительства РААСН 

 
Бондаренко Игорь Андреевич – градостроительная наука 
Шубенков Михаил Валерьевич – градостроительная наука 
Малинова Ольга Валентиновна – градостроительная практика 

 
Отделение строительных наук РААСН 

 
Акимов Павел Алексеевич – теоретические основы строительных наук 
Ерофеев Владимир Трофимович – теоретические основы строительных наук 
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ЧЛЕНЫ-КОРРЕСПОНДЕНТЫ РААСН 
 

Фамилия, имя, отчество                 По научному направлению (специальности) 
 

Отделение архитектуры РААСН 
 
Орельская Ольга Владимировна – наука и образование 
Штиглиц Маргарита Сергеевна – наука и образование 
Казарян Армен Юрьевич – наука и образование* 

Полянцев Евгений Вадимович – наука и образование* 

Романов Олег Сергеевич – архитектурная практика 

Шумаков Николай Иванович – архитектурная практика 

Величкин Дмитрий Валентинович – архитектурная практика * 

 
Отделение градостроительства РААСН 

 
Митягин Сергей Дмитриевич – градостроительная наука 
Птичникова Галина Александровна – градостроительная наука* 

Ким Валерий Александрович – градостроительная практика 
Ломакина Дарья Юрьевна – градостроительная практика* 

 
Отделение строительных наук РААСН 

 
Каприелов Семен Суренович – теоретические основы строительных наук 
Кашеварова Галина Геннадьевна – теоретические основы строительных наук 
Копаница Дмитрий Георгиевич – теоретические основы строительных наук 
Морозов Валерий Иванович – теоретические основы строительных наук 
Емельянов Сергей Геннадьевич – теоретические основы строительных наук* 

Крылов Сергей Борисович – теоретические основы строительных наук* 
Мондрус Владимир Львович – теоретические основы строительных наук* 
Шубин Игорь Любимович – теоретические основы строительных наук* 
 
 
 
Примечание: Символ * означает, что данная вакансия объявлена с ограничением возраста 

кандидата на момент избрания в члены-корреспонденты РААСН – до 61 
года включительно. 
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Утверждено постановлением 

Общего собрания членов РААСН 
от 21 апреля 2017 г. 

 
 

ИТОГОВЫЙ ДОКУМЕНТ  
НАУЧНОЙ ЧАСТИ ОБЩЕГО СОБРАНИЯ  

ЧЛЕНОВ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ АРХИТЕКТУРЫ И 
СТРОИТЕЛЬНЫХ НАУК В 2017 ГОДУ  

«Научные исследования – важнейший фактор  
инновационного развития архитектурно-строительного  
комплекса и градостроительной деятельности в России» 

 
В соответствии с постановлением Президиума Российской академии архитектуры 

и строительных наук от 07 декабря 2016 г. № 12 о проведении выборов академиков 
РААСН и членов-корреспондентов РААСН научными организациями, действующими в 
сфере архитектуры, градостроительства и строительных наук, и членами РААСН были 
выдвинуты 32 кандидата в академики РААСН и 83 кандидата в члены-корреспонденты 
РААСН. Общим собранием членов РААСН 20-21 апреля 2017 года, согласно уставу 
РААСН, академиками РААСН и членами-корреспондентами РААСН были избраны сле-
дующие ученые: 

26 марта 2017 года исполнилось 25 лет со дня выхода Указа Президента Российской 
Федерации «Об организации Российской академии архитектуры и строительных наук» от 26 
марта 1992 г. №305, подписанного первым Президентом Российской Федерации Б.Н. Ельци-
ным. За прошедшее время Российская академия архитектуры и строительных наук (далее – 
РААСН, Академия) сформировалась как ведущий федеральный научный центр, осуществ-
ляющий координацию фундаментальных исследований в сфере архитектуры, градострои-
тельства и строительных наук и объединяющий крупнейших мастеров архитектуры и градо-
строительства, ученых в области архитектурной, градостроительной и строительной науки. 
РААСН активно включилась в разработку, реализацию и научное сопровождение государ-
ственных программ и иных программных документов в указанных областях. 

Развитие Академии в ближайшие годы определяется принятым Федеральным Законом 
«О Российской академии наук, реорганизации государственных академий наук и внесении 
изменений в отдельные законодательные акты Российской Федерации» от 27 сентября 2013 г. 
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№253-ФЗ и актуализированным Уставом Академии, утвержденным постановлением Прави-
тельства Российской Федерации от 28 мая 2014 г. №488. В ходе реформирования государ-
ственных академий наук заложенные принципы организации жизнедеятельности РААСН 
позволили сохранить и развить интеллектуальный научно-творческий потенциал в области 
архитектуры, градостроительства и строительных наук, ядро российских академических ис-
следований, способных ответить на вызовы времени. В рядах РААСН Лауреаты Государ-
ственных премий Российской Федерации, СССР и РСФСР, Лауреаты премий Правительства 
Российской Федерации и Совета Министров СССР, народные архитекторы Российской Феде-
рации, Заслуженные деятели науки и техники Российской Федерации, Заслуженные деятели 
науки Российской Федерации, Заслуженные деятели искусств Российской Федерации, Заслу-
женные архитекторы Российской Федерации и РСФСР, Заслуженные работники высшей 
школы Российской Федерации, Почетные архитекторы России, Почетные строители России, 
Почетные работники высшего профессионального образования Российской Федерации. 

■ Министерству строительства и жилищно-коммунального хозяйства Российской Фе-
дерации (Минстрой России) было передано в управление имущество академических инсти-
тутов и региональных отделений РААСН, налажено эффективное взаимодействие с научны-
ми организациями, подведомственными Минстрою России (федеральное государственное 
бюджетное учреждение «Центральный научно-исследовательский и проектный институт 
Министерства строительства и жилищно-коммунального хозяйства Российской Федерации» 
(ФБГУ «ЦНИИП Минстроя России»), федеральное государственное бюджетное учреждение 
«Научно-исследовательский институт строительной физики Российской академии архитек-
туры и строительных наук» (НИИСФ РААСН)), обеспечивается научно-методическое сопро-
вождение их деятельности. 

■ В целях дальнейшего развития региональной деятельности, в 2015 году было сфор-
мировано восемь территориальных отделений РААСН (Центральное территориальное отде-
ление, Приволжское территориальное отделение, Дальневосточное территориальное отделе-
ние, Сибирское территориальное отделение, Северо-Западное территориальное отделение, 
Уральское территориальное отделение, Южное территориальное отделение и Крымское тер-
риториальное отделение), осуществляющих свою деятельность в пределах территорий соот-
ветствующих федеральных округов Российской Федерации и объединяющих академиков, 
членов-корреспондентов, почетных членов и советников РААСН, проживающих и работаю-
щих на их территории. 

■ Успешно выполняются (в части РААСН и научных организаций, подведомственных 
Минстрою России) Государственная программа «Развитие науки и технологий на 2013-2020 
годы», утвержденная постановлением Правительства Российской Федерации от 15 апреля 
2014 года № 301 (с учетом изменений внесенных постановлением Правительства Российской 
Федерации от 30 марта 2017 г. №363), Программа фундаментальных научных исследований 
государственных академий наук на 2013-2020 годы, утвержденная распоряжением Прави-
тельства Российской Федерации от 3 декабря 2012 года № 2237-р (с учетом изменений вне-
сенных распоряжением Правительства Российской Федерации от 31 октября 2015 г. № 2217-
р) и Программа фундаментальных научных исследований в Российской Федерации на долго-
срочный период (2013-2020 годы), утвержденная распоряжением Правительства Российской 
Федерации от 27 декабря 2012 г. № 2538-р (с учетом изменений внесенных распоряжением 
Правительства Российской Федерации от 28 октября 2015 г. № 2179-р). 

■ Академия формирует, актуализирует и контролирует ежегодное исполнение Плана 
фундаментальных научных исследований РААСН и Минстроя России. 

■ Академия участвует в мониторинге эффективности и оценке результативности дея-
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тельности научных организаций, подведомственных Минстрою России, выполняющих науч-
но-исследовательские, опытно-конструкторские и технологические работы гражданского 
назначения, мониторинге эффективности и результативности выполнения фундаментальных 
научных исследований в научных организациях, подведомственных Минстрою России. 

■ Академия успешно организует и проводит конкурсы на выполнение научно-
исследовательских работ в сфере архитектуры, градостроительства и строительных наук, 
конкурсы на медали и дипломы РААСН, иные конкурсы, формирует и совершенствует их 
научно-методическое обеспечение. В рамках реализации Договора о сотрудничестве между 
Академией и Университетом Намибии (Республика Намибия) в 2016 году силами академи-
ков, членов-корреспондентов, почетных членов и советников РААСН был успешно проведен 
Конкурс РААСН «Комплекс зданий факультета архитектуры и градостроительства Универ-
ситета Намибии, в г. Онгуэндива». 

■ Академия ежегодно определяет научные приоритеты в сфере архитектуры, градо-
строительства и строительных наук, готовит предложений по видам и формам организации 
научных исследований. 

■ Академия совершенствует экспертную деятельность, формируя и развивая институт 
независимой экспертизы. Эксперты из числа академиков, членов-корреспондентов, почетных 
членов и советников РААСН принимают активное деятельное участие в экспертизе проектов 
сводов правил и других нормативных технических документов в сфере строительства, а также в 
экспертизе научно-исследовательских и опытно-конструкторских работ, обеспечивающих 
определение нормируемых параметров, содержащихся в нормативных технических документах 
в сфере строительства (в рамках взаимодействия с федеральным автономным учреждением 
«Федеральный центр нормирования, стандартизации и технической оценки соответствия в 
строительстве» (ФАУ «ФЦС»). 

■ Академия осуществляет верификацию программных средств, применяемых при 
определении нагрузок и воздействий, напряженно-деформированного (и иного) состояния, 
динамических характеристик, оценке прочности, устойчивости и безопасности конструкций, 
зданий и сооружений. 

■ Академия развивает инновационную деятельность, формируя банк инновационных 
предложений РААСН, готовых для практического применения. 

■ Академия ведет накопление, систематизацию и обобщение информации по истории и 
современной практике архитектуры, градостроительства и строительных наук, обобщение ми-
рового опыта и отечественной архитектурно-строительной практики. 

■ Академия на регулярной основе ведет подготовку отчетных материалов для Прези-
дента Российской Федерации, Правительства Российской Федерации, Минстроя России, Ми-
нобрнауки России, Российской академии наук и др. 

■ Академия обеспечивает издание и развитие журнала «Academia. Архитектура и 
строительство» (руководитель издания – президент РААСН А.В. Кузьмин) – основного пе-
риодического научного печатного издания в области архитектуры, градостроительства и 
строительных наук, в котором публикуются самые значительные работы, доклады и дискус-
сии наиболее выдающихся российских и иностранных ученых; Академия определяет научно-
методическую, экспертную и информационную политику Международного научного журна-
ла “International Journal for Computational Civil and Structural Engineering (Международный 
журнал по расчету гражданских и строительных конструкций)” (руководитель издания – ви-
це-президент РААСН по направлению «Строительные науки» В.И. Травуш); академики, 
члены-корреспонденты, почетные члены и советники РААСН традиционно активно публи-
куются в ведущих российских и зарубежных научных изданиях, в том числе входящих в Пе-
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речень Высшей аттестационной комиссии Минобрнауки России рецензируемых научных из-
даний, в которых должны быть опубликованы основные научные результаты диссертаций на 
соискание ученой степени кандидата наук, на соискание ученой степени доктора наук, а так-
же индексируемых в международных базах данных «Сеть науки» (Web of Science) и Scopus, 
являются авторами монографий, учебников и учебных пособий. 

■ Академия в 2016 году учредила Гриф РААСН для учебников и учебных пособий, 
призванный стать «знаком качества» учебных изданий в области архитектуры, градострои-
тельства и строительства. Представляется, что гриф РААСН, присваиваемый по результатам 
комплексной (научной и учебно-методической) экспертизы учебных изданий Академией, 
будет важен как для рядовых читателей, так и для библиотек, стремящихся оперативно 
отобрать высококачественную учебную литературу. 

■ Академия участвует в деятельности Технологической платформы «Строительство и 
архитектура» (прежде всего, в рамках секции «Культурное наследие»), миссией которой яв-
ляется формирование механизма прорывного развития отрасли на основе внедрения новей-
ших российских разработок в области строительства, городской инженерной инфраструкту-
ры, а также промышленности строительных материалов, машин и оборудования. 

■ На базе, с участием или представительством Академии регулярно организуются и 
проводятся общественно-значимые мероприятия в сфере архитектуры, градостроительства и 
строительных наук, в частности: III Международная научная конференция «Хан-
Магомедовские чтения»; VI Международный симпозиум РААСН «Актуальные проблемы 
компьютерного моделирования конструкций и сооружений»; V Международная научная 
конференция «Задачи и методы компьютерного моделирования конструкций и сооружений» 
(«Золотовские чтения»); Международная научная конференция VII Академические чтения, 
посвященные памяти академика РААСН Г.Л. Осипова, «Актуальные вопросы строительной 
физики. Техническое регулирование в строительстве»; Общероссийская конференция с меж-
дународным участием по геотехнике «Инженерно-геотехнические изыскания, проектирова-
ние и строительство оснований, фундаментов и подземных сооружений»; Научная конферен-
ция «Вопросы всеобщей истории архитектуры»; Международный форум высотного и уни-
кального строительства 100+ Forum Russia и др. 

■ В рамках формирования государственной отраслевой политики Академия выступила 
одним из основных разработчиков Стратегии инновационного развития строительной отрасли 
Российской Федерации на период до 2030 года, принимала активное участие в подготовке ма-
териалов и решений Государственного совета Российской Федерации по вопросам развития 
строительного комплекса и совершенствования градостроительной деятельности. Академия 
также участвовала в разработке Концепции культурной политики Российской Федерации до 
2030 года и в реализации Стратегии государственной культурной политики на период до 2030 
года, утвержденной распоряжением Правительства Российской Федерации от 29 февраля 2016 
г. №326-р, где особое внимание было уделено проблеме устойчивого развития исторических 
городов. В целях координации деятельности в этой сфере продолжалось выполнение соглаше-
ния РААСН с Союзом малых городов Российской Федерации и федеральным государствен-
ным учреждением культуры «Агентство по управлению и использованию памятников истории 
и культуры» (АУПИК). В Стратегии РААСН поручена популяризация результатов исследова-
ний в области отечественной и мировой архитектуры, активизация совместных с зарубежными 
учеными исследований и публикаций в этой области. Академия совместно с Союзом архитек-
торов России и Национальным объединением изыскателей и проектировщиков (НОПРИЗ) 
продолжила разработку проекта Закона об архитектурной деятельности, государственных 
профессиональных стандартов архитектурно-градостроительного направления. 
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■ В новых условиях была налажена система эффективного взаимодействия с Российской 
академией наук (РАН), другими государственными академиями наук, Минстроем России, Ми-
нистерством образования и науки Российской Федерации (Минобрнауки России), Министер-
ством культуры Российской Федерации (Минкультуры России), другими государственными и 
профессиональными организациями. 

■ В соответствии с Федеральным Законом №253-ФЗ и Уставом Академии в апреле 
2017 года после более чем трехлетнего перерыва проводятся выборы академиков РААСН и 
членов-корреспондентов РААСН, при этом с целью привлечения более молодых талантли-
вых специалистов значительная часть соответствующих вакансий объявлена с ограничения-
ми возраста кандидатов. 

В существующих геополитических условиях и внутриэкономической ситуации про-
грессивное развитие страны требует наличия мощной фундаментальной и прикладной науки 
(крайне важным при этом является поиск необходимого баланса между фундаментальными и 
прикладными исследованиями), привлечения научно-экспертного сообщества, его высокого 
интеллектуального потенциала к решению актуальных общегосударственных задач. Только 
четкое видение магистрального пути развития страны, основу которого составляет научный 
анализ и обоснованный прогноз, позволяет системно и рационально решать оперативные и 
тактические задачи. В этом отношении показательно, что в Стратегии научно-
технологического развития Российской Федерации, утвержденной Указом Президента Рос-
сийской Федерации от 1 декабря 2016 г. №642, фундаментальная наука выделена отдельным 
приоритетом, а забота о ней отнесена к обязанностям государства. Решение поставленной в 
Стратегии научно-технического развития Российской Федерации задачи повышения качества 
жизни населения в большой степени зависит от архитектурно-градостроительной и строи-
тельной деятельности, которая должна выйти на новый уровень развития, для чего необходи-
ма системная поддержка отечественной науки, образования и проектного творчества. Оче-
видно, что реализация Стратегии практически невозможна без развития академической си-
стемы организации фундаментальных научных исследований. Участвуя в реализации научно-
технических и социально-экономических программ страны, Академия должна обеспечивать 
гармоничное развитие всех значимых направлений исследований, не допускать проявления 
«научного монополизма» со стороны отдельно взятых групп ученых и организаций.  

Несмотря на то, что к числу основных видов деятельности РААСН законодательно отне-
сены осуществление научно-методического обеспечения реализации государственных про-
грамм, научно-консультативное и экспертное обеспечение в области архитектуры, градострои-
тельства и строительных наук, научно-методическое сопровождение деятельности подведом-
ственных Минстрою России организаций, участие в разработке и экспертизе нормативных пра-
вовых актов и др., практическая реализация перечисленных положений нередко весьма затруд-
нительна. В этой связи актуальны задачи совершенствования действующей нормативно-
правовой базы, развития взаимодействия между Минстроем России и Академией по вопросам 
организации научных исследований, оснащения научных организаций, подведомственных Мин-
строю России, современным экспериментальным оборудованием и вычислительной техникой, 
развития центров коллективного пользования научным оборудованием, экспертного обеспече-
ния и соответствующей целевой работы президиума РААСН с привлечением академиков, чле-
нов-корреспондентов, почетных членов и советников РААСН.  

В Академии существует корпус экспертов РААСН, постоянно повышающих качество 
экспертиз, планируется внедрение системы аккредитации экспертов РААСН. Разработаны и 
внедрены ключевые принципы организации экспертизы различных объектов, ставятся задачи 
повысить прозрачность всех экспертных процедур посредством публикации списков экспер-
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тов по направлениям; публикации результатов независимой экспертизы отчетов, выполнен-
ных за счет средств государственного бюджета; совершенствования экспертных анкет.  

Одной из основных проблем в настоящее время является низкая востребованность 
науки российской промышленностью, экономикой, а в ряде случаев и системой государ-
ственного управления. В этой связи, например, для обеспечения признаваемого всеми как 
необходимого перехода строительной отрасли на инновационный путь развития требуется 
всемерное развитие конструктивного диалога между Минстроем России и РААСН.  

Академия должна обеспечить научное сопровождение Стратегии инновационного 
развития строительной отрасли Российской Федерации, участвовать в научном сопровожде-
нии Стратегии национальной безопасности Российской Федерации, Стратегии научно-
технологического развития Российской Федерации, Стратегии государственной культурной 
политики на период до 2030 года, а также в решении задач модернизации и развития отрас-
левой системы образования. 

Современное состояние и будущее российской науки напрямую зависят от уровня и 
качества образовательной системы страны, для которой в результате ряда перманентных ре-
форм, характерны кризисные явления. Одной из главных задач Академии в среднесрочной 
перспективе должно стать деятельное участие в профессионально-общественной аккредита-
ции образовательных программ, в общественной аккредитации образовательных организа-
ций, в подготовке научных кадров высшей квалификации. Необходимо всемерное развитие 
интеграции академической и вузовской науки, активное участие научных организаций, под-
ведомственных Минстрою России, в подготовке и переподготовке специалистов с высшим 
образованием, в экспертизе учебников и иной учебной литературы, в частности, в рамках 
грифования в системе РААСН. 

Международное сотрудничество является важной уставной обязанностью РААСН. 
Этот вид деятельности имеет особое значение в современных условиях обострившейся меж-
дународной обстановки. Международные контакты мастеров архитектуры, ученых в области 
архитектурной, градостроительной и строительной науки способствуют налаживанию меж-
государственного диалога. Очевидно, что в период глобализации российская наука не может 
нормально функционировать в отрыве от науки мировой. 

Академия наук должна вести содержательный, активный и уважительный диалог с 
обществом, способствуя его просвещению и разъясняя роль, место и значение науки в со-
временной жизни, бороться с проявлениями лженауки и невежества. Большие перспективы 
имеет информационное развитие интернет-сайта РААСН, в том числе в части его становле-
ния как отраслевого интернет-портала о науке и технологиях, ориентированного на широкий 
спектр посетителей. Необходимо добиваться существенного усиления распространения в 
средствах массовой информации и в интернете достоверной и объективной информации о 
деятельности РААСН, передовых научных знаниях, сведений о результатах научно-
исследовательской и инновационной деятельности, а также о достижениях и открытиях уче-
ных Академии. 

В современных условиях важнейшей задачей РААСН становится развитие конструк-
тивного диалога с органами государственной власти, при этом особое внимание должно быть 
уделено и следующим проблемам: 

1. Признание необходимости приоритетного развития фундаментальных исследова-
ний как основы инновационного развития архитектурно-строительного комплекса и градо-
строительной деятельности. 

2. Усиление роли РААСН в назначении руководителей научных организаций, в 
назначении руководителей филиалов научных организаций, в распределении средств на про-
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ведение фундаментальных, поисковых и прикладных научных исследований, в совершен-
ствовании и развитии системы технического регулирования в сфере архитектуры, градостро-
ительства и строительства в Российской Федерации. 

3. Определение ключевой роли РААСН в реструктуризации профильных научных и 
образовательных организаций. 

4. Усиление борьбы с лженаукой в сфере архитектуры, градостроительства и строи-
тельства. 

5. Усиление роли РААСН в субъектах Российской Федерации, повышение эффектив-
ности использования научного, образовательного и инновационного потенциала академиков, 
членов-корреспондентов, почетных членов и советников РААСН, образовательных органи-
заций высшего образования и научных организаций, в том числе на основе создания сети ре-
гиональных инновационных научно-образовательных центров на базе образовательных ор-
ганизаций высшего образования совместно с территориальными отделениями РААСН и их 
представительствами. 

Важнейшим фактором обеспечения эффективности этой деятельности является в том 
числе и личное взаимодействие академиков, членов-корреспондентов, почетных членов и 
советников РААСН с представителями органов государственной власти, со средствами мас-
совой информации, в ходе которых должны раскрываться реальные возможности Академии 
для решения стратегических задач развития государства и общества. 

Общее собрание РААСН считает необходимым совместными усилиями всего научно-
го сообщества обеспечить реализацию намеченных целей и задач, призванных усилить роль 
Академии в формировании и реализации государственной научно-технической политики Рос-
сийской Федерации в сфере архитектуры, градостроительства и строительства, укрепить пози-
ции РААСН как одного из ведущих научных, экспертных и интеллектуальных центров страны, 
институтов государственной социально-экономической, научно-технической и инновационной 
политики. 
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Утверждено постановлением 

Общего собрания членов РААСН 
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ПРЕДЛОЖЕНИЯ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ  
АРХИТЕКТУРЫ И СТРОИТЕЛЬНЫХ НАУК 

ПО ПРИОРИТЕТНЫМ НАПРАВЛЕНИЯМ РАЗВИТИЯ 
ИССЛЕДОВАНИЙ В СФЕРЕ АРХИТЕКТУРЫ, 

ГРАДОСТРОИТЕЛЬСТВА И СТРОИТЕЛЬНЫХ НАУК  
 

1. Приоритетные направления развития фундаментальных 
научных исследований отраслевого уровня 

 
1.1. Научные проблемы формирования средствами архитектуры и градостроитель-

ства среды жизнедеятельности, комфортной и благоприятной для развития человека, и со-
хранения природы. 

1.2. Развитие исследований процессов урбанизации в Российской Федерации и в мире. 

1.3. Создание условий для устойчивого развития общества средствами архитектур-
но-градостроительной и строительной деятельности. 

1.4. Научные основы пространственного развития территории Российской Федера-
ции, базирующиеся на концепции устойчивого развития территорий и поселений. 

1.5. Разработка научных основ территориально-градостроительной политики Рос-
сийской Федерации.  

1.6. Развитие основ теории города.  

1.7. Прогнозные исследования в области градостроительства. 

1.8. Ресурсо- и энергоминимизация в архитектурно-строительном комплексе и разра-
ботка эффективных строительных материалов, конструкций, технологий, инженерного оборудо-
вания. 

1.9. Обеспечение эксплуатационной безопасности зданий и сооружений при неорди-
нарных природных и техногенных воздействиях. 
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1.10. Разработка теоретических основ типологии зданий и сооружений нового поко-
ления, способствующих развитию человеческого потенциала. 

1.11. Развитие теоретических и экспериментальных основ строительной физики как 
фактора обеспечения комфортности проживания, творчества и здоровой жизнедеятельности 
человека. 

1.12. Фундаментальные основы архитектурной, градостроительной и строительной 
профессиональной культуры и образования.  

1.13. Разработка теории архитектурного формообразования и композиции на основе 
достижений гуманитарных, естественных и технических наук с учетом внедрения прогрессив-
ных строительных конструкций, новых материалов, технологий и инженерного оборудования.  

1.14. Развитие теории и методов реконструкции исторической застройки, сохране-
ния, реставрации, регенерации, воссоздания и использования архитектурно-
градостроительного наследия как базовой составляющей культурного достояния нации. 

1.15. Разработка теоретических основ проектирования зданий и сооружений нового 
поколения с учетом природно-климатических условий и региональных особенностей терри-
торий строительства, обеспечения безопасности, энергоэффективности, экологичности, и 
комфортности. 

1.16. Исследование исторических этапов и процессов развития архитектуры и градо-
строительства. 

1.17. Выявление и анализ новейших направлений архитектурно-теоретической мыс-
ли и творческих концепций архитекторов.  

1.18. Создание и развитие основ конструктивной безопасности и живучести строи-
тельной инфраструктуры, зданий и сооружений.  

1.19. Разработка теоретических основ реконструкции и развития инженерной инфра-
структуры городов и других поселений. 

1.20. Материаловедение в строительстве, получение новых материалов с использо-
ванием нанотехнологий. Новые высокопрочные, сверхвысокопрочные, легкие, сверхлегкие и 
долговечные бетоны, и другие строительные композиционные и некомпозиционные матери-
алы. Физико-механические и реологические модели новых материалов. 

1.21. Теория сооружений, прогноз влияния повреждений и диссипации энергии си-
лового воздействия. Разработка адекватных расчетных моделей. Разработка расчетных моде-
лей с полным учетом различных факторов физической, геометрической, конструктивной 
(структурной) и генетической нелинейностей. Развитие численных и численно-
аналитических методов расчетов строительных конструкций, зданий, сооружений и ком-
плексов. 

1.22. Научные основы использования света в архитектуре (естественное освещение, 
инсоляция и солнцезащита, искусственный свет). 
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2. Приоритетные направления развития прикладных наук  
и поисковых исследований  

 
2.1. Обеспечение энерго- и ресурсоэффективности пространственного развития тер-

риторий, городов и сельских поселений в условиях глобализации.  

2.2. Информационные технологии, математическое и компьютерное моделирование 
в архитектуре, градостроительстве и строительных науках.  

2.3. Формирование и развитие комфортной биосферно-совместимой архитектурно-
градостроительной среды жизнедеятельности. 

2.4. Разработка научных основ и методологии системы оценок качества среды оби-
тания человека. 

2.5. Возобновление полноценной среды жизнедеятельности в экологически неблаго-
приятных поселениях. 

2.6. Состояние водной отрасли Российской Федерации и разработка научно-
практических рекомендаций по гарантированному обеспечению населения Российской Фе-
дерации питьевой водой требуемого качества в необходимом количестве, рациональному во-
допользованию. 

2.7. Разработка типологии жилища с учетом всего спектра потребностей населения 
страны. 

2.8. Экологические технологии в архитектуре, градостроительстве и строительстве в 
условиях Севера.  

2.9. Разработка новых принципов и методов защиты территорий для предотвращения 
подтоплений территорий в условиях изменения климата.  

2.10. Быстрое возведение и трансформация жилья.  

2.11. Применение металлов, древесных материалов и стекла в строительстве.  

2.12. Применение полимеров и композитов в строительстве.  

2.13. Экологические переработка, рециклинг и утилизация техногенных и комму-
нальных образований и отходов.  

2.14. Научное обоснование технических возможностей строительства зданий и со-
оружений с нулевым потреблением энергии. 

2.15. Разработка научных основ экологической и энергетической эффективности в 
рамках концепции «зеленой» архитектуры. 

2.16. Разработка и обоснование научной концепции системы нормативных докумен-
тов в области энергоэффективности и экологичности зданий и сооружений. 

2.17. Развитие научных основ и принципов экологической безопасности микрокли-
мата жилых и общественных зданий. 

2.18. Развитие научных основ и системы нормирования безопасности зданий и со-
оружений при техногенных и других экстремальных воздействиях. 
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2.19. Разработка методологии комплексного обследования технического, технологи-
ческого, экологического, экономического состояния производственных объектов для выра-
ботки научно обоснованных рекомендаций по их реконструкции, модернизации или сносу. 
Энергетический и экологический аудит.  

2.20. Разработка научных рекомендаций по реконструкции существующих, созда-
нию и внедрению новых инженерных систем, обеспечивающих значительное сокращение 
энерго- и ресурсопотерь в застройке городов и других поселений, отдельных зданий и со-
оружений в эксплуатационный период.  

2.21. Выполнение комплекса проектно-экспериментальных работ по созданию де-
монстрационных зон высокой энергетической эффективности в городах и других поселениях 
России на базе реконструируемой застройки.  

2.22. Защита от шума, акустическое благоустройство. 

2.23. Сохранение и восстановление нарушенных земель, ландшафтов, биоразнообра-
зия и исторически сложившейся среды поселений.  

2.24. Разработка научно обоснованных предложений по модернизации предприятий 
домостроения и производства строительных конструкций, изделий и материалов на перспек-
тиву и программы реконструкции и переориентации производственной базы.  

2.25. Разработка научно обоснованных предложений по инженерным системам жиз-
необеспечения жилых, гражданских и производственных объектов.  

2.26. Разработка научно обоснованных предложений по строительным машинам и 
механизмам, оснастке, инструменту и транспортным средствам.  

2.27. Выполнение комплексного анализа состояния жилищного строительства и раз-
работка научных рекомендаций и образцов проектных решений по реконструкции жилых 
домов и районов жилой застройки, обеспечивающих улучшение качества жизни в различных 
регионах Российской Федерации.  

2.28. Разработка инженерных решений и методов, обеспечивающих защиту зданий, 
сооружений и территорий застройки в условиях сейсмического воздействия, изменения кли-
мата, обводнения и тайфуноопасности с учетом утилизации и захоронения производствен-
ных, техногенных и твердых бытовых отходов.  

2.29. Создание автоматизированной системы неразрушающего контроля строитель-
ных конструкций на стадиях их изготовления и при эксплуатации строительных объектов. 
Построение калибруемых прогнозных математических и компьютерных моделей в составе 
систем мониторинга на этапах возведения и эксплуатации строительных объектов. 

2.30. Выполнение анализа существующих в отечественной и мировой практике эф-
фективных локальных систем жизнеобеспечения жилых и производственных объектов и раз-
работка научных рекомендаций по использованию имеющихся и разработке новых эффек-
тивных видов автономных установок паро-, водо-, электроснабжения, очистки воздуха, сто-
ков и других, в том числе, на базе возобновляемых источников энергии.  

2.31. Обеспечение эксплуатационной надежности строительных конструкций при 
максимальном снижении материалоемкости и совершенствовании технологии изготовления, 
монтажа и эксплуатации. 



Предложения Российской академии архитектуры и строительных наук по приоритетным направлениям развития 
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2.32. Выполнение комплекса исследований и проектно-конструкторских работ по 
проблеме переработки и вторичного использования строительных конструкций, изделий и 
материалов, получаемых в результате разборки и реконструкции зданий, а также техноген-
ных минеральных отходов промышленных производств.  

2.33. Выполнение экспериментальных научно-проектных разработок по решению ак-
туальных архитектурно-градостроительных проблем на основе поискового проектирования.  

2.34. Развитие экспериментальных методов и современной экспериментальной базы 
по обеспечению заданного качества строительных материалов и силового сопротивления 
конструкций и элементов зданий и сооружений.  

2.35. Развитие экспериментальных методов и современной экспериментальной базы 
по определению теплофизических, акустических и светотехнических показателей строитель-
ных материалов, изделий, конструкций, помещений, зданий и сооружений. 

2.36. Разработка методологических основ создания нового поколения нормативных и 
рекомендательных документов в сфере архитектуры, градостроительства и строительства.  

2.37. Выполнение экспериментальных исследований и научно-проектных разработок 
новых типов пространственных конструкций из различных материалов для покрытий боль-
шепролетных зданий и сооружений.  

2.38. Разработка технологий градостроительного прогнозирования-проектирования-
программирования, как часть модернизации градостроительной деятельности. 

2.39. Разработка научных основ программы реабилитации и развития монопрофиль-
ных городов Российской Федерации.  

2.40. Научно-методическое обеспечение градостроительного развития Московской 
агломерации. 

2.41. Развитие и верификация методов численного и экспериментального моделиро-
вания ветровых потоков, снеговых отложений, различных типов нагрузок на строительные 
объекты и распространений вредных выбросов для решения актуальных задач в области 
строительства, в том числе на основе развития алгоритмов вычислительной аэродинамики. 
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УШЕЛ ИЗ ЖИЗНИ ДМИТРИЙ ГЕОРГИЕВИЧ КОПАНИЦА 

 
24 апреля 2017 года на 65 году ушел из жизни член-корреспондент РААСН, заведующий ка-
федрой металлических и деревянных конструкций Томского государственного архитектур-
но-строительного университета, профессор, доктор технических наук Дмитрий Георгиевич 
Копаница. 
 

Вся жизнь Д.Г. Копаницы была неразрывно была связана с развитием строительной науки и 
отраслевого образования. В 1979 году он окончил Томский инженерно-строительный инсти-
тут, в 1985 году защитил кандидатскую диссертацию в Московском инженерно-
строительном институте, с 1985 года начал трудовую деятельность в Томском инженерно-
строительном институте (позднее Томском государственном архитектурно-строительном 
университете (ТГАСУ)) в должностях старшего научного сотрудника, старшего преподава-
теля, доцента, заведующего кафедрой металлических и деревянных конструкций. 
 

В 2003 году Д.Г. Копаница защитил докторскую диссертацию. На основе полученных экспе-
риментальных и теоретических результатов исследований им был разработан метод и алго-
ритм расчета железобетонных пространственных конструкций на действие воздушной удар-
ной волны, с учетом факторов физической нелинейности, включая появление и развитие тре-
щин. Под руководством Д.Г. Копаницы на кафедре металлических и деревянных конструкций 
ТГАСУ была сформирована научная школа по исследованию поведения конструкций под 
действием высокоскоростных нагрузок, были защищены 5 кандидатских диссертаций.  
 

Результаты исследований Д.Г. Копаницы были опубликованы в 5 монографиях, 170 статьях и 
материалах конференций, в 6 учебных пособиях. Им были разработаны методы компьютер-
ного моделирования и экспериментальных исследований по ударной прочности бетонных и 
железобетонных колонн, плит, разнесенных конструкций на действие однократных и повто-
ряющихся ударных нагрузок; решены задачи по ударной прочности плит из высокопрочных 
порошковых бетонов, армированных фиброй различного типа. Под руководством Д.Г. Копа-
ницы был проведен комплекс динамических исследований универсальной полносборной кар-
касной конструктивной системы, разработанной специалистами ТГАСУ и ОАО «ТДСК». 



Ушел из жизни Дмитрий Георгиевич Копаница 
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Д.Г. Копаница являлся экспертом совета ВАК РФ по строительству и архитектуре и членом 
двух диссертационных советов по защитам докторских диссертаций, состоял в редколлегиях 
научных журналов «Вестник ТГАСУ» и «Сейсмостойкость и сейсмостойкое строительство», 
являлся председателем научно-экспертного совета Российского экологического фонда 
(ТЕХЭКО, Москва). Под его научным руководством был разработан комплекс методов и ре-
комендации по анализу жизненного цикла зданий и сооружений повышенной ответственно-
сти на основе процессного подхода и методов расчета строительных конструкций, которые 
использованы для выполнения ряда комплексных исследований причин крупных аварий на 
24 энергетических и промышленных объектах России. 
 

Д.Г. Копаница был награжден нагрудным знаком «Почетный работник высшего профессио-
нального образования Российской Федерации», отмечен благодарностями и Почетными гра-
мотами Министерства образования и науки Российской Федерации, Администрации Том-
ской области, неоднократно награждался благодарностями и Почетными грамотами универ-
ситета. 
 

21 апреля 2017 года на Общем собрании членов РААСН Дмитрий Георгиевич Копаница был 
избран членом-корреспондентом РААСН по Отделению строительных наук РААСН. 
 

Уход из жизни Дмитрия Георгиевича Копаницы – невосполнимая  потеря для строительной 
науки, а также и для каждого, кто знал его лично. Благодарная память о нем навсегда сохра-
нится в сердцах его друзей, учеников и коллег. 
 
 

Редакционный Совет международного научного журнала   
“International Journal for Computational Civil and Structural Engineering” 
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К ЮБИЛЕЮ АЛЕКСАНДРА МИХАЙЛОВИЧА БЕЛОСТОЦКОГО 
 
3 июня 2017 года исполнилось 65 лет заместителю главного редактора Международного 
научного журнала “International Journal for Computational Civil and Structural Engineering”, 
члену-корреспонденту РААСН, профессору, доктору технических наук, Почетному работни-
ку высшего профессионального образования Российской Федерации, генеральному директору 
ЗАО «Научно-исследовательский центр СтаДиО» Александру Михайловичу Белостоцкому! 
 

А.М. Белостоцкий является признанным специалистом в нашей стране и за рубежом в обла-
сти математического моделирования, разработки, исследования и использования численных 
методов и программно-алгоритмических комплексов расчета нагрузок и воздействий, состо-
яний, прочности и устойчивости уникальных конструкций, зданий и сооружений для стадий 
проектирования, строительства, эксплуатации (мониторинга) и экспертизы. Разработал, ве-
рифицировал и внедрил в практику исследований оригинальные модели, численные методы 
и реализующие программные комплексы температурного, статического и динамического 
расчета пространственных строительных систем большой размерности с учетом эффектов 
физической, геометрической, структурной и генетической нелинейности. Под его руковод-
ством выполнены и прошли государственную экспертизу расчетные исследования нагрузок и 
воздействий, напряженно-деформированного состояния, динамики, прочности и устойчиво-
сти ряда высотных зданий Москвы, Санкт-Петербурга, Нижнего Новгорода, Владивостока и 
Краснодара, Центрального стадиона, Большой ледовой арены, санно-бобслейной трассы и 
трамплинного комплекса Олимпиады Сочи-2014, стадиона «Лужники», стадионов для про-
ведения Чемпионата мира по футболу-2018 – «Спартак» (Москва), «Зенит» (С-Петербург), в 
Самаре, Нижнем Новгороде, Волгограде, Ростове-на-Дону и Екатеринбурге, основных со-
оружений ряда атомных (с реакторами РБМК, ВВЭР, нового поколения) и гидроэлектро-
станций (арочные, гравитационные, грунтовые плотины), многих других уникальных и от-
ветственных объектов. 
 

А.М. Белостоцкий является профессором кафедры прикладной математики Национального 
исследовательского Московского государственного строительного университета (НИУ 
МГСУ), профессором кафедры «Строительные конструкции и вычислительная механика» 



К Юбилею Александра Михайловича Белостоцкого 
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Пермского национального исследовательского политехнического университета, руководите-
лем Научно-образовательного центра компьютерного моделирования уникальных зданий, 
сооружений и комплексов, соруководителем крупной Научной школы Московского инже-
нерно-строительного института (МИСИ) им. В.В. Куйбышева – Московского государствен-
ного строительного университета «Численное и экспериментальное моделирование и методы 
прикладной математики в задачах строительства», членом диссертационного совета Нацио-
нального исследовательского университета «МЭИ», Ученого совета РААСН и Научных со-
ветов РААСН «Программные средства в строительстве и архитектуре» и «Строительство 
объектов энергетики», секций Экспертного Совета по аттестации программных средств, ис-
пользуемых в атомной энергетике (при Ростехнадзоре), членом редакционного совета жур-
нала РААСН «ACADEMIA. Архитектура и строительство». 
 

Желаем Александру Михайловичу дальнейших творческих успехов, активной жизненной 
позиции, доброго здоровья, счастья и удачи! 
 

 
Редакционный Совет международного научного журнала   

“International Journal for Computational Civil and Structural Engineering” 
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