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AIMS AND SCOPE 

 

The aim of the Journal is to advance the research and practice in structural engineering 

through the application of computational methods. The Journal will publish original papers and 

educational articles of general value to the field that will bridge the gap between high-performance 

construction materials, large-scale engineering systems and advanced methods of analysis. 

The scope of the Journal includes papers on computer methods in the areas of structural 

engineering, civil engineering materials and problems concerned with multiple physical processes 

interacting at multiple spatial and temporal scales. The Journal is intended to be of interest and use 

to researches and practitioners in academic, governmental and industrial communities. 

 

 

А И  В ИЯ  А  

INTERNATIONAL JOURNAL FOR COMPUTATIONAL CIVIL AND 

STRUCTURAL ENGINEERING 

 
а  International Journal for Computational Civil and Structural Engineering яв я-

е я е а о ы  е ио иче и  и а ие , ч е и е я и и и а е я и о о о о вы -

а  Мо ов и  о а ве ы  ои е ь ы  иве и е  (И а е ь во АСВ) и И а-
е ь во Begell House Inc. (США, . ь - о ). 

В е а ио ы  ове  а а вхо я  и ве ые о и ие и а е ые ея е и 

а и и ех и и. ов о  и е и  о о а а е  я и а ии в а е − их вы о и  

а ч ы  ове ь, оо ве вие о о о  о е е яе я в хо е вы о о ва и и и ова о о 
е е и ова ия и о е ив о  е и ы, о а щих в е а и  а е иа ов. 

а  вхо и  в Пе ече ь ве щих е е и е ых а ч ых а ов и и а и , в 
о о ых о ы ы ь о и ова ы о ов ые а ч ые е ь а ы и е а и .  

а  а е и и ова  в Фе е а ь о  а е ве о е ва  а ово  и о а-
ии и ох а ы ь о о а е ия Ро и о  Фе е а ии. И е  в о ще о и о  а а-
о е Р СПЕЧАТЬ − 18076. 
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GUIDELINES FOR PREPARATION OF MANUSCRIPT 
AND RELATED INFORMATION 

 
Vladimir N. Sidorov1, Pavel A. Akimov2 
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in boxes as shown on this sample. The abstract must be typed in 16 cm width box. The text of paper in the first 
page must be written in two columns 8.25 cm in width. All next pages must also have two columns 8.25 cm in 
width. Each page should have margins: 32 mm top, 32 mm bottom and 20 mm right and left. The paper should 
be typed using 12 point size Times New Roman type-face, or very similar, using single spacing between text 
lines applying word processor and printed on laser printer. It can be here pointed such editors as Word for Win-
dows (preferable), Word Perfect, Tex or LaTeX. The appearance of manuscript of paper should be similar as far 
as possible to this sample. The paper should be submitted by traditional post: the original with 2 copies for re-
view and the electronic version on diskette or on CD. 

 
Key words: International Journal for Computational Civil and Structural Engineering, preparation of 

manuscripts, electronic image preparation, submission of peer reviews and accepted articles. 
 
1. PREPARATION OF MANUSCRIPTS 
 
This document is typed by Microsoft Word 
2003 and Times New Roman 12 point size type-
face. 
 
The material of the paper should be arranged 
as follows: Title (16 points), Author(s) (14 
point), Affiliation(s), Abstract, key words, In-
troduction, Main body of paper, Acknowledge-
ments (if any), References (if any, 10 points), 
Appendices (if any), full authors addresses as 
endnote (10 points, spacing within endnote=1, 
style for numbering=numbers, line separating 
text and endnotes=line – margin to margin in 
right column). 
 
The title, author’s name(s) and affiliation(s) 
should be given in a style similar to that shown 
above in this sample and centered. The head-
ings should be bold and aligned to left. First-
order headings and parts of the text should be 
separated by one free line from the text. Second-
order headings should have capital first letters. 
 
The both columns of each page, including clos-
ing page, should be of equal length. At the bot-
tom of the last right column of last page is end-
note with author’s address(es). 

The figures can be embedded in word processor 
or must be drawn in black ink. Drawings can be 
produced directly on manuscript sheet or may 
be produced on separate piece of white paper 
and then stuck at the appropriate position. Pho-
tographs must be glossy black and white prints 
and stuck at the appropriate position. This also 
applies to other items such as tables. The best – 
drawings, photographs and tables should be 
typed by word processor. All symbols includ-
ing equations should be typed. 
 

ijijij 2 .                    (1) 

 
However, sometimes embedding figure files in 
Microsoft Word is not acceptable for final 
output, because of the loss of resolution. In this 
connection author may save in addiction all or 
selected files with figures separately on diskette 
or CD. Acceptable formats for figures are 
JPEG, TIFF or EPS files saved from original 
application at 300-600 dpi. 
 
The Figures, line drawings, photographs, tables 
may be positioned either within the one column, 
or large centered exactly across the full width of 
the page. The equations should be numbered at 
the right side of the column. The references 
should be given at the end of the paper. 
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The Figures, Tables and Equations should be 
separated from the text by minimum one single 
free line. 
 

 
Figure 1 

 
The manuscript is expected to be written in 
correct and easily readable English. An au-
thor who is not proficient in English is advised 
to take help of linguist before typing. It should 
be thoroughly checked for spelling mistakes. 
 
2. SUBMISSION FOR PEER REVIEW 
 
Authors in all countries, at their opinion, 
should send three (3) copies of their manuscript 
to Editors-in-Chief professor Vladimir N. Si-
dorov (see chapter 4 Correspondence) or techni-
cal editor professor Pavel A. Akimov. Elec-
tronic submissions are encouraged. Email a 
PDF or DOC (Microsoft Word) file with 
manuscript to the Editor-in-Chief or technical 
editor. The Editor-in-Chief will seek reviews of 
the paper from experts and will assure rapid 
turnaround within six months of submission. 
Each manuscript will receive at least 2 re-
views. In deciding on acceptance of the pa-
per, experts will examine originality, quality of 
contents, neatness of presentation and readabil-
ity of the submitted text. The Editor-in-Chief 
will correspond with the author in the light of 
these reviews. Submission implies that the au-
thor will be willing to make any necessary revi-
sions. Retain all original figures until conclusion 
of the review process.  
 
3. SUBMISSION OF ACCEPTED ARTICLE 
 
After manuscript has been accepted and all re-
quired revisions have been incorporated, mail 
manuscripts (black & white) and two copies 
to Editor-in-Chief  by traditional post. The en-

velope for A4 sheets with stiffener may be used. 
The electronic version of the manuscript on 
diskette or CD must be mailed to Editor-in-
Chief as well. Label CD or diskette with au-
thor’s last name(s), title of the article, abbrevi-
ated journal name and date. Please provide a list 
of the software programs used for the art and 
text and the file names on the disk. 
 
4. CORRESPONDENCE 
 

Enquires regarding International Journal for 
Computational Civil and Structural Engineering 
and manuscripts should be addressed to the 
  Editor-in-Chief 

Professor Vladimir N. Sidorov  
Department of Applied Mathematics and In-
formation Technology 
Moscow State University of Civil Engineer-
ing, 26, Yaroslavskoe Shosse, 129337 Mos-
cow, Russia 
e-mail: sidorov.vladimir@gmail.com 
  Technical Editor 
Professor Pavel A. Akimov 
Department of Applied Mathematics and In-
formation Technology 
Moscow State University of Civil Engineer-
ing, 26, Yaroslavskoe Shosse, 129337 Mos-
cow, Russia 
e-mail: pavel.akimov@gmail.com 
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РА И А Ф Р Е ИЯ А Е  Д Я Р А А 

INTERNATIONAL JOURNAL FOR COMPUTATIONAL CIVIL 

AND STRUCTURAL ENGINEERING 
 

В.Н. Сидоров1
, П.А. Акимов2

 
1Г ав ы  е а о  а а International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 

2Тех иче и  е а о  а а of International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 

 

А АЦИЯ: Ка ая а ья е ав яе я в е о о  и еча о  ви е ( а а е ая, а е  А4 

(210х297 ), еча ь о о о о яя – . а оящи  о а е ). ы  и а ии а е  – а и и  

( е оч и е ь о) и и и , и о  в чае и а ии а ьи а о  я ы е а о а ия а-
ьи, чевые ова, ве е ия о  ав о ах и а ва ие а ьи о ы ы ь е ав е ы ав о а и а 
а и о  я ы е. Те  о е  ы ь о о ов е  в о а е Microsoft Word ( о а  а а – DOC), 

е а е ь о а е е о ав е ие о ии а ьи в о а е PDF. А о а ия еча ае я в о е и и о  

16 . Те  а е во  а и е а ьи еча ае я в ве о о и, и и о  8.25  а ая. По я: ве х-
ее – 32 ., и ее – 32 ., авое – 20 ., евое – 20 . ов о  и  я а о а а ьи – 

Times New Roman, 12 ., е оч ы  и е ва  – о и а ы . Б а ы  е я  а ьи о е  

ы ь а еча а  а а е о  и е е. В е и  ви  а ьи о о е о о е ия о е  оо ве во-
ва ь а ояще  о а . Печа ые е я ы а ьи (о и и а  и ве о ии) и ее е о ая о а 
( а и е е и и о а - и е) о ы е е ы а ь я о оч е. Д я е е ы и е о о  о ы о-
о и е ь о ео хо и о и о ь ова ь е о  оч . 

 

Ключевые слова: International Journal for Computational Civil and Structural Engineering, о о ов а  
а ьи, о о ов а е о ых ве и , е е и ова ие 
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1. Д КА А Е  

 

а оящи  о а е  о о ов е  в е ово  

о е о е Microsoft Word 2003, и о ь -

е я и  Times New Roman, 12 . 

 

а е иал с а ьи ол е  ас ола а ьс  

сле ю и  о а о : За о ово  (Times New 

Roman, 16 .), ав о ы (Times New Roman, 

14 .), ве е ия о  ав о ах, а о а ия, 
чевые ова (Times New Roman, 10 .). 

П и и а ии а ьи а о  я ы е 
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а ее а о а а я За о ово  (Times New 

Roman, 16 .), ав о ы (Times New Roman, 

14 .), ве е ия о  ав о ах, а о а ия, 
чевые ова (Times New Roman, 10 .) 

а а и о  я ы е). Вве е ие, о ов о  

е  а ьи, и о е ия и а еча ия еча-
а я  и о ь ова ие и а Times New 

Roman, 12 .; и о и е а ы, а ве -

ые ве е ия о  ав о ах – Times New Roman, 

10 . Ме оч ы  и е ва  – о и а ы . 

Вы ав ива ие в е е – о и и е, вы ав-
ива ие о  – о аво  а , о -

ы е а е ь о е ова ь. 
 

а олово  с а ьи, све е и  о  ав о ах 
е ав я я в о е, иве е о  в а-
ояще  о а е, вы ав ива ие о е . 

о а олов и в с а ье вы е я я о -

и ы  и о   вы ав ива ие  о е-
во  а . По а о ов и е во о ов я 
о ы ы ь о е е ы о  о ов о о е а 
о о  о  о о , о а о ов и в о о о 
ов я вы е я я иво . 

 

е о о и а а о  а и е, в чая о-
е , о ы и е ь о и а ов  и . В 

о е а ьи о ы ы ь иве е ы а ве -

ые ве е ия о  ав о ах, о е ащие в о  

чи е их о а ые а ые ( а в х я ы ах 
и и а ии а ьи а о  я ы е). 

 

Рис и (че о- е ые) о ы ы ь в ав-
е ы в е  а ьи и и и о е ы в а -

о  ви е а о е ь ых и ах,  а а ие  в 
а их е ах а ьи их е е  а о о и ь. 
То е а ое а ае я и фо о афи , о а  

о о а и  – че о- е ы . че ь е а е ь-
о и а а ь е о ые ве ии и ов и 

о о а и ! А а о ич ые е ова ия а а-
я а ли . аи ч и  ва иа  а о , о-
а и и, о о а ии и а и ы в ав е-
ы в а , о о ов е ы  в е ово  о-
е о е Microsoft Word. се си волы, в о  

числе ис оль е ые в ав е и х ол ы 

ы ь еча ы и.  

 

ijijij  2 .                    (1) 

а о, ис и и фо о афии, вс авле -

ые в фа л е с ово о о ессо а Micro-

soft Word е все а и ею  ие ле ое 
л  еча и ачес во и - а их и о о а -

е е ия. В о  вя и ав о  а оя е ь о 
е о е е я о о и е ь о и о и ь 

( а и е е и и о а - и е)  а ье а -

ы, о е ащие и и. До с и ые 
фо а ы л  ис ов – JPEG, TIFF и и 

EPS, а е е ие – 300-600 dpi. 

 

Ри и, о о а ии и а и ы, в чае их 
о ь их а е ов, а е о  а о а а ь-
я в о  о о   вы ав ива ие  о и-

и е. Фо ы в а ье е я  вы-

ав ива ие  о аво  а . исо  ли-

е а ы о е  ы ь иве е  в о е 
а ьи. Ри и, о о а ии и а и ы 

о ы ы ь о е е ы о  о ов о о е а 
а  и и  о о  о  о о .  

 

 
Ри о  1 

 

е ола ае с , ч о с а ь  а иса а а 
а о о  и хо о о чи ае о  а ли -

с о  или сс о  ы е. П и ео хо и о-
и, е е  о ав о  а ьи ав о а  е е  

о о ь и ова ь я  е ево чи ов. С а-
ья е е  о о о ове я ь я е а и-

е  а е е  а ичия и ви иче их 
о и о . В о е в е я е а ия о ав яе  а 
о о  аво о о и ь а ь , и а ичии 

в о е е  о ь о о о иче ва о и о  

и ви иче о о ха а е а. 
 

2. РА КА А И А  

РЕЦЕ ИР А ИЕ 
 

Ав о ы (и  России и их с а ) ол -

ы высла ь в а ес е а ии и е -

я а а ьи а и я ав о о е а о а -

а а, о е о а Си о ова В а и и а и-
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о аевича ( . а а а  Ко а ые ве е-
ия) и и ех иче о  е а о  а а, 
о е о  А и ов  Пав  А е еевич .  

Э е о ые ве ии а е  ео хо и о вы-

а ь а е о е о о  оч е ав о  

е а о  и и ех иче о  е а о  -

а а. Э е о ые и еча ые о ы е 
во в аща я. Ка ая ихо ящая в е а -

и  а а а ья а ав яе я я а -

о е ия е а  оо ве в ще о 
о и я. Ка  авило, о а о  с а ье 
а ачаю с  ва с е а. В е я ове е-
ия е и ы а ьи е о е  евы а ь 

6 е я ев. Свои а че ия и о е и о 
а ье е ы оо ща  ав о  е а -

о  а а, и о  а а  а ь  

о о и и е е ее в х а че и . 

За еча ия и е о е ия е ов ово-
я я о ве е ия ав о а а ьи, о е че о 
о  в о и  ео хо и ые и е е ия. 
 

3. РА КА К РРЕК ИР А  

А И 
 

По е о о е ия е а и а ьи и в е е-
ия ав о а и в ех ео хо и ых и е е и , 

о о ча е ь ы  ва иа  а ьи ( а ы  в 
ех е я ах и е о о  а и е е 

и и о а - и е) вы ы ае я в а е  е-
а ии, а и е  в е о  о ве е о -

а а А4 о оч е. а е ео хо и о о-
сла ь ле о ю ве сию с а ьи о 
ле о о  оч е лав о  е а о . 

а и е е и и о а - и е ео хо и о 
а и а ь и е а ав о ов, а ва ие а ьи, 

а ва ие а а и а . Та е е а е ь о 
а а ь и о  о а , о о ые и о ь о-

ва и ь и о о ов е а ьи и и о  а -

ов, ахо ящих я а и е е и и о а -

и е. П а а  а и а ов а и а и  

о и е  е в и ае я. 
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DEFORMATION OF REINFORCED CONCRETE SPHERICAL 

DOME WITH CUTOUTS ON THE DAMPED FOUNDATION BEDS 

 
Vladimir G. Dmitriev, Anatoly A. Sudyin 

Moscow State Opened University, Moscow, RUSSIA 

 
ABSTRACT: This research develops adequate mathematical models and efficient numerical methods for investigation 

of specific features of nonlinear deformation of reinforced concrete shells with cutouts under various static and dynamic 

loading, including seismic forces. Influence of the parameters of viscoelastic damping elements on the crack growth 

resistance of reinforced concrete spherical dome with cutouts of various shapes is studied with the use computational 

experiment. 

 

Keywords: mathematical modeling, shells, numerical methods, reinforced concrete structures, finite differences, con-

servative finite-difference schemes 

 

Influence of the integral values of damping ele-

ments’ parameters on the stress-strain state of 

the bearing elements of reinforced concrete 

structures of shell type with various cutouts 

under seismic forces is investigated by the 

mathematical modeling methods in this re-

search. Shell elements of revolution type with 

variable thickness h=h(1,2) are considered; 

where 1,2 are Gaussian parameters of basic 

surface. Edges of the cutouts are assumed to be 

coinciding with the grid lines of coordinate sys-

tem.  

Due to the predominantly bending type of 

strain-stress state in the proximity of the cutout, 

characterized with the significant surface de-

formations even at low load levels, computing 

of  manifold shell structures has to be performed 

taking into consideration geometrically nonlin-

ear effects, which, unlike linear approach, pro-

vides good correlation with the experimental 

data [1-3]. This research uses formulas of Re-

issner-Mindlin-Timoshenko hypothesis, allow-

ing more precise description of deformation 

specifics of reinforced concrete shells of me-

dium thickness (R/h30100) and low trans-

verse shear rigidity; R is a characteristic value 

of curvature radius. 

It is assumed that concrete and reinforcing car-

cass are operated in the elastic stage. Shell 

structure is subject to the system of various 

static and dynamic loads (own weight, equip-

ment weight, snow load, seismic forces etc.) 

[4,5]. 

Geometrically nonlinear equations for tangential 

E11, E22, E12 and transverse E13, E23 deforma-

tions of shell’s coordinate surface are formula-

rized as follows: 
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and where Ai,ki are Lame’s parameters and ei-

gen curvatures of coordinate surface z=0 in the 

coordinate directions i, (-h/2z+h/2); u1=u, 

u2=v, u3=w, u4=1, u5=2 are generalized dis-

placements uk (k =1,2,...,5); 1,2 are pivot an-
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gles according the “rigid” normal hypothesis 

and 1,2 are full pivot angles of normal. 

The bending deformation components are de-

scribed by the following equations: 
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Both one-sided and two-sided reinforcement 

schemes are considered in this research. 

Reinforcing carcass is modeled as an 

orthotropic layer with equivalent rigidity and 

subject to tension-compression and transverse 

shear in reinforcement direction at null Pois-

son’s ratios and null tangential shear modulus in 

the layer’s plane. The equivalent layers’ thick-

nesses h1, h2 are determined by reinforcement 

factors as follows: 

 

 ;hh 11   ,hh 22    (4) 

 

where 1,2 are reinforcement factors in layers 

z<0 and z>0 respectively. Force factors, reduced 

to the coordinate surface - tangential force T11, 

shear force S, transverse force Q13, bending 

moment M11 and twisting moment H – are ex-

pressed in terms of deformation components as 

follows: 

 

;KBEBE)CB(T 1112211111 abbab 
;EBS 1233  ;)ECA(Q 13113 ba   

;EBKDK)DD(M 1112211111 abbab 
,KDH 1233         (5) 

 

where the rigidities are expressed in terms of 

concrete and reinforcing carcass physical prop-

erties as follows: 
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where Ea,Ga are Young’s and shear moduli of 

reinforcement, Eb,Gb,b are Young’s module, 

shear module and Poisson’s ratio of concrete, z1, 

z2 are  coordinates of h1, h2 layers’ midsurfaces, 

k
2
=5/6. In the formulae (6) n=2 is applied in 

two-sided reinforcement scheme, n=1 is applied 

in one-sided reinforcement scheme. Forces in 

the cross-section 2=const may be determined 

similarly to (6) [3]. 

Lagrange variation principle is applied to 

formulate equations of static equilibrium: 

 

           Э = П  А = 0,  (7) 

 

and Hamilton variation principle is applied to 

formulate equations of motion: 

 

     1

o

t

t
,0dt)AПK(I  (8) 

 

where П and К are potential energy of deforma-

tion and kinetic energy of shell, А is the external 

forces’ work [1,2]. After corresponding rear-

rangements, based on (7), an operator form of 

equations of static equilibrium can be written as 

follows: 

 

 ,0qU)](L[ kk, 21
         (9) 

 

where k, U)](L[
21   are corresponding differen-

tial operators for generalized displacement vec-

tor U=U(u1,u2,u3,u4,u5), qk=qk(1,2) are load-

ing vector’s components, including qgk as 

weight loads. In a similar way to the above, 
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based on (8), equations of motion can be written 

as follows: 

 

 ,umqU)](L[ kkkk, 21
           (10) 

 

where qk=qk(1,2,t). Inertial parameters for re-

inforced concrete structures are determined as 
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where a is carcass density, b is concrete den-

sity, n,m=1 are used for the one-sided rein-

forcement scheme, n,m=2 are used for the two-

sided reinforcement scheme in coordinate direc-

tion  1 (n ratio) or 2 (m ratio) [3]. 

Various boundary conditions on external and 

internal contours (cutout contours), mathemati-

cal formulations of which display specific types 

of supports, are considered in this research. Ini-

tial conditions are formulated for generalized 

displacements uk and their velocities ku . 

For the analysis of shells on damped foundation 

beds (Figure 1) the system of “structure – foun-

dation bed plate” is considered as a jointly act-

ing composite structure. Mathematical model of 

the shell on the foundation bed plate is formu-

lated in an accordingly similar way [3,6]. 

The foundation bedplate’s movement is as-

sumed being a rigid body displacement xf only 

along vertical axis, coinciding with the shell’s 

rotation axis (Figure 1). 

Characteristics of fairly wide range of modern 

damping elements can be described by the vis-

coelastic model [4,7], so that the rigid 

bedplate’s equation of motion can be written as 

follows 

 

,0)FFP(FFxm *

sfcff         (12) 

where mf is the bedplate mass, Pf=mf g is the 

bedplate’s weight, F
*
 is the load on the bedplate 

(installed equipment, etc.), Fs is the shell’s reac-

tion, Fc and F are elastic and viscous reactions 

of the damping element. Generally, F
*
=F

*
(t), in 

the quasi-static F
*
=const. Accordingly to the 

rule of signs (Figure 1b) 

  
fГ

2fss ;drTF   );xx(cF swfzc   ;xF fv
  

;cosQsinTT f11f11s 
,STQQ 21111311     (13) 

 

where cz, v are integral values of elastic and 

viscous components of damping element, 

xsw=xsw(t) is the known law of foundation dis-

placement due to dynamic loads, particularly 

seismic wave [4,5,7]. On the boundary Гf kin-

ematical boundary conditions are formulated for 

rigidly bound shell and foundation bedplate 

(Figure 1b): 

 

;sinxu ff   ;cosxw ff   

.0v 21      (14) 

 

Developing of difference scheme is done with 

the use finite-differences method, applied for 

discretization along spatial and time coordi-

nates. Two orthogonal uniform grids with the 

parameters 1=const, 2=const are applied in the 

arguments 1,2 continuous variations range of 

the main coordinates plane: the main grid which 

nodes have integer indices i,j and the auxiliary 

grid which nodes have the fractional indices (i
1/2,j1/2) (Figure 2). 

In the nodes of the main grid the generalized 

displacements uk(1,2) and velocities ku (1,
2) are corresponding to the grid functions uk(i,j) 

and ku (i,j). Differential operators are approxi-

mated by the finite differences of the second 

order accuracy 0(
2
1 +

2
2 ) using the piecewise 

linear interpolation in the mesh by the grid func-

tions uk(i,j) in the main grid nodes. 

Variation-difference method is applied to obtain 

the finite-difference equivalents of the equations  
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Figure 1 

 

 
Figure 2 

 

 

of static equilibrium and equations of motion. 

For the purpose of determining potential energy 

of deformation Пi,j and external force work  Аi,j 
in the grid area on the element Fi,j=(c

*A1A212)i,j (Figure 2, shaded area), where 
*
 is the 

weight factor, the discrete Lagrangian (10) for 

the domain L(1,2) can be formularized as a 

following sum: 

  
i j

ji,ji, ),AП(Э           (15) 

 

where 1, 2 are the variation range of argu-

ments 1 and 2. Weight factors, reflecting 

integration area when the shell’s surface or 

contour are mapped on the grid area, are to be 

introduced in (15) at the time of performing 



Deformation of Reinforced Concrete Spherical Dome with Cutouts on the Damped Foundation Beds  

Volume 5, Issue 1&2, 2009 17

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

numerical integration [2,8]. Summation in (15) 

is done using those nodes of difference scheme, 

in which generalized displacements uk(i,j) are 

varying. Finally, the difference equivalent of 

equations of static equilibrium (10) follows the 

Lagrangian’s minimum condition (15) 

 

  ,0
)j(i,u

Э

k


           (16) 

 

and can be written in the operator form as fol-

lows: 

 

 ,0)(Q)]U(L[ ji,kji,k, 21
           (17) 

 

where ji,, ]L[
21   are corresponding finite-

difference operators for generalized displace-

ment grid functions vector uk(i,j); (Qk)i,j are grid 

functions of generalized components of surface, 

weight and contour load. 

For the numerical solution of non-stationary 

problems in the time domain t0 a main grid 

t
(n)

=tn (t=const, n0) is introduced, which 

nodes are corresponding to the grid functions of 

the generalized displacements uk(i,j). Velocities 

grid functions ku (i,j) are  corresponding to the 

nodes of the auxiliary grid t
(n1/2)

. Differential 

operators are approximated by the finite differ-

ences of the second order approximation O(t
2
). 

By presenting kinetic energy in discrete form as  

 

  



 




i j

ji,

k

ji,

2

kk ,F)u(m5,0K        (18) 

 

and by replacing integration in (8) by the 

summation over the grid area t
(n)

, the discrete 

form of the functional I may be formulated as 

the following sum:  

   
n

)2/1+n(

3

)2/1n(

2 ])K(f)K0,5[(fI

  ,t)Эf( )n(*      (19) 

 

where (n)Э  is the discrete Lagrangian (15) ex-

pressed through the values of grid functions of 

generalized displacements  (n)

ji,k ]u[  and physical 

and mechanical properties and loads on the n-th 

time layer as its arguments. Thus, the finite-

difference equivalents of motion equations (10) 

are following the variation-difference equations 

of the type  

 

  .0
][u

I
(n)
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            (20) 

 

so that using (17) we have 
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where f
*
,f1,f2,f3,f4,

*

11f , *

22f  are weight factors [1-

3]. It is assumed for the shells structural analysis 

that the line mapping the cutout boundary on the 

main coordinate plane passes through main grid 

nodes. The generalized displacements and ve-

locities grid functions in the nodes on the cut-

out’s boundary contour are determined from the 

main equations’ solution carried out by the ap-

proximation in these nodes. 

The variation-difference formulation of the ini-

tial-boundary value problem allows construction 

of conservative difference schemes, which pro-

vide convergence of the numerical solution 

uk(i,j) to the exact uk(1,2) with the refinement 

of the grid . 

Numerical solution of the static problems is per-

formed by adaptation of quasi-dynamic form of 

stabilization method («dynamic relaxation» 

method) for solving of grid equations (17) [1-

3,8-10]. In going to evolutionary problems, the 

equations of equilibrium (17) are replaced by 

the equations, similar to the equations of the 

shell’s movement in the viscous media, of the 

following type: 
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where k(i,j) are the specific viscosity  parame-

ters of the artificial media. Approximation of 

the  equations (22) on the time grid with pitch t=const similar to (18) – (21) allows to get the 

explicit formulae for the generalized velocities   1/2)(n

ji,ku
  on the time layer t

(n+1/2)
:  
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and the generalized displacements   1)(n

ji,ku


 on 

the time layer t
(n+1)

: 

       .utuu
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1)(n
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     (24) 

 

Thus, the difference approximation of non-

stationary equations (22) leads to the iteration 

process (23), (24) of the solution of the initial 

static problem (17). The relaxation method, 

adapted for the numerical solution of grid equa-

tions (17) in the form of optimal linear iteration 

process [8], reduces the initial nonlinear static 

problem (17) solution to the solution of the 

quasi-dynamic problem (22), which 

significantly simplifies developing and imple-

mentation of computation algorithm for solving 

static problems of shells’ nonlinear mechanics. 

Convergence’s acceleration and stability of dif-

ference scheme define iteration’s process pa-

rameters: 
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where 1,(k), 2,(k) are minimal and maximal ei-

genvalues of finite-difference operators’ matri-

ces in equations (17); a,(k) and at,(k) are correc-

tion factors close to 1 [2,8]. Taking into account 

physical relations (5),(6) estimation formulae 

for 1,(k), 2,(k) will be written as follows: 
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- maximal eigenvalues 
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where Ai, ki are representative values of Lame’s 

parameters and principal curvatures. 

Approximation of time derivatives in the equa-

tions (21) using finite-difference operators of 

the second order of accuracy O(t
2
) allows to 

develop the unified difference scheme in the 

shape of (23),(24) for both static and dynamic 

problems, which is important for the computing 

of building structures’ strength against dynamic 

load when it is necessary to take into considera-

tion the initial strain-stress state (own weight, 

external loads, etc.). Artificial viscosity factors k may be used for taking into account energy’s 

dissipation and can be estimated as follows: 

 ,
m

)k(,2)k(,1

)k(,2)k(,1kk
)k(,k 



 a  (28) 

 

where k is the logarithmic vibrations decre-

ment, a,(k) are correction factors [2,6]. 

Finite-difference equivalents of equations of 

motion or static equilibrium of foundation bed-

plate, works consistency equations (12)-(14) 

and numerical computing algorithms for static 

and dynamic problems are constructed similar 

to  (15)-(28), so that 
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Influence of the integral properties of viscoelas-

tic damping elements on to the strain-stress state 

of the spherical dome with various cutouts  on 

the damped foundation bedplate under dynamic 

loading, modeling vertical components of seis-

mic forces [4,7], is investigated with the follow-

ing geometrical parameters of the composite 

structure: R/h=100; rf/R=0,87; Hs/rf=0,54; 

Rf/rf=1,2; Rf/hf=41,6; 0=15
0
; f=60

0
 (Figure 

1,3). 

The considered spherical dome has 4 diametri-

cally opposite equivalent cutouts with bounda-

ries Г1 and Г2 coinciding with the coordinate 

curves 1=const and 2=const respectively and 

one circular cutout Г0 in the dome’s vertex х=0. 

Homogeneous free-contour-type boundary con-

ditions exist on the cutouts boundaries Г0,Г1,Г2. 

The shell’s contour Гf(х=Lx) is rigidly con-

nected to the foundation bedplate; Lx=R(f-0). 

Cutouts have the following geometrical parame-

ters: r0/R=0,26; x(Г1)=0,535Lx; =36
0
. 

Shell’s material is a reinforced concrete В30 

with the carcass of A-II-class [5]. Meridianal 1x and peripheral 1y  reinforcement factors (4) 

in the layer z<0 are assumed as 1x=0,09; 1y=0,1, and in  the layer z>0 these factors are  
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Figure 3 

 

 

assumed as 2x=0,05, 2y=0,07. Foundation bed-

plate mass mf and shell mass ms ratio is 

mf/ms=2,42. The load is a combination of own 

weight of the composite structure and of the 

vertical component of seismic wave load on the 

foundation bedplate, which may be either rig-

idly  fixed on the ground soil or installed on the 

viscoelastic damping elements system (Figure 

1). Integral value cz of the elastic component of 

the damping element is determined by the value 

of predefined setting hz of the elastic elements 

under the own weight of the foundation bed-

plate, taken equal to hz=0,25h. Integral value v 

of the viscous component is determined by the 

viscosity in the case of aperiodic foundation 

bedplate’s motion as follows: 

 

 ,mck2 fzv     (30) 

 

where k0 is a correction factor. 

Analysis of typical seismograms [4,7], taking 

into account their stochastic nature, has shown 

that in many cases instrumental seismogram can 

be approximated by the set of trigonometric 

functions on the certain time intervals tk 

(k=1,2,3,..,ksw) 
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where t0=0, tsw=max(tk), Xk, tk=tk-tk-1 are am-

plitude-frequency responses of approximation 

functions defined in accordance with the known 

parameters of instrumental  seismogram. An 

approximated seismogram, used in the calcula-

tions, is constructed from two sine half-waves 

(ksw=2) with the following parameters: X2/X1=-

0,7 (X1>0); t2/t1=1; tsw/Tf=1,08; a1/a2=1,43, 

where tsw=t1+t2, Tf is the free vibrations pe-

riod of damped foundation bedplate 

 

 ,
c

m
2T

z

f
f           (32) 

 

and a1,a2 are maximum values of accelerations 

for the first and second half-waves. Assumed 

values of parameters X1=0,015 m and 

a1=0,255g correspond to the seismicity level of 

about 78 points [4,7]. 
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Due to structure’s symmetry the computing area 

of the considered structure can be reduced to 1/8 

of the shell with the following dimensions: 

0xLx, 00,25; 2=. For the assumed 

number of discretization points NxM=52x61, 

the unknowns number is К=5355. Transient 

processes in the shell  structure under the seis-

mic wave’s excitation xsw with the parameters 

described by (31) have been investigated for 

three cases: а) foundation bedplate rigidly fixed 

on the ground soil, xf=xsw; b) foundation bed-

plate installed on elastic damping elements, 

k=0; cz0; c) foundation bedplate installed on 

viscoelastic damping elements, where integral 

value v is defined by (30) at k=1, so that the 

viscosity level is optimal for iteration process 

(29). 

 

Table 1 

Non-

damped 

bedplate 

Damped bedplate Case 

xf=xsw cz0; v=0 

cz0; v0 

kg -5,08 -1,48 -1,3 

1

f

X

x
 

 

-1 

 

-0,6 

 

-0,382 

maxf )x(   0,255g 0,122g 0,071g 

k 2,32 0,862 0,716 

 

Deformation processes investigation results for 

the reinforced concrete spherical dome under 

seismic forces with non-damped and damped 

foundation bedplates are presented in the Table 

1, where  

 

;
P

F
maxk

s

s
g 


     );xxmax(x 0fff   

,
R

maxk 


  


bt

b  (33) 

 

and where Ps is the dome’s weight (for static 

problem according to (13) Fs=Ps, kg=1); xf0 is 

the initial displacement of the damped founda-

tion bedplate, defined by static loading and 

equal to xf0=0,354h (or xf0=0 for the non-

damped plate); 
b  is the maximum tensile 

stress in concrete computed on the faces of 

shells z=h/2 basing on the principal stresses 

values and considering the plane character of 

actual stress condition; Rbt is the ultimate 

(break-point) tensile strength of concrete. 

Investigations results have shown that the 

damping elements’ properties noticeably influ-

ence to the strain-stress state of reinforced con-

crete shells with cutouts. For the non-damped 

foundation bedplate the first crack appeared 

near the Г1 cutout’s corner oblique at an angle =47,6
0 

to the coordinate curve 2. Next cracks 

were localized at the support contour Гf near Г2 

cutout’s edge. Using of the damping elements 

system allowed to reduce maximum stress in 

shell significantly and to raise crack growth re-

sistance noticeably; with the value of factor k 
for viscoelastic damping elements being near its 

corresponding value for the static problem, 

k=0,54. 

Similar mathematical model can be developed 

also for the horizontal component of the seismic 

wave. 
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ACTUAL PROBLEMS OF NONLINEAR DESIGN  

OF REINFORCED CONCRETE STRUCTURES 
 

Anna V. Ermakova 
South Ural State University, Chelaybinsk, RUSSIA 

 
ABSTRACT: The paper includes the main states of the report of the same name delivered by the author at the 

conference of scientific council of Russian Academy of Architecture and Civil Engineering “Software for 

Architecture and Civil Engineering”. 26 November 2008. The main problems connecting with a computer 

realization of design of reinforced concrete structures for accounting of their nonlinear properties were explained 

in the report. The ways of solving of some problems by means of Additional Finite Element Method were 

suggested in the report too. 

 
1. GENERAL PROBLEMS OF 

NONLINEAR ANALYSIS BY MEANS 

OF FINITE ELEMENT METHOD 

 

The problem of obtaining of the yielding 

matrices of finite elements is solved for bar 

systems if the method of redundant reactions is 

used. 

The problem solving for the other systems has 

met some serious difficulties, therefore the 

development of Finite Element Method in this 

direction was reduced. 

 

PROBLEM: obtaining of the yielding matrices 

of finite elements for non-bar systems. 

At present Finite Element Method is realyzed by 

the second variant, i.e. by the variant of 

deflection method. In this case the solving of 

any problem is reduced to the sequential 

fulfilment of six computer operations: 

1. Composition of design diagram; 

2. Calculation of stiffness matrices of separate 

finite elements; 

3. Formation of general stiffness matrix of the 

system; 

4. Solution of algebraic system of linear 

equations; 

5. Calculation of strains, stresses and node 

reactions; 

6. Analysis of stress-strain of the structure. 

The problem may be considered solved after 

fulfilment of these operations in linear design of 

one loading. However it should be noted that 

linear design in most cases does not give 

sufficiently certain information of the structural 

behaviour. The presence of physical and 

geometric nonlinearity of structural behaviour 

under load prevents it. 

 

PROBLEM: allowance of the physical 

nonlinear properties in design of reinforced 

concrete structures under static load.  

The main nonlinear properties are: plasticity of 

concrete, bond between concrete and 

reinforcement, cracking, prestressing, reload, 

action of temperature. Algorithms describing 

the real behaviour of material are required for 

realization of this design [2,3]. 

The SN and P’s require to carry out the design 

of concrete and reinforced concrete structures at 

limit states taking account of their nonlinearity. 

This design is based on use of the method of 

limit equilibrium [4]. 

In particular s.6.1.3. [5] contains the partition: 

“The definition of ultimate stresses and strains 

of concrete and reinforced concrete structures 

one must carry out on the base of design 

diagrams (models) most close to the real 

physical character of behaviour of structures 

and materials at ultimate limit state.” 

The realization of design according to these 

requirements is possible if all physical nonlinear 

properties exhibiting by the structure at the 

moment when the ultimate limit state is reached, 

i.e. with regard to the degree of influence and 

the moment of appearance of each separate 

nonlinear property. 
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Thus the requirements of the SN and P’s do not 

agree with the algorithms of the used programs 

where a taking account of the different 

nonlinear properties of the structures are 

developed insufficiently. 

 

PROBLEM: computer realization of the design 

of structures at limit state. 

Besides in this case it is necessary to fulfil a 

step-by-step loading of the structure for 

obtaining of the real phase portrait of its real 

stress-strain state. In addition it is necessary to 

guarantee a taking account of nonlinear 

properties which appear at this step only. 

 

PROBLEM: computer realization of step-by-

step design of reinforced concrete structures. 

 

 

2. PROBLEMS OF THE CALCULATING 

OPERATIONS OF FINITE ELEMENT 

METHOD 

 

Now we may pass to an analysis of the 

problems, which appear progressively in 

computer realization of stractural design by 

finite element method at each of six calculating 

operation: 

1.Composition of a design diagram of the 

structure, i.e. a representation of the structure in 

the form of assembly of separate finite elements 

(FEs). This operation includes the assignment of 

size, shape of finite elements and the way of 

their joint. Usually the finite elements are 

jointed in the definite points – nodes.  

There is rather often the difficulty connecting 

with the fact that far off always the increase of 

number of finite elements in design diagram 

leads to the increase of precision of design at 

this stage. It is necessary to remain the size of 

finite elements which correspond to the 

theoretical premises of it’s elaboration. 

Especially it is relating to the thin plates. 

 

PROBLEM: necessity of estimation of design 

diagrams from the point view of optimal 

combination of the degree of detailing with the 

precision of linear and nonlinear structural 

design. 

2. Calculation of a stiffness matrix of the 

separate finite element. This matrix determines 

the connection between node forces (stresses) 

and corresponding node displacements:  

 

                         R = Kе V,                          (1) 

 

where R = vector of node reactions of the finite 

element; V = vector of node displacements of 

the finite element; Kе = stiffness matrix of the 

given finite element. 

In solving of linear problems the finite elements 

of linear isotropic material are used as far as 

precisely these elements were used for 

elaboration of their properties. For example, the 

theory of behaviour of thin plates was used for 

the thin finite elements. The number of finite 

elements ought to be optimal as well as their 

size. It is closely connecting with the in 

previous section. 

 

PROBLEM: necessity of estimation of finite 

elemenst in design diagrams from the point of 

view of their optimal number and size in solving 

of linear and nonlinear structural design. 

In the solving of nonlinear problems the main 

difficulty is contained in the necessity of 

inclusion of accounting of the different phisycal 

nonlinear properties of the finite elements, 

where these properties are differed from each 

other both in the character and in the moment of 

appearance. This main difficulty requires the 

solving of some accompaning problems which 

in structural design may be divided into four 

groups. 

 

PROBLEMS of solving of nonlinear design 

connected with analysis of finite elements 

behaviour: 

1) necessity of taking account of behaviour of 

the specific constructive material of finite 

elements, for example, for reinforced 

concrete structures they are concrete and 

reinforcement; 
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2) gradual appearance of different nonlinear 

properties as the ultimate limit state is 

reaching; 

3) passage from one type of stress-strain state 

to another one, for example, at cracking or 

appearance of residual strains after 

unloading; 

4) enabling of a mechanism of gradual 

destruction of the finite element. 

3. Formation of a decision system of linear 

algebraic equations from the equations of 

equilibrium at each node of the considered 

structure with node displacements as the 

unknowns: 

 

K V = P,                         (2) 

 

where V = matrix–column of unknown node 

displacements; P = matrix–column of external 

load; K = stiffness matrix of the considered 

structure. This matrix is formed from 

coefficients of stiffness matrices of the separate 

finite elements and is constant during solving of 

linear problem (K=const).  

In case the nonlinear problem is considered the 

equation (2) has the next form: 

 

Knonl V = P,                       (3) 

 

where Knonl = stiffness matrix of the structure 

with linear properties. During design this matrix 

ought to be changed step-by-step depending on 

the nonlinear properties, which are exhibited by 

the finite elements (Knonl  ≠ const). 

It is reached by gradual loading of the structure 

and by inclusion of iteration at each step. 

The iteration may be constructed by one of two 

ways: 

1) change of matrix Knonl and solving of system 

of equations (3) at each iteration; 

2) use of method of additional loads (method 

of elastic weights) [6]. 

If the second way is used the stiffness matrix of 

the structure is considered as the sum of two 

components: 

 

Knonl = K + Knonl,                    (4) 

where K = stiffness matrix of the structure with 

linear properties;  Knonl  = nonlinear 

component, providing the change of matrix K 

up to the value Knonl . 

If the structure exhibits some nonlinear 

properties, this nonlinear component  has the 

next form: 

 Knonl=Knonl,1+Knonl,2+...+Knonl,i+Knonl,n, 

           (5) 

 

where  Knonl,i = the part of nonlinear 

component of the matrix  Knonl , determining 

it’s change due to manifestation of i -th (i=1÷n) 

nonlinear property. 

If we substitute (2) for (4) and carry of the 

second term in the right hand part of equation 

we may obtain the main decision equation in the 

form: 

 

K V = P –  Knonl V,                   (6) 

 

where ( –  Knonl V) = the additional load taking 

account of the nonlinear properties of the 

structure. 

The equation (6) may be solved by a number of 

linear iterations. 

 

PROBLEM: necessity of providing of gradual 

change of stiffness matrix of the structure due to 

manifestation of nonlinear properties at each 

iteration of each step of loading. 

4. Calculation of node displacements by means 

of solution of the system of linear algebraic 

equations: 

 

V = K 
-1

 P ,                           (7) 

 

where K
 -1 

= inverse stiffness matrix of the 

considered structure. 

Most commonly Gauss elimination of 

unknowns is used for solution of the system of 

linear algebraic equations. This means that the 

step-by-step elimination of unknowns in the 

system of equations first is carried out 

beginning with the second equation up to the 

last one (direct execution), and then the of step-
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by-step calculation of unknowns is carried out 

beginning with the last equation up to the first 

one (reverse execution). 

The operations of derect and reverse executions 

are fulfilled completely at each iteration of each 

step of loading if the nonlinear properties are 

taking into account by change of stiffness 

matrix of the structure. 

The process of iteration may be constructed 

more rationally if the nonlinear properties are 

taken into account by method of additional 

loads due to reduction for the most part of 

operations of direct execution at all iterations 

except the first one. 

However both of these cases in design of 

reinforced concrete structures ought to provide 

the conditions of realization of design by 

method of limit equilibrium recommended by 

SN and P’s. 

 

PROBLEM: necessity of construction and 

development of iteration process in two 

directions (for the whole structure and for the 

separate finite element) on the basis of 

possibilities of FEM in the solving of n-

nonlinear analysis: 

1) guarantee of gradual change of stiffness 

matrix of the structure Knonl  in order that it 

gradually transfers into stiffness matrix of 

the structure at limit state Klim; 

2) gradual taking account of each nonlinear 

property exhibited by finite elements up to 

their collapse for the moving off behaviour 

of the whole structure one-by-one in the 

step-by-step design by method of limit 

equilibrium. 

5. Calculation of strains, stresses and node 

reactions on the basis of determined 

displacements. 

In the linear analysis stresses σ , strains ε , node 

reactions R of the finite element are calculated 

rather simple by means of determined node 

displacements V after solving of the system of 

equations (7). 

The culculation of these values is difficult in the 

nonlinear analysis. In this case the influence of 

nonlinear properties may be taken into account by 

two ways (Fig.1): the first way is based on the use 

of the method of additional stresses; the second 

one uses the method of additional strains [7,8]. 

If we use the method of additional stresses the 

next formula for definition of stress in the finite 

element with nonlinear properties σnonl is the 

main one: 

 

σnonl = σ + σ nonl,                        (8) 

 

where σ = the stresses of the same finite 

element with linear properties;  σ nonl = the 

value of stresses taking into account the 

variation of linear stresses due to appearance of 

nonlinear properties.  

If it is necessary to take into account the 

influence of n nonlinear properties this value  

σ nonl is the sum of n terms: 

  σnonl= σnonl,1+ σnonl,2+...+ σnonl,i+ σnonl,n,  

              (9) 

 

where  σnonl,i = the variation of stresses due to 

appearance of the i-th nonlinear property 

(i=1÷n) . 

In the second variant if the method of additional 

strains is used the formula for definition of the 

strains of finite element with nonlinear 

properties is the main one: 

 

εnonl = ε + ε nonl,                    (10) 

 

where ε  = the strains of the same finite element 

with linear properties;  ε nonl = the value of 

strains taking into account the variation of linear 

strains due to appearance of nonlinear 

properties.  

If it is necessary to take into account the 

influence of n nonlinear properties this value  ε 
nonl is the sum of n terms: 

 εnonl=εnonl,1+εnonl,2+...+εnonl,i+εnonl,n, 

               (11) 

 

where  εnonl,i = the variation of stresses due to 

appearance of the i-th nonlinear property 

(i=1÷n) . 
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Figure 1. Diagram of allowance for nonlinear properties by means of the vector of additional load 

F: 1 – nonlinear  relationship between strains nonl   and stresses nonl (line A); 2 – linear 

relationship between strains   and stresses  (line ВC); E = initial modulus of elasticity of 

material; nonl, nonl = nonlinear strains and stresses under external load Р;  = elastic stresses 

corresponding to nonlinear stresses nonl, i.е. simultaneous applied external load Р and additional 

load F; nonl = value of change of elastic stresses  up to nonl;   = elastic strains corresponding to 

nonlinear nonl; nonl = value  of change of elastic strains  up to nonlinear strains nonl. 

 

 
Figure 2. Three-lined diagram of σb–εb state of compressed concrete [9].
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Thus for each of these n nonlinear properties it’s 

own algorithm which realizes the degree of it’s 

influence on the behaviour of the structure is 

necessary. 

Specifically in design of reinforced concrete 

structures SN and P’s [9] suggest to input a 

three-lined diagram relationship between 

stresses (b) and strains (εb) of concrete (Fig.2). 

Introduction of this diagram requires a definite 

effort. 

In the second variant if the method of additional 

strains is used the formula for definition of the 

strains of finite element with nonlinear 

properties is the main one: 

 

εnonl = ε + ε nonl,                    (10) 

 

where ε  = the strains of the same finite element 

with linear properties;  ε nonl = the value of 

strains taking into account the variation of linear 

strains due to appearance of nonlinear 

properties.  

If it is necessary to take into account the 

influence of n nonlinear properties this value  ε 
nonl is the sum of n terms:  εnonl= εnonl,1+ εnonl,2+...+ εnonl,i+ εnonl,n, 

               (11) 

 

where  εnonl,i = the variation of stresses due to 

appearance of the i-th nonlinear property 

(i=1÷n) . 

Thus for each of these n nonlinear properties it’s 

own algorithm which realizes the degree of it’s 

influence on the behaviour of the structure is 

necessary. 

Specifically in design of reinforced concrete 

structures SN and P’s [9] suggest 

to input a three-lined diagram relationship 

between stresses (b) and strains (εb) of concrete 

(Fig.2). Introduction of this diagram requires a 

definite effort. 

 Вesides a singular difficulty appears if it is 

necessary to analyse the reinforced concrete 

structures under reloading and unloading. 

For example, the three stages of behaviour are 

considered in a single reloading: initial loading, 

unloading, reloading (Fig.3). At each of these 

stages the special relationship between stresses 

(b ) and strains (εb) in concrete [2] ought to be 

input. It means that it is necessary to do a 

passage from one diagram of σb–εb state to 

another one and to take into account of an 

appearance of nonrecoverable plastic 

deformation of concrete in unloading  (residual 

strain εpl,2). 

 

PROBLEM: necessity of development of 

algorithms taking into account the peculiarities 

of influence of each nonlinear property on 

behaviour of the structure 

 

6. Analysis of stress-strain of the structure. 

This stage is assigned to estimation of the 

obtained results, analysis of the achieved degree 

of stress-strain state of the structure, comparison 

of this state with limit state which is determined 

by SN and P’s. At limit state the structure 

exhibits all inherent in the given conditions 

physical nonlinear properties. At the same time 

at the achieved state the degree of manifestation 

of each nonlinear property may reach some 

intermediate stage, but not the limit state. 

Therefore the parameters charactarizing this 

intermediate stage are necessary. 

In description of this stage it is necessary to take 

into account of the fact that the limit state of the 

structure may be reached when limit state is 

reached in one finite element or in several ones. 

It is necessary to determine these critical for the 

given construction finite elements. 

 

PROBLEM: comparison of the reached stress-

strain state with the limit state determined by 

SN and P’s.  
 

 

3. THE MAIN PROBLEMS OF ANALYSIS 

BY FINITE ELEMENT METHOD 

 

The three main problems may be distinguished 

after analysis of enumerated above difficulties 

without solving of which the computer 

realization of this analysis is impossible: 
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Figure 3. Diagrams of relationship between stresses and deformations of concrete under uniaxial 

compression in single reloading: а) full unloading; b) partial unloading; 1– loading;  2 – unloading; 

3 – reloading; b = stresses of concrete; Eb = initial module of elasticity of concrete in loading; b = 

deformation of concrete; pl,2  = nonrecoverable plastic deformation of concrete in unloading or 

residual deformation. 

 

1) determination of the way of description of 

gradually changed   properties of each finite 

element of the design diagram; 

2) determination of the character of gradual 

change of structural behaviour in accordance 

with the achieved degree of its limit state at this 

moment; 

3) choice of the way of construction of iteration 

in solving of the main system of algebraic 

equations thus it shall provide a gradual 

elimination of separate finite element out off 

behaviour of the structure and gradual change 

of it’s properties. 

These three interconnected problems define a 

run of the problem solving and it’s computer 

realization. 

 

 

4. SOLVING OF SOME PROBLEMS 

BY ADDITIONAL FINITE 

ELEMENT METHOD 

 
Now we may pass to the developed Additional 

Finite Element Method (AFEM), which is a 

variant of the Finite Element Method destined 

for analysis of reinforced concrete structures at 

limit state [10,11,12].  

AFEM adds to the traditional sequence of 

problem solving by FEM the units of two 

wellknown methods for structural design: limit 

state method and method of additional loads. 

AFEM suggests to use in solving of the first 

problem and the second one of the stated above 

problems such known concepts as limit state of 

the structure and limit state of the finite element. 

Each finite element from the design diagram is 

considered as a separate small structure of 

simple form with it’s own limit state defined by 

the given conditions of loading. Each finite 

element may have several such limit states. 

For example the triangular deep-beam finite 

element has two types of limit states (in 

compression and in tension). The concrete finite 

element “Вar of general attitude” has 12 limit 

states. If this finite element is reinforced it has 

23 limit states. Moreover the behaviour of finite 

element at each limit state has it’s own 

singularities. This fact requires the special 

research of each type of finite element and the 

determination of number, type and way of 

description of each it’s characteristic limit state. 
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For transformation of the initial finite element 

with linear properties into the finite element 

with nonlinear properties depending on the 

reached stage  of their limit state it is offer to 

use additional finite element (AFE). Each 

additional finite element is a geometric replica 

of the main finite element with it’s own 

stiffness, which transforms the stiffness of the 

main finite element into a necessary one at the 

given stage. 

It’s scheme of action on the intermediate stages 

is: 

Finite element with nonlinear properties = Finite 

element with linear properties + Additional 

finite element for allowance of the nonlinear 

properties. 

The scheme of action at limit state is: 

Finite element at limit state = Finite element 

with linear properties + Additional finite 

element for the allowance of the limit state. The 

main characteristic of the additional finite 

element is it’s stiffness matrix Knonl,e, which is 

determined by the next formula: 

 Knonl,e = Knonl,e  – Ke,                  (12) 

 

where Knonl,e = stiffness matrix of the main finite 

element with nonlinear properties; Ke = stiffness 

matrix of the same finite elment with linear 

properties. For example, if at the given stage of 

design Knonl,e  = 0,5Ke, then Knonl,e  = 0,5Ke –Ke 

= – 0,5Ke. 

Stiffness matrix connects node reactions of 

additional finite element (Rnonl) with node 

displacements V : 

 Rnonl = Knonl,e V,                 (13) 

 

At each stage design diagram of the structure 

consists of two design diagrams: the  initial 

design diagram from the main finite elements 

with linear properties and the additional design 

diagram. 

The additional design diagram is a geometric 

copy of the initial design diagram with it’s own 

stiffness, which changes the stiffness of the 

main design diagram in accordance with the 

nonlinear properties exhibited at this moment. 

It’s scheme of action on the intermediate stages 

is: 

Design diagram consisting of the finite elements 

with nonlinear properties = Design diagram 

consiting of the finite elements with linear 

properties + Additional design diagram 

consisting of the additional finite elements for 

allowance of the nonlinear properties. 

The scheme of action at limit state is: 

Design diagram of the structure at limit state 

(ideal failure model) = Design diagram 

consisting of the finite elements with linear 

properties + Additional design diagram for 

allowance of limit state of structure. 

The main characteristic of the additional design 

diagram is it’s stiffness matrix Knonl, which is 

determined by the next formula: 

 Knonl = Knonl  – K,                      (14) 

 

where Knonl = stiffness matrix of the structure 

with nonlinear properties; K = stiffness matrix 

of the structure with linear properties. 

The additional design diagram consists of 

additional finite elements and gradually 

transforms the initial design diagram into the 

design diagram which corresponds to the 

reached stage of limit state of the structure. 

Where the main finite elements go through 

several stages before the achievement of  

ultimate limit state the additional design 

diagram ought to consist of several design 

diagrams, each of which combines the 

additional finite elements corresponding to each 

stage. 

For example, the triangular concrete finite 

element goes through two stages in 

compression: plastic behaviour and complete 

failure. In tension the same finite element goes 

through four stages: plastic behaviour; reload in 

part due to cracking; partial plastic behaviour 

after cracking; collapse. 

It means that the resulting additional design 

diagram ought to be formed from the 

corresponding component design diagrams, 
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each of which combines additional finite 

elements taking into account the definite stage 

of behaviour of the main finite elements. For 

description of the structure at ultimate limit state 

the concept of ideal failure model, which is the 

design diagram of the structure at ultimate limit 

state, is used. 

The ideal failure model is necessary for 

simulation of the ultimate limit state of the 

structure. The ideal failure model differs from 

the initial design diagram by presence of finite 

elements in limit state and by another changes 

simulating the ultimate limit state of the 

considered structure. 

The example of gradual transformation of the 

initial design diagram of concrete bending 

cantilever into the ideal failure model (design 

diagram at ultimate limit state) by means of 

additional design diagrams consisting of 

additional finite elements is given in Fig.4. 

Introduction of additional finite elements makes 

possible not only to combine FEM and design 

the structure at limit state but also to solve the 

third problem connecting with the choice of way 

of solving of the main system of linear 

equations of FEM. 

In this case the iterative process may be 

constructed for the guarantee of gradual 

elimination of each finite element out of 

behaviour of the structure and in view of that 

the change of properties of the structure. If it is 

necessary a step-by-step design of the structure 

may be realized for a gradual definition of the 

finite elements which ought to be eliminated out 

of behaviour of the structure at the given step. 

Вesides, the critical for the given structure finite 

elements, when their elimination defines the 

ultimate limit state of the structure, may be 

determined. Realization of the iterative process 

by use of both by change of stiffness matrix of 

the structure Knonl and by use of elastic weights 

method. In the second case the additional load 

of the whole structure is formed on the basis of 

additional design diagram, which consists of the 

values of additional load of each finite element 

composed it. Each of these values is equal to the 

modulus of node reactions with the opposite 

sign (–Rnonl), which appears in the 

corresponding additional finite element. 

Thus the developed Additional Finite Element 

Method (AFEM) permits to solve a number of 

problems connecting with nonlinear design of 

reinforced concrete structures. The method has a 

generalized character independent of the type 

and nature of the exhibited nonlinear physical 

property. Simultaneously the method is 

sufficiently flexible and in all it’s universality it 

reflects the essential singularities of each 

property. The method reflects a change of 

stress-strain state of the structure and gives the 

possibility to realize a step-by-step design of 

reinforced concrete structures and to determine 

it’s ultimate limit state. 
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а) initial design diagram consisting of triangular deep- beam finite elements with linear properties; 

 

 
b) additional design diagram consisting of additional finite elements, which take into account of 

plastic properties of concrete (stiffness matrix of all eight additional finite elements is not equal to 0); 

 

 
c) additional design diagram consisting of additional finite elements, which take into account of 

appear of residual deformations in finite element № 4 after it’s partial unload due to cracking 

(stiffness matrix of additional finite element № 4 only is not equal to 0). 
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d) additional design diagram consisting of additional finite elements, which take into account of 

crack in finite element № 4 (stiffness matrix of finite element № 4 only is not equal to 0); 
 

 
e) additional design diagram consisting of additional finite elements, which take into account 

collapse of  finite element № 1 if the criterion of ultimate strength in compression is reached 

(stiffness matrix of only additional finite element № 1 is not equal to 0); 
 

 
f) ideal failure model of cantilever (design diagram at ultimate limit state) after appearance of crack 

in finite element № 4 and finite element № 1 reachs the criterion of ultimate strength in 

compression. 
 

Figure 4. Transformation of initial design diagram of concrete bending cantilever into ideal failure 

model (design diagram at ultimate limit state) by means of additional finite elements (AFE).
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STABILITY  ANALYSIS  OF  SPACE  TRUSSES 
 

Vera V. Galishnikova 
Volgograd State University of Architecture and Civil Engineering, Volgograd, RUSSIA 

 
ABSTRACT: A space truss is unstable if the determinant of its incremental stiffness matrix is null. A numerical 

method is presented that predicts unstable configurations (singular states) by computing the nonlinear load-

displacement behavior of the truss prior to instability, detecting nearly singular configurations and then 

computing the singular state. The method is robust since the parameters which control the computation can be 

chosen over a wide range without impairing the convergence of the algorithm. The stability analysis of space 

trusses in this paper is derived by specialization of the nonlinear theory of elastic bodies. The initial value 

formulation of the governing equations is derived analytically and transformed to the algebraic form by the finite 

element method. The equations are solved by the constant arc increment method outside the singularity range 

and by a new method of limit analysis near a singular point.  

 

Key words: space truss; geometrical nonlinearity; stability analysis; singular points; finite element method 

 
INTRODUCTION 
 

Loss of stability is an inherent problem of the 

nonlinear behavior of structures. A space truss 

is unstable if it can displace incrementally 

without a change in its loading and supports. 

The load path which follows after an unstable 

configuration can be unique (snap-through), or 

there can be several possible load paths 

(bifurcation). Singularity of the tangential 

stiffness matrix is a necessary condition for the 

instability of an instant configuration of a 

structure. This condition is, however, not 

sufficient for instability. The structure is only 

unstable if, in addition, the load decreases due 

to a finite incremental displacement in the 

direction of the eigenvector which is associated 

with the eigenvalue null at the singular point. 

The detection of configurations, in which the 

tangent stiffness matrix of a structure is 

singular, is not difficult in principle: the 

determinant of the tangent stiffness matrix of an 

unstable structure is null. In practice, significant 

difficulties arise. Since the determinant of a 

matrix is equal to the product of its eigenvalues, 

its value for large matrices can lie outside the 

range of data type double in computers. The 

determinant therefore cannot be used directly as 

a criterion for instability. Near singular points of 

the tangential stiffness matrix, the product of the 

eigenvalues contains at least one value which 

nearly equals null. The determinant is nearly 

null, and the governing incremental equations 

become ill-conditioned. As a result, the methods 

for the solution of the nonlinear equations 

become unreliable near singular points. 

Therefore, in order to be able to treat the 

problem of structural stability reliably, three 

main problems must be solved: identification of 

nearly singular configurations, direct 

computation of singular points and singular 

configurations, and continuation of load paths 

beyond singular points. 

Exact methods for the determination of the 

configurations of a structure in which its tangent 

stiffness matrix is singular are treated in the 

works of Belytschko [1], Wriggers [2]. The 

continuation of load paths is treated 

systematically by Wagner [3]. He presents 

several methods of deflation which permit 

reliable solution of the nearly singular 

governing equations near singular points if the 

eigenstate with the smallest eigenvalue is 

known. However, according to Belytschko [1] 

robust automatic procedures for continuation are 

not yet available.  

This paper presents methods for computing the 

nonlinear load-displacement behavior of a truss 

prior to instability, for detecting nearly unstable 

configurations of a truss, and for determining 

the loading, displacements and reactions of the 

unstable configuration of a truss. Methods for 

continuation of load paths are beyond the scope 

of this paper. 
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1. GOVERNING  EQUATIONS 
 

The behaviour of space trusses is described with 

analytical governing equations which are a 

specialisation of the nonlinear theory of 

elasticity [4].  

It is shown in [5] that the analytical incremental 

governing equations for a load step of a space 

truss are given by:  

 

 

( )( )

        ( ) ( )

e e
e eC C

T T
s s s s

s s dv s dv

e

        
    

  
d q d r   

(1) 

 
where 2 2 2

1,1 1,1 2,1 3,1( ) 2v v v v      is an axial 

strain in the Green strain tensor for the current 

displacement state, s  is the axial stress in the 

2.Piola-Kirchhof tensor; sd , sq , and sr  are 

system displacement, load and reaction vectors. 

The error term in equation (1) is 
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 (2) 

 
Equations (1) and (2) are approximated with 

iterated values of the strain increment and its 

variation: 
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where 
,1mv  are the derivatives of the 

displacement coordinates in the state (s)C  with 

respect to 1y , 
,1mv  are the derivatives of the 

displacement increments from the state (s)C  to 

the state (s+1)C ; 
,1mv  are approximate 

derivatives of the displacement increments. 

Thus, equations (1) are linear in the unknown 

displacement increments 1v to 3.v  These 

equations are approximate because the 

derivatives 1,1v to 3,1v are approximated with 

values from the previous cycle of iteration in the 

load step. 

Equations (1) are transformed into algebraic 

governing equations by linear interpolation of 

the displacement on the axis of the bar:  

 

 ,ev S v  (3) 

 
where v  is the displacement vector from 

reference to instant configuration, S is the 

interpolation matrix for the displacement 

coordinates in instant configuration, ev is the 

element nodal displacement vector from 

reference to instant configuration. 

The derivatives of the displacement coordinates 

are obtained from (3): 

 

 ,1 ,T
m m ev  g v  (4) 

 
where mg  are derivative vectors. Substitution of 

the derivatives of the displacement increments 

(4) into (1) and (2) leads to the following 

algebraic incremental equations: 

 

 ( ) ( ) ( )T T
s s s s s s s    d K d d e q r     ,(5) 

 
where sK is a system stiffness matrix, se is a 

system error vector, sd , sq , sr  are system 

displacement, load and reaction increment 

vectors respectively. 

The system stiffness matrix is assembled from 

the element contributions: 

 

 T T
s e esy e esy e

e

 K T R K R T  (6) 

 
Unit values of the displacement variables at the 

nodes of the truss are chosen as variations of the 

system displacement vector in (5). The resulting 

system of algebraic governing equations for the 

increments of the displacements and the 

reactions of a space truss in a load step is: 
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 s s s s s  K d e q r    (7) 

 
The system error vector is given by 

 

 T
s e esy e s s

e

  e T R e q r  (8) 

 

The element error vectors are computed as 

follows: 

 

 1,1 1 2,1 2 3,1 3((1 ) )e A E v v v     e g g g  (9) 

 

 

2. STEP-WISE SOLUTION PROCEDURE 
 

The load path of a truss in Fig.1 is the 

relationship between the norm a  of the system 

displacement vector and the norm p  of the 

system force vector.  

 
Figure 1.  Normalised displacement- force diagram 

                of a space truss (load path) 

 

Since the physical dimensions of the 

displacements and forces differ, the 

displacement norm is scaled with a factor μ.  

 

 
        with

T
s s

T
s s s s s

a

b

 
  

d d

p p p q r
 (10) 

 

The calibration factor  is chosen so that the 

slope of the curve for the first step of the 

analysis has a specified value m : 

 

 
1

T
t t
T
t tm

  p p
d d

 (11) 

where td , tp  are displacement and force vectors 

computed by linear analysis for the pattern load. 

The system equations are ordered so that the 

displacement vector contains first the free and 

then the prescribed values. This leads to the 

following block structure: 

 

11 12 1 1 1

221 22 2 2 2

                           
0K K d q e
rK K d q e

 
 

(12) 

 

where 1d  is free displacement increment, and 

2d  is prescribed displacement increment. 

Let the load pattern tq and the displacement 

pattern 2td which act on the truss be specified. 

The fraction   of the load and displacement 

patterns which acts on the truss in a given 

configuration is called the load factor of that 

configuration. The load factor increment specifies 

the change in loading during a load step: 

 

1 1 2 2 2 2,  ,  t t t     q q q q d d        (13) 

 

where  is a load factor increment. 

The load factor increment for a load step is not 

known a priori. It is determined by the 

following iterative procedure, which also yields 

the displacement and reaction increments for the 

load step. 

Total load solution for iteration m  in step s : 

The incremental stiffness matrix and the load 

vector of the truss are computed in each 

iteration m  of step s . The nonlinear terms are 

neglected in iteration 0 and are approximated 

with the results of iteration 1m   in the 

subsequent iterations. The displacements 
( , )

1

s m
td and the reactions ( , )

2

s m
tr for the load pattern 

( , )s m
tq  and the displacement pattern 2td are 

computed with the incremental stiffness matrix: 
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The force vector ( , )s m
tp  for total load is the sum 

of the load and reaction vectors: 

 

 ( , ) ( , ) ( , )s m s m s m
t t t p q r  (15) 

 
Incremental solution for increment m  in step s : 
The increments (14) of the load and of the 

prescribed displacement are substituted into 

(13). Equations (12) are solved for the 

displacement increment and the reaction 

increment as functions of the unknown load 

factor increment :  

 

  ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )s m s m s m s s m s
t   K d q r e    (16) 

 
Equations (16) are solved for the free displacement 

increments and for the reaction increment: 
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The increment of the force vector is: 

 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )s m s m s m s m
t  p p t   (19) 

 

After the value  of the load factor increment 

is computed as shown below, it is substituted 

into (17) to (19) to obtain the incremental 

vectors ( , ),s md ( , )s mq , and ( , )s mr . The 

incremental vectors are added to the state of the 

structure at the beginning of the step to obtain 

the trial values for state 1s  : 

 

 

( 1, ) ( ) ( , )

( 1, ) ( ) ( , )

( 1, ) ( ) ( , )

s m s s m

s m s s m

s m s s m





 
 
 

d d d

q q q

r r r





 (20) 

 
Termination of the iteration: The system error 

vector se is computed for the trial state (18) of 

the structure, using expression (9). The iteration 

in step s  is terminated if the norm of the system 

error vector is less than a preset limit. 

Otherwise, the computations in step s  are 

continued with iteration 1m  . The error limit 

can, for example, be a prescribed fraction of the 

force norm in the first load step. If the iteration 

in step s  has converged, the algorithm proceeds 

to step 1s   and the steps which follow. The 

process is terminated when the load factor 1.0 is 

reached. 

Load factor increment: The load factor 

increment is chosen so that the length of the 

chord of the arc for step s in the load path is 

equal to the length 0h of the chord for the first 

load step, which follows from the prescribed 

value 0 of the load factor in the first iteration 

of the first load step: 

 

 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0

T Th     p p d d   (21) 

 
The arc length 0h computed with (21) in the first 

cycle of iteration of the first load step 0h is 

recomputed at the end of each cycle of iteration 

in the first load step. In order to simplify the 

expressions which are derived in this section, 

the notation for the variables is redefined. The 

system displacement vector at the end of the 

step is given by: 

 

 z  d d f a  (22) 

 

where d and d is a system displacement vector 

at the end and at the beginning of the step 

respectively, f is a displacement correction 

vector, a is displacement reference vector 

(pattern displacement or eigenvector), and z is 

load increment   for the step. 

The system force vector at the end of the step is 

given by: 

 

 z  p p t b  (23) 
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where p and p is system force vector end and at 

the beginning of the step respectively; t is a 

force correction vector, and b is force reference 

vector (pattern force or reaction due to 

eigenvector). 

The displacement norms at the beginning and 

the end of the step are: 

 

 
1

2

( ) ( )

( ) ( )

T

T

a

a z z

   
     

d f d f

d f a d f a
 (24) 

 

The force norms at the beginning and the end of 

the step are: 

 

 
1

2

( ) ( )

( ) ( )

T

T

b

b z z

  
    

p t p t

p t b p t b
 (25) 

 

The chord length in step s  is set equal to the 

chord length 0h in the first load step: 

 

 2 2 2

2 1 2 1 0( ) ( ) h   a a b b  (26) 

 
The following dimensionless parameters are 

defined: 

 

0 1 0

2 0 3

4 3 5 3

( ) ( ), ( ( )) ,

( ) ,  ( ) ( ),

( ( )) ,  ( )

T T

T T

T T

n n n

n n n

n n n n

    
   
  

d f d f a d f

a a p t p t

b p t b b

 (27) 

 

The terms on the left hand side of equation (26) 

are expressed in terms of the parameters (27): 

 

 

2 2 2

2 1 0 1 2

2

1 2

2 2

2 1 3 4 5

2

4 5

( ) (2 2

                   2 1 2 )

( ) (2 2

                   2 1 2 )

a a n n z n z

n z n z

b b n n z n z

n z n z

     
 

    
 

 (28) 

 
Substitution of expressions (28) into equation 

(26) shows that the equation for the 

determination of the load factor increment z  is 

highly nonlinear. It is solved iteratively by the 

method of Newton-Raphson. The residual 

function ( )f z  is defined as follows: 

 

 2 2 2

2 1 2 1 0( ) ( ) ( )f z a a b b h      (29) 

 
Since the derivative of the residual function is 

null at 0,z  the iteration cannot be started at 

the origin. In order to obtain a suitable starting 

value 0z for the iteration, the residual function 

(27) is approximated by a Taylor expansion at 

0z  . It is truncated after the fifth term in order 

to obtain a quadric equation in the load factor 

increment z : 

 

 

2
20 0

0 2

3 4
3 40 0

3 4

1
( )

2

1 1
          

6 24

d f d f
f z f z z

d z dz

d f d f
z z

dz dz

   


 (30) 

 
Equation (30) is solved for the load factor 

increment by one of the available standard 

algorithms. The equation can have 4 real roots 

or 2 real and 2 conjugate complex roots or 2 

pairs of conjugate complex roots. If it has 4 real 

roots, the two roots with the smallest absolute 

value are considered. If it has at least two real 

roots, the root which leads to the largest 

distance between the pivot state 1s  and new 

state 1s   on the load path is chosen as starting 

point for the Newton-Raphson iteration for the 

load factor increment and denoted by 0.z  

The approximate solution 0.z of equation (29) 

which is determined with the Taylor expansion 

(30) is improved by Newton-Raphson iteration. 

At the beginning of cycle m  of the iteration, the 

residual function mf and its first derivative are 

computed. The iterated value 1mz  of the load 

factor increment is obtained by solving the 

linearization of equation (30):  

 

 1( ) 0m
m m m

df
f z z

dz      
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1

1
m

m m m

df
z z f

dz




       (31) 

 

The iteration is continued until the change in the 

load factor increment in a cycle of the iteration 

is less than a prescribed value.  

 

 

3. DETERMINATION OF NEARLY  
    SINGULAR POINTS 
 

The step-wise solution procedure requires that 

submatrix 11K in (12) is regular so that ( , )

1

s m
td in 

(14) and 1f  in (17) can be computed. Since 11K  

is singular or nearly singular in the vicinity of a 

singular point, additional algorithms are 

required which solve two tasks: detection of 

configurations in which the truss is near a 

singular point; computation of the system 

displacement and reaction vectors at the 

singular point. 

Consider the decomposition of matrix 11K into 

the product of a left triangular matrix S with 

unit diagonal coefficients, a diagonal matrix D  

that can contain positive and negative 

coefficients ,kd  and a right triangular matrix 
TS . The determinant of 11K  is equal to the 

product of the coefficients of D : 

 

11

11 0 1det det det det ...

T

T
nd d 


 

K S DS

K S D S
 (32) 

 
Matrix D  is used as follows to detect nearly 

singular configurations of a structure: 

(a) The linear elastic stiffness matrix of the 

structure is determined at the start of the 

analysis and decomposed as shown in (32) into 

the product .T
e e eS D S The coefficients ked of the 

diagonal matrix eD are stored in the algorithm. 

(b) The tangential stiffness matrix for the instant 

configuration is decomposed into the product 
TS DS . Let the coefficients of D  be .kd  

(c) If at least one of the diagonal coefficients of 

the diagonal matrix D  has changed sign as 

compared to the linear elastic value, the 

structure has passed a singular point and is 

considered to be in a nearly singular range. The 

instant configuration is called a nearly singular 

configuration.  

 
( ){0,1,..., 1}: ( ) ( )s
k kek n sign d sign d      

state is a nearly singular configuration  (33) 

 
If the decomposition of the tangent stiffness 

matrix ( 1)t sK has negative diagonal 

coefficients, the algorithm back-steps to 

configuration s  and performs stability analysis 

with this configuration as nearly singular point.  

 

 

4.  DETERMINATION OF SINGULAR  
     CONFIGURATIONS 
 

If the truss is near a singular point, two strategies 

can be followed: the singular limit-point is 

avoided empirically or the system displacement 

vector and the system reaction vector at the 

singular point are determined. The first approach 

is simpler and can be used at snap-through points 

where there is only one direction in which the 

truss can displace beyond the singular point. The 

second approach must be used if a load path is to 

be continued beyond a bifurcation point. 

A singular point is determined by computing the 

displacement and reaction vectors for which the 

tangent stiffness matrix in the governing 

equation (7) is singular. Let A be a nearly 

singular point which precedes the singular point 

L. The displacement increments from the nearly 

singular point A to the singular point L are 

expressed as functions of the unknown load 

factor increment from A to L with (17). 

The derivatives of the displacement increments 

are substituted into the expressions for the 

tangent element stiffness matrices. The resulting 

expressions for the tangent element stiffness 
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matrices are nonlinear functions of the load 

factor increment .  The value of   which 

drives the determinant of the tangent stiffness 

matrix to null is determined by iteration. 

In iteration 0, the terms which are nonlinear in   are neglected. The value of   for which 

the determinant of the tangent stiffness matrix is 

null is determined by solving for the 

eigenvalues of the general eigenvalue problem: 

 

 
0 1

0 1

det ( ) 0

( )

s s

s s

  
  

K K

K x K x




 (34) 

 

where 0sK is a residual stiffness matrix, 1sK  is a 

modification stiffness matrix. 

The increment in the element displacement 

vector due to the displacement (17) is given by 

 

 T
e esy e sv R T d   (35) 

 

The derivatives of the displacement 

increment ev  with respect to the axial 

coordinate 1y are obtained using expression (4): 

 

 ,1

1
( ), orT T

m m esy e tv
a

  g R T d f    

 ,1 1 2 ,m m mv d d     (36) 

 1 2

1 1
: :T T T T

m m esy e t m m esy ed d
a a

 g R T d g R T f   

 

The derivatives of the node displacement of the 

truss at the singular point with respect to 1y are 

denoted by ,1mv and expressed with (37) as 

functions of the load factor increment  : 

 

,1 ,1 ,1 0 1

0 ,1 2

m m m m m

m m m

v v v d d

d v d

    
 

 
 (37) 

 

Tangential stiffness matrix eK at the singular 

point has constant cK , deviatoric dK  and 

geometric gK components: 

 11c

A E

a
K G  (38) 

 1 11 2 22 3 12( )d

AE
c c c

a
  K G G G  (39) 

 4 11 22( )g

AE
c

a
 K G G  (40) 

 
where kmG  are the products of vectors mg in 

(4): 

 

 
: , {1, 2,3}

:

T
kk k k

T T
km k m m k

k m

k m

 
  

G g g

G g g g g
  

 

The coefficients in (39) to (41) are: 

 

      1 10 11 10 11( )(2 )c d d d d         

      
2

2 20 21( )c d d     

      3 20 21 10 11( )(1 )c d d d d         

      4 10 11( )c d d     

           2 2

10 11 20 21( ) 2 ( ) 2d d d d       (41) 

 
Expressions (39) to (42) show that tangential 

element stiffness matrix can be written as a 

quadratic function of the load factor increment: 

 

 2

0 1 2e e e e    K K K K   (42) 

 
Herein 0eK  is a residual element stiffness 

matrix, 1eK  and 2eK  are components of a 

modification element stiffness matrix. 

The component system matrices iK for the 

incremental system stiffness matrix are 

assembled from the element matrices: 

 

{0,1,2}T T
i e esy ei esy e

e

i K T R K R T  (43) 

 
The residual and modification stiffness matrices 

in (35) are computed with the approximate load 

factor increment :  
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0 0 1 1 2s s   K K K K K  (44) 

 
The load factor increment for the singular point 

is determined iteratively as follows. 

Cycle 0: Only the terms which are linear in 
(0)  are retained in the system stiffness matrix: 

 
(0) (0) (0) (0)

0 1 1 1

1 1

   with

T T
e esy e esy e

e

   
K K K K K

K T R K R T


 (45) 

 
Cycle m : The nonlinear term ( ) ( )m m    is 

approximated by ( ) ( 1) :m m     

 

 

( ) ( ) ( )

0 1

( ) ( 1)

1 1 2

2 2

m m m

m m

T T
e esy e esy e

e


  
  
 

K K K

K K K

K T R K R T


  (46) 

 
The eigenvalue problem (34) is solved by 

inverse vector iteration for the matrix pair 
( )

0 1,( )mK K  to yield ( ).m  Matrices 

0 1ands sK K contain rows and columns which 

are associated with prescribed displacements. 

Eigenstates corresponding to rigid body motions 

are not of interest for the limit point analysis. 

The inverse vector iteration is therefore 

restricted to the stiffness submatrix 11K  which 

corresponds to the free displacements. If 

matrices 0sK  and 1sK are determined for a 

nearly singular state,   is small compared to 

the next larger eigenvalue, so that the iteration 

converges very fast.  

State of the truss at the singular point: The 

iteration is terminated if the absolute value of the 

change in the load factor increment   in a 

cycle is less than a prescribed limit value such as 
610 .  The load factor increment is then used to 

compute the displacements at the singular point: 

 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

A A A
t

L A A

 
 

d d

d d d

 


 (47) 

where ( )Ld is a system displacement vector at 

the singular point L , ( )Ad is a system 

displacement vector at nearly singular point A , 
( )A
td is pattern displacement at point A , and 

( )Ad is displacement increment from nearly 

singular point A to the singular point L . 

 

 

5.  IMPLEMENTATION AND  
     VERIFICATION OF THE METHODS 
 

The methods presented are implemented as 

parts of the software test bed developed on the 

Java platform.  

An example is presented that demonstrates the 

accuracy of the algorithms implemented in the 

software. The exact analytical solution obtained 

by the author [5] is used for the verification of 

the numerical results. 

For the numerical analysis of the behavior of the 

tripod the model shown in Fig.2 is used that has 

the following properties.  The base a  is 2.00 m. 

The height of the apex above the supports is 

0.15m. The bars carry axial forces but not 

bending moments. The area of the bar cross-

section is 210 .cm  The modulus of elasticity of 

the bar material is 8 22.0 10 / .kN m  The 

supports A and C of the truss are pinned. The 

truss carries a vertical pattern 

load (0.0, 10.0)P kN   at the apex D. 

The step size of the constant arc increment 

method is determined by the initial load factor 

increment for step 0. The iteration in a load step is 

terminated if the norm of the unbalanced forces in 

the trial state at the end of the step is less than the 

product of the linear force norm with the initial 

load factor and a specified error test factor. 

Table 1 presents the results of the numerical 

analysis of the truss for test factor 210ef
  

and initial load factor increment 0.50  . 

 It can be seen that the accuracy of the 

deformation analysis is very high, and the 

computed values for the singular points are 

practically exact. 
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Figure 2: Displacements of a regular tripod 

 

Table 1: Error in the Displacement-Load Curve for 
2

ef 10  and 0.50   

Step 
Displacement 

3u , m 

Load 

3P , kN 

Exact value 

3P , kN 

Error 

,%  

1 -0.003082264 -5.000000000 -4.999854298 0.002914125 

5 -0.016185170 -22.858054820 -22.857765439 0.001266007 

10 -0.034951366 -39.633274572 -39.632216805 0.002668957 

15 -0.060788321 -48.295855224 -48.239346556 0.117142275 

16 -0.063396583 -48.305776344 -48.305776344 0.000000000 

17 -0.063397460 -48.305776352 -48.305776352 0.000000000 
| The configuration is at a TURNING POINT in step      17  | 

| Load factor =                               4.830577635  | 

20 -0.078854674 -46.14152722 -46.13481196 0.014555718 

25 -0.111247574 -30.26025916 -30.25931986 0.003104151 

30 -0.172802252 18.63782577 18.6373315 0.002652021 

35 -0.22123336 46.1693256 46.15869695 0.023026335 

38 -0.236603178 48.30577635 48.30577635 0.000000000 

39 -0.23660254 48.30577635 48.30577635 0.000000000 
| The configuration is at a TURNING POINT in step      39  | 

| Load factor =                              -4.830577635  | 

40 -0.241526461 48.06152525 48.06710242 -0.011602873 

45 -0.261347109 41.82901148 41.82691188 0.005019737 

50 -0.278910691 28.1970399 28.19639703 0.002279947 

60 -0.309085064 -16.61143186 -16.61164357 -0.001274461 

65 -0.32230765 -46.06856653 -46.06872352 -0.000340782 
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CONCLUSIONS 
 

The procedure of stability analysis which is 

presented in this paper includes the following 

methods: method for computing the nonlinear 

load-displacement behavior of a truss prior to 

instability, method for determination of nearly 

singular configurations of a truss, and method 

for determining the loading, displacements and 

reactions of the unstable configuration of a 

truss. These methods have been implemented in 

an object-oriented Java application that is used 

as a test bed for the research in geometrically 

nonlinear analysis. The results obtained 

demonstrate that the proposed methods are 

suited for the stability analysis of space trusses. 

The developed algorithm is capable of finding 

singular points with high accuracy and permits 

subsequent calculation of snap-through and 

bifurcation paths. 
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STUDY OF POSSIBLE APPLICATION OF DIFFERENT DESIGN 

MODELS OF “FOUNDATION – SOIL” SYSTEM  

FOR A PILE-RAFT FOUNDATION OF А HIGH-RISE BUILDING  
 

Galina G. Kashevarova, Oleg U. Smetannikov, Alexandra U. Zobacheva  
Perm State Technical University, Perm, RUSSIA  

 
ABSTRACT: Different design models of ‘foundation – soil’ system with taking into account physically nonlin-

ear properties of materials are considered in the distinctive paper. Possibilities of simplification of settlement 

model are investigated. 

 

Keywords: Design models, foundation, soil, nonlinear properties of materials, settlement model 

 

 

INTRODUCTION  

 

Soil-base structures refer to the class of hard 

formalized problems because soil is usually a 

non-homogenous poorly studied medium, 

whereas a foundation must provide the possibil-

ity of interaction between the upper structure 

and the soil base. 

The objective of this paper is to simulate and 

study a stress-strain state of a ‘foundation-soil’ 

system taking into account physically non-linear 

soil properties, soil compaction when driving 

the piles and a comparative analysis of the re-

sults obtained in different design models. 

Investigations were conducted using a Com-

bined Pile-Raft Foundation as an example be-

cause that has often been in use in high-rise 

buildings lately.  

The following sequence of problems was 

solved: 

I. Study of non-elastic soil properties in-

fluence on the base settlements when us-

ing different pile field models. 

II. Study of soil compaction influence on 

the base settlements when driving the 

piles and the comparative analysis of us-

ing different compaction models. 

An universal multi-functional programmed fi-

nite-element system ANSYS was used for doing 

the calculations and investigation. 

There are a lot of methods to define soil me-

chanical properties, their number being as large 

as the number of researchers. Rather simple 

models of soil bases are used in the practice of 

building design at present, for example: Vincler 

mechanical model and its modifications; models 

of elastic half-space and linear-strained layer of 

finite thickness; non-linear models. 

Vincler model, in principle, can’t reflect the real 

interaction between the structure and the bed-

rock adequately. But it continues to be used in 

building design because  It is ultimate mathe-

matical simple.  

Application of linear elasticity theory to soils is 

grounded by the fact that in accordance with the 

requirements in normative documents founda-

tions are to be so designed that the pressure to 

soil wouldn’t induce non-linear settlements. 

The use of soil base model in the form of a lin-

ear- strained layer is directed by the normative 

documents currently in use, issued more than 20 

years ago, and is defined by the possibility to 

realize it in some simple engineering design 

methods. 

In the course of maintenance soil bases can be 

subjected to some additional forces that were 

not specified by the design (for example, recon-

struction, superstructure, building new struc-

tures into already existent development, chang-

ing physico-mechanical soil properties, etc.). In 

these cases it is necessary to use non-linear soil 

models.  

Modern methods of computing mathematics and 

industrial programmed systems in powerful 

computers allow the wide use of numerical load 

tests with the use of  non-linear  soil  mechanics,  
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a)  

b)  

 

Figure 1. A foundation fragment with non-uniform soil mass in depth; 
a) yoz plane symmetry; b) Two layers in z-direction: 0,15m - ½ of the pile layer ; 0,45m - of the layer be-

tween piles 
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whose basis is the notion of soil as an elasto-

plastic substance. 

Soil mass is represented as a form of a finite-

element model taking into account soil hetero-

geneity and non-linear relations between 

stresses and strains based on this  or that 

strength theory. Giving different physico-

mechanical properties to each element or a 

group of elements it is possible to simulate any 

soil base structure with appropriate parameters 

obtained in the result of field and laboratory 

tests. The main problem of creating a spatial 

picture of soil structure is connected with the 

fact that geological survey data are usually 

based on the results obtained for a limited num-

ber of boreholes. The nature of soil seam bed-

ding when going farther from the borehole sur-

face is not known for sure and can be deter-

mined only with some degree of possibility. 

The Combined Pile-Raft Foundation under 

study represents a rectangular reinforced con-

crete 36x18x1.25m raft rested on piles (the 

cross section of a pile is 0.3x0.3m, the length of 

a pile is 6m). The foundation raft is reinforced 

by the grid with 200mm spacing in upper and 

lower zones; the reinforcement diameter is 

28mm. The middle layer has antisettlement rein-

forcement neglected in design. 

A foundation fragment with non-uniform soil 

mass in depth was taken as a design model for 

stress-strain state study (fig.1a). On virtue of yoz 

plane symmetry of the model only its half is 

considered. Two layers in z-direction are taken 

(fig.1b). The first one with the depth of 150mm 

contains half of the pile layer; the second one 

has ½ of the layer between piles (450mm deep). 

The volume model was made with the help of 

the fragment extrusion method. 

A three-dimensional model of ‘foundation-base’ 

system occupies volume V, which consists of 

the volumes of the foundation elements (V1) and 

soil base (V2) and is limited to the surface Г 

(Fig.1a). ‘Foundation-base’ system is referred to 

rectangular Cartesian coordinates, whose origin 

is found in the centre of a foundation raft. 

 

I. STUDY OF NON-ELASTIC SOIL 

PROPERTIES INFLUENCE ON THE 

BASE SETTLEMENTS WHEN USING 

DIFFERENT PILE FIELD MODELS. 

 

The following design models of ‘foundation-

soil’ system were considered: 

1. The spatial model of a Pile-Raft foundation, 

in which piles were directly included into 

the design model of foundation and simu-

lated with the help of volume finite elements 

as well as a pile.  

2. In another design model a pile field was re-

placed by its homogenious anisotropic ana-

log with averaged properties – effective 

characteristics. 

To determine stress-strain state of the system we 

have the following system of equations: 

- equilibrium equations  

       0,  ijij rFrr
  , Vr  ,     (1) 

 

where: σij – components of stress tensor σ; r - 

radius-vector of the spatial position of the parti-

cle; ρFi – components of mass force vector. 

- geometrical Koshi relationships  

 

      rurur ijjiij


,,

2

1  , Vr       (2) 

 

where εij – components of strain tensor ̂ ;  ui – 

components of displacement vector. 

- physical (defining) relationships for the case 

of linear connection between stresses and 

strains: 

      rrCr klijklij

   , Vr      (3) 

 

where Cijkl – components of elastic constant ten-

sor. 

When taking into account non-linear relation 

between stresses and strains in soil (Drucker-

Prager theory of plastic flow), where з
лд  – 

components of plastic strain tensor p̂  (defined 

by the law of flow) 
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         rrrCr p

klklijklij

   ,  2Vr  .   (4) 

 

- Boundary conditions of mixed type depend on 

the conditions of loading and grouting (Fig.1.a, 

the conditions of grouting on boundaries Г5 and 

Г6 are not shown). Equally distributed surface 

loads are assigned to the parts of body bounda-

ries. They include the weight of the building, P3 

= 28,000t, transmitted to the foundation through 

load-bearing walls. This load is applied to the 

pile surface. 

 

0)()(

)()()(




rnr

rPrnr

jij

ijij







    
2

1

Γ
Γ




r

r



          (5) 

 

Apart from boundary stress conditions we as-

sign boundary displacement conditions prohibit-

ing the displacement in the soil mass faces in 

the direction of a normal to a certain face and 

rigid grouting of a low base plane. 

 

0)( rux


 43 ΓΓr   

0)( ruz


 65 ΓΓr   (6) 

0)( rui


 7Γr              (6) 

 

The soil mass was seen as a limited finite area 

whose outer boundaries were chosen so that 

edge effects on them practically could influence 

neither the settlements beneath the structure nor 

the stresses in the constructions of a building 

(namely, mass depth is 30m, the mass boundary 

is removed to the distance of 0.7 building 

length). The conditions of complete adhesion 

between system elements were assigned. 

To determine elastic properties of reinforced 

raft layers (reinforced concrete) the following 

relations were used (Foight hypothesis): 

 

E = Eα Vα +E  (1 – Vα)  ν = ν  (1 – Vα) + να Vα   

   (7) 

 

Initially the problem of a stress-strain state of 

spatial ‘foundation-base’ system was solved as 

linear-elastic (fig.3a). Then non-linear Drucker-

Prager model of soil was used, defining rela-

tions which are: 

  )()()()( rrrCr p

klklijklij   , 2Vr  

 

or 

 

            



  ijij

p

ij s
sI


ˆ2

1
ˆ

2

,           (8)  

 

where:  

  
2

2

35.0

ˆ2

  eI 
; 

)sin3(3

sin2


   

 

– constant material soil; ŝ - deviator of stress 

tensor; ê - deviator of strain tensor.  

The transition to plastic state is  

 

 0 pekv               (9) 

   2
1

)ˆ()ˆ( 21 sIIekv    - equivalent strain; 

)sin3(3

cos6 0


  C

p  - yield material soil; 

iiI  )ˆ(1 , )(
2

1
)ˆ(2 jjiijiijI    - 1-st and 

2-nd invariants of the stress tensor; 

0С  - Coefficient of internal friction;   - Angle 

Shear. 

Non-linear properties of concrete were not taken 

into consideration when doing this calculation. 

Soil material in the pile field was also consid-

ered elastic. 

The non-linear analysis showed redistribution, 

the jump of a base settlement value near the raft 

edges and essentional (about 1,5 times) increase 

of the maximum displacement (settlement) 

value. Rafr deflection value practically did not 

change in comparison with a linear variant. 

In another design model a pile field was re-

placed by its homogenious anisotropic analog 

with averaged properties – effective characteris-

tics. 



Study of Possible Application of Different Design Models of “Foundation – Soil” System for a Pile-Raft Foundation of 
a High-Rise Building  

Volume 5, Issue 1&2, 2009 49

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 
Figure 2 Three-dimensional element periodicity 

of a pile field 
1 – fragment of pile (concrete),  

2 – fragment of soil 

 

The following things were considered:  various methods of characterization;  different variants of pile arrangement in a 

pile field;  different material composition of a soil 

mass. 

Effective characteristics were defined by the 

solution of two boundary-value problems calcu-

lating stress-strain state of three-dimensional 

element periodicity (fig.2), finite element de-

composition being so done that the boundaries 

of the elements coincided with the soil – con-

crete separation boundaries. 

Displacements Ui0 (i=x, y) were applied in se-

quence to x- and y-directions and a uniform 

stress field was formed. 

Boundary conditions under the kinematic im-

pact along x- and y-axes exist. What is more, 

tangential stresses on all surfaces are equal to 

zero. 

In numerical experiments coefficients of elastic-

ity and Poisson ratios in directions of main sys-

tem axes were defined with the help of formulae: 

 

0

xx

xx

xE 
 ; 

0

0

xx

yy

xy 
  ; 

0

0

xx

zz
xz 

      (10) 

 
where 

 

x

x
xx

l

U00  , 
y

y

const
yy

l

U )(
0  , 

z

z

const
zz

l

U )(
0  , 


V

xxxx dV
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 1
. 

 
Calculated effective characteristics are: 

 

0,35620,256e

Па0,189e10Па0,182e8




xzyzxy

yzx EEE


 

To find effective shear modules, spatial bound-

ary-value problems of pure shear of a periodic-

ity element were considered, and  

 

Па0,671e7Па0,679e7  xzyzxy GGG  

 

The results obtained and the character of verti-

cal displacements are comparable with similar 

results of the previous model. The difference is 

not more than 1,5%, which speaks about ade-

quacy and possible application of this simplified 

pile field model when calculating raft settle-

ments. 

Computational experiments with closer ar-

rangement of piles in a pile field were con-

ducted as an additional legitimacy check of the 

replacement of the volume occupied by the pile 

field by its homogenous transversally isotropic 

analog in stress-strain state problems (fig. 3b,d). 

And again, alteration of design settlement val-

ues under the replacement of material in a pile 

field by its homogenous transversally isotropic 

analog appeared insignificant (the difference 

was no more than 2%). 

To generalize the results obtained, an ad-

ditional investigation of various material com-

position of soil mass on base settlements was 

carried out. The analysis of obtained results 

showed that the degree of influence of non-

linear soil layer properties in different combina-

tions when taken into consideration was differ-

ent (tabl. 1). But in all cases the design model 

with homogenous transversally  isotropic  mate- 



Galina G. Kashevarova, Oleg U. Smetannikov, Alexandra U. Zobacheva 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 50 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3. Computational experiments with closer arrangement of piles in a pile field 
a) Settlements in linear soil model in which piles are directly include into the design model of foundation; b) 

Settlements in linear soil model with homogenious anisotropic properties of pile field; c) Settlements in non-

linear soil model in which piles are directly include into the design model of foundation; d) Settlements in 

non-linear soil model with homogenious anisotropic properties of pile field 

 

 

 

Table1. Settlements and deflection calculated for a shallow foundation 

The difference settlements (%)   

Combination 

of soil layers 

in linear soil model and  non-linear 

one  

non-linear soil model, in which piles are 

directly include into the design model of 

foundation and model with homogenious 

anisotropic properties of pile field 

(1)-(2) 13,34 1,29 

(1)-(3) 5,26 0 

(2)-(3) 5,28 2,06 

(2)-(3) 8,02 2,09 

(1) – Sandstone; (2) – Clay; (3) – Rocky Marl 
 

a) b) 

∆U= 0,0337 m 

c) d) 

∆U= 0,032 m ∆U= 0,0323 m 

∆U= 0,0343 m 
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rial is suitable for the description of a soil base 

stress- strain state. 

To generalize the results obtained, an additional 

investigation of various material composition of 

soil mass on base settlements was carried out. 

The analysis of obtained results showed that the 

degree of influence of non-linear soil layer 

properties in different combinations when taken 

into consideration was different (tabl. 1). But in 

all cases the design model with homogenous 

transversally isotropic material is suitable for 

the description of a soil base stress- strain state. 

 

 

II. STUDY OF SOIL COMPACTION 

INFLUENCE ON THE BASE 

SETTLEMENTS WHEN DRIVING THE 

PILES AND THE COMPARATIVE 

ANALYSIS OF USING DIFFERENT 

COMPACTION MODELS 

 
In pile driving process soil material in a pile 

field is compacted due to the reduction of the 

volume that it occupies. Bearing resistance (soil 

strength) is increased with the compaction, and, 

therefore, foundation settlement resistance is 

increased, too. 

For taking into account soil compaction differ-

ent methods were used: 

1. Simulation of a real soil compact process. 

2. Alternation of unconsolidated soil strength 

properties so that its strength can  conform 

to consolidated soil strength. 

In the first case the following problems were solved: 

Assuming that compaction takes place in the 

direction of normal to the forming pile surface, 

horizontal displacements  

 

10

СВ
СВx

B
BU   

 

were applied to the soil –pile contact boundary 

in the direction of x-axis. Soil compaction oc-

curred in consequence of the increase of the 

volume assigned to a pile from negligibly small 

value to its actual sizes (Fig.4 snows the size 

increase of volume 1along x-axis to the value 

equal to BCB. The midline of the interval be-

tween piles was fixed in all directions. To fix 

boundaries y= O and y=H associated sets 

(scheme setting of flat-strained state). The vol-

ume occupied by a pile was assumed empty 

(area 1 in Fig.4). A non-linear problem, de-

scribed by equations (1), (2), (4) was solved. 

The results of the stress-strain state model defi-

nition for the soil being consolidated during the 

pile driving process are given in Figures 5-6.  

When solving the problem uniform component 

distributions of stress tensor σ in the soil from 

maximal module value on the pile boundary to 

the minimal value on the midline of the interval 

between piles were obtained (Fig.5). 

Normal components of stress tensor (σii, I=x, y, 

z) coincide with principal normal stresses σ1, σ2 

, σ3 ( here σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 taking into account the 

symbol). Tangential stress values are negligibly 

small in comparison with normal components 

and can be considered zero values. The soil in 

the pile field resulted from the compaction after 

pile driving appears to be in the state of hydro-

static compression. 

After that the process of soil mass shear with 

respect to the pile across the pile-soil contact 

surface (Fig.7) was simulated with the account 

of previous results. Displacements Uy are ap-

plied to the pile contact boundary in a prelimi-

nary consolidated pile field element in the direc-

tion opposite to y-axis.  

The results of the model shear reaction study are 

shown in Figure 8. There are also the results of 

the experiment with the soil without preliminary 

compaction and the results of the elastic solution. 

Another method of the consideration of soil 

compaction in a pile field was carried out with-

out simulation of the process of real compac-

tion, but with the help of characteristics given to 

the soil and equivalent to compacted state. 

For the description of soil behavior as elastic-

plastic material the model of Drucker –Prager 

(8) – (9) was used. Fluidity surface for that 

model in principal stress space represents a cir-

cular cone (Fig. 9). The location and geometri-

cal    surface    characteristics   are    defined  by 
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Figure 4.  FE-model of soil compaction when driving the piles 

1 – part of pile volume; 2 – part of soil volume 

 

 

 

 
Figure 5. The influence of displacements when driving the piles to the component of stress tensor σ 

on the pile-soil boundary 

 

 

 

 
Figure 6. Distributions of principal normal stresses in element of pile field  after driving the piles 
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Figure 7. FE-model for the process of soil mass shear with respect to the pile across the pile-

soil contact surface 

 
 

Figure 8. The dependence of tangential stresses on the border soil - pile of vertical displacement 

1 - soil without compaction; 2 - to soil compaction; 3 - elastic solution 

 
Figure 9. Drucker–Prager fluidity surface displacement 
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 Drucker-Prager model parameters, Co and . 
The part of a cone situated in a positive half-

space is removed to a compression stress value. 

To assign soil the properties similar to its com-

pacted state, it is necessary to take into account 

compression stress occurring in real compaction 

process σcp (see Fig.9). Fluidity surface dis-

placement along the line of equal principal 

stresses conforms to the increase of soil specific 

adhesion value.  

Values σcp in elements depending on the dis-

tance to a pile and resulted from the stress-strain 

state definition of real compacted soil are given 

in Fig.10 (on the left). 

To define mean stress values corresponding to the 

coordinates of the grid point centres in the model 

without compaction (x׳Ci) different from the com-

pacted grid coordinates (xCi) it is necessary to set 

functional relation σcp = ƒ (x). Cube polynomial 

was chosen as an approximation function: 

   3

3

2

210 xaxaxaaxf   

 

Coefficients ai, i = 0.3 were obtained in the re-

sult of equation system solution using the 

method of least squares. 

Specific adhesion value for the soil material in 

pile field element was assigned by the formula 

    tgxCC
iCрi


00 . 

 

Then an experiment on shearing the pile field 

element was done similar to the one described 

above, which resulted in the definition of an 

equal tangential stress value on the foundation 

contact boundary and its behavior as the applied 

vertical displacement was increasing (Fig.11). 

The axial-symmetric element loading problem 

of pile field periodicity with a foundation part 

was solved with the use of this soil compaction 

model (Fig.12). 

The problem of base settlement definition was 

solved in two settings: 

1) Soil material is elasto-plastic with the ac-

count of compaction as the result of pile 

driving. 

2) Soil material is linear-elastic. 

The results of problem solution are given in 

Fig.13. 

The distribution of vertical displacements and 

their values for problems 1and 2 are completely 

the same. This fact states the legitimacy of the 

application of soil material having elastic prop-

erties in a pile field, whereas in other parts of 

soil mass the relation between material stresses 

and strains can be non-linear. 

 

 
CONCLUSIONS 

 

1. The account of physically non-linear soil 

properties in the problems defining a ‘foun-

dation-base’ system stress-strain state leads 

to the essential increase of maximal base 

settlement values and to the alternation in 

the ways of their distribution, but, at the 

same time, it practically does not influence 

the amount of pile deflection. 

2. Settlement definition for buildings on pile-

pile foundations is better to do with the re-

placement of pile field volume by its homo-

geneous anisotropic analog. The use of such 

a design model allows to lower solution er-

ror specified by the presence of so called 

‘degenerate’ elements in the finite-element 

model. The difference in settlement defini-

tion results is not more than 2%. 

3. The properties of pile field soil can be as-

sumed linear-elastic. 
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a)      b) 

Figure 10. Values σcp in elements depending on the distance to a pile: 
a) compacted soil; b) soil without compaction 

 

 

 

 
 

Figure 11. The schedule of an equal tangential stress value on the foundation contact boundary  

dependencing from the applied vertical displacement  

1 – for actually condensed soil; 2 – for a a soil with characteristics equivalent to compacted state  
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Figure 12. The axial-symmetric element of pile field periodicity with a foundation part 

 

 
 

Figure 13. Settlements of the soil in an element of pile field periodicity (m) 
 



International Journal for Computational Civil and Structural Engineering, 5(1&2) 57-62 (2009) 

 

57 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

MATRIX ANALYSIS OF VISCOELASTIC ELEMENTS 
 

Alexey Kuznetsov 
University of Ballarat, School of Information Technology and Mathematical Sciences 

University of Ballarat, Mt. Helen Campus, Victoria, AUSTRALIA  

 
ABSTRACT: Behavior of the main viscoelastic models is studied by reducing the governing second order dif-
ferential equations to systems of equations of the first order. That results in constructing the fundamental matri-
ces, which retain the main properties of the considered models. Cases of degeneracy, non-semisimple degener-
acy, and semistability of these matrices are analyzed. 
 
Keywords: Kelvin’s element, Maxwell’s element, standard linear element, viscoelasticity, fundamental matrix, 

non-semisimple degeneracy, semistability 
 

 
1. INTRODUCTION .  
 
Herein we analyze behavior of different viscoe-
lastic elements used in modeling vibrations of 
discrete mass systems composed of masses 
bounded with each other by different combina-
tions of springs and dashpots. These systems 
arise in different areas of science and technol-
ogy starting from analyses of vibrating molecu-
lar chains [1 - 4] to biology and biochemistry 
[5], transport engineering [6, 7], and seismic 
protection [8, 9].  
In the following sections we shall study the 
main models (elements) and outline a procedure 
of reducing the second order differential equa-
tions of vibrations to a system of differential 
equations of the first order. This is known as the 
generalized Hamiltonian formalism. Analyzing 
the corresponding fundamental matrices allows 
us to establish some important properties of the 
solutions and their structure. Such an analysis is 
done apparently, for the first time.  
 
 
2. KELVIN’S (VOIGT’S) ELEMENT . 
 
Such an element (Fig.1) was introduced inde-
pendently by Thomson (Lord Kelvin) [10] and 
Voigt [11]. Linearity of this element means that 
the ordinary differential equation for the freely 
vibrating mass is linear:  
 

0mx x kx                      (2.1) 

where x  is the deflection from the equilibrium 
position; the mass m , the viscosity factor , and 
the spring rate k  are material constants independ-
ent of ,x x , and time t . Physical reasons imply: 
 

0, 0, 0m k   .               (2.2) 
 
When the external loading ( )p t  is applied to the 
vibrating mass, Eq. (2.1) becomes inhomogene-
ous:  
 

mx x kx p     .                (2.3) 
 
By introducing a new variable v x   Eq. (2.1) 
can easily be reduced to a system of coupled 
equations of the first order:  
 

x v

mv v kx

   



.                 (2.4) 

 
or in a matrix form  
 

2 2 2 2 x G x ,                 (2.5) 

 
where 2 ( , )x vx  is a two-dimensional vector 

and  
 

2 2

0 1

k
m m

 
      G .          (2.6) 
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The analysis of (2.5), (2.6) reveals that to form a 
well-defined system, the both mass m  and 
spring rate k  should not vanish (if k  vanishes 
matrix 2 2G  becomes degenerate), while the 

viscosity factor   can vanish, thus  
 
Proposition 2.1. a) Matrix 2 2G  is not degen-

erate, if along with (2.2)  
 

0k  .                          (2.7) 
 
b) Matrix 2 2G  admits non-semisimple degen-

eracy [12], if  
 

2

4
k

m

 ,                        (2.8) 

 
here the non-semisimple degeneracy means ap-
pearing the Jordan block at reducing 2 2G  to 

the Jordan normal form.  
c) Matrix 2 2G  is a semistable matrix [12]:  

 
Re( ) 0, 1,2k k   ,           (2.9) 

 
where k  are eigenvalues of matrix 2 2G . Re-

lation (2.9) admits another interpretation: at any 
admissible values of parameters ,m k , and  
satisfying (2.2), (2.7), there are no exponentially 
growing free vibration solutions, and at 0  
all the admissible solutions oscillate without at-
tenuation.  
d) A necessary and sufficient condition for ap-
pearing oscillating attenuating solutions is  
 

2

, 0
4

k
m

   .             (2.10) 

 
Proof a) follows from the preceding considera-
tion. Proof of b) is straightforward and flows out 
from analyzing the Jordan normal form of 

2 2G :  

 
1

2 2 2 2
   G W J W ,        (2.11) 

where W  is a unitary matrix with det( ) 1W , 
and  
 

2

2 2
2

0
2 2

0
2 2

k

m m m

k

m m m



                   
J  

(2.12) 
 
when (2.8) does not hold, while at (2.8) there is 
a Jordan block:  
 

2 2

1
2

0
2

m

m


       

J .          (2.13) 

 
Diagonal elements in (2.12) and (2.13) are ei-
genvalues of matrix 2 2G . Proofs c) and d) 

flow out from analyzing structure of the eigen-
values in (2.12) and (2.13).  
The inhomogeneous Eq. (2.3) in a matrix form 
is  
 

2 2 2 2 2  x G x p ,          (2.14) 

 

where  2 0, p
mp . 

 
Remark 2.1. a) The outlined procedure of reduc-
ing the higher order differential equations to a 
system of differential equations of the first order 
is well known (e.g. [13]) and serves a basis for 
constructing the fundamental matrix method. 
Even the considered case of a single Kelvin’s 
element demonstrates principle advantage of the 
matrix formalism (2.14) over the direct formal-
ism based on Eq. (2.3). Indeed, while the direct 
formalism allows one to get solutions related 
only to the external force loadings ( )p t , the ma-
trix method gives solutions corresponding to 
both applied external force loadings ( )p t  and 
the applied displacement ( )u t . In the latter case 
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the external “loading” vector 2p  is  2 , 0up . 

Later on, we shall present some other advan-
tages of the matrix formalism.  
b) In a case, when 0k   and matrix 2 2G  is 

degenerate, no vibration occurs:  
 

( / )
1 2( ) c m tx t C C e  .         (2.15) 

 
For the inhomogeneous Eq. (2.3) with oscillat-

ing force 0( ) i tp t p e  , the corresponding solu-

tion (up to a free vibrating solution (2.15)) is  
 

0
2

( ) i tp
x t e

ic m
   .         (2.16) 

 
Solution (2.16) reveals that at 0  motion 
becomes unbounded, resembling motion of a 
viscous fluid.  
c) When matrix 2 2G  fails to be semisimple, 

the solution of Eq. (2.5) is of the form  
 

   2
1 2( )

c
m t

x t C C t e
  .       (2.17) 

 
Expression (2.17) reveals that at the non-
semisimple degeneracy, no free vibrations oc-
cur.  
 
 
3. STANDARD LINEAR ELEMENT . 
 
Sometimes in applications instead of Kelvin’s 
element a more general element called the stan-
dard linear element is used [14, 15]; see Fig.2. 
For that element the corresponding system of 
governing equations becomes a more elaborate:  
 

2

1 2

2 1

0mx x kx

x x x

x k x

       

 


,               (3.1) 

 
where 1x  is a deflection of the spring k  , and 

2x  is a deflection of the dashpot. The natural 

physical limits for the material constants in Eqs. 
(3.1) are: 
 

0, 0, 0, 0m k k     .          (3.2) 
 
Again, by introducing a new variable v x  , 
system (3.1) can be reduced to the following 
system:  
 

2 2

2

( )

( ) 0

x v

x k x x

mv k x x kx

        





          (3.3) 

 
or in a matrix form:  

 

3 3 3 3 x G x ,                 (3.4) 

 
where  3 2, ,x x vx  and  

 

 
3 3

0 0 1

0

0

k k

k k k
m m

   
 

       
G .       (3.5) 

 
Analogously to Eq. (2.14), the equation of 
forced vibrations for the standard linear element 
is:  
 

3 3 3 3 3  x G x p ,              (3.6) 

 

where  3 0,0,p mp  for the external force 

loading ( )p t  and  3 ,0,0up  for the applied 

displacement ( )u t .  
 
Proposition 3.1. a) Matrix 3 3G  is not degener-

ate, if and only if along with (3.2)  
 

0, 0, 0k k     .           (3.7) 
 
b) Matrix 3 3G  admits non-semisimple degen-

eracy, if  
 



Alexey Kuznetsov 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 60 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

1 3 6
,

8 4

k k k k

m m m

                      .    (3.8) 

 
c) Matrix 3 3G  is a semistable matrix.  

Proofs a) and b) are straightforward and flows 
out from analyzing the determinant and the Jor-
dan normal form of 3 3G . It should be noted 

that at (3.8) the corresponding Jordan block is of 
the third rank: 
 

3
8

3
3 3 8

3
8

1 0

0 1

0 0

k
m

k
m

k
m






          
J . 

(3.9) 
 
To prove c) consider the eigenvalue problem for 

3 3G :  

 

 

0 1

det 0 0k k

k k k
m m

  
 

          
 (3.10) 

 
Equation (3.10) is a polynomial equation with 
respect to  :  
 

3 2 0
k k k k

m m

                         (3.11) 

 
with negative coefficients. Applying to Eq. 
(3.11) the Descartes rule of signs (e.g. [16]) re-
veals that there are no positive real roots. Simi-
lar argument shows that two possible complex-
conjugate roots can have no positive real parts.  
 
Remark 3.1. a) Relation (3.8) is not unique, at 
which the non-semisimple degeneracy takes 
place.  
b) At (3.8) the free-vibration solution of Eqs. 
(3.1) is of the form: 
 

  3
82

1 2 3( )
k

mt
x t C C t C t e

    ,   (3.12) 

 
thus at (3.8) no oscillating motion exists.  
 
 
4. MAXWELL’S LINEAR ELEMENT . 
 
Maxwell’s linear element [15] represents a se-
ries connection of a spring and a dashpot; see 
Fig. 3. For such an element the governing sys-
tem of equations is  
 

1

1 2

2 1

0mx kx

x x x

x kx

    




                  (4.1) 

 
where 1x  is a deflection of the spring, and 2x  is 

a deflection of the dashpot. The natural physical 
limits for the material constants in Eqs. (4.1) 
are:  
 

0, 0, 0m k   .             (4.2) 
 
Vanishing k  or   leads to existence of only 
rigid motions of mass m .  
By introducing a new variable v x  , system 
(4.1) can be reduced to the following system:  
 

2 2

2

( )

( ) 0

x v

x k x x

mv k x x

      





          (4.3) 

 
or in a matrix form:  
 

3 3 3 3 x G x ,                  (4.4) 

 
where  3 2, ,x x vx  and  

 

3 3

0 0 1

0

0

k k

k k
m m

  
      

G .        (4.5) 
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Proposition 4.1. a) Matrix 3 3G  is degenerate 

at any physically admissible values of parame-
ters , ,m k .  

b) Matrix 3 3G is not non-semisimple degener-

ate.  
c) The Jordan normal form of 3 3G  is: 

 

 
 

2
3 3 2 2

2

2 2

0 0 0

0 0

0 0

k k k
m

k k k
m

  

 

             

J .  

(4.6) 
 
d) Matrix 3 3G  is semistable.  

Proof of conditions a) – d) is analogous to proof 
of Proposition 3.1.  
 
Remark 4.1. a) Analysis of eigenvalues (4.6) 
reveals that at  
  22

k k
m                     (4.7) 

 
there are no oscillating solutions.  
b) The zero eigenvalue corresponds to a con-
stant motion of the system.  
 
 
5. CONCLUSIONS.  
 
Analysis of the basic viscoelastic elements re-
veals that for all the considered cases their fun-
damental matrices are semistable, which ensures 
that no exponentially ascending solutions can 
exist. For Kelvin’s and standard linear elements 
the non-semisimple degeneracy associated with 
appearing the Jordan blocks can take place. This 
results in change of the structure of the solution; 
see, representations (2.17) and (3.12). For Max-
well’s linear element the non-semisimple de-
generacy is impossible.  
 
 

 

 
Figure 1. Kelvin’s element 

 
 
 

 
Figure 1. Standard linear element 
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Figure 2. Maxwell’s element 
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Да е а и  о а ве ы  ех иче и  иве и е , . Махач а а, Р ССИ  

 
А АЦИЯ: В а ояще  а ье а а ивае я е о  о и е е  Ла а а в а ачах и е а о -

и а ь о  а оч о  о ии. Да ы  о хо  о е  ы ь и е е  и а ви  и а че е и ое -

и ова ии о и  и а а и , о о ча ых и и а иче их и е  и . . 
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LAGRANGIAN MULTIPLIER METHOD FOR SYNTHESIS  

OF OPTIMAL BEAM STRUCTURE 
 

K.R. Aydemirov 
Dagestan State Technical University, Makhachkala, RUSSIA 

 
ABSTRACT: Lagrangian multiplier method for synthesis of optimal beam structure is under consideration in 

the distinctive paper. Besides, it can be applied and developed for structural analysis and design of plates, box-

type systems, prismatic systems and others. 

 

Keywords: Lagrangian multiplier, optimization, beam structures 

 

П и ое и ова ии о и  ео хо-
и о о е ечи ь ва о ов ых о иво е-
чивых е ова ии – о е ечи ь а е о ь 
и оч о ь о ии, и аи о ь  

о о и  а е иа а. Д я о о и ее  а-
че ие а ие а о ов и е е ия а ы (о -

ё а) в ави и о и о  о ов ых а а е ов 
о ии. Та о о и а а ачи о о я я  

а  а ач е и е о о о а и ова-
ия, о о ые о е а  е ев  и , 

оо ве в щ  вы а о  и е и  

о и а ь о и и и е  о а иче и , о и-

ыва щие овия ио и ова ия о -

и . 

 

)(xUlf                      (1) 

 

);( XUf - ия о е а, )(xU - ия 
и е е ия оща и о е еч о о ече ия 
о ии. 

Си е а о а иче и  в чае  е щие 
овия: е ова ия о оч о и, о чи-

во и, и о и, е о а ив о и; о а и-

че ия о аи о ь е  е во  ча о е, о а-
иче ие а а и а ь  а и  о е-
а ии и и, о е а ое, а и а иче и  

о и  е я; а а и ые о а иче ия 
я и о ых а а е ов о ии; о а-
иче ия а и е яе ы  о а е  о а а, 
а и а и, ое и е ия е е ов, о а и-

че ия, ави ящие о  ови  и о ов е ия, 
о а а и и а а ии о ии.  

И  их о а иче и  и е вии а о -

и  а иче о  и и а иче о  а -

и, в аче ве о ов ых, чи ыва я е-
щие овия: 

– о оч о и 

       xUj                     (2) 

 

– о е о и ( о а иче и  о и а ) 

      xUj                     (3) 
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– о и а иче о  е о и ( о и а иче-
и  о и а ) 

     gxU
j

 *                   (4) 

 

– о Э е ово  о чиво и 

     крxU
j

 *                  (5) 

– о о е ия  а а и ов о е еч о о 
ече ия о ии 

                                          )()()( 11 kUdiXkUq kk             (6)    )()()( 22 kUdiBkUq kk   

 

е   nj ,1  - чи о ча ов а и о ее 
и е а о о ые о а а ивае я и а -

о и а ии ии  mkxU ,1),(   – чи о 
а а е ов ое и ова ия;    - о -

ае ое а я е ие оо ве ве о а а -

я е ие и а ие;   -  ве ичи а о ае-
о о е е еще ия ( о и а); [υg] - о -

ае ы  и а иче и  о и ; [σ]  - и и-

че ое а я е ие о е и о чиво и; qik 

и dik - и ие и ве х ие а и ы а е ов 
о е еч о о ече ия. По и о (2-5), е е  

и я ь о о и е ь ые о а иче ия, в о-
о ве вии  и иче и  ы о  а ачи, 

а  а  е е е ые а а е ы ( а е ы о-
е еч о о ече ия) е о  ы ь о и а-

е ь ы и: .0)(;0)(  iBiX  

По и о а иче их е о ов а а и а [3-4], 

[5-7], и  е о ов а е а иче о о о а -

и ова ия в е е ии о и и а ио ых а-
ач о е  ач о и е я ь я ва иа ио -

ы  е о  Ла а а и е о о и и а ии, о-
о ые иво я  а ач   е е и  и е ы 

ав е и  и а Э е а. В чае ве е ия 
ов о  е а ь о  а ачи и е а о -

и а ь о  о ии  е ов о , я 
е е ия во о о и о ь ова ь е о ы о-
я е ых а ие ов, ь о а, е о ы 

я о о ои а Х а-Д ив а, е е а-
Ми а и . . [4-7]. овия о и и а ии и 

и а иче их во е виях о  ы ь и-

я ы и о о аи о ь е  е во  ча о е 
о е а и , и о о а и а ь о  а и -

е вы е ых о е а и  [3,4]. 

А о а и  е а ае о  в а о е е о и и 

е е ия о и и а ио о  а ачи, ово-
и я а о о ь ых а оч ых о и-

ях ва а о о, я о о ь о о, е о ь-
о о и о о о е еч о о ече и  и 

а иче их и и а иче их во е виях. 
Та о о и а о ии яв я я е е -

а и е щих ча е  а о о и а оо е-
и , а а е о и  ои е ь ых и 

о о ых а и  ( и . 1,2).Ма е иа  чи а-
е я и е о- и . В аче ве а и 

и я а о е о оче ая и а, и о е ая 
а о е о о и. В о ще  о а ов е, е-
а о  вы е ( овия 1-6), е а е во  

а е а а ивае я а ача  а ив ы и и 

и и и  а ив ы  о а иче ия и, а 
е щих а ах а че а чи ыва я о -

а иче ия в о о е е о о аче ия, а  

а  о е ия и е а о ии о е 
е во о а а, чаще в е о, о ае я е аве -

е о . А о и и щая ия U(x)  

е а ае я а о ( . и .1,а), ч о 
 

)()(lim xUi
i



 , иче  

  n

i

ii nnXb
n

i
1

),.....,2,1(,
1

)(      (7) 

 

П и и ая а е во  а е и е а а а ив-
ое о а иче ие -о а иче ие о е о и 

(3), вычи е ие и е а а Мо а я а о о 
i - о о ча а о че а в ви е ии, 

в ча ще  а , е о ые ха а -

е и и и а е иа а и е о о ы  о и о , 

ави ящи  о ь о о  чи а ча ов, а о-
о ые а ивае я о ия и а о -

и а ии 

 

133)( 2  iiiФ                (8) 

 

е i - о е  ча а, о и е о о о о о-
е еч ое ече ие о оя о. 
чи ывая (7), (8), ия е и (1) и о а-
иче ия (3) и  ви : 
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xf

1

min;)(           (9) 

  n

i iii

e iФ
XbE

CPl

1
3

3

],[)(
3

       (10) 

 

е Ei - о ь о и а е иа а а о о 
ча а, P - е в щая а о е о о и 

о е о оче ая cи а, Сe - о и ие  а-
ви ящи  о  о ы о е еч о о ече ия ( . 

и . 1, ) (С1 = С2  =12 я ва а о о и 

я о о ь о о ече ия, С3 = 9/2 - я е-
о ь и а, и С4 = 4   я а); bi ,  Xi - и-

и а и вы о а о е еч о о ече ия. 
Е и в (10) о о ачи ь 
  

),4,3,2,1;,...,2,1(,
3

3

3

, 
 en
lPC

En
d

e

en


 

     (11) 

 

о о о а иче ие и е  ви  

 

  0,
)(

,...,,
1

321  e
Xb

iФ
xxxg n

n

i ii

n       (12) 

В о о а е ь ая ия е о а ео е е-
е ых о и е е  Ла а а о и е я 
в е ще  ви е: 
 

),...,,()( 21 nk xxxgxfЛ       (13) 

 

и и 

  
   

n

i

niikii eiФXbXb
n

lЛ
1

11 ,)(    

 (14) 

 

е f(x) - вычи яе я о (9), g (xk)- яв яе я 
ие  ви а (12). 

Е и ия е и (9) о и ае  е а 
и о а иче иях (12), о е о  Ла а а 
иво и   ав е ия  и а Э е а: 

 

),...,1,(;0 miikЛX
Л

xkk  (15) 

 

и я ва а о о и я о о ь о о о е-
еч о о ече и  о и и  ви :  

 

0)(21 6)1(   iФXЛ i

e

xk             (16) 

0)(31 6)2(   iФXЛ i

e

xk             (17) 

 

о а: 
 

)(3);(2 )2()1( iФXiФX e

i

e

i       (18) 

 

По авив оо ве в щие Xi
(e)

 и  (18) в 
овие (12),   че о  (11) и о о аче ия 

 

30

][

Pl

E l   , 

 

о чи  

 
3

1

2/3

0

2/9

)1( )(4 


 
n

i

e iФn      (19) 

3/4

1

4

3 4

0

44

3

)2( )(
3

256 


 
n

i

e iФ
bn       (20) 

 

Фо ы (18), о е о а ов и в их вы-

а е и  я λ  о (19, 20) и  ви : 

 

4

3

0

1

3/1

6)1(

])([

)(2
n

iФ
iФX

n

ie

i 
       (21) 

 

4

3/1

1

4

3
0

3
)2( )()(

4
iФiФ

bn
X

n

i

e

i 


 
     (22) 

 

По е ова е ь о вычи ив аче ия λ и Xi 

я а ич о о чи а ча ов (n) а о -

и и ще  ии, ахо и  оо ве -

в щие аче ия е ево  ии, (о е а) 
о о е (9). К и е ие  о а ов и о-
е а яв яе я вы о е ие овия 
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Та и а 
 

 e=1 ( ече ие ва а ое)  e=2 ( ече ие я о о ь ое) 
  n 

iX,  
n=1  n=2 n=3 

  n 

iX,  
n=1 n=2 n=3 

  3

0

4

  
3

0

8788.0

  
3

0

376.0

       

1X  
4

0

4314.1

  
4

0

0986.1

  
4

0

9356.0

  
1X  

3
0

5874.1

b
 

3
0

095.1

b
 

3
0

881.1

b
 

2X  - 
4

0

52.1

  
4

0

32.1

  
2X  - 

3
0

7813.1

b
 

3
0

443.1

b
 

3X  - - 
4

0

5577.1

  
3X  - - 

3
0

852.1

b
 

 

    1)( kk UfUf                (23) 

 

е ε   - а е ё  а а ое а ое чи о, 
Вычи е ые о е о е о  е о и е 
а а е ы о и и а ии, и о и е и Ла-
а а и а ич о  чи е ча ов -

е ча о- е е е о о ече ия, а о о ые 
а ивае я а а и а о и а ии, е -

ав е ы в а и е. 
Г а и  и е е ия е о о о о иве е о о 
о е а f*

 о  n о а а  а и ,2, е 
 

l
ff 0*  . 

 

Ка  ви о, а ивая а и о иче и е-
и я  оч о  и а о  аи е ь е  

аче и   f
* 
=1,61, и n    , [2]. 

П е о е ая е о и а   о во яе  а и е 
о ь о о о е и ве ое е а ь ое 
аче ие ии е и,  о че о  оо -

ве в ще о о  аче и  о е е е о-
о чи а е е  а и, а ае  во о о ь 
о е и ь  а  в е   хо о   вычи е ия  о-
а ь ых е ов в о а ве R, о-
о ые о  яв я ь я о а ь ы и в о-
а ве R

n
    ( .е. я а о о о е о 

вы а о о чи а ча ов е е  а и  

о оя ы  о е еч ы  ече ие ). По о-

, е о е ы  а о и  о е  ы ь  

ехо  и я  и ое и ова ии о и-

а ь о о ва иа а е ча о  о ии 

 о е е е ы  а е ё  а а ы  чи о  

ча ов и ое и овщи  о е  о чи ь 
о и а ь ы  ва иа  о ии и -

о  чи е ча ов (n) е ча о - е е-
е о о ече ия. 
В а иче их а че ах о а ывае я о а-
оч ы  о а ичи ь я чи о  ча ов  n=3 

и и 4, а  а  а ие о ии е че и о-
ав ива я че  е е е о о ече ия и о-
во ь о и и  о и а ь ы  ( . и .3, а, 

). Э о о ия в а хо е а е иа а и о и-

а ь о  ех е ча о  о о ь о  а е 
о ав е и   а о  о оя о о ече ия    
о ав яе  16,5%, а и че ы ех е ча-
о  - 17,3%. П и ав е ии их ва иа ов 
о и а ь ых о и   оч ы  а че-
о  ои ы  в а хо е а е иа а о ав-
яе  в е о 1,7-2,3%. а о ове ове е ых 
чи е ых и е ова и  в х и ов а о  

е а  е о о ы  а а и  о и а ь о  а -

и. П ь и а и, в о и а ь о  ва иа -

е, и е  о и а овы  и и а ь ы  о ё   

 

min,2min,1 ff   

 

и и  
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39.1663.1


bl                  (24) 

 

о а ахо и  и и  ече ия я в о о  

а и 

 

4
0

34.1

b                         (25) 

 

По ои  а и и и е е ия и и ы   " b " 

о  о ё а " f " и вы о ы ече ия Xi    ( . 

и .4,5). 

И чив а и  а и .4 е е  о е и ь, 
ч о о о ич ы  о а хо  а е иа а яв-
яе я а а  и и о  о е еч о о ече-
ия  

 

4
0

1.0

b  

 

и о ё о  

 

0

3.0

f , 

 

о а о и о , ч о ви о и  о о а-
и а ( и .5), вы о а ече ия ве ичивае я. 
Е и а ая вы о а яв яе я о и о  о 
о ив ы  е ова ия  и о в  

ие о а иче ия, о и 

 

0

min

3.0

f ,  
4

0

1.0

b  и X3=3.99 

 

– е ав яе я о и а ь ы  е е ие . 

Е и о че ы  ва иа  а и е охо и  

о о ив ы , ех о о иче и  и -

и  о а иче ия , о в ави и о и о  их 
о а иче и , и о ь я а и и а и .4 и 

5, о о о о а ь о  ва иа , о е  

ы ь о ее а е иа ое и , о о и а ь-
ы ,  и и ав я щи и а а е а и. 

о щив е ь а ы и е ова и , е е  

а а ь, ч о и ва а и а ( и .4 и 5) о -

е е я  о а ь о и а ь ых е е и  

а о е о  о ии и о е е е -

ых   о а иче иях, и я ых а о ов ые 
( и иче ие). Те  а ы ,  и е е  - ое -

и овщи  и ее  е о о ы  ои во  в о  

о а и и и о е е я щих о а иче иях 
во и а щих в о е е и е а о -

и , во в о о  и а ее а а , о е и е  

е е ие в и а и ы о а и о -

и а ь ых е е и . Та о  е о  о и и а-
ии о и  а о и ае  е о  о а -

о  (и и е о о ) о и и а ии [1],  е 
о а иче ия а а ио а ь  о и  

о и я о е е во о а а. Те  а-
ы , о а а а е о и а о е е е ия а и  

о а и о и а ь ых е е и , в и о-
о о  ое и овщи  о е  и ь о а ь 
и вы а ь о и а ь ы  ва иа   че о  

еще о о и е ь ых о а иче и . 

По че ые чи овые е ь а ы о  

ы ь и о ь ова ы в а че ах и ое и о-
ва ии о о о о и а о и а ь ых о -

и  а а иче ое и и а иче ое во -

е вие. П е о е ая е о и а о е  

ы ь и е е а и а ви а и а че е и 

ое и ова ии о и  и а а и , 

о о ча ых и и а иче их и е  и . . 
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Р К РА РЕЦИРК ЯЦИ  ЕЧЕ ИЯ  

И А ЕРЕ  ЕРДЫХ ЧА ИЦ  

ИДР ЕХ ИЧЕ К  ИКЕ 
 

В.К. Ахметов 
Мо ов и  о а ве ы  ои е ь ы  иве и е , . Мо ва, Р ССИ  

 

А АЦИЯ: а о ове чи е о о е е ия о о  и е ы ав е и  авье–С о а и е ова а 
а ача о ви е ии о о а вя о  и о и в а е е и о ех иче о о о о и а. В а ах о ве -

ив о- и ио о  о е и и че  о е  е е о а и о а е ия е их а ои е ио ых ча и . 

П ове е о ав е ие о че ых а че ых а ых  е ь а а и е и е ов. 
 

Ключевые слова: ав е ия авье-С о а, е и я ио ые ече ия,  
о ве ив о- и ио ая о е ь, о а е ие ча и  

 

STRUCTURE OF A RECIRCULATING FLOW AND 

MASS TRANSFER OF RIGID PARTICLES IN 

HYDROTECHICAL SETTLE CONSTRUCTION 
 

Vadim K. Akhmetov 
Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

 

ABSTRACT: On the basis of numerical solution of the complete Navier–Stokes equations the problem of mo-

tion of a viscous flow in hydrotechnical settle construction is investigated. The mass transfer and the deposition 

processes for fine low-inertia particles are studied following convection-diffusion model. The comparison of ob-

tained calculated dates with experimental results is presented. 

 

Keywords: Navier–Stokes equations, recirculating flow, convection-diffusion model, deposition of particles  

 

1. А КА АДАЧИ 

 

В и о ех иче о  ои е ь ве о о  и  

ва е их а ач яв яе я а е ие о ых 
и в ве е ых а о ов и  о о ов во ы, о-

а щих в е е иче ие, и и а ио -

ые и во охо я ве ые во ово ы. а е-
ие о ых а о ов о е  ы ь о ще в-
е о а че  оо ве в ще  о ии 

во о а о а е  ои е ь ва е иа ь ых 
оо е и . Д я о а е ия в ве е ых а-
о ов е е я во ве е ие о о о оящих 
о о и ов, в о о ых ча и ы о е а  а 
о о  е вие  и ы я е и. З а ия 
и о и а и и о о а ео хо и ы я о -

а ия о о и е ь ых а о ия ых о-
ви , о о в щих аи о ее ы о  и 

е ив о  о а е и  а о ов. Фи иче-
ое о е и ова ие ече и  в о вах 

а о о и а е ав яе  о о  о а оч о 
ое  а ач . По о  а е а иче-

ое о е и ова ие ече и  в о о и е  

че о  о а е ия ча и  яв яе я а а ь-
о  а аче . 

а и  о е их о и , и е-
яе ая я о  е и, и о а е а а и . 1 и 

и ее  е щи  и и  а о ы. И  о -

во яще о а а а во а о а ае  в а е  о -

о и а, и я о о , е ав я щи  о-
о  в е а ое е ие вы о о  h . В а-
е е о о и а о и е я а ви ая е-
и я ио ая о а. П и о ое ече ие в 
а е е а о и е  о ев ие ча и ы а-
о ов  вхо о  о о , в и е  ча и 

о о о о а о а ае я о ыв ая ще ь. 
Че е  ее а о ы а ыва я в и и  

ье  оо е ия. 
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Ри . 1. Схе а ече ия 
 

В аче ве а е а иче о  о е и ече ия в 
а е е о о и а а о и  а ач  о 
ви е ии о о а вя о  е и ае о  и -

о и че е  о о  вы о о  h , в и е  ча -

и о о о о и ее я о   а а ы  а хо-
о  Q . Вве е  е а ов  и е  оо -

и а  Oxy   е о  в о ова ии о о а. 
Си е а ав е и  авье–С о а, о и ы-

ва щая а и а ое ече ие вя о  е и-

ае о  и о и в е е е ых ия о-
а   и авих е о ь  , о е  ы ь а и-

а а е щи  о а о : 
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)()(
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xt
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,                         (2) 
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V xy

yx 





 ,, .    (3) 

 

З е ь xV , yV  – о евая и о е еч ая о о-
е ы о о и оо ве ве о, о е е ые 
 ха а е о  аче и  о ево  о о и 

0U  а вхо е в о о и ,  /Re 0 hU  – чи -

о Ре о ь а,   – и е а иче ая вя о ь 
и о и. 

П е о а ае я, ч о а и а во о о  о-
ве х о и яв яе я я о  const kyy , 

а а е ь о  о и x . Тече ие а а ива-
е я в я о о ь о  о а и G ,0( kxx   

kyy 0 ). Ве ичи а hHyk /  ха а е и-

е  и  о о а в а е е о о и а 

( 1
ky – вы о а о о а), а hhy /11   – а е  

о ыв о о о ве ия. 
Г а ич ые овия я и е ы (1)–(3) а-
вя я е щи  о а о . а вхо е в а е-

 о о и а и 0x , kyy 1  а ае я 
ав о е ы  о ево  о о   а хо о  0Q  и 

о о ь  0U . П и 0x , 10 yy   и ее  

о   о о и е ь ы  а хо о  01 / QQQ   

и а а о иче и  а е е е ие  о о и. 

а ве ых ове х о ях и kxx 0 , 

0y  и 0x , 11  yy  а а я овия 
и и а ия. а ове х о и и о и 

kxx 0 , kyy   авя я овия аве ва 
 а а е ь ых а я е и , а в выхо -

о  ече ии kxx  , kyy 0  – я ие а-
ич ые овия, а ча щие я в е ова-
ии аве ва  ои во ых о    и   

о x . Сово о ь а ич ых ови  о-
е  ы ь а и а а в ви е: 

 

kyyx
x

y 
 1,0,0,)(0 , 

11 0,0,0,)( yyx
x

y 
 , 

1,0,0,0 1 
 yyx
x

,     (4) 

kxxy
y


 0,0,0,const)0(1 , 

kkk xxyyy  0,,0,const)(0 , 

kk yyxx
xx





0,,0,0 , 

.
3
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32
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2

3
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,1)(

12

1
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1
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1

1

1

0




 


 


y
y

y

y

y
Q

y
y

yy

 

 

Д я чи е о о е е ия аево  а ачи (1)–

(3)  а ич ы и овия и (4) и о ь о-
ва я о еч о- а о ы  е о , и о е -

ы  в [1, 2]. 

 

x0 

Q 

H 

h 

                             y 
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       Q0 
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2. РЕ А Ы РА ЧЕ  Е  

ЕЧЕ И  

 

Ра че ы ече ия в а е е о о и а, о е-
е яе ые аево  а аче  (1)–(3), ово и-

и ь и аче иях 100Re  ; 150; 200; 250; 

1,01 y , ky 1,7; 1,8; 1,9; 2; 2,1. ов ое 
в и а ие е я о ь и че и  о а ова ия 
о ы во в а о о о о а а о о о  и и -

е ова и  ави и о и и ы о  о ы о  

вы о ы о о а и и е ив о и о а в о-
ыв ое о ве ие. По е ь а а  вычи е-
и  ои и ь а и ы и и  о а и о и-

и о о и в а ич ых ече иях о о а. В 

а че ах и о ь ова а ь е а 81257  и-

о  а че о  о а и kx 20. Ша  о в е-
е и о ав я  3,01,0 t . 

Ра о и  аи о ее ва ые во ва и -

е ова ых ече и  а и е е а че ых 
а ых, о че ых и 150Re  , 8,1ky . 

П и о вии о а ихо и   а аче о 
«чи о » о е а ии о о а ( е ь и). В 

о  чае е о е ве о а о о о  о -

а е я а  а ывае ая а о ая о а, 
в и о о о  и ии о а а ы и и -

о ь ове ае  и я ио ое ече ие 
( и . 2, а). а ичие о а и о и в о о-
ва ии о о а )2,0( 1 Q  иво и   о , ч о 

 а а е ы о о и а ояв яе я о а ь 
о иво о а, о о ая о и ае  а о  

о  вве х ( и . 2, ). В е о е ве о  

и о и о  о ыв о о о ве ия ха а е  

и и  о а а о и ае  ече ие, оо ве -

в щее е е и  а иче о  а ачи о  

и ече ии и о и и  е е в а а. С ве и-

че ие  а хо а и о и в о ыв ое о -

ве ие )4,0( 1 Q  и а о ы во в а о о е-
че ия е ь ае я ( и . 2, ).  

Э е и е а ь ые и е ова ия ече и  в 
а е е о о и а, хе а о о о о и о а-
е а а и . 1, ово и и ь о и а и 

а е ы и о ь ова ия во о  е ии 

МГС . Мо е ь о о и а ы а вы о е а 
и  о е а в ви е о а о вхо ы  о о-
о . щая и а о а о ав я а 5050 , 

и а о во яще о а а а – 1200 , и а 
а е ы о о и а – 2800 . Во а в о ов-

 ча ь о о и а о ава а ь а о о   

а хо о  и о и 1530 Q  / , чи о 
Ре о ь а о ав я о 54 1010~Re  . По 
а ы  и е е и  ои и ь а и ы и и  

о а и о е е я а ь и а о ы во в а о о 
ече ия. 
Ре ь а ы е и е ов о о ав и ь  

о че ы и чи е ы и е е ия и а 
о ове о я ия о  е ив ых а а е ах 
ече ия. Вве е  я о о в оо ве вии  

и о е о  П а я ве ичи  и ы и 

е е ия  , о о ая вя а а  е о  

вя о ь  t  е щи  о а о : 
22 )/( yVxt  .Э е ив ая вя о ь в 

о о е eff  о е е яе я о  

teff , иче  t . В яв и ве  

ве ичи  11,0  я ече и  а о о и а и 

о е ив ве ичи  yVx  /  и  е и е а ь-
ых а ых, о чи , ч о е ив ое чи -

о Ре о ь а о ав яе  effRe /0 hU  

150140  . 

а и . 3 о а а о ав е ие и ы L  о ы 

во в а о о ече ия, а чи а о  е  

е е ия аево  а ачи (1)–(9)  е и-

е а ь ы и а ы и, о че ы и а 
вы е а а о  и ав иче о  о е и. 

Точ а и о ече ы а ые е и е ов 
я о о е иа а о а и е е ия вы о ы 

0 2 4 6 8 10x

0.5
1

1.5
y

а

0 2 4 6 8 10x

0.5
1

1.5
y

0 2 4 6 8 10x

0.5
1

1.5
y

 
Ри . 2. Ли ии о а и 150Re  ; 

8,1ky ; 4,0;2,0;01 Q  (а– ) 
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о о а. Ви о, ч о и ее я о а оч о хо-
о ее оо ве вие ео ии  е и е о . 

В е о  а че  вы о а оо ве в ще о 
е ив о о чи а Ре о ь а ае я 
ави ь о о и ыва ь о а а ые 

вих евые ы ( а ие, а  е и я-
ио ые о ы).  

 

3. А КА АДАЧИ  А -

ДЕ ИИ ЧА ИЦ  ИКЕ 

 

ав е ия ви е ия ча и  о  е вие  

и ы я е и и и ы вя о о о о ив е ия 
( о ова и а) в и и иче о  и е е 
оо и а  и е а е о  о е и е  ви :  

 

)(
St2

1
xsx

xs VV
dt

dV   ,               (5) 

)(
St2

1

Fr

1
ysy

ys
VV

dt

dV   ,          (6) 

h

Ur

hg

U ss

9

St,Fr 0

22

0  , 

 

е ав я щие о о  чи а Ф а и С о-
а оо ве ве о, а и е  s  о о и я  

ча и а . П и овии 1St  , ч о и ее  

е о в о ь и ве чаев ече и  в о -

о и ах, и  (5) е е , ч о о о ь ая 
о о ь ча и  ов а ае  о о о ь  о -

ов о о о о а )( xxs VV  . 

С о о ь ви е ия ча и ы ysV  в о е еч-
о  а ав е ии е  о е е я ь и  ав-
е ия (6), о о ое и овии а ио а о-
и о о а )0/(  t  и е  ви : 

 

)(
St2

1

Fr

1
ysy

ys

ys VV
r

V
V 


 .            (7) 

Ра о и  о е  е е о а ча и  я 
а чи а ых ече и  в . 2. ав е ие о-
х а е ия а ы ча и  а и ывае я в ви е:  
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2

2

ScRe

1
)()(

y

c

x

c
cV

y
cV

xt

c
ysx ,  

(8) 

в о о о  c  – о е а ия ча и , 

D/Sc   – чи о Ш и а, D  – о и и-

е  и ии. Ко ве ив о– и ио ое 
ав е ие ви а (15) и е я о ь я о е-
и ова ия ече и  е е   о е е  а ы 

ча и  о а е ие  а е ах, а и е  в 
[3, 4]. Ра е е е ие ysV  в (8) о е е я о ь 
и  е е ия ав е ия (7).  

П е о а ая, ч о и е ь и  ча и  вво и -

я в о ов о  о о  в ача ь о  ече ии 

0x  и 21 ss yyy   1( 1 sy , )2 ks yy  , а-
и е  а ич ые овия я ав е ия (8) 

в ви е: 
 

21
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kss

yyyc

yyyyy
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kk yy
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c
xx 
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c
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К аевая а ача (8), (9) е а а ь е о о  -

а ов е ия о а о о  хе е, и е яе-
о  я ав е ия е е о а авих е о и 

(1). 
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5

7

9

L

Q1

1

2

3

 
Ри . 3. С ав е ие а че о  и ы 

е и я ио о  о ы и Re=145, ky 1,65; 1,7; 1,75 ( ивые 1–3)  

е и е о  
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4. РЕ А Ы РА ЧЕ  Е  

К ЦЕ РАЦИ  

 

Чи е ое е е ие а ачи о а е е е ии 

о е а ии ча и  я а чи а ых вы-

е ече и  ово и о ь в иа а о е а а-
е ов 51Sc  , 54 1010St   .  

аи о ее ха а е ые е ь а ы а че ов 
е ав е ы а и . 4 в ви е и и  ав о  

о е а ии. Ш ихово  и ие  а их 
и ах и о а е  о  о ы во в а о-
о ече ия. В и ее и ии ав о  о -

е а ии и е  и а оо а ы  ви , и-

че  в и о о  о а и ( и . 4, а) о а ое 
ече ие о о в е  е е о  ча и  в о-
о  ача ь о о во а и а ичие о ыв-
о о о ве ия в о ов о  ча и о о и а 
о во яе  е ив о а я ь и  о о а 
в ве е ые а о ы. ве иче ие а хо а 1Q  

в о ыв ое о ве ие ( и . 4, , ) иво-
и   о ее и е ив о  о а е и  ча -

и ; и ии ав о  о е а ии и ь ее 
о о я я о  а е ы о о и а; а-
чи е ь о овы ае я о е а ия ча и  в 
о а и во в а о о ече ия. 
а и . 5 о а а о ав е ие в а е е е-
иях о е еч о  о о и yV  о ов о о о-
о а и о о и ysV  о а е ия ча и . Ра -

ичие в ха а е е а е е е ия а е о 
о ь о а е о ь о  а оя ии 234,0x  

( ивые 1, 6) о  вхо о о ече ия. Да ее 
в и  о о о  о и ь yV  о ичае я о  

о и я ysV  а иче и а о оя  ве-
ичи , оо ве в щ  е а е о  

о о и о а е ия ча и  в о ояще я 
и о и Fr/St2

ysV . 

Ха а е  о о е ия ча и  а о о о -

и а и и е я а е е е ия и о -

е а ии c  и о о а о е а ии cVys  

и 0y , е ав е ы  а и . 6. По 
и  ави и о я  о о о е е и ь а -

оя ие, а о о о  ои хо и  а и а ь-
ое о а е ие ча и . С ве иче ие  а -

хо а 1Q  в о ыв ое о ве ие е о о о-
е ие а и а в а е е е ии c  и cVys  

а ови я о ее вы а е ы  и ещае я 
вве х о о о   вхо о  ече и . 

Д я о ее а я о о е ав е ия о-
е а о а е ия ча и  в а е е о о и а 
вве е  е щие и е а ь ые ха а е и-

и и: а хо ы ча и  outQ  че е  выхо ое 
ече ие kxx  , bQ  – а о о о и а и 
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Ри . 4. Ли ии о оя ых аче и   

о е а ии и 150Re  ; 8,1ky ; 

01,0Fr  ; 5105St  ; 4,0;2,0;01 Q  (а- ) 
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Ри . 5. Ра е е е ие а иа ь о  о о-
и yV  ( ивые 1–3) и о о и о а е-
ия ysV  ( ивые 4–6) и 150Re  , 

01 Q , 8,1ky , z 0,234; 0,938; 5 

 



С а е и я ио о о ече ия и а о е е о  ве ых ча и  в и о ех иче о  о о и е  

Volume 5, Issue 1&2, 2009 75

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0y , stQ  – в о ыв ое о ве ие и 

0x , 10 yy  : 

 

   kk

k

x

yysb

y

xxxout dxcVQdycVQ
0

0

0

,)(,)(  

dycVQ x

y

xst 0

0

)(
1

 . 

 

щи  а хо  stbout QQQ  , о е е ы   

а хо  inQ  ча и  в ача ь о  ече ии 

 

  2

1

0)(

s

s

y

y

dycVQ xxin  

 

в оо ве вии  а о о  ох а е ия а ы 

о е  ы ь аве  е и и е. Э о во во 
и о ь ова о ь я о о я оч о и вы-

чи е и . 

Зави и о и outQ , bQ , stQ , о е е ые  

inQ , о  ве ичи ы а хо а 1Q  о а а ы и 

150Re  , 8,1ky  а и . 7. а их а е 
ви о, ч о ве иче ие а хо а и о и в 
о ыв ое о ве ие иво и   о ее и -

е ив о  о о е и  ча и  а о а е-

ы о о и а, в о в е я а  а хо  ча и  

stQ  е о е ве о в о ыв ое о ве ие 
ве ичивае я е ачи е ь о.  
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РИ Е ИЯ ДИ КРЕ -К И А  Е ДА 

К ЕЧ ЫХ Е Е  Д Я РЕДЕ Е ИЯ  

Е ЫХ АЧЕ И  И Е ЫХ Ф КЦИ   

КРАЕ ЫХ АДАЧ Р И Е  ЕХА ИКИ 

ЧА  1: Д ЕР АЯ АДАЧА Е РИИ Р И 
 

А.Б. Зо отов, П.А. Акимов, В.Н. Сидоров, О.А. Ко ырев 
Мо ов и  о а ве ы  ои е ь ы  иве и е , . Мо ва, Р ССИ  

 

А АЦИЯ: а оящая а ья о ывае  е и  а о  ав о ов, о вяще  а о е и  во о-
ов и о ь ова ия и е о- о и а ь о о е о а о еч ых е е ов (ДКМКЭ) я о е е е ия 
о ве ых аче и  и о ве ых и  аевых а ач ои е ь о  еха и и. а ь и е-
е ия ДКМКЭ о ав я  о е ы, в о о ых и ее я о оя во и и о- ео е иче их ха а е и-

и  о о о  и  оо и а ых а ав е и  ( а ывае о  о ов ы  а ав е ие ) и ои во ь о 
е я щих я в е их а ах и о  ха а е е а е е и . ДКМКЭ яв я я и е о-
о и а ь ы  в о  ы е, ч о о о ов о  а ав е и  ох а яе я о и а ь ы  ха а е  а-
ачи и, оо ве ве о, а а и иче и  ви  о чае о о е е ия, в о в е я а  о о а ь ы  ои во-
и я и е и а ия  и о ь ова ие  ех и и е о а о еч ых е е ов (в и о е и ее  а а ь 
и е о- о и а ь ых о еч ых е е ов). И о е ие ве е я я в е о  а ачи ео ии -

о и. 

 

Ключевые слова: и е о- о и а ь ы  е о  о еч ых е е ов, аевая а ача, о ве ое 
аче ие, о ве ая ия, в е ая ео ия о и. 

 

APPLICATIONS OF DISCRETE-CONTINUAL FINITE ELEMENT 

METHOD FOR SOLVING EIGENVALUE PROBLEMS IN 

STRUCTURAL MECHANICS 

PART 1: TWO-DIMENSIONAL ELASTIC THEORY 
 

Alexander B. Zolotov, Pavel A. Akimov, Vladimir N. Sidorov, Oleg A. Kozirev 
Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

 

ABSTRACT: The distinctive paper is devoted to use of discrete-continual finite element method for solving of 

eigenvalue problems of two-dimensional elastic theory. Operational and variational formulations are presented. 

The discrete-continual design model for structures with constant physical and geometrical parameters in one di-

rection is offered on the basis of so-called discrete-continual finite elements. Element coordinate system and ap-

proximation of nodal unknowns are under consideration. Special generalized block-structured stiffness matrix of 

discrete-continual finite element are assembled. Resultant discrete-continual operational formulation is given. 

Effective computing algorithms for eigenvalues and eigenvectors are presented as well. All methods and algo-

rithms considered in the distinctive paper have been realized in software engineering. 

 

Key words: of discrete-continual finite element method, boundary problem, eigenvalue problem, 

two-dimensional elastic theory 

  

ЕДЕ ИЕ 

 

В а ояще  а ье а а ива я во о-
ы и о ь ова ия и е о- о и а ь-
о о е о а о еч ых е е ов (ДКМКЭ) 

я о е е е ия о ве ых аче и  и 

о ве ых и  аевых а ач а че а 
ои е ь ых о и , а и  и оо -

е и . а ь и е е ия ДКМКЭ о ав-
я  о е ы, в о о ых и ее я о оя -
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во и и о- ео е иче их ха а е и и  о 
о о  и  оо и а ых а ав е и  ( а-
ывае о  о ов ы  а ав е ие ) и 

ои во ь о е я щих я в е их а -

ах и о  ха а е е а е е и . П и е-
а и а их о е ов вы а  а и, а -

и- е и, о о е ые е и, о о ы, 

е оч ые а е ы, и ы, а и ы, 

о о оч и, вы о ые и о я е ые а ия, 
о ово ы, о и ы, е ь ы, е е в а ы 

и . Воо ще, о ии  о оя ы и 

и и оч о- о оя ы и и и о-
ео е иче и и ха а е и и а и о о -

о  и  а ав е и  о ав я  о ь и -

во в а иях и оо е иях (о о е о и-

овые о ии в о ых оо е иях). 
В а ах ДКМКЭ о и ае я е о ь а-
ачи, о  е о  во и я  е е и  и е  

о ы ове ых и е е иа ь ых ав е-
и . В а о ах [1-3] ы и е о е ы е о-
ы о че ия оч ых а а и иче их е е-
и  а их и е , а иче и во о ые о  

в ех вычи и е ь ых е о а ов. 
ДКМКЭ яв я я и е о- о и а ь-
ы  в о  ы е, ч о о о ов о  а-
ав е и  ох а яе я о и а ь ы  ха-
а е  а ачи и, оо ве ве о, а а и иче-
и  ви  о чае о о е е ия, в о в е я 
а  о о а ь ы  ои во и я и е и а-
ия  и о ь ова ие  ех и и е о а о-
еч ых е е ов (в и о е и ее  а а ь 
и е о- о и а ь ых о еч ых е е -

ов). 
чеви о, ч о и чи е о  е е ии 

о ых а ач ои е ь о  еха и и 

е ва и е ь ое а а и иче ое и че ие 
о е ь ых о а ь ых во в о е ы 

о е  о а а ь ачи е ь  о ощь. Ро ь 
ДКМКЭ, о и о о о а а, ч о о  о во я-
е  о чи ь е е ие в а а и иче о  о е 
о в е и вы е а щи и о а очеви ы и 

еи ще ва и, о ои  еще и в о , ч о 
ав е ие  а а и иче и и е е ия и 

о о  а ачи в о ее о ых и ча ых 
чаях о во яе  а ь о е  и я о  

а че о  хе ы о ии, и о ь е о-

о е о а, а о и а и о че о о е е-
ия, в ча о и е о оч о и. 

И о е ие ве е я а и е е в е о  

а ачи ео ии о и. 

 

 

1. К И А АЯ А КА 

АДАЧИ  ЫДЕ Е ИЕ   

А  А РА Е ИЯ 

 

1.1. е о о ые е ва и ель ые о о а-
че и  и е о о ые о е ел ю ие соо -

о е и . Вве е  е щ  и е  о о-
аче и :   – о а ь, о и ывае ая а -

а ивае о  о ие  ( а и е , а -

о - е о  ( и . 1.1)); Г  – а и а 
о а и  ; Txxx ]    [ 21  – ве о  оо и а  

оч и; Tuuu ]    [ 21  – ве о  о ав я щих 
е е еще и ; Tnnn ]    [ 21  – ве о  о ав-
я щих о а и  а и е. 
Ко о е ы е о а а я е и  ij  о е е-
я я о а и: 

 

iiii u ;   )(5.0 ijjiij uu  , 

  jiji     2, 1,   2; 1, .    (1.1) 

 

Фо ы я о о е  е о а а я е и  

ij : 

 

2 1,   2; 1,   ,2  jiijijij  .   (1.2) 

 

З е ь   и   – оо ве в щие о и и-

е ы Ла е; ij  – и во  К о е е а. 
 

1.2. Ко и аль а  о е а о а  ос а-
ов а а ачи. П ь и и о- ео е иче ие 
ха а е и и и о ии о е е е о  

2x  (о ов ое а ав е ие) о оя ы. То-
а, в оо ве вии  [1-3] е и ое ав е ие 

о е а о о  о а ов и а ачи о е е е ия 
о ве ых аче и  и о ве ых -

и  и ее  ви : 
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Ри . 1.1. П и е  а а ивае о  в е о  о ии. 
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е         * ~
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vvL ;               (1.5) 
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     ; ; 2 1,   ,*  iii ;   (1.8) 


 


;) ,(   0, 

) ,(   1, 
) ,(

21

21
21 xx

xx
xx  

n
Г 

  ; (1.9) 

Tuuu ]     [ 21 ;                (1.10) 

 

) ,( 21 xx   – ха а е и иче ая ия 
о а и  ; ) ,( 21 xxГГ    – е ь а- ия 
а и ы Г ; ) ,( 21 xxuu   – и о ая 
о ве ая ве о - ия; s  – и о ое 
о ве ое аче ие. 
Вво я о о аче ие 
 

uuuuvvv TT  2221221 ]     []     [ ,  (1.11) 

 

е е и ывае  (1.3) в ви е 
 

usuvv uuuvvv  
~  LLL ,         (1.12)   

е                          vv 2 .                     (1.13) 

 

е и яя (1.11) и (1.12), о чи  ( и е E  

– о е ве ы  о е а о ): 

 







usuvv

vu

uuuvvv  
~

 

LLL
     (1.14) 

 

и и  

 

  





 .) (
~

 

 
11 uEsvv

vu

uuvvuvvv LLLL
    (1.15) 

 

Си е а (1.15) в а ич о  ви е е ави-

а е щи  о а о : 

 

UU sL
~ ,                   (1.16) 

е       


  
uvvvuuvv

s Es

E

LLLL
L ~

 ) ( 

0~
11 ;     (1.17) 





 ) ,( 

 ) ,( 
) ,(

21

21
21 xxv

xxu
xxUU ;     (1.18) 

UU 2 ;                   (1.19) 

 

Ра о и , а и е , в х очеч  ае-
в  а ач . П ь а ич ые овия а а-

я в ече иях 02 x  и lx 2 , е l  – и-

а о ии. В чае а и ых а е-
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е и  ( о о я  1x  и 2x ) ече иях 02 x  и 

lx 2  ( аве ва  оо ве в щих 
о о е ов е е еще и ) а ич ые о-
вия е ави ы в ви е 
 

0),()0,( 110  lxUBxUB l ,        (1.20) 

 

е 0B  и lB  – а и ы а ич ых ови , в 
а о  чае 

 














0000

0000

0010

0001

0B ;  














0010

0001

0000

0000

lB . (1.21) 

 

И а , а ача о и е я е щи  о а-
о : о е е и ь а  о ич  о  о е-
ве о о я ве о - и  ) ,( 21 xxU  и 

а ое аче ие s , и о о о  аве ивы 

ав е ие (1.16) и а ич ые овия (1.20). 

 

1.3. че  о о а ливых о о  (ос ова-
ие и а и ле а о в  а авле и-

). П и е е ии а иче их а ач е-
е о и е  е о чаи, о а а о а и  , ее а и е Г  и и их ча ях а а ы 

о о а ивые о о ы,  е е ыв ые о 
о ов о  а ав е и . 

Ве о  R  еа ив ых и и , во и а щих 
в  о о е, и ее  ви : 

 

uCRRR T  ]     [ 21  ,          (1.22) 

е    } ,{ 21 ccdiagC  ;    Tuuu ]     [ 21 ;   (1.23) 

 

C  – а и а их ха а е и и  о о ы; 

u  – ве о  е е еще и  о о ы; ic  – о -

и ие  о о а о о ы о а ав е и  о и 

iOx . 

а ичие о о а ивых о о  в о и  

о е и ов  в о е а о  о а ов  

а ачи: о е а о  sL
~

 в (1.16) о е е яе я 
е ще  о о : 




  
uvvvuuvv EsC

E

LLLL
L ~

 ) ( 

0~
11 . (1.24) 

 

 

2. ДИ КРЕ -К И А АЯ 

А КА АДАЧИ 

 

2.1. Дис е о- о и аль а  а о си-

и ю а  о ель о с ии. Дис е -

о- о и аль ы  о еч ы  ле е  

(ДКК ). Д я о а ов и и е е ия а -

а ивае о  аево  а ачи и хо ая о -

а ь   о а яе я а и е о   . П и-

и ае я и е о- о и а ь ая о е ь 
е ще о и а: в о е еч о  а ав е-
ии о ии (в о ь о и 1Ox ) ои во-
и я е оч ая а о и а ия, а в о о ь-
о  (о ов о ) (в о ь о и 2Ox ) – е ае я 
о и а ь ая а ача ( и . 2.1). 

а ь   а ивае  а о о а и – и -

е о- о и а ь ые о еч ые е е ы 

(ДККЭ) i  ( и . 2.2). 

 


N

i

i

1

 
  ,                        (2.1)      

е  }] [0,   ;] ,0[   :),{( 2121 lxhxxx  ;  (2.2) 

}] [0,   ;] ,[   :),{( 2

1

11121 lxxxxxx ii

i   ; (2.3) 

1 ..., 2, 1,   ,1

1

1  Nihxx i

ii ;         (2.4) 

Ni
Ni

Nixx
h

ii

i  ..., 2, 1,   ,
   0, 

   , 1

1

1 



 

,  (2.5) 

 

е l, h  – оо ве ве о о е еч ы  а е  

е и е е ов и и а о ии в о-
о ь о  а ав е ии; N  – о иче во ов 
в о е еч о  а ав е ии; 

Nixx i  ..., 2, 1,   ),,( 21   – оо и а ы ов 
е и е е ов; ih  – а и е и ( а е ы 

е е ов в о е еч о  а ав е ии).  

е е яе  ха а е и иче  и  

е е а и е оч ые ии, ха а е и-

щие во ва а е иа а о ии: 
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Ри  2.1. Схе а и е и а ии о ии. 

 
Ри . 2.2. Ти ово  и е о- о и а ь ы  о еч ы  е е . 

 


 

 


i 

i 

   0, 

   1, 
)( 

x

x
xi ;             (2.6) 

 iiii       ; .                (2.7) 

 

Ра о и  а о - и о ои во ь ы  i -  

е е  о е и ( и . 2.2). За е а е е е -

ых и ае  о ь  о ь и чи е о  

е е ии аевых а ач е оч ы и е о а-
и, а  а  в о  чае о ще в яе я 

о а ь ая а е а е е е ых в и е-
е а. Пе ехо и  и  и хо о  и е ы о-
о и а  в е е ые ( и . 2.2): 

),,(),( 221 xtixx  . З е ь t  – о а ь ая оо -

и а а, вве е ая о а ав е и  о и 1Ox  и 

вя а ая  ДККЭ: 
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2.2. А о си а и  еи вес ых ф и . 

В аче ве о ов ых еи ве ых в ах 
и и а я о ав я щие е е еще и  

1u , 2u  и их ои во ые 1v  и 2v  о е е е -

о  2x , .е. я i - о а о ii uu 21  , , ii vv 21  , . 

В о е е  чае о я 1u , 2u  и 1v  и 2v  

о ече и  а а ивае о о ДККЭ о а-
а я и е ы и. С е ова е ь о, о е  

а и а ь 
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З е ь о о ове и я  а а о и   

ия и о ы, о о ые и о ь я в 
а а о  МКЭ и е е ии а ач, вя а -

ых  а я е ие  ( а ие ) е е . Вы-

о ив хо  о е  о ое ия о  

а о и а ии, и ее : 
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и и и аче в а ич о-ве о о  о е 
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И а , очеви о, ч о и е  е о е щие 
оо о е ия: 
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ащая а и  C  о чи : 
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– а и а и  о ы (« о е еч ых») 

о ече и  ДККЭ  е е а и 

 

ttN 1)(1 ;   1)(2 tN .         (2.18) 

 

2.3.А о си а и  час ых ои во ых 

е во о о а о  еи вес ых ф и  

а ДКК . Вы а е ия я ча ых ои -

во ых е во о о я а о  еи ве ых 
и  о е е е ы  1x  и 2x  а и ыва-

я е щи  о а о  ( и е 
ixx ),( 21 ): 
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П ои во ые о  а и ы и  о ы 

(2.17) ахо я я и е е и ова ие  ее 
е е ов (2.18), .е. 

 

1)(1  tN ;   0)(2  tN .         (2.23) 

 

чеви о, ч о оо ве в щие овые 
ии о е е я я о о а , яв-

я щи и я ча ы и чая и (2.19)-

(2.20): 
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2.4. е еле ие ефо а и  и а е-
и  а ДКК . В оо ве вии  (1.1)-(1.2) 

о е о е е е ия (2.19)-(2.21) и ее : 

– о ы я о е е е ия о о е  е -

о а е о а и : 
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Со а о (2.24)-(2.29) е о а ии и а я-
е ия в ах ахо я я о о а : 
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2.5. А о си а и  е о о ых вс о о а-
ель ых о е а о ов. Ра о и  а о -

и а и  е щих о е а о ов а i -  и -

е о- о и а ь о  о еч о  е е е: 
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*
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1 ,   1a ,   е   aa   ;  (2.42) 

 

a  – е о о ая ия- о и ие . 

П и выво е о ов ых о  а о и а-
ии е е  оо ве ве о а о е ь вы-

а е ия 
 

),( waw ,   ),( 1
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1 wwa ,   ),( *

1 zwa ,    

),( 1 wza ,   (2.43) 

 

е w  и z  – е о о ые ии, и е ые 
о е е е о  1x , .е. о а а о ии  (2.6) 

е ави ые в ви е 
 

ii wtww  ;   ii ztzz  ,       (2.44) 

е     iii www  1 ;   iii zzz  1 ;     (2.45) 

 

iw , iz  и 1iw , 1iz  – аче ия и  w  и z  

в ах i  и 1i  е е а  оо и а а и 
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 ixx . 
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о а, о ь я ь (2.46), о е а е ы е е-
е ых и и е и ова ия о чи : 
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По а а о ии о чае  и о а ь ые вы а е-
ия. 
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И а , е и я (2.48)-(2.56), а и ывае  

е щие о о ча е ь ые о ы а -

о и а ии о е а о ов: 
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i  и 1i  – аче ия ии   в ах i  и 

1i  е е а  оо и а а и оо ве ве -

о ixx 11   и 1
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 ixx ; a  – е о о ая -

ия- о и ие , aa   . 

 

2.6. Фо и ова ие е о о ых вс о о а-
ель ых ло аль ых а и . Р ово-
в я ь о  о е а о ов (1.4)-(1.7) и 

о че ы и вы е о а и (2.59)-(2.60), 

о и е  е щие о е е ые а -

и ы: 
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а о ова ии а и  (2.62)-(2.66) в оо ве -

вии о а а о  ех и о  е о а о-
еч ых е е ов ( е о  о еч ых в а ов, 

и ова ие  а о е ие  [6-7]) о о 
о и ова ь оо ве в щие о а ь ые 
а и ы 1,2A , 2,2A , 1,1A , 2,1A , 3,1A , 4,1A , 1,0A , 

2,0A  и iEA , . 

Та , а и е , е и iA  – а ая- и о о е-
е ая а и а 2- о о я а,  
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е и во  «*» о о ачае  е о о ы  е-
е  а и ы iA , и во  «**» о о ачае  

и ова ие оо ве в щих е е ов 
а и ы iA . 

 

2.7. Фо и ова ие ос ов ых ло аль ых 
а и . Со а о иве е ы  вы е о-
ое ия  и ее  е о е щее оо ве -

вие е  о и а ь ы и о е а о а и и 

а и а и: 
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2.8. а а ие а ич ых слови . Ра о -

и  о е и  ва иа  в х очеч о  

аево  а ачи. П ь 01,2 bx  и lxb 2,2  – о-
о и а ы  а ич ых  о е еч ых  ече и  

о ии. Г а ич ые овия а и ыва-
я в ви е: 
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iu1 , iu2  и iv1 , iv2  – аче ия и  1u , 2u  и 

1v , 2v  в i -  е и е о- о и а ь о о 
о еч о о е е а. 
Ра о и  и е а а ие е о о ых а -

а ых и ов аевых ови  о о е 
(2.72) в ои во ь о  а ич о  оч е  о-
о и а о  b

kx ,2 . С о о ово я, е ь во -

о ы ва о ов ых ва иа а а ич о  

оч и: 1) 01,2,2  bb

k xx  – а яя евая а-
ич ая оч а; 2) 22,2,2 lxx bb

k   – а яя 
авая а ич ая оч а. 
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Шар ир е закре ле ие. И ее  а  о и-

а ь ых а ич ых ови : 
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П ь в ача е и ее  ча  01,2,2  bb

k xx . 

а и е о- о и а ь о  ов е о-
вия  (2.80) о веча  овия ви а 
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За и ав а ич ые овия в ви е (2.81)-

(2.82) и и (2.83)-(2.84) е е е  е е ь  во-
о  их е ав е ия в о е (2.72). А о-
и  о и ова ия а и  nB ,0  и nlB ,  е -

ав е  в а и ах 2.1 и 2.2 оо ве ве о.  
С д ы  кра . И ее  о и а ь ые а-
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2.3 и 2.4 оо ве ве о.  
 

2.9. Дис е о- о и аль а  о е а о -

а  ос а ов а а ачи. Со а о о а  

е ы ще о а о е  е е и а ь о-
а ов  (1.16)-(1.19) е щи  о а о : 
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В во  оче е ь, а ич ые овия (1.20) 

е ехо я  в (2.72). 
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а (2.93) и и ае  ви : 
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0,2,1  ii cc . 
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Та и а 2.1. А о и  а о е ия а и ы nB ,0  и а а ии а и о- е о ви о  о о ы 

в а ич о  оч е (ва иа  а ич о  оч и 1). 

 /  

о е а 
а о яе ых е е ов  

а и  

З аче ие 
е е а  
а и ы 

Э вива е ое 
овие 

1. Niii  ..., 2, 1,   ,) ,(   1 Niu i  ..., 2, ,1   ,0)0(1   

2. NiiNiN  ..., 2, 1,   ,) ,(   1 Niu i  ..., 2, ,1   ,0)0(2   

П и еча ие: В е е е ы а и ы nB ,0  е а а ые в а и е ав ы . 

 

Та и а 2.2. А о и  а о е ия а и ы nlB ,  и а а ии а и о- е о ви о  о о ы 

в а ич о  оч е (ва иа  а ич о  оч и 2). 

№ 

/  

о е а 
а о яе ых е е ов  

а и  

З аче ие 
е е а  
а и ы 

Э вива е ое 
овие 

1. NiiiN  ..., 2, 1,   ,) ,2(   1 Nilu i  ..., 2, ,1   ,0)0(1   

2. NiiNiN  ..., 2, 1,   ,) ,3(   1 Nilu i  ..., 2, ,1   ,0)0(2   

П и еча ие: В е е е ы а и ы nlB ,  е а а ые в а и е ав ы . 

 

Та и а 2.3. А о и  а о е ия а и ы nB ,0  и а а ии а и о-
е о ви о  о о ы в а ич о  оч е (ва иа  а ич о  оч и 

1). 
№ 

/  

о е а 
а о яе ых е е ов  

а и  

 

З аче ие е е а  
а и ы 

Э вива-
е ое 
овие 

1 2 3 4 

1 (1,1) )0(
1

2 1

1

N
h

  

2 (1,2) )0(
1

2 2

1

N
h

  

3 )13 ,1( N   2  

(2.88), 

1i  

4 )1 ,( ii  )1(
1

1

1

N
hi




  

5 ) ,( ii  

 




 


)0(
1

)1(
1

12

1

N
h

N
h ii

  

 

6 )1 ,( ii  )0(
1

2N
hi

  

7 )3 ,( iNi    2  

(2.88), 

1    

..., ,3,2 
N

i
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1 2 3 4 

8 )1 ,( NN  )1(
1

2 1

1

N
hN




  

9 ) ,( NN  )1(
1

2 2

1

N
hN




  

10 )4 ,( NN   2  

(2.88), 

Ni   

11 
)1 ,1(  NN  )0(

1
1

1

N
h

  

12 
)2 ,1(  NN  )0(

1
2

1

N
h

  

13 )12 ,1(  NN    

(2.89), 

1i  

14 
)1 ,(  iNiN  )1(

1

2

1
1

1

N
hi




  

15 

) ,( iNiN   

 




 


)0(
1

)1(
1

2

1
12

1

N
h

N
h ii

  

 

16 
)1 ,(  iNiN  )0(

1

2

1
2N

hi

  

17 )2 ,( iNiN     

(2.89), 

1    

..., ,3,2 
N

i
 

18 
)12 ,2( NN  )1(

1
1

1

N
hN




  

19 
)2 ,2( NN  )1(

1
2

1

N
hN




  

20 )3 ,2( NN    

(2.89), 

Ni   

П и еча ие: В е е е ы а и ы nB ,0  е а а ые в а и е ав ы . 

 

Та и а 2.4. А о и  а о е ия а и ы nlB ,  и а а ии а и о-
е о ви о  о о ы в а ич о  оч е (ва иа  а ич о  оч-
и 2). 

№ 

/  

о е а 
а о яе ых е е ов  

а и  

З аче ие е е а  
а и ы 

Э вива-
е ое 
овие 

1 2 3 4 

1 )1 ,12( N  )0(
1

2 1

1

N
h

  

2 )2 ,12( N  )0(
1

2 2

1

N
h

  

3 )13 ,12(  NN   2  

(2.90), 

1i  
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1 2 3 4 

4 )1 ,2(  iiN  )1(
1

1

1

N
hi




  

5 ) ,2( iiN   


 


)0(
1

)1(
1

12

1

N
h

N
h ii

  

6 )1 ,2(  iiN  )0(
1

2N
hi

  

7 )3 ,2( iNiN    2  

(2.90), 

1    

..., ,3,2




N

i

8 )1 ,3( NN  )1(
1

2 1

1

N
hN




  

9 ) ,3( NN  )1(
1

2 2

1

N
hN




  

10 )4 ,3( NN  
 2  

 

(2.90), 

Ni   

11 
)1 ,13(  NN  )0(

1
1

1

N
h

  

12 
)2 ,13(  NN  )0(

1
2

1

N
h

  

13 )12 ,13(  NN    

(2.91), 

1i  

14 
)1 ,3(  iNiN  )1(

1

2

1
1

1

N
hi




  

15 
) ,3( iNiN   


 


)0(

1
)1(

1

2

1
12

1

N
h

N
h ii

  

16 
)1 ,3(  iNiN  )0(

1

2

1
2N

hi

  

17 )2 ,3( iNiN     

(2.91), 

1    

..., ,3,2




N

i

18 
)12 ,4( NN  )1(

1
1

1

N
hN




  

19 
)2 ,4( NN  )1(

1
2

1

N
hN




  

20 )3 ,4( NN    

(2.91), 

Ni   

П и еча ие: В е е е ы а и ы nlB ,  е а а ые в а и е ав ы . 

 
3. Р Е ИЕ РЕШЕ ИЯ АДАЧИ  

 

щее е е ие а ачи (2.92), (2.72) и ее  

ви : 

 

sssn ClxxxU ))()(()( 222   ,       (3.1) 

 

е )( 2xs  – а е а ь ая а и а-
ия и е ы (2.92), и е щая ви  

 



П и о е ия и е о- о и а ь о о е о а о еч ых е е ов я о е е е ия о ве ых аче и  и 

о ве ых и  аевых а ач ои е ь о  еха и и. Ча ь 1: Дв е ая а ача ео ии о и  

Volume 5, Issue 1&2, 2009 89

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1

20,2 )()(  ssss TxTx  ;              (3.2) 

 

sT  – а и а, о ы о о о  яв я я о -

ве ы и ве о а и а и ы sK
~

; 0,s  – иа-
о а ь ая а и а, о е е яе ая о о  

 

)};exp(),(   ...,               

 ),exp(),({)(~

2,,2

21,1,220,

xx

xxdiagx

NsNs

sss 
 

 (3.3) 

 

Npps  ..., 2, ,1  ,,   – о ве ые аче ия 

а и ы sK
~

; 

  







;0)Re(   ),( 

0)Re(   ),( 
),(

,2

,2

,2
ps

ps

ps x

x
x 

   (3.4)   


 


;0   ,0 

0   ,1 
)(

2

2
2 x

x
x                (3.5) 

 

sC  – ве о  о оя ых о и ие ов, о -

е е яе ых и  а ич ых ови  (2.72). 

Поя и  о е  ахо е ия sC .  

По и ая овия (2.52) в ви е 
 

0)0()0( ,,0  lUBUB nnlnn ,      (3.6) 

 

и о ав яя (3.1) в (3.6), о чи : 

 

0]))0()([(                    

]))()0([(

,

,0 


sssnl

sssn

ClB

ClB




 

и и                       0, ssГ CB ,                      (3.7) 

е                

).()(                             

)0()0(

,,0

,,0,

lBlB

BBB

snlsn

snlsnsГ 





 (3.8) 

 

Ка  и ве о, е ево  ве о  sC , ов е-
во я щи  (3.7), ще в е  о а и о ь о 
о а, о а 

 

0)det( , sГB .                (3.8) 

 

 

4. А РИ  АХ ДЕ ИЯ  

Е ЫХ АЧЕ И   

И Е ЫХ Ф КЦИ   

КРАЕ  АДАЧИ 

 

И а , е о и а о е е е ия о ве ых 
аче и  и о ве ых и  а а и-

вае о  аево  а ачи о ои  в е ще : 

1) За а я (  е о о ы  о оя ы  и и 

е е е ы  а о ) ... , ..., , , , 321 kssss  ( и-

че , очеви о, ...  ...  321  kssss ) 

2) По е ова е ь о вычи я я [10-11] 

... , ..., , , , 321 kdddd , е  
 

... 3, 2, ,1   ),det( ,  kBd
ksГk           (4.1) 

 

В и е ва ах ],[ 1kk ss  а о ах о о ых 
ве ичи а о е е и е я е яе  а , .е. 
 

01  kk dd ,                    (4.2) 

 

ахо и я о ве ое аче ие аево  а-
ачи.  

Е и ве ичи а  
 

kkk ss  1 ,                   (4.3) 

 

а ая, ч о  
 k , 

 

е   – а а ая оч о ь о е е е ия, о 
о ве ое аче ие а и е ва е ],[ 1kk ss  

о е  ы ь а е о о о е 
 

)(
2

1~
1 kkk sss .               (4.4) 

 

В о ив о  чае, .е. о а 01  kk dd  и 

k , о я ахо е ия и о о о о -

ве о о аче ия а и е ва е ],[ 1kk ss  

о о и е и ь, а и е , е о  о о-
ви о о е е ия [9].  
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За е и , ч о ва о вы и а ь ве ичи ы k  

а и  о а о , ч о ы а а о  и е ва е 
],[ 1kk ss  ахо и о ь е о ее о о о о -

ве о о аче ия. 
Ра ее я, в чае 

 

01  kk dd ,                        (4.5) 

 

о о е а ь очеви ы  выво , ч о о -

ве ое аче ие аево  а ачи ов а ае   

чи о  ks  и/и и 1ks . Та , е и 0kd , о 

kk ss ~ , а е и 01 kd , о 1
~  kk ss . 

С е е  о е и ь, ч о о и а ы  а о и  

[4-5] о а ае  е ье ы  е о а о . Де о 
в о , ч о и е е ии а ач о ь о  а -

е о и о я о  а и ы sГB ,  о е  ы ь 
ачи е ь ы , а ее о е е и е ь ы ь ве и-

чи о  ве ь а е о ь о . Э о, в во  оче-
е ь, о е  иве и  о я  и чи -

е о  еа и а ии. В о  вя и о о 
е о и ь а ь е а ив ы  о хо , а -

ча щи я в е ще : 

1) За а я (  е о о ы  о оя ы  и и 

е е е ы  а о ) ... , ..., , , , 321 kssss  ( и-

че , очеви о, ...  ... 321  kssss ); 

2) Вычи я я о ве ые аче ия а -

и  
ksГB , , ... 3, 2, ,1k , .е. kNkkk ,4,3,2,1 ...,, , ,  . 

3) Е и е и о ве ых аче и  

kNkkk ,6,3,2,1  ..., , , ,   и е я евые, о ks  

– и о ое о ве ое аче ие  а о-
ь , ав о  чи  евых о ве ых 
аче и  а и ы 

ksГB , . За е и , ч о ои  

евых о ве ых аче и  а а и е 
ве е я  е о о о  оч о ь   . И ы и 

ова и, е и || , о   о а ае я е-
вы .  

 

а еча ие. И е ова ия ово и и ь в 
а ах ИР «По ое ие и а а и  о е -

ых а а и иче их е о ов и а о и ов 
а че а о и  е я о  -

ы», вы о яе о  о П а  ИР Ро и -

о  а а е ии а хи е ы и ои е ь ых 
а  (РААС ) а 2007-2009 . и в а ах 

ИР «Ра а о а ео ии и а о и ов о-
ое ия о е ых а а и иче их е а-

е е  о о очеч ых аевых а ач и е-
и е ь о  а че а  ои е ь ых о -

и », вы о яе о  о а а и иче о  

ве о ве о  е ево  о а е «Ра ви-

ие а ч о о о е иа а вы е  о ы 

(2009-2010 о ы)» / ое  6414/. 
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РИ Е ИЯ ДИ КРЕ -К И А  Е ДА 

К ЕЧ ЫХ Е Е  Д Я РЕДЕ Е ИЯ  

Е ЫХ АЧЕ И  И Е ЫХ Ф КЦИ   

КРАЕ ЫХ АДАЧ Р И Е  ЕХА ИКИ 

ЧА  2: АДАЧА И И А И Ы 
 

А.Б. Зо отов, П.А. Акимов, В.Н. Сидоров, О.А. Ко ырев 
Мо ов и  о а ве ы  ои е ь ы  иве и е , . Мо ва, Р ССИ  

 

А АЦИЯ: а оящая а ья о вяще а во о а  и о ь ова ия и е о- о и а ь о о е о-
а о еч ых е е ов (ДКМКЭ) я о е е е ия о ве ых аче и  и о ве ых и  ае-
вых а ач и и а и . а ь и е е ия в а о  чае о ав я  и ы, в о о ых и ее я о-
оя во и и о- ео е иче их ха а е и и  о о о  и  оо и а ых а ав е и  ( а ывае о-
 о ов ы  а ав е ие ) и ои во ь о е я щих я в е их а ах и о  ха а е е а-
е е и . ДКМКЭ яв я я и е о- о и а ь ы  в о  ы е, ч о о о ов о  а ав е и  

ох а яе я о и а ь ы  ха а е  а ачи и, оо ве ве о, а а и иче и  ви  о чае о о е е-
ия, в о в е я а  о о  ои во и я и е и а ия  и о ь ова ие  ех и и е о а о еч ых 
е е ов (в и о е и ее  а а ь и е о- о и а ь ых о еч ых е е ов).  

 

Ключевые слова: и е о- о и а ь ы  е о  о еч ых е е ов, аевая а ача, о ве ое 
аче ие, о ве ая ия, и и  и . 

 

APPLICATIONS OF DISCRETE-CONTINUAL FINITE ELEMENT 

METHOD FOR SOLVING EIGENVALUE PROBLEMS IN 

STRUCTURAL MECHANICS 

PART 2: PLATE ANALYSIS 
 

Alexander B. Zolotov, Pavel A. Akimov, Vladimir N. Sidorov, Oleg A. Kozirev 
Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

 

ABSTRACT: The distinctive paper is devoted to use of discrete-continual finite element method for solving of 

eigenvalue problems of plate analysis. Operational and variational formulations are presented. The discrete-

continual design model for structures with constant physical and geometrical parameters in one direction is of-

fered on the basis of so-called discrete-continual finite elements. Element coordinate system and approximation 

of nodal unknowns are under consideration. Special generalized block-structured stiffness matrix of discrete-

continual finite element are assembled. Resultant discrete-continual operational formulation is given. Effective 

computing algorithms for eigenvalues and eigenvectors are presented as well. All methods and algorithms con-

sidered in the distinctive paper have been realized in software engineering. 

 

Key words: of discrete-continual finite element method, boundary problem, eigenvalue problem, 

plate analysis 

  

ЕДЕ ИЕ 

 

а оящая а ья о о ае  е и  а о  

[4-5], о вяще ых во о а  и о ь ова ия 
и е о- о и а ь о о е о а о еч ых 
е е ов (ДКМКЭ) я о е е е ия о -

ве ых аче и  и о ве ых и  

аевых а ач а че а ои е ь ых о -

и , а и  и оо е и . И о е ие 
ве е я а и е е а ачи о  и и е и ы в 
а ах а иче о  ео ии о их и  [1-

3,13]. А а и  и а че  а я е о-
е о и ова о о о оя ия ( ДС) и , 

о ве е ых и и , а и ио о чи ае -
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я ачи е ь о о ее а а и а и е е ия 
о их а ач ео ии о и и, е  о-
ее, аевых а ач я о е а о а Ла а а, 
а о е ых, в ча о и, в [4-5]. 

а ь и е е ия ДКМКЭ в а о  -

чае о ав я  и ы,  о о ых и ее я 
о оя во и и о- ео е иче их ха а -

е и и  о о о  и  оо и а ых а-
ав е и  ( а ывае о  о ов ы  а ав-
е ие ) и ои во ь о е я щих я 
в е их а ах и о  ха а е е а-
е е и . П е а ае ы  е о  яв яе я 
и е о- о и а ь ы  в о  ы е, ч о 
о о ов о  а ав е и  ох а яе я о -

и а ь ы  ха а е  а ачи и, оо ве -

ве о, а а и иче и  ви  о чае о о е-
е ия, в о в е я а  о о а ь ы  ои -

во и я и е и а ия  и о ь ова ие  

ех и и е о а о еч ых е е ов (МКЭ). 

В и о е и ее  а а ь и е о-
о и а ь ых о еч ых е е ов. Та и  

о а о , о ое ие а о и ов е е ия 
о ще в яе я а че  а о о оче а ия 
чи е ых и а а и иче их о хо ов. А а-
и ич о ь о чае ых и о  е е и  

ще ве о о о в е  ч е и  аче-
ва и е ова ия а а ивае ых и . 

а е ая  о ощь  ДКМКЭ а и а ДС 

а вивае  и и и  а че чи а и о и а ие 
а о ы и , ха а е а в ия ия а их а -

о о о а о а ь ых и о а ь ых а о-
ов. ДКМКЭ о о е о е иве  в о ах 
аево о е а, а , е ча ь о ав я -

щих е е ия е ав яе  о о  ы ои -

е я щие я ии, о о ь и е е ия 
о о ых е в е а о е  ы ь а е ва о ч-
е а а и ио ы и чи е ы и е о а и, 

и о ь е ы и и а че ах и  (в о  

чи е и е о о  о еч ых о о ). П еи -

ще ва и ДКМКЭ а е яв я я о и е-
ие а е о и и чи е о  е е ии 

( в е ая а ача, о и, во и я  о о-
е о ) и о вие а их- и о  о а иче-
и  а и  и  о о ов о  а ав е-
и  (о е  вычи и е ь о  а о ы в а -

ах ДКМКЭ е ави и  о  о о а а е а, в 

о ичии, а и е , о  а а о о МКЭ 

и и е о а о еч ых о о ). 

 

 

1. К И А АЯ А КА 

АДАЧИ  ЫДЕ Е ИЕ   

А  А РА Е ИЯ 

 

1.1. е о о ые е ва и ель ые о о а-
че и  и е о о ые о е ел ю ие соо -

о е и . Вве е  е щ  и е  о о-
аче и :   – о а ь, о и ывае ая а -

а ивае о  и о ; Г  – а и а о -

а и  ; 21  , xx  – и о ь е ые оо и а ы; 

21  , uu  – о ав я щие е е еще и  о о я  

21  , OxOx  ( и . 1.1); w  – о и  и ы; 
Tnnn ]    [ 21  – ве о  о ав я щих в -

е е  о а и  а и е; 
4

2

2

2

2

1

4

1

4 2   – и а о иче и  

о е а о ; h  – о щи а и ы;   – о и-

ие  П а о а а е иа а и ы; 

2 1,   ,/  kxkk ; )]1(12[/ 23  EhD  – 

и и иче ая е о ь и ы; q  – о -

о ь а и. 

 

1.2. а и ио а  и о е а о а  ос а-
ов и а ачи о  и и е ли ы. Т а и и-

о ая о а ов а аево  а ачи а че а 
и ы в чае  о и а ие и хо о  о а и  , а и ае о  и о , ови  а а и е 

о а и Г  и ови  в и о а и, 

о о ые в о е е  чае о и ыва я 
ав е ие  Со и е е  – Ла а а [13] 

  ),(   ,)()( 21

4 xxxxswxwD ,     (1.1) 

 

е s  – и о ое о ве ое аче ие. 
Соо ве в щая о е а о ая о и ов-
а аево  а ачи, в ча щая в е и ча -

и а и ио о  о а ов и в о а ова -

о   вычи и е ь о  оч и е ия ви е, в 
ча о и, я е е ве ых аевых о-
ви  и и а ичии о о о ова ия ( c  – 

е о ь о ова ия) и ее  ви : 
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,),(                                                

,)()(2)(

21

2

2

212211

2

1 



xx

swMMM
(1.2) 

 

е   
 

;)1(5.0                               

   );(    );(

1212

212211 



DM

DMDM
(1.3) 

www 2112

2

22

2

11 2    ;     ;    (1.4) 

 

– оо ве ве о и и а щие и ящи  

о е ы, и е е ия иви ы и че ия;   – а и е ая о а ь, о а я щая  ;   – ха а е и иче ая ия о а и  ; Г  – е ь а- ия а и ы Г , 

 


 

;   0, 

   1, 
),( 21 x

x
xx           (1.5)    

nxxГГ  /),( 21  .            (1.6) 

 

С о и е  о е а о  о а ов  а-
ачи в е е еще иях. По ав яя (1.4) в 

(1.3) и а ее о че ое в (1.1), о е е-
о а ова и  е  и е ь 
 

.),(   ,)]([

])1([

)]([

21

2

2

2

1

2

2

2121

2

2

2

1

2

1


 





xxswwwD

wD

wwD

(1.7) 

 

е а о  аево  а ачи (1.7) в оо ве -

вии  а а о ие  МКЭ о о а ва ь о и-

а ь ы  о е а о о  е о и о -

ии. По а ов а (1.7) а а и е яв яе я 
о ов о , а  а  ео хо и о ь ов е во-
е ия и е а иче и  а ич ы  овия , 

а  ави о, чи ывае я в о е е е е-
ия а ачи а и е о  ов е. 

 

1.3. Ко и аль а  о е а о а  ос а-
ов а а ачи с вы еле ие  ос ов о о а-
авле и . Вы е и  о о а ав е ие, о-

о ве в щее е е е о  2x , в о ь о о-
о о и и о- ео е иче ие ха а е и и и 

и ы о а я еи е ы и, а ывае ое в 
а ь е е  о ов ы  и и « о о ь ы ». 

Вы о яя ео а ова ия, о е  е е и 

о  о а ов и (1.7)  о ы ове о  и -

е е иа ь о  ав е и  че ве о о о-
я а  о е а о ы и о и ие а и, о-
о ое е  че а « о е еч ых» аевых о-
ви  а и ывае я е щи  о а о : 

 

,),(   , 210

2

22

4

24  xxswwww LLL  

 (1.8) 

 

е                     
 

     D4L ;                         (1.9) 

])1(2[ 2

111

2

12   DDDL ;  (1.10) 

 2

1

2

10  DL .                  (1.11) 

 

е и , ч о иве е ые о е а о ые о-
и ие ы в ча  в е я о ь о ае-

вые овия в о ь о ов о о а ав е ия. 
По а ов а (1.8)-(1.11) яв яе я и хо о   

оч и е ия а а о а ых ав о а и е о-
ов. С о и ии а ь е е о а а и иче о о 
е е ия о и ова  а и  о а о  

а ач  ео хо и о ве и и о  е во  

о я . 

Вве я о о аче ия 
 

),(),( 212111 xxwxxyy  ;           (1.12) 

);,(),(),(     

),(),(

21212211

21122122

xxwxxwxxy

xxyxxyy 


(1.13) 

);,(),(),(    

),(),(

2121

2

2212

21222133

xxwxxwxxy

xxyxxyy




(1.14) 

).,(),(),(    

),(),(

2121

3

2213

21322144

xxwxxwxxy

xxyxxyy




(1.15) 

 

и, а а ивая их а я   (1.8), е  

и е ь: 
 

YY sL
~ ,                   (1.16) 

е 














)(

)(

)(

)(

)(

24

23

22

21

2

xy

xy

xy

xy

xY ; )()( 222 xYxY  ; (1.17) 
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Ри . 1.1. Ди е е иа ь о а ы  е е  и ы и а я е ия в ече иях. 

 

  
















 00)(

1000

0100

0010

~

2

1

40

1

4 LLLL

L

sE

s .    (1.18) 

 

Ра о и , а и е , в х очеч  ае-
в  а ач . П ь а ич ые овия а а-

я в ече иях 02 x  и lx 2 , е l  – и-

а о ии. В чае а и ых а е-
е и  ( о о я  1Ox  и 2Ox ) ече иях 02 x  

и lx 2  а ич ые овия е ави ы в 
ви е 
 

0),()0,( 110  lxYBxYB l ,           (1.19) 

 

е 0B  и lB  – а и ы а ич ых ови , в 
а о  чае 

 














0000

0000

0100

0001

0B ;  














0100

0001

0000

0000

lB . (1.20) 

 

И а , а ача о и е я е щи  о а-
о : о е е и ь а  о ич  о  о е-
ве о о я ве о - и  ) ,( 21 xxY  и 

а ое аче ие s , и о о о  аве ивы 

ав е ие (1.16) и а ич ые овия (1.19). 

 

1.4. че  о о а ливых о о  (ос ова-
ие и а и ле а). П и е е ии а и-

че их а ач е е о и е  е о чаи, 

о а а о а и  , ее а и е Г  и и 

их ча ях а а ы о о а ивые о о ы,  

е е ыв ые о о ов о  а ав е и . 

Реа ив ое и ие R , во и а щее в о о е, 
о е е яе я о е ще  о е: 
 

cwR  ,                       (1.21) 

 

е c  – ая ха а е и и а о о ы ( о-
и ие  о о а о о ы о а ав е и  

о и 3Ox ). 

а ичие о о а ивых о о  в о и  

о е и ов  в о е а о  о а ов  

а ачи: о е а о  sL
~

 в (1.16) о е е яе я 
о о : 
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4 LLLL

L

sEc

s .  (1.22) 

 

 

2. ДИ КРЕ -К И А АЯ 

А КА АДАЧИ 

 

2.1. Дис е о- о и аль а  а о си-

и ю а  о ель о с ии. Дис е -

о- о и аль ы  о еч ы  ле е  

(ДКК ). Д я о а ов и и е е ия а -

а ивае о  аево  а ачи и хо ая о -

а ь   о а яе я а и е о   . П и-

и ае я и е о- о и а ь ая о е ь 
е ще о и а: в о е еч о  а ав е-
ии о ии (в о ь о и 1Ox ) ои во-
и я е оч ая а о и а ия, а в о о ь-
о  (о ов о ) (в о ь о и 2Ox ) – е ае я 
о и а ь ая а ача ( и . 2.1). 

а ь   а ивае  а о о а и – и -

е о- о и а ь ые о еч ые е е ы 

(ДККЭ) i  ( и . 2.2): 

 


1

1

 




 N

i

i ;                       (2.1)   

е   
]}; ,0[   ]; [0,                 

  ]; ,0[   :),,{(

322

11321

hxlx

lxxxx




   (2.2) 

 

е 21  , ll  – а е ы и я о  е и е е -

ов, а о и и щих и   оо ве -

ве о о а ав е ия  о е  1Ox  и 2Ox ; 

Nixxi  ..., 2, 1,   ),,( 21   – оо и а ы ов 
е и в « о е еч о » а ав е ии, ih  – а-
и е и; 

 

]}; ,0[   ]; [0,                     

  ]; x,[   :),,{(

322

1i

111321

hxlx

xxxxx i

i 
 

   (2.3) 

1 ..., 2, 1,   ,1

1

1  Nihxx i

ii ;         (2.4) 

   Ni
Nixx

h
i

i  ..., 2, 1,   ,
Ni   0, 

   , 1

1i

1 



 

.    (2.5) 

 

е е яе  ха а е и иче  и  

е е а: 
 


 

 


i 

i 

   0, 

   1, 
)( 

x

x
xi ;           (2.6) 

 iiii       ; .              (2.7) 

 

Ра о и  ои во ь ы  i-  е е  о е-
и ( и . 2.2). За е а е е е ых и ае  

о ь  о ь и чи е о  е е ии 

аевых а ач е оч ы и е о а и, а  а  

в о  чае о ще в яе я о а ь ая а-
е а е е е ых в и е е а. Пе ехо-
и  и  и хо о  и е ы оо и а  в е-
е ые ( и . 2.2): ),,(),( 221 xtixx  . З е ь t 

– о а ь ая оо и а а, вве е ая о а-
ав е и  о и 1Ox  и вя а ая  ДККЭ: 

 

1] [0,   ;/)( 11  thxxt i

i .          (2.8) 

 

2.2. А о си а и  еи вес ых ф -

и . Вве е  в а о е ие ии 

 

4 3, 2, ,1   ),,(),( 21121  jxxyxxz jj .    (2.9) 

 

В аче ве о ов ых еи ве ых в ах 
и и а я ии 1y , 2y , 3y , 4y  и 1z , 

2z , 3z , 4z , .е. я i - о а о iy1 , iy2 , iy3 , 
iy4  и iz1 , iz2 , iz3 , iz4 . Соо ве ве о ве о  

еи ве ых и ее  ви : 

 
Tiiiiiiiii

n

i

n zyzyzyzyxYY ]                       [)( 443322112    

                (2.10) 

 

и и         

          
TTi

n

Ti

n

Ti

n

Ti

n

i

n

i

n yyyyxYY ] )(  )(  )(  )( [)( 4,3,2,1,2  , 

              (2.11) 

 

е             
               

4 3, 2, ,1   ,]     [)( 2,  jzyxYy Ti

j

i

j

i

n

i

jn .  (2.12) 
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Ри . 2.1. Ди е о- о и а ь ая а о и и щая о е ь и ы. 

 
Ри . 2.2. Ти ово  и е о- о и а ь ы  о еч ы  е е . 

 

Ве о  еи ве ых во в ех ах е е а 
 

TTiTiTiTiii yyyyxYY ] )(   )(   )(   )( [)( 43212  , 

                 (2.13) 

 

е                     
 

4 3, 2, ,1   ,] )(   )( [)( 1

,,2   jyyxyy TTi

nj

Ti

nj

i

j

i

j . 

                (2.14) 

 

Б е  о а а ь, ч о о я 1y , 2y , 3y , 4y  о 
« о е еч о » ече и  а а ивае о о 
ДККЭ а о и и я иче и и о и-

о а и [6-7,12]. З е ь о о ове и я-
 а а о и   ия и о ы, о о ые 

и о ь я в а а о  МКЭ и е е-
ии а ач, вя а ых  о е еч ы  и и о  

а о . Вы о ив хо  о е  о ое-
ия о  а о и а ии, и ее : 

 

;),(   4, 3, 2, ,1                   

  ,      

),(),(

21

3

,4

2

,3,2,1

221

i

j

i

j

i

j

i

j

i

jjj

xxj

ttt

xtyxxyy








  (2.15) 

 

и и и аче в а ич о-ве о о  о е 
 

)( j

i

T

j ty  ;  4 3, 2, ,1j ,  ixx ),( 21 , (2.16) 

 

е                   
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j
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j
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j

i ]      [ ,4,3,2,1

)(   ;       (2.17)   

Ttttt ]          1 [ 32 .              (2.18) 

 

Вы а е ия я и   1z , 2z , 3z , 4z  е е-
ве ы  о а о  о ча я и  о  

(2.15)-(2.16) е  их и е е и ова ия: 
 

.),(   4, 3, 2, ,1                    

 ],32[
1

                

),(
1

                

),(),(

21

2

,4,3,2

2

21

1

21

i

j

i

j

i

j

i

i

j

i

jj

xxj

tt
h

xty
th

xxy
x

xxz













  (2.19) 

 

И а , очеви о, ч о и е  е о е щие 
оо о е ия: 

 
)( j

ii

i

j Cy  ,   4 3, 2, ,1j ,         (2.20) 

е                       CCC ii

~ ;                       (2.21) 
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h

h
C

/1      0       0       0 

 0        1       0       0 

0       0     /1    0 

 0        0       0       1 

~
;       (2.22) 

  














3     2     1     0 

1     1      1     1 

0     0     1     0 

 0     0     0     1 

C .             (2.23) 

 

ащая а и  iC  о чи : 

 
111 ~  ii CCC ;                 (2.24)   













 

1       2   1      2   

1    3      2   3

0      0       1      0   

 0      0       0      1   

1C ;       (2.25)   














i

i
i

h

h
C

      0       0       0 

 0       1       0       0 

0       0            0 

 0       0       0       1 

~ 1 .       (2.26) 

 

С е ова е ь о, о е е яе  

 
i

ji

T

j yCty 1 ,  4 3, 2, ,1j , ixx ),( 21  (2.27) 

 

и и и аче 
 

)()(),( 221 xytNxxy i

jij  , 4 3, 2, ,1j ,  

ixx ),( 21 ,        (2.28) 

 

е                       
 

]  [)( 4321

1

i,i,i,i,i

T

ii    N   N   NNCttNN     

                (2.29) 

 

– а и а и  о ы (« о е еч ых») 

о ече и  ДККЭ  е е а и 

 
32

1, 231)( tttNi  ;               (2.30) 

)2()( 32

2, ttthtN ii  ;           (2.31) 

32

3, 23)( tttNi  ;                  (2.32) 

   )()( 32

4, tthtN ii  .              (2.33) 

 

Ма и а (2.29), в во  оче е ь, о е е е-
о о аче и  е ави а в ви е: 
 

0)( i

T

i NttN  ,   е   10  ii CN .    (2.34) 

 

2.3. А о си а и  час ых ои во -

ых о  ис о ых ф и  а ДКК . Вы-

а е ия я ча ых ои во ых о  еи -

ве ых и  о е е е ы  1x  и 2x  

а и ыва я е щи  о а о  ( и е 
ixx ),( 21 ): 

– ча ые ои во ые е во о о я а: 
 

)()(
1

),(),( 221211 xytN
h

xxzxxy i

ji

i

jj
 ,    

4 3, 2, ,1j ;     (2.35) 

)()()()(),( 2122212 xytNxytNxxy i

ji

i

jij  ,    

3 2, ,1j ;          (2.36) 

 

– ча ые ои во ые в о о о о я а: 
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)()(
1

),( 2221

2

1 xytN
h

xxy i

ji

i

j
 ,   4 3, 2, ,1j ;                     

(2.37) 

3; 2, ,1                                                     

  ),()(
1

)()(
1

       

),(),(),(

2122

2112122121









j

xytN
h

xytN
h

xxzxxzxxy

i

ji

i

i

ji

i

jjj

 

     (2.38) 

)()()()(),( 222

2

221

2

2 xytNxytNxxy i

ji

i

jij  ,    

2 ,1j .       (2.39) 

 

– ча ые ои во ые е ье о о я а: 
 

)()(
1

),( 2321

3

1 xytN
h

xxy i

ji

i

j
 ,   4 3, 2, ,1j ; 

                 (2.40) 

3; 2, ,1                                                 

),()(
1

)()(
1

),(                        

),(),(

212222

2111

2121212

2

1










j

xytN
h

xytN
h

xxz

xxzxxy

i

ji

i

i

ji

i

j

jj

 

    (2.41) 

2; ,1                                                   

 ),()(
1

)()(
1

),(                        

),(),(

222

2

2

212

21

2

221

2

21










j

xytN
h

xytN
h

xxz

xxzxxy

i

ji

i

i

ji

i

j

jj

 (2.42)    

)()()()(),( 232

3

221

3

2 xytNxytNxxy i

ji

i

jij  , 

   1j .     (2.43) 

 

е                         
 

]  [)()( i,4321 N   N   N   NtN
dt

d
tN i,i,i,ii

 ; (2.44) 

]           [)()( i,4i,3i,2i,12

2

NNNNtN
dt

d
tN ii

 ; 

(2.45) 

]           [)()( i,4i,3i,2i,13

3

NNNNtN
dt

d
tN ii

 . 

                  (2.46) 

П ои во ые о  а и ы и  о ы 

(2.29) ахо я я и е е и ова ие  ее 
е е ов (2.30), .е. 

 

)1(6)(1,  tttNi ;               (2.47) 

)341()( 2

2, tthtN ii  ;          (2.48) 

)1(6)(3, tttNi  ;               (2.49) 

   )23()(4,  tthtN ii ;              (2.50) 

)12(6)(1,  ttNi ;               (2.51) 

)23(2)(2,  thtN ii ;            (2.52) 

)21(6)(3, ttNi  ;              (2.53) 

)13(2)(4,  thtN ii ;              (2.54) 

12)(1,  tNi ;                  (2.55) 

  ii htN 6)(2,  ;                 (2.56) 

   12)(3,  tNi ;                 (2.57) 

ii htN 6)(4,  .                 (2.58) 

 

чеви о, ч о оо ве в щие овые 
ии о е е я я о о а , яв-

я щи я ча ы и чая и (2.35)-(2.43): 

– ча ые ои во ые е во о о я а: 
 

)(][ 21 xzy i

j

i

j  ,  Ni  ..., ,2 ,1 ,  4 3, 2, ,1j ; 

                   (2.59) 

)(][ 212 xyy i

j

i

j  ,   Ni  ..., ,2 ,1 ,   3 2, ,1j ; 

                    (2.60) 

 

– ча ые ои во ые в о о о о я а: 
 

4; 3, 2, ,1   ;1 ..., ,2                          

   ,)((0)
1

)((1)
1

2

1

][

222

1

12

1

2

1





 





jNi

xyN
h

xyN
h

y

i

ji

i

i

ji

i

i

j

 

           (2.61) 

)((0)
1

][ 2

1

12

1

12

1 xyN
h

y jj
 ;           (2.62) 

4; 3, 2, ,1  ),((1)
1

][ 2

1

12

1

2

1  


jxyN
h

y N

jN

N

N

j  

 (2.63) 
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i

j

i

j zy 121 ][  ,   Ni  ..., ,2 ,1 ,   3 2, ,1j ; 

                     (2.64) 
i

j

i

j yy 2

2

2 ][  ,  Ni  ..., ,2 ,1 ,  2 ,1j ;   (2.65) 

 

– ча ые ои во ые е ье о о я а: 
 

4; 3, 2, ,1   ;1 ..., ,2                           

   ,)((0)
1

)((1)
1

2

1

][

232

1

13

1

3

1





 





jNi

xyN
h

xyN
h

y

i

ji

i

i

ji

i

i

j

 

        (2.66) 

)((0)
1

][ 2

1

13

1

13

1 xyN
h

y jj
 ;            (2.67) 

4; 3, 2, ,1  ),((1)
1

][ 2

1

13

1

3

1  


jxyN
h

y N

jN

N

N

j  

 (2.68) 

3; 2, ,1   ;1 ..., ,2                                 

   ,)((0)
1

)((1)
1

2

1

][

2122

1

112

1

2

2

1





 





jNi

xyN
h

xyN
h

y

i

ji

i

i

ji

i

i

j

 

          (2.69) 

)((0)
1

][ 2

1

113

1

1

2

2

1 xyN
h

y jj  ;        (2.70) 

3; 2, ,1  ),((1)
1

][ 2

1

113

1

2

2

1  


jxyN
h

y N

jN

N

N

j  

 (2.71) 
i

j

i

j zy 2

2

21 ][  ,  Ni  ..., ,2 ,1 ,  2 ,1j ; (2.72) 

i

j

i

j yy 3

3

2 ][  ,   Ni  ..., ,2 ,1 ,   1j .  (2.73) 

 

2.4. А о си а и  и и аю их о е -

ов, о е еч ых сил, их о е ов 

и иве е ых о е еч ых сил а ДКК . 

Вы а е ия я и и а щих о е ов а 
е е е о е о е е е ия (2.35)-(2.43) а 

о ове и ве ых оо о е и  и е  ви : 

 

)];,(),([                  

)],(),([),(

213211

2

1

211

2

2211

2

1211

xxyxxyD

xxyxxyDxxM







 

 (2.74) 

)].,(),([                  

)],(),([),(

213211

2

1

211

2

2211

2

1212

xxyxxyD

xxyxxyDxxM







.  

(2.75) 

По е еч ые и ы, в во  оче е ь, вычи -

я я о о а : 

 

)];,(),([                

)],(),([),(

213211

3

1

211

2

21211

3

1211

xxzxxyD

xxyxxyDxxQ




   

(2.76) 

)].,(),([                 

)],(),([),(

214212

2

1

211

3

2211

2

12212

xxyxxyD

xxyxxyDxxQ




.   

(2.77) 

 

К ящи  о е  о е е яе я вы а е ие  

 

).,()1(                

),()1(                

),(),(),(

2121

21121

2121211221

xxyD

xxyD

xxMxxMxxH

  
   (2.78) 

 

П иве е ые о е еч ые и ы, ча о и -

о ь е ые и а а ии а ич ых ови , 

и е  ви : 

 

)];,()2(),([

)],()2(),([

),(

213211

3

1

211

2

21211

3

1

211

xxzxxyD

xxyxxyD

xxV








 

  (2.79)   

)].,(),()[(2

)],(),()[(2

),(

214212

2

1

211

3

2211

2

12

212

xxyxxyD

xxyxxyD

xxV






  

  (2.80) 

 

Со а о (2.74)-(2.78) в е ие и ия в 
ах ахо я я о о а : 

 

)]([ 31

2

11

ii

,i yyDM  ;          (2.81) 

)][( 31

2

1,2

ii

i yyDM   ;          (2.82) 

)]([ 31

3

11

ii

,i zyDQ  ;            (2.83)   

)]([Q 412

2

1,2

ii

i yyD  ;          (2.84) 
i

ii zDMMH 2,21,12i )1(  .  (2.85) 

 

2.5. ос ое ие а и  ес ос и ДКК . 

В оо ве вии  [1-3] и ее  е о е -

щее оо ве вие е  о и а ь ы и 

о е а о а и, е ав е ы и вы е, и их 
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и е о- о и а ь ы и а а о а и а 
ои во ь о  ДККЭ: 

 

0

1

0

*0

44 )(         i

T

iiii

i NdtttNhDKD 


 L ; 

                 (2.86) 

;                                 

 ])1(2[

3222122

2

111

2

12
i

,

i

,

i

,

i KKKK

DDD


 L

 

(2.87) 
i

,

i

,

i KKKcD 20100

2

1

2

10          L , 

 (2.88) 

е   0

1

0

*0

12 )( i

T

i

i

iiii

, NdtttN
h

D
K 


  

;     (2.89) 

0

1

0

*0

32 )()( i

T

i

i

iiii

, NdtttN
h

D
K 


  

;    (2.90) 

 

0

1

0

*0

22 )()( 
)1(

2 i

T

i

i

iiii

, NdtttN
h

D
K 


  

; 

 (2.91) 

  t
t

t 
 ;   t

t
t

2

2


 ;              (2.92) 

0

1

0

*0

310 )()( i

T

i

i

iii

, NdtttN
h

D
K 


  

;     (2.93)   

0

1

0

*0

20  )( i

T

iii

i

, NdtttNhcK 


  ;         (2.94) 

 

iD  и i  – аче ия и и иче о  е о и 

а ДККЭ; ic  – аче ие о и ие а, ха а -

е и ще о е о ь о ова ия я а а -

о о ДККЭ. 

Та и  о а о , а ача о ое ия а и  
iK0 , iK2  и iK4 , о и,  во и я  вычи е-
и  и е а ов 

 

1
0

 dttt T ;    1

0

)( dttt T ;    1

0

dttt T ;    1

0

)( dttt T , 

 

о е ь 
 













60      70       84      105 

70      84       105    140 

84       105     140    210 

 105     140     210    420 

420

1
 

1

0

dttt T ;   













36    15    0    0 

 45    20    0    0 

 60    30    0    0 

 90    60    0    0 

30

1
)( 

1

0

dttt T ; 













36   45   60   90 

 15   20   30   60 

 0     0     0    0  

 0     0     0    0  

30

1
 

1

0

dttt T ;   













54      45     30      0 

45      40     30      0 

 30      30     30      0 

 0       0        0       0 

30

1
)( 

1

0

dttt T ; 













6     3     0    0 

3     2     0    0 

 0     0     0    0 

 0     0     0    0 

2)( 

1

0

dttt T . 

 

И о ь я о е ие о ы, о чи : 

 




















22

22

4

422313

221561354

313422

135422156

 
420

iiii

ii

iiii

ii

iiii

h        h    h    h

h           h            

h    h       h        h  

 h              h         

hD
K


;  

                (2.95) 





















22

22

12

4333

336336

3433

336336

30

iiii

ii

iiii

ii

i

iiii

,

h     h                hh 

h                h             

h          h        h    h

 h               h        

h

D
K


;              

(2.96) 
















 




22

22

22

433

336336

343

336336

15

)1(

iiii

ii

iiii

ii

i

iiii

,

h       h       h       h   

h               h       

h       h     h        h   

 h               h             

h

D
K


;          

(2.97)  
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3336336
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3363336
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iiii

ii

i

iiii

,

h     h                  hh 

h              h             

h          h        h     h 

 h               h      

h

νD
K


;            

(2.98) 
















 




22

22

310

233

3636

323

3636

2

iiii

ii

iiii

ii

i

iii

,

h        h              hh   

h                  h       

         hh      h       h   

 h                  h             

h

D
K


;              

(2.99) 




















22

22

20

422313

221561354

313422

135422156

420

iiii

ii

iiii

ii

iiii

,

h        h   h   h 

h            h            

h      h      h      h   

 h              h          

hc
K


.             

(2.100) 

 

Фо ы (2.95)-(2.100) о о е ави ь 
в ь и и а ив о  ви е (ве х и  и е  

T о о ачае  о е а и  а о и ова ия 
а и ы): 

 

ii
iiii HAH

hDθ
K 44

420
 ;          (2.101) 

i,i

i

iiii

, HAH
h

νDθ
K 1212

30
 ;       (2.102) 

i,i

i

iiii

, HAH
h

νDθ
K 3232

30
 ;       (2.103) 

  ii

i

i

, HAH
h

D
K 3,2

iii
22

15

)1(   ;     (2.104) 

ii

i

iii

, HAH
h

D
K 1,0310 2

 ;        (2.105) 

   i,i
iiii

, HAH
hcθ

K 2020
420

 ;        (2.106) 

 

е                         
 

 










 



4         22     3     13

22    156       13      54   

3      13         4       22   

 13    54         22     156  

 2,04 AA ; (2.107) 












  


4     33       1         3   

3        63    3         36    

1         3        4      33 

 3     36       3      36 

 2,2A ; (2.108) 












  


4     3         1         3   

33      63    3         36    

1         3        4      3   

 3     36       33    36 

 1,22,3

TAA ; (2.109) 












  
2          3       1         3   

3       6          3      6

1          3       2         3   

 3          6       3         6   

0,1A ;  (2.110) 













          0         0         0   

0          1         0         0   

0         0                 0   

 0          0         0         1   

i

i
i

h

h
H .  (2.111) 

 

2.6. Фо и ова ие ло аль ых а и  и 

их соо ве с вие о и аль ы  о е а о-
а . Фо и ова ие  о а ь ых  а и   

24  , KK  и 0K  2N- е о о о я а я и е-
ы ДККЭ я в е  о ии о ще в-
яе я а а о ич о а а о  е о и е 
о и ова ия о а ь о  а и ы е о-
и ( е о  « о еч ых в а ов» – и о-

ва ие  а о е ие  [6-7,12]). Ко и а ь-
ые о е а о ы, е ав е ые а ее, и 

а и ы о о ав е ы а : 

 

44 KL ;  22 KL ;  00 KL ;  (2.112) 













 00

000

000

000

~
    

~

2

1

40

1

4 KKKK

E

E

E

K ssL . (2.113) 

 

2.7. а а ие а ич ых слови . С а иче-
ие а ич ые овия я а а и-

вае о  о ии чи ыва я в ве о е 
овых а о . Д я е е ия а ачи 

о ы ы ь и я ы во в и а ие и е а-
иче ие а ич ые овия. 
П ь  k

b

k nkx  ...,2,1, ,,2   – оо и а ы  а-
ич ых    о е еч ых   ече и     о ии 
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Ри . 2.3. П и е  а о о е ия оо и а  а ич ых о е еч ых ече и . 

 

( и . 2.3). Г а ич ые овия в их а и ы-

ва я в ви е: 

;1 ..., 3, ,2                                    

 ,)0()0( ,2,2 
 

k

kk

b

knk

b

knk

nk

ggxYBxYB
 

(2.114)  
kkk n

b

nnn

b

n ggxYBxYB 1,21,21 )0()0( , 

                      (2.115) 

 
е 

kk BB  ,   –  а и ы  а ич ых  ови ,   

ва а ые   8N- о   о я а;  , , 
kk gg  

1 ..., 3, ,2  knk ; 
kngg  ,1  – а а ые 8N-

е ые ве о ы авых ча е  а ич ых 
ови ; 

 
TT

n

T

n

T

n

T

nnn yyyyxYY ] )(   )(   )(   )( [)( 4,3,2,1,2  , 

              (2.116) 

 

е            
 

4 3, 2, ,1                                                    

 ,] )(  ...  )(  )( [)( ,

2

,

1

,2,, 


j

yyyxyy TTN

jn

T

jn

T

jnjnjn  

    (2.117) 

 

– о а ь ые ве о - ии овых еи -

ве ых. 
 

2.8. а а ие е о о ых с а а ых и-

ов а ич ых слови  о е еч ых о 
о о е ию  ос ов о  а авле ию. 

Ра о и  а а ие е о о ых а а ых 

и ов а ич ых ови  о е еч ых о о -

о е и   о ов о  а ав е и  в о е 
(2.114)-(2.115) в ои во ь о  а ич о  оч-
е  оо и а о  b

kx ,2 . С о о ово я, е ь 
во о ы и о ов ых ва иа а а ич о  

оч и: 1) 2,20 lxb

k   – о е оч ая а-
ич ая оч а; 2) 01,2,2  bb

k xx  – а яя е-
вая а ич ая оч а; 3) 2,2,2 lxx b

n

b

k k
  – 

а яя авая а ич ая оч а. 
Же ткая заделка. И ее  а  о и а ь-
ых а ич ых ови :  

 

0),( ,211 b

kxxy ,  0),( ,212 b

kxxy , 

 ]  0, [ 11 lx  .   (2.118) 

П ь в ача е и ее  ча  2,20 lxb

k  . а 
и е о- о и а ь о  ов е овия  

(2.118) о веча  овия ви а 
 

Nixyxy b

k

ib

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0()0( ,21,21  ;  

                    (2.119) 

Nixzxz b

k

ib

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0()0( ,21,21  ;                      

(2.120) 

Nixyxy b

k

ib

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0()0( ,22,22  ;                      

(2.121) 

Nixzxz b

k

ib

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0()0( ,22,22  .                      

(2.122) 
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За е и , ч о овия (2.119) и (2.120) оо -

ве в  е во  ови  и  (2.118), а -

овия (2.121) и (2.122) – в о о  и  (2.118).  

З е ь а а о  и е е о е о оя и ь 
вя ь е  о и а ь ы и и и е о-
о и а ь ы и овия и. Пе вые а а-
я о « о е еч о » ( о о о е и   

е е е о  2x ) ече и  и ы е е ыв о 
( ]  0, [ 11 lx  ), о а а  в о ые и е о в 
о еч о  а о е оче  

( Nixxi  ..., 2, 1,   ,),( 21  ). В о  вя и, а и-

е , я вы о е ия е во о овия (2.118) 

а о о е ова ь аве ва (2.119), о о ое 
о ачае  и ь аве во  оо ве -

в ще  ии в ах. Д я о е ве -

о о е е ыв о о аве ва ии  

о в е  ече и , очеви о, е е  о о -

и е ь о о о и ь ее е в  ои во  

о 1x  а е ево  в их е а ых ах. 
В а ь е е  е  о ь ова ь я и  а-
ви о  и и о и ов е их а ич-
ых ови . 

Д я чая 01,2,2  bb

k xx  ча ь ови  е е-
ве ы  о а о  и че ае  и в е о (2.88)-

(2.119)-(2.122) о чае : 

 

Nixy b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,21  ;     (2.123) 

 Nixz b

k

i ..., 2, 1,   ,0)0( ,21  ;     (2.124) 

Nixy b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,22  ;     (2.125) 

  Nixz b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,22  ,      (2.126) 

 

о а а  и  2,2,2 lxx b

n

b

k k
  е  и е ь: 

 

Nixy b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,21  ;    (2.127) 

   Nixz b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,21  ;    (2.128) 

Nixy b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,22  ;    (2.129) 

   Nixz b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,22  .    (2.130) 

 

За и ав а ич ые овия в ви е (2.119)-

(2.130), е е е  е е ь  во о  их е -

ав е ия в о е (2.114)-(2.115). А о и  

о и ова ия а и  
kB  и 

kB  е ав е  

в а и ах 2.1 и 2.2 оо ве ве о. Ве о ы 

1...,3,,2 ,, 
kkk nkgg ,  


1g  и 

kng  а а я 
евы и, .е. 

 

1 ..., 3, ,2  ,00  
kkk nkg,   g ;    

0   ;01  
kngg .   (2.131) 

 

Шар ир е закре ле ие. И ее  о и а ь-
ые а ич ые овия:  

 

0),( ,211 b

kxxy ,   0),( ,213 b

kxxy ,     

]  0, [ 11 lx  .    (2.132) 

 

Соо ве в щие и е о- о и а ь ые 
а ич ые овия а и ыва я е -

щи  о а о : 

– ва иа  1 а ич о  оч и ( 2,20 lxb

k  ) 

 

N ixyxy b

k

ib

k

i  ..., 2, 1,  ,0)0()0( ,21,21  ;                     

(2.133) 

Nixzxz b

k

ib

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0()0( ,21,21  ; 

                    (2.134) 

Nixyxy b

k

ib

k

i ..., 2, 1,   ,0)0()0( ,23,23  ;                 

(2.135) 

Nixzxz b

k

ib

k

i ..., 2, 1,   ,0)0()0( ,23,23  ;  

               (2.136) 

 

– ва иа  2 а ич о  оч и ( 01,2,2  bb

k xx ) 

Nixy b

k

i  ..., 2, 1,  ,0)0( ,21  ;     (2.137)   

Nixz b

k

i  ..., 2, 1,  ,0)0( ,21  ;     (2.138) 

Nixy b

k

i  ..., 2, 1,  ,0)0( ,23  ;     (2.139)   

Nixz b

k

i  ..., 2, 1,  ,0)0( ,23  ;     (2.140) 

 

– ва иа  3 а ич о  оч и ( 2,2,2 lxx b

n

b

k k
 ) 

 

Nixy b

k

i  ..., 2, 1,  ,0)0( ,21  ;      (2.141) 

Nixz b

k

i  ..., 2, 1,  ,0)0( ,21  ;      (2.142) 

Nixy b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,23  ;      (2.143)    

Nixz b

k

i  ..., 2, 1,    ,0)0( ,23  .     (2.144) 

 

Г а ич ые овия (2.133)-(2.144) о е  

е е и а ь  в   о е   (2.114)-(2.115).  А о- 
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Та и а 2.1. А о и  а о е ия а и ы 
kB  и а а ии е о  а е и в а ич о  

оч е (ва иа ы а ич о  оч и 1, 2). 

№ 

/  

о е а 
а о яе ых 
е е ов а и  

З аче ие 
е е а  
а и ы 

Э вива е ое 
овие 

1 Niii  ..., 2, 1,   1),2 ,(   1 Nixy b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,21   

2 NiiiN  ..., 2, 1,   ),2 ,(   1 Nixz b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,21   

3 NiiNiN  ..., 2, 1,   ,)122 ,2(   1 Nixy b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,22   

4 NiiNiN  ..., 2, 1,   ,)22 ,3(   1 Nixz b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,22   

П и еча ия: 1. П и ва иа е 3 а ич о  оч и а и а 
kB  а ае я ево . 2. В е е-

е ы а и  

kB , е а а ые в а и е, ав ы . 

 

Та и а 2.2. А о и  а о е ия а и ы 
kB  и а а ии е о  а е и в а ич о  

оч е (ва иа ы а ич о  оч и 1, 3). 

№ 

/  

о е а 
а о яе ых е е ов 

а и  

З аче ие 
е е а  
а и ы 

Э вива е ое 
овие 

1 NiiiN  ..., 2, 1,   1),2 ,4(   1 Nixy b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,21   

2 NiiiN  ..., 2, 1,   ),2 ,5(   1 Nixz b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,21   

3 NiiNiN  ..., 2, 1,   ),122 ,6(   1 Nixy b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,22   

4 NiiNiN  ..., 2, 1,   ),22 ,7(   1 Nixz b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,22   

П и еча ия: 1. П и ва иа е 2 а ич о  оч и а и а 
kB  а ае я ево . 2. В е е-

е ы а и  
kB , е а а ые в а и е, ав ы . 

 

Та и а 2.3. А о и  а о е ия а и ы 
kB  и а а ии е о  а е и в а ич о  

оч е (ва иа ы а ич о  оч и 1, 2). 

№ 

/  

о е а 
а о яе ых е е ов  

а и  

З аче ие 
е е а  
а и ы 

Э вива е ое 
овие 

1 Niii  ..., 2, 1,   1),2 ,(   1 Nixy b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,21   

2 NiiiN  ..., 2, 1,   ),2 ,(   1 Nixz b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,21   

3 NiiNiN  ..., 2, 1,   ),124 ,2(   1 Nixy b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,23   

4 NiiNiN  ..., 2, 1,   ),24 ,3(   1 Nixz b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,23   

П и еча ия: 1. П и ва иа е 3 а ич о  оч и а и а 
kB  а ае я ево . 2. В е е-

е ы а и  
kB , е а а ые в а и е, ав ы . 
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Та и а 2.4. А о и  а о е ия а и ы 
k

B  и а а ии е о  а е и в а ич о  

оч е (ва иа ы а ич о  оч и 1, 3). 

№ 

/  

о е а 
а о яе ых  
е е ов а и  

З аче ие 
е е а  
а и ы 

Э вива е ое 
овие 

1 NiiiN  ..., 2, 1,   1),2 ,4(   1 Nixy b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,21   

2 NiiiN  ..., 2, 1,   ),2 ,5(   1 Nixz b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,21   

3 NiiNiN  ..., 2, 1,   ),124 ,6(   1 Nixy b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,23   

4 NiiNiN  ..., 2, 1,   ),24 ,7(   1 Nixz b

k

i  ..., 2, 1,   ,0)0( ,23   

П и еча ия: 1. П и ва иа е 2 а ич о  оч и а и а 
kB  а ае я ево . 2. В е е-

е ы а и  
kB , е а а ые в а и е, ав ы . 

 

и  о и ова ия а и  
kB  и 

kB  е -

ав е  в а и ах 2.3 и 2.4.  

Ве о ы 1 ..., 3,,2  , , 
kkk nkgg , 

1g  и 
kng   

а а я евы и, .е. о е е я я о -

о  (2.131). 

С д ы  кра . И ее  о и а ь ые а-
ич ые овия:  

 

0),( ,212 b

kxxM ,   0),( ,212 b

kxxV ,     

]  0, [ 11 lx     (2.145) 

 

и и  че о  (2.74)-(2.80) 

 

0)],(),([ ,213,211

2

1  b

k

b

k xxyxxyD  ,   

]  0, [ 11 lx  .    (2.146) 

  0)],()2(),([ ,213,212

2

1  b

k

b

k xxyxxyD  ,    

]  0, [ 11 lx  .    (2.147) 

 

Соо ве в щие и е о- о и а ь ые 
а ич ые овия а и ыва я е -

щи  о а о : 

– ва иа  1 а ич о  оч и ( 2,20 lxb

k  ) 

 

;..., 2, 1,                                              

,0)]0()0(][[

)]0()0(][(

,23,21

2

1

,23,21

2

1

Ni

xyxyD

xyxyD
b

k

ib

k

i

b

k

ib

k

i








 

(2.148) 

 

; ..., 2, 1,                                               

 ,0)]0()0(][[

)]0()0(][(

,23,21

3

1

,23,21

3

1

Ni

xzxyD

xzxyD
b

k

ib

k

i

b

k

ib

k

i








 

 (2.149) 

; ..., 2, 1,                                                                  

  ,0)]0()0(])[2[( 

)]0()0(]([

,23,22

2

1

,23,22

2

1

Ni

xyxyD

xyxyD
b

k

ib

k

i

b

k

ib

k

i





  

   (2.150) 

; ..., 2, 1,                                                       

  ;0)]0()0(])[2[(

)]0()0(]([

,23,22

3

1

,23,22

3

1

Ni

xzxyD

xzxyD
b

k

ib

k

i

b

k

ib

k

i





    

(2.151) 

 

– ва иа  2 а ич о  оч и ( 01,2,2  bb

k xx ) 

 

; ..., 2, 1,                                             

,0)]0()0(][[ ,23,21

2

1

Ni

xyxyD b

k

ib

k

i


 

 (2.152) 

; ..., 2, 1,                                            

 ,0)]0()0(][[ ,23,21

3

1

Ni

xzxyD b

k

ib

k

i


 

(2.153) 

; ..., 2, 1,                                                    

 ,0)]0()0(])[2[( ,23,22

2

1

Ni

xyxyD b

k

ib

k

i


 

 

   (2.154) 

. ..., 2, 1,                                                   

,0)]0()0(])[2[( ,23,22

3

1

Ni

xzxyD b

k

ib

k

i


 

 

 (2.155) 

 

– ва иа  3 а ич о  оч и ( 2,2,2 lxx b

n

b

k k
 ) 
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Та и а 2.5. А о и  а о е ия а и ы 
kB  и а а ии е о  а е и в а ич о  

оч е (ва иа ы а ич о  оч и 1, 2). 

№ 

/  

о е а 
а о яе ых е е ов  

а и  

З аче ие е е а  
а и ы 

Э вива-
е ое 
овие 

1 2 3 4 

1 (1,1) 
)0(

1
1,12

1

N
h

D    

2 (1,2) 
)0(

1
2,12

1

N
h

D    

3 (1,3) 
)0(

1
3,12

1

N
h

D    

4 (1,4) 
)0(

1
4,12

1

N
h

D    

5 )14 ,1( N  D  

 

 

 

 

(2.148),  

1i  

6 1 ..., 3, ,2   3),2 ,(  Niii  
)1(

1

2

1
1,12

1




 i

i

N
h

D  

7 1 ..., 3, ,2   2),2 ,(  Niii  
)1(

1

2

1
2,12

1




 i

i

N
h

D  

8 1 ..., 3, ,2   1),2 ,(  Niii  




  


)0(
1

)1(
1

2

1
1,23,12

1

i

i

i

i

N
h

N
h

D  

9 1 ..., 3, ,2   ),2 ,(  Niii  




  


)0(
1

)1(
1

2

1
2,24,12

1

i

i

i

i

N
h

N
h

D  

10 1 ..., 3, ,2   1),2 ,(  Niii  
)0(

1

2

1
3,2 i

i

N
h

D    

11 1 ..., 3, ,2   2),2 ,(  Niii  
)0(

1

2

1
3,2 i

i

N
h

D    

12 1 ..., 3, ,2   ),124 ,(  NiiNi  D  

 

 

 

 

 

 

(2.148), 

1    

...,,3,2 
N

i
 

13 )32 ,( NN  
)1(

1
1,12

1




 N

N

N
h

D  

14 )22 ,( NN  
)1(

1
2,12

1




 N

N

N
h

D  

15 )12 ,( NN  
)1(

1
3,12

1




 N

N

N
h

D  

16 )2 ,( NN  
)1(

1
4,12

1




 N

N

N
h

D  

17 )16 ,( NN  

 

D  

 

 

 

 

 

(2.148),  

Ni   
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1 2 3 4 

18 1) ,1( N  
)0(

1
1,13

1

N
h

D    

19 2) ,1( N  
)0(

1
2,13

1

N
h

D    

20 3) ,1( N  
)0(

1
3,13

1

N
h

D    

21 4) ,1( N  
)0(

1
4,13

1

N
h

D    

22 2)4 ,1(  NN  D  

 

 

 

 

(2.149),  

1i  

23 1 ..., 3, ,2   3),2 ,(  NiiiN  
)1(

1

2

1
1,13

1




 i

i

N
h

D  

24 1 ..., 3, ,2   2),2 ,(  NiiiN  
)1(

1

2

1
2,13

1




 i

i

N
h

D  

25 1 ..., 3, ,2   1),2 ,(  NiiiN  




  


)0(
1

)1(
1

2

1
1,33,13

1

i

i

i

i

N
h

N
h

D  

26 1 ..., 3, ,2   ),2 ,(  NiiiN  




  


)0(
1

)1(
1

2

1
2,34,13

1

i

i

i

i

N
h

N
h

D  

27 1 ..., 3, ,2   1),2 ,(  NiiiN  
)0(

1

2

1
3,3 i

i

N
h

D    

28 1 ..., 3, ,2   2),2 ,(  NiiiN  
)0(

1

2

1
3,3 i

i

N
h

D    

29 

1 ..., 3, ,2             

 ),124 ,(  
Ni

iNiN
 

 

D  

 

 

 

 

 

 

(2.149), 

1    

...,,3,2 
N

i
 

30 )32 ,2( NN  
)1(

1
1,13

1




 N

N

N
h

D  

 

31 )22 ,2( NN  
)1(

1
2,13

1




 N

N

N
h

D  

 

32 )12 ,2( NN  
)1(

1
3,13

1




 N

N

N
h

D  

 

33 )2 ,2( NN  
)1(

1
4,13

1




 N

N

N
h

D  

 

34 )6 ,2( NN  

 

D  

 

 

 

 

 

(2.149),  
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1 2 3 4 

35 1)2 ,12(  NN  
)0(

1
)2( 1,12

1

N
h

D    

36 )22 ,22(  NN  
)0(

1
)2( 2,12

1

N
h

D    

37 3)2 ,12(  NN  
)0(

1
)2( 3,12

1

N
h

D    

38 4)2 ,12(  NN  
)0(

1
)2( 4,12

1

N
h

D    

39 1)6 ,12(  NN  D  

 

 

 

 

(2.150),  

1i  

40 

1 ..., 3, ,2           

  3),22 ,2(  
Ni

iNiN
 )1(

1
)2(

2

1
1,12

1




 i

i

N
h

D   

41 

1 ..., 3, ,2           

  2),22 ,2(  
Ni

iNiN
 )1(

1
)2(

2

1
2,12

1




 i

i

N
h

D   

42 

1 ..., 3, ,2           

  1),22 ,2(  
Ni

iNiN
 


  


)0(

1
)1(

1
)2(

2

1
1,23,12

1

i

i

i

i

N
h

N
h

D   

43 

1 ..., 3, ,2           

  ),22 ,2(  
Ni

iNiN
 


  


)0(

1
)1(

1
)2(

2

1
2,24,12

1

i

i

i

i

N
h

N
h

D   

44 

1 ..., 3, ,2           

  1),22 ,2(  
Ni

iNiN
 )0(

1
)2(

2

1
3,2 i

i

N
h

D    

45 

1 ..., 3, ,2           

  2),22 ,2(  
Ni

iNiN
 )0(

1
)2(

2

1
3,2 i

i

N
h

D    

46 

1 ..., 3, ,2           

  1),26 ,2(  
Ni

iNiN
 

 

D  

 

 

 

 

 

 

 

(2.150), 

1    

...,,3,2 
N

i
 

47 )32 ,3( NN  
)1(

1
)2( 1,12

1




 N

N

N
h

D   

 

48 )22 ,3( NN  
)1(

1
)2( 2,12

1




 N

N

N
h

D   

 

49 )12 ,3( NN  
)1(

1
)2( 3,12

1




 N

N

N
h

D   

 

50 )2 ,3( NN  
)1(

1
)2( 4,12

1




 N

N

N
h

D   

 

51 )18 ,3( NN  

 

D  
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1 2 3 4 

52 1)2 ,13(  NN  
)0(

1
)2( 1,13

1

N
h

D    

53 2)2 ,13(  NN  
)0(

1
)2( 2,13

1

N
h

D    

54 3)2 ,13(  NN  
)0(

1
)2( 3,13

1

N
h

D    

55 4)2 ,13(  NN  
)0(

1
)2( 4,13

1

N
h

D    

56 2)6 ,13(  NN  D  

 

 

 

 

(2.151),  

1i  

57 

1 ..., 3, ,2           

  3),22 ,3(  
Ni

iNiN
 )1(

1
)2(

2

1
1,13

1




 i

i

N
h

D   

58 

1 ..., 3, ,2           

  2),22 ,3(  
Ni

iNiN
 )1(

1
)2(

2

1
2,13

1




 i

i

N
h

D   

59 

1 ..., 3, ,2           

  1),22 ,3(  
Ni

iNiN
 


  


)0(

1
)1(

1
)2(

2

1
1,33,13

1

i

i

i

i

N
h

N
h

D   

60 

1 ..., 3, ,2           

  ),22 ,3(  
Ni

iNiN
 


  


)0(

1
)1(

1
)2(

2

1
2,34,13

1

i

i

i

i

N
h

N
h

D   

61 

1 ..., 3, ,2           

  1),22 ,3(  
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Та и а 2.6. А о и  а о е ия а и ы 
kB  и а а ии е о  а е и в а ич о  

оч е (ва иа ы а ич о  оч и 1, 3). 
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По е а и и а ич ых ови  в ви е 
(2.148)-(2.159) е е и ывае  их в о е 
(2.114)-(2.115). А о и  о и ова ия 
а и  

kB  и 
kB , чи ыва щих иве е -

ые а ее оо о е ия, е ав е  в а -

и ах 2.5 и 2.6.  

Ве о ы 1 ..., 3,,2  , , 
kkk nkgg , 

1g  и 
kng  

а а я евы и, .е. о е е я я о -

о  (2.131). Да ее я о а о и и-

во и ых о  и о о ы и о е ия а -

о и  ча  NiDD ii  ..., 2, 1,  ,  ;   . 

 

2.9. Фо и ова ие а е аю е  о о-
очеч о  аево  а ачи. Со а о (2.81)-

(2.82), о и а ь о  о а ов е оо ве -

в е  и е о- о и а ь ая в ви е и е-
ы о ы ове ых и е е иа ь ых ав-
е и  

 

nsn YKY
~ ,                    (2.160) 

 

е                          
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)()( 222 xYxY ss  ;            (2.162) 

 

EK  – а и а, о и е ая о а о и  

о ое ия а и ы 0K , иче  а а е ее 
о и ова ия я в ех и е о-

о и а ь ых о еч ых е е ов а ае -

я 0iD  и 0ic . 

чи ывая (2.160) и а ич ые овия 
(2.114)-(2.115) е ехо и  в а ах ДКМКЭ 

о о очеч о  аево  а аче (  а а е -

о  s ) я и е ы N8  ав е и : 

 




















kkk n

b

nnn

b

n

k

kk

b

knk

b

knk

nsn

ggxYBxYB

nk

ggxYBxYB

YKY

1,21,21

,2,2

)0()0(

1 ..., 3, ,2                                     

   ,)0()0(

~

 

(2.163) 

 

Э о  а  ои во и я о а а о а о  е-
о и е, о о ая о о о о и а а в [1-3].  

 

2.10. че  а ич ых слови  в оль ос-
ов о о а авле и . а а ие е о о ых 

с а а ых и ов а ич ых слови  

в оль ос ов о о а авле и . Ра о ев 
а ее а о и  а а ия а ич ых ови , 

о е еч ых о о о е и   о ов о  а-
ав е и , о и е  е е ь во о ы че а 
а ич ых ови  в о ь о ов о о а ав-
е ия  о и и  а а ия о е и ово , 

о о ые в о я я в о а ов  (2.160). и-

а ия е  ве и а и е ы о е их 
и овых чаев: е ая а е а, а и -

ое а е е ие и во о ы  а . П ь 
я о е е е о и а ич ые овия 

в о ь о ов о о а ав е ия а а я о 
« о о ь ы » ече ия  и ы 1

11 xx   и 
Nxx 11  , о а а ы  а и . 2.4. ови я 

я о ь е  о а о и а ь е е о и -

о е ия о и ыва ь а а ие а ич ых -

ови  о ь о в ече ии 1

11 xx  , я ече ия 
Nxx 11   а а ие о ще в яе я а а о ич о. 

С д ы  кра . И ее  о и а ь ые а-
ич ые овия я 1

11 xx  : 

 

0),( 2

1

11 xxM ,  0),( 2

1

11 xxQ ,  

]  0, [ 22 lx  .    (2.164) 
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Ри . 2.4. За а ие а ич ых ови  в о ь о ов о о а ав е ия. 

 

Да ы  и  а ич ых ови  в о ь о -

ов о о а ав е ия яв яе я о е и   

оч и е ия че а, а и е о, и а их о-
и и а и  в о а ов  (2.163) в о и ь е 
е е я, а ие а ич ые овия в о ь 

о ов о о а ав е ия  ч е ы ав о-
а иче и. 

Шар ир е закре ле ие. Ко и а ь ые 
а ич ые овия я ече ия 1

11 xx  , оче-
ви о, а и ыва я в ви е: 
 

0),( 2

1

11 xxy ,   0),( 2

1

11

2

1  xxy ,     

]  0, [ 22 lx  .     (2.165) 

 

В о ое и  ови  (2.165) е  вы о е о 
ав о а иче и и е е е  че а в (2.163). 

Ч о а ае я е во о овия в (2.165), о 
е ь е е  и о ь ова ь в е о (2.163) 

е щ  о а ов : 
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е   – а и а N8 - о о я а, е е ы о-
о о  о е е я я о о е  

 

Njiijiji 4 ..., 2, 1, ,  ,1,,,   .   (2.127) 

 

К о е о о, и  оо а е и  ов е о и 

еи ве ых, и а а ии а ич ых о-
ви  в ече ия о е еч ых о о о е и   

о ов о  а ав е и  е е  о о и ь 
е е еще ие а 1 и е о ои во  о 
е е е о  2x  ав ы и , .е. ( и е 

)( 2

1

2 xy ) 

 

k

b

k nkxy  ..., 2, 1,  ,0)( ,2

1

1  ;    

k

b

k nkxy  ..., 2, 1,  ,0)( ,2

1

2  .    (2.168) 

 

Же ткая заделка. Д я ече ия 1

11 xx   и ее  

а  о и а ь ых а ич ых ови :  

 

0)( ,2

1

1 b

kxy ,   0)( ,2

1

1 b

kxz ,   ]  0, [ 22 lx  . 

 (2.169) 

 

З е ь, а  и в чае а и о о а е е-
ия, о а ов  (2.163) е е  о и и и-

ова ь, е авив в ви е (2.166), и о  

е е ы а и ы   ео хо и о вычи -

я ь о о е 
 

Njiiijiji 4 ..., 2, 1, ,  ,2,1,,,   . (2.170) 

 

а еча ие. И е ова ия ово и и ь в 
а ах ИР «По ое ие и а а и  о е -
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ых а а и иче их е о ов и а о и ов 
а че а о и  е я о  -

ы», вы о яе о  о П а  ИР Ро и -

о  а а е ии а хи е ы и ои е ь ых 
а  (РААС ) а 2007-2009 . и в а ах 
ИР «Ра а о а ео ии и а о и ов о-
ое ия о е ых а а и иче их е а-

е е  о о очеч ых аевых а ач и е-
и е ь о  а че а  ои е ь ых о -

и », вы о яе о  о а а и иче о  

ве о ве о  е ево  о а е «Ра ви-

ие а ч о о о е иа а вы е  о ы 

(2009-2010 о ы)» / ое  6414/. 
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РИ Е ИЯ ДИ КРЕ -К И А  Е ДА 

К ЕЧ ЫХ Е Е  Д Я РЕДЕ Е ИЯ  

Е ЫХ АЧЕ И  И Е ЫХ Ф КЦИ   

КРАЕ ЫХ АДАЧ Р И Е  ЕХА ИКИ 

ЧА  3: РЕХ ЕР АЯ АДАЧА Е РИИ Р И 
 

А.Б. Зо отов, П.А. Акимов, В.Н. Сидоров, О.А. Ко ырев 
Мо ов и  о а ве ы  ои е ь ы  иве и е , . Мо ва, Р ССИ  

 

А АЦИЯ: а оящая а ья о вяще а во о а  и о ь ова ия и е о- о и а ь о о е о-
а о еч ых е е ов (ДКМКЭ) я о е е е ия о ве ых аче и  и о ве ых и  ае-
вых а ач а че а ои е ь ых о и  (в а ах ех е о  ео ии о и). а ь и е-
е ия ДКМКЭ о ав я  о е ы, в о о ых и ее я о оя во и и о- ео е иче их ха а е и-

и  о о о  и  оо и а ых а ав е и  ( а ывае о  о ов ы  а ав е ие ) и ои во ь о 
е я щих я в е их а ах и о  ха а е е а е е и . ДКМКЭ яв я я и е о-
о и а ь ы  в о  ы е, ч о о о ов о  а ав е и  ох а яе я о и а ь ы  ха а е  а-
ачи и, оо ве ве о, а а и иче и  ви  о чае о о е е ия, в о в е я а  о о а ь ы  ои во-
и я и е и а ия  и о ь ова ие  ех и и е о а о еч ых е е ов (в и о е и ее  а а ь 
и е о- о и а ь ых о еч ых е е ов).  

 

Ключевые слова: и е о- о и а ь ы  е о  о еч ых е е ов, аевая а ача, о ве ое 
аче ие, о ве ая ия, ех е ая ео ия о и. 

 

APPLICATIONS OF DISCRETE-CONTINUAL FINITE ELEMENT 

METHOD FOR SOLVING EIGENVALUE PROBLEMS IN 

STRUCTURAL MECHANICS 

PART 3: THREE-DIMENSIONAL ELASTIC THEORY 
 

Alexander B. Zolotov, Pavel A. Akimov, Vladimir N. Sidorov, Oleg A. Kozirev 
Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

 

ABSTRACT: The distinctive paper is devoted to use of discrete-continual finite element method for solving of 

eigenvalue problems of three-dimensional elastic theory. Operational formulation of the problem is presented. 

The discrete-continual design model for structures with constant physical and geometrical parameters in one di-

rection is offered on the basis of so-called discrete-continual finite elements. Element coordinate system and ap-

proximation of nodal unknowns are under consideration. Special generalized block-structured stiffness matrix of 

discrete-continual finite element are assembled. Resultant discrete-continual operational formulation is given. 

Effective computing algorithms for eigenvalues and eigenvectors are presented as well. All methods and algo-

rithms considered in the distinctive paper have been realized in software engineering. 

 

Key words: of discrete-continual finite element method, boundary problem, eigenvalue problem, 

three-dimensional elastic theory 

  

ЕДЕ ИЕ 

 

а оящая а ья о о ае  е и  а о , 

о вяще ых и о ь ова и  и е о-
о и а ь о о е о а о еч ых е е ов 
я о е е е ия о ве ых аче и  и 

о ве ых и  аевых а ач а че а 
ои е ь ых о и  [4-5]. В а о  

чае и о е ие ве е я я ех е о  

ео ии о и [6]. 
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1. К И А АЯ А КА 

АДАЧИ  ЫДЕ Е ИЕ   

А  А РА Е ИЯ 

 

1.1. е о о ые е ва и ель ые о о а-
че и  и е о о ые о е ел ю ие соо -

о е и . Вве е  е щ  и е  о о-
аче и :   – о а ь, о и ывае ая а -

а ивае о  о ие  ( ., а и е , 

и . 1.1); Г  – а и а о а и  ; 
Txxxx ]        [ 321  – ве о  оо и а  оч и; 
Tuuuu ]        [ 321  – ве о  о ав я щих е-

е еще и ; Tnnnn ]        [ 321  – ве о  о-
ав я щих о а и  ове х о и; 

TFFFF ]        [ 321  – ве о  о ав я щих 
а о , е в щих в и о а и; 

Tffff ]        [ 321  – ве о  о ав я щих 
а о , е в щих а а и е о а и. 

Ко о е ы е о а а я е и  ij  о е е-
я я о а и: 

 

iiii u ;   )(5.0 ijjiij uu  ,  

jiji     3, 2, 1,   3; 2, 1, .     (1.1) 

 

Фо ы я о о е  е о а а я е и  

ij : 

 

3 2, 1,   3; 2, 1,   ,2  jiijijij  ,  (1.2) 

е                  332211  ii ;               (1.3) 

   и   – оо ве в щие о и ие ы 

Ла е; ij  – и во  К о е е а. 
 

1.2. Ко и аль а  о е а о а  ос а-
ов а а ачи с вы еле ие  ос ов о о а-
авле и . П ь и и о- ео е иче ие 

ха а е и и и о ии о е е е о  

3x  (о ов ое а ав е ие) о оя ы. То-
а, в оо ве вии  [1-3] е и ое ав е ие 

о е а о о  о а ов и а ачи о е е е ия 
о ве ых аче и  и о ве ых -

и  и ее  ви : 

usuuu uuuvvv  
~

3

2

3  LLL ,       (1.3) 

е           * ~
uvuvuv LLL  ;   uvuv LL * ;       (1.4) 










 2     0      0  

0              0  

 0         0       




vvL ;        (1.5)    
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j

jjuuL

      (1.7) 

     ; ;                (1.8) 

3 2, 1,   ,*  iii ;             (1.9) 

  
 


;) , ,(   0, 

) , ,(   1, 
) ,(

321

321
21 xxx

xxx
xx    (1.10) 

n
Г 

  ;                     (1.11) 

 

) , ,( 321 xxx   – ха а е и иче ая -

ия о а и  ; ) , ,( 321 xxxГГ    – е ь а-
ия а и ы Г ; ) , ,( 321 xxxuu   – 

и о ая о ве ая ве о - ия; s  – 

и о ое о ве ое аче ие. 
Вво я о о аче ие 
 

,]        [   

]        [

3332313

321

uuuuu

vvvv
T

T




   (1.12) 

 

е е и ывае  (1.3) в ви е 
 

usuvv uuuvvv  
~  LLL ,         (1.13) 

е                          vv 3 .                     (1.14) 
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Ри . 1.1. П и е  а а ивае о  ех е о  о ии. 

 

е и яя (1.12) и (1.13), о чи  ( и е E  – 

о е ве ы  о е а о ): 

 







usuvv

vu

uuuvvv  
~

 

LLL
         (1.15) 

 

и и 

 

   





 ,) (
~

 

 
11 uEsvv

vu

uuvvuvvv LLLL
    (1.16) 

 

Си е а (1.16) в а ич о  ви е е ави-

а е щи  о а о : 

 

UU sL
~ ,                     (1.17) 

е       


  
uvvvuuvv

s Es

E

LLLL
L ~

 ) ( 

0~
11 ;     (1.18) 





 ) , ,( 

 ) , ,( 
) , ,(

321

321
321 xxxv

xxxu
xxxUU ;  (1.19) 

 UU 3 ;                   (1.20) 

 

Ра о и , а и е , в х очеч  ае-
в  а ач . П ь а ич ые овия а а-

я в ече иях 02 x  и lx 2 , е l  – и-

а о ии. В чае о ых а е е-
и  о о я  1x  и 2x  ( аве ва  оо -

ве в щих о о е ов е е еще и ) 

а ич ые овия е ави ы в ви е 
 

0),()0,( 110  lxUBxUB l ,       (1.21) 

 

е 0B  и lB  – а и ы а ич ых ови , в 
а о  чае 

 














0000

0000

0010

0001

0B ;  














0010

0001

0000

0000

lB . (1.22) 

 

И а , а ача о и е я е щи  о а-
о : о е е и ь а  о ич  о  о е-
ве о о я ве о - и  

) , ,( 321 xxxU  и а ое аче ие s , и о о-
о  аве ивы ав е ие (1.17) и а ич-
ые овия (1.21). 

 

1.3. че  о о а ливых о о  (ос ова-
ие и а и ле а о в  а авле и-

). П и е е ии а иче их а ач е-
е о и е  е о чаи, о а а о а и  , ее а и е Г  и и их ча ях а а ы 

о о а ивые о о ы,  е е ыв ые о 
о ов о  а ав е и . 
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Ве о  R  еа ив ых и и , во и а щих 
в  о о е, и ее  ви : 

 

uCRRRR T  ]        [ 321  ,          (1.23) 

е               } , ,{ 321 cccdiagC  ;               (1.24) 

 Tuuuu ]        [ 321 ;                (1.25) 

 

C  – а и а их ха а е и и  о о ы; 

u  – ве о  е е еще и  о о ы; ic  – о -

и ие  о о а о о ы о а ав е и  о и 

iOx . 

а ичие о о а ивых о о  в о и  

о е и ов  в о е а о  о а ов  

а ачи: о е а о  sL
~

 в (1.17) о е е яе я 
е ще  о о : 

 




  
uvvvuuvv EsC

E

LLLL
L ~

 ) ( 

0~
11 .   (1.26) 

 

 

2. ДИ КРЕ -К И А АЯ 

А КА АДАЧИ 

 

2.1. Дис е о- о и аль а  а о си-

и ю а  о ель о с ии. Дис е -

о- о и аль ы  о еч ы  ле е  

(ДКК ). Д я о а ов и и е е ия а -

а ивае о  аево  а ачи и хо ая о -

а ь   о а яе я а и е о   . П и-

и ае я и е о- о и а ь ая о е ь 
е ще о и а: в о е еч о  а ав е-
ии о ии (в о ь о е  1Ox  и 2Ox ) 

ои во и я е оч ая а о и а ия, а в 
о о ь о  (о ов о ) (в о ь о и 3Ox ) – 

е ае я о и а ь ая а ача ( и . 2.1). 

а ь   а ивае  а о о а и – и -

е о- о и а ь ые о еч ые е е ы 

(ДККЭ) i  ( и . 2.2). 

 


1 2

1 1

 

N

i

N

j

ij 
  ;                  (2.1) 

]} ,0[   ;),(   :),,{( 321321 l xSxxxxx  , (2.2) 

]}  ,0 [   ;),(   :),,{( 321321  l xSxxxxx ij

ij  ; (2.3) 

 

S , ijS  – о а и, о и а ые оо ве ве -

о е о  и ij-  ДККЭ в о е еч о  а ав-
е ии о ии; l – и а о е е  в 
о о ь о  (о ов о ) а ав е ии; 21  , NN  

– и я ое о иче во ов  о а ав е-
и  о е  1Ox  и 2Ox ; ),,,( 321 xxx ijij  ijij hh 21   , , 

11,..., Ni  ; 21,..., Nj   – оо ве ве о о-
о и а ы ов и а и е и; 21  NNN  ; 

 

;1 ..., 1,   ;1 ..., 1,             

  ,   ,

21

2

1

211

1

1 
 

NjNi

xxhxx ijjiijijji

 (2.4) 

;1 ..., 1,   ;1 ..., 1,             

   ,   ,

21

22

1

21

1

1 
 

NjNi

hxxxx ijijijijij

 (2.5) 

2

1

11

1

1
1  ..., 1,   ,

  0,

  ,
Nj

Ni

Nixx
h

ijji
ij 




 
;  (2.6)  

1

2

22

1

2
2  ..., 1,   ,

  0,

  ,
Ni

Nj

Njxx
h

ijij
ij 




 
.  (2.7) 

 

е е яе  ха а е и иче  и  

е е а и е оч ые ии, ха а е и-

щие во ва а е иа а о ии: 

 







;   0, 

   1, 
)(

ij

ij







x

x
xij              (2.8)  

 ijijijij       ; .              (2.9) 

 

Ра о и  а о - и о ои во ь ы  ij-  

е е  о е и ( и . 2.2). Пе ехо и  и  и -

хо о  и е ы оо и а  в е е ые 
( и . 2.3): ),,,(),,( 321321 xttixxx  . Вве е  в 
ои во ь о  о е еч о  ече ии а о о 
е е а о а ь  и е  оо и а  1Ot  и 

2Ot  ( и . 2.3), и о  1] ,0[1 t ; ]1 ,0[2 t . 

В и а о о ДККЭ ои ве е  о а ь-
 е е е а и  ов, в ча о и, я 

ij- о е е а: 2,11,  ;1,1,  jiji ; 

2,211,  ,2;11,  jiji . За е и , ч о 
а ее а я ая в о о аче ии о е а а е -

и е  о а ь я, а и е  1 1 в е о 1,1. 
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Ри . 2.1. Схе а и е и а ии о ии. 

 
Ри . 2.2. Ти ово  и е о- о и а ь ы  о еч ы  е е . 

 

Д я а а о о о е еч о о ече ия о -

ии ве о ы оо и а  ои во ь о  

оч и ДККЭ в е е о  и и хо о  и е-
ах и е  ви : 

 
Tttt ]     [ 21 ;     Txxx ]     [ 21 .      (2.10) 

 

Фо а ео а ова ия оо и а  а и ы-

вае я е щи  о а о : 

 

xttxtxtxx n 12212211

11  ,   (2.11) 

 

е       1121

1 nn xxx  ;   1112

2 nn xxx  ; 

xxxx nn 2

2122

12  .   (2.12) 

 

З е ь ij

nx , pq

nt  – ве о ы оо и а  а е-
е а в и хо о  и е е о  и е ах о-
о и а  оо ве ве о, 12,..., 1, Ni  ; 

22,..., 1, Nj  ;  2 ,1p ; 2 ,1q . 

В е ь а е а е ы е е е ых, вычи е-
ие ои во ых о е е е ы  1x  и 2x   

ои во и я о а о о а  и е-
е и ова ия о о  ии 
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Ри . 2.3. Пе ехо   о а ь о  и е е оо и а  а ДККЭ. 

 

2 1,   ,
 

 

2

1







  s
x

t

tx s

k

k ks


.     (2.13)  

 

Ве ичи ы sk xt  /  и  (2.13) о а  я о-
иа  и е ы. Ма и а о и: 

  






























2221

1211
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2
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tD

xD
, (2.14) 

е                      
s

k
ks

x

t


   ,                       (2.15) 

 

а о а и е е и ова ия ии   

о е е е ы  21  , xx  

 

2 1,   ,
 

2

1




  s
tx k

ks

ks


.       (2.16)  

 

Э е е ы а и ы ио а ь о о о е-
е и е я tDxD /  ахо я я а  

 

2. 1,   2; 1,                                  

 ,
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sk

xtx
t

x ij

ks

ij

ks

s

k
ks

 (2.17) 

 

Ма и ы ио а ь ых о е е и е е  

tDxD /  и xDtD /  вя а ы о о  

 
1

)(

)(

)(

)(





tD

xD

xD

tD
   и и   1  ,    (2.18) 

.е.        








1121

1222

2221

1211

     

      1

   

     
J

,    (2.19) 
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2.2. А о си а и  еи вес ых ф -

и . В аче ве о ов ых еи ве ых в  
ах  и и а я  о ав я щие е е е-

ще и   1u , 2u , 3u  и их ои во ые 1v , 2v , 3v  

о  е е е о  3x , .е. я pq- о ах о 
pqpqpq uuu 321  , , , pqpqpq vvv 321  , , , и оо ве ве о 

ве о  еи ве ых 
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а ве о  еи ве ых во в ех ах е е а 
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В о е е  чае о я 1u , 2u , 3u , 1v , 2v , 3v  

о ече и  ДККЭ а о и и я о и-

о а и е во о о я а, ави ящи и о  

в х а е ов ( и и е ая а о и а-
ия): 
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Соо ве в щие вы а е ия я е о а-
и  и а я е и  о е е я я а о ове 
о  (1.1), (1.2) и оо о е и  (2.24)-

(2.27). 

 

2.3. ос ое ие а и  ес ос и ДКК . 
Фо и ова ие а и ы е о и ДККЭ 

ijK , и е ще  24-  о я о , ои во и я 
е о о  а и ых ва иа и  о е ще  

о е: 
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е je , 0e  – 24-х е ые ве о ы, е е ы 

о о ых о е е я я о о е 
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2.4. Фо и ова ие ло аль ых а и  и 

их соо ве с вие о и аль ы  о е а о-
а . Со ав е ие оо ве в щих о-
а ь ых а и  vuuvuu KKK  , ,  и vvK  3N-

е о о о я а и е ы ДККЭ я в е  
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о ии о ще в яе я а а о ич о 
а а о  е о и е о и ова ия о-
а ь о  а и ы е о и ( е о  « о еч-
ых в а ов» – и ова ие  а о е и-

е  [7-8]). 

И ее я о о ав е ие о е а о ов (1.4)-

(1.7) и а и : 

 

uuuu KL ;  uvuv KL ;  vuvu KL ;   

vvvv KL .    (2.37) 

 

2.5. а а ие а ич ых слови . Г а ич-
ые овия (1.21) а и е о-
о и а ь о  ов е е ехо я  в е -

щие: 
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2.6. Дис е о- о и аль а  ос а ов а 
а ачи. Со а о иве е ы  а ее о -

а  о е  е е и а ь о а ов  (1.17)-

(1.20) е щи  о а о : 
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вии, ч о в  1   ;1  ijij  ; 

 

vuuvuv KKK ~
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П и а ичии о о а ивых о о  а и-

а (2.44) и и ае  ви : 
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ijC  – а и а ха а е и и  о о а и-

вых о о ; а е и , ч о е и в ij -  е -

о о а ивая о о а о в е , о 
0,3,2,1  ijijij ccc . 

Г а ич ые овия (1.21) е ехо я  в (2.38). 

К аевая а ача (2.43), (2.38) (  а а е о  

s ) е ае я о  а а о а о  е о и е, 
о о ая о о о о и а а в [4].  

 

а еча ие. И е ова ия ово и и ь в 
а ах ИР «По ое ие и а а и  о е -

ых а а и иче их е о ов и а о и ов 
а че а о и  е я о  -

ы», вы о яе о  о П а  ИР Ро и -

о  а а е ии а хи е ы и ои е ь ых 
а  (РААС ) а 2007-2009 . и в а ах 
ИР «Ра а о а ео ии и а о и ов о-
ое ия о е ых а а и иче их е а-

е е  о о очеч ых аевых а ач и е-
и е ь о  а че а  ои е ь ых о -

и », вы о яе о  о а а и иче о  

ве о ве о  е ево  о а е «Ра ви-

ие а ч о о о е иа а вы е  о ы 

(2009-2010 о ы)» / ое  6414/. 
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И А ИЕ ДИ КРЕ  А И А ХААРА Д Я 

ЧЕ ИЯ КА  РЕШЕ ИЯ КРАЕ ЫХ АДАЧ 
 

.Л. о а ева, А.Б. Зо отов 
Мо ов и  о а ве ы  ои е ь ы  иве и е , Мо ва, Р ССИ  

 

А АЦИЯ: а оящая а ья о вяще а о и а и  а а о а о о а о и а я о о и о а о о 
и е о о ве в е - ео а ова ия о а и  Хаа а. В е во   и во в о о  ча ях а ьи иво я я а -

о и ы о о е о о и в е о о ео а ова ия, оо ве ве о. В е ье  ча и е ав е  и е  

о хо а  о че и  о а ь о о е е ия аевых а ач  и о ь ова ие  и е о о а и а Хаа а. 
 

Ключевые слова: и е ы  а и  Хаа а, а о и  я о о и о а о о ео а ова ия Хаа а, о-
а ь ое е е ие аево  а ачи. 

 

APPLICATION OF DISCERE HAAR BASIS  

FOR LOCAL SOLUTION OF BOUNDARY PROBLEMS 
 

Marina L. Mozgaleva, Alexander B. Zolotov 
Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, RUSSIA 

 

ABSTRACT: The distinctive paper is devoted to application of discrete Haar basis for local solution of bound-

ary problems. Discrete Haar transformations are one of the most effective numerical methods of the wavelet-

analysis. Corresponding algorithms are simple and economic. Besides, there is a possibility of the separate solv-

ing of local and global problems. 

 

Key words: wavelet analysis, Haar basis, boundary problems, structural mechanics 

 

ЕДЕ ИЕ 

 

Ди е ые ео а ова ия Хаа а яв я я 
о и  и  аи о ее е ив ых чи е ых 
е о ов ве в е -а а и а. Свя а ые  а и-

о  Хаа а вычи е ия, ео хо и ые я 
е е ия а ич ых а ач, в ча о и ае-
вых а ач а е а иче о  и и и и ои-

е ь о  еха и и, о а а  о ы и и 

о о ич ы и а о и а и. П и о  о-
яв яе я во о о ь а е ь о о е е ия 
о а ь ых и о а ь ых а ач. 

 

 

1. Д ЕР Е  

Е Е - РЕ РА А ИЕ 

 

При ятые обо а е ия 
p
j - j-ая ия Хаа а а p-о  ов е, 
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З а е ия у к ии Хаара в i-о  то ке ди -

крет о о ро тра тва 
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А оритм вы и е ия а е и  ди крет-

о  у к ии, име е  ра о е ие о 
у к иям Хаара (обрат ы  о ератор - 

и те ) 
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2. Д ЕР Е  

Е Е - РЕ РА А ИЕ 

 

При ятые обо а е ия  

 
p

ss jj 2121 ,
 - ия Хаа а а p-о  ов е: 
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pp NN   - о иче во и  Хаа а а p-

о  ов е. 
В а ь е е  е  о о ача ь 12  php , 

hphp   - о иче во е евых аче и  

ии Хаа а а p-  ов е ( hp - а  о 
а о  а ав е и  ии Хаа а). 
З аче ия и е ов 21 ss ,  о е е я  и 
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3. РИ ЕР ДХ ДА  

К ЧЕ ИЮ КА  

РЕШЕ ИЯ КРАЕ  АДАЧИ 

 

Ди крет ая краевая ада а в еди и ом 

ба и е 
Вариаци ая та ка. е е и ь а-
ио а  оч  ио а а е ии 

 

),(),()( ufuuLu uuu 
2

1           (3.1) 

 

О ерат р ая та ка. С а ио а ая 
оч а оо ве в е  е е и  о е а о о о 
ав е ия 

 

uu fuL                              (3.2) 

 

Краевая ада а в ди крет ом ба и е Хаара 
о ачи  Q – а и а а и ых ве о ов 

Хаа а, а о о е ых о о а : 

NjiijqQ ,,}{ 1  ;  T
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i qqqq ],[ ,, 21  - 

i-  ве о  а и а. То а ве о  
T

Nuuuu ],[ ,2,1   и  е и ич о о а и а 
в а и е Хаа а о е  и е ь е щее 
е ав е ие 
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По ав яя (3.3) в (3.1), е ехо и   ва иа-
ио о  о и ов е и хо о  а ачи в 
а и е Хаа а: 
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Соо ве в щая о е а о ая о и ов-
а: 

 

                          vv fvL                     (3.5)   

 

Лока и а ия ре е ия 

П о е а о а и а ии е е ия в вы а -

о  о е а иче и е ехо и  в о е  

. . «о е е ия» е е ия в е о  о ы. В 

а о е ии (3.3) о а и  Хаа а и -

в  о ов е е о о о е ы, оо ве -
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в щие е оч ы  о а я  в ех ов е . 

о ачи  p

jv - о о е а а о е ия, о-
о ве в щая j-   е оч о  о а и 

p- о ов я. П и о    0≤p≤m, е  p=0 – 

и хо ая е ая е а. То а о е а ия о -

е е ия о е  ы ь о е е е а е -

щи  о а о : 
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З е ь J(i) – о е а е оч ых е е ов ов-
я p, о а а щих в i-  е оч ы  е е  

ов я (p+1). β – е о о ы  о и ие , 

о и и и щи  о е а и  о е е ия. 
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=4 – о иче во ов о а о  а-
ав е и : 
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З аче ие о и ие а β вы и ае  и  о-
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А АЦИЯ: Ши о ое в е е ие в а и е ои е ь ва овых а е иа ов, в о  чи е а о а-
е иа ов  е е  а ви ия овых ео е иче их и е и е а ь ых и е ова и  в о а и 

оч о о о а а и а и ео ии а ё о и. а оящая а ья о вяще а а о е и  во о ов 
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ABSTRACT: Wide introduction of building of new materials including nanomaterials requires new theoretical 

and experimental researches in structural analysis and reliability theory. The distinctive paper is devoted to simu-

lation of evolutionary destruction of composite materials. 
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Ши о ое в е е ие в а и е ои е ь -

ва овых а е иа ов, в о  чи е а о а е-
иа ов [1] е е  а ви ия овых ео е и-

че их и е и е а ь ых и е ова и  в 
о а и оч о о о а а и а и ео ии а-
ё о и. 

К а иче и  о хо   о е е а е-
ия а е иа ов в еха и е е о и е о о 
вё о о е а и, в ча о и, в ои е ь о  

еха и е а чае я в е ще . С ача-
а е  и и и ы  о о о   ео хо и о  

оч о ь  о е е яе я а я ё о-
е о и ова ое о оя ие  в е е  вы-

а о  о е ь , а а ы и вхо ы и 

а ы и и ео е ие . По е о о и е-
яе я о  и и и о  и е и  оч о и.  

а о а о  о хо  и ее  ще ве ые 
е о а и. Ра о и , а и е , е е ь 
и  а о о- и ь о о ои е ь о о 
а е иа а, а и ова о о о и и о о а-
ав е ы и во о а и и  о о о-
о а е иа а. П и а я е ии а о о е -

я ие во о а  ооче ё о ва ь-

я, и е о е ив ы  о ь е  е ь-
а ь я. С е ова е ь о,  о  ави и  о  е о-
о о о а а е а, ха а е и ще о е -

и  а е иа а. Фа  ави и о и о е-
е я щих оо о е и  о  а а е ов а о-
о о а е  а ыва ь во ио о  е -

ие . е е я щие оо о е ия, и -

ва иа ые о о и е ь о в е е и, а ыва-
я е о о ы и. В о ив о  чае 

о и  ео о ы и [2]. 

 

1. Е и о е е я щие оо о е ия а -

а ивае о  о е и яв я я е о о -

ы и, о, а  ави о, е о а ае я, ч о 
о оя ие е о о о  а оча и ы в о-
е  в е е и t е  оч ы , е и е о о-
ые иве а ь ые а я ые ии е -

о ов а я е и  
~

, е о а и  
~

, е е-

а ы T, и во о о а о а ещё е о о ых 
а а е ов  , ха а е и щих во и-

о  е и , е ь е е о о ых а-
е иа ь ых о а  Cm 0 : 
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   MmCTf mm ,...,2,1,,,,
~~

     (1.1) 

 

Е и о а и  их и  о и ае  аче-
ия Cm , о а ае  а е ие ви а, оо -

ве в ще о о е  ии m. 

В е “ а иче ие” и е ии оч о и и 

о ие их о о ще ия яв я я ча ы и 

чая и и е ия (1.1), [3,4]. И хо я и  о -

е е я щих оо о е и , в и е ии (1.1) 

о е  ы ь и чё  о и  и  е о ых а -

е ов 
~
и и 

~
. а о, я о о а -

ых а е и  е о  а я е и  
~

, а-

и е , е о е  яв я ь я е о е ве -

о  ха а е и и о , о и ыва ще  а -

е ие, а  а  о о и о е а я е ое 
о оя ие о е е о о о о чи а и ов 
иве ё   а е и . 

Д я ео о ых о е е я щих оо о е и  

ще в е  о  и  и е иев а е-
ия, о о ые а ыва я и е ия и и-

е ь о  оч о и [3,4,5]. П е о а ае я, 
ч о ще в е  о о и е ь ая во а а -

щая во в е е и ия ( )t , а ывае ая 
ов е е ие , ов е ае о ь  и и е-
е о , и аще ие о о о  о о ио-
а ь о е о о о  иве а ь о  ии 

а я е ия  ( )t  (о ыч о о и и о а 
о о е а е о а а я е и , а и е , 

а я е ие 11 , и и е о о ая ве ичи а, 
вя а ая  и ва иа а и е о а а я е-
и  и а ывае ая вива е ы  а я е-
ие  e ). Ра е ие а ае , а  о ь о 
ве ичи а  ( )t  о и ае  вое о а и-

а ь о о я а о о а е иа а и е е а-
ы аче ия des . В е я а е ия t*  

я а о о а о а а е ия  ( )t , 

0   t* , о е е яе я, а и е ,  ав е-
ие  

 

 d

t

t 
 * ( )

*

0

1  (1.2) 

 

о о ое а ывае я и и о  и е о о 
и ова ия ов е е и  [6]. 

В аче ве вива е о о а я е ия и-

е я я вы а е ия [7]: 

    e u 1

2
31      (1.3)  

 

и и [8]: 
     

e u a  1

2
31

1 2
(1.4) 

 

е 
 

 
  

3

31 u

(1.5) 

 

З е ь о оя ая 0 1 a  о е е яе я 
и  е и е а, 1 - аи о ь ее ав ое 
а я ива щее а я е ие,   - и о а-
иче ое ав е ие, а u  - и е ив о ь 
е о а а я е и . 

Д я а а е а ов е е и    а и ывае я 
и е иче ое ав е ие ви а [9] 

 

 d

d t e

    , (1.6) 

 

Ви  ии    , e  в я е чаев о -

е и и е я, а и е , [3] 

 

    
,

max

e F 




1

(1.7) 

 

е  e  max - а и а ь ое а я ива щее 
а я е ие. В ча  е е о  ави и о-
и 

 

    



,

max max

e

n

F A 




  





1 1

 

(1.8) 
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е А и n - о оя ые, о е е яе ые и  

е и е а, ав е ие (1.6) е о и е -

и е я и ача ь о  овии   0 и 

t = 0: 
     

   
 1

1

1

1

1

0

   
n t

n
A d

n
max

(1.9) 
 

В ча о и, я а я е ия е я ече-
ия 0  о оя о  а о  P и ее : 

 

 max    P
const

0

0 (1.10) 

 

То а и  (1.9) е е  
    1 1 1

1

0     n n
A n t (1.11) 

 

П и и ая, ч о в о е  а е ия t*  а-
а е    1 , о чае  и  (1.9): 

 

 t
n A n

*  
1

1 0 (1.12) 

 

По о и : 

     
1 1

1 n

(1.13) 

То а и  (1.9) и ее  
 

d

d t

    A n n1 max         (1.14) 

 

и и, чи ывая (1.12),: 
 

d

d t

    1

t t*
               (1.15) 

 

И  (1.15) о чае   чё о , ч о   0  в а-
ча ь ы  о е  и   1 и а е ии: 

 

 d

t

t 
*

0

   (1.16) 

и и (1.2). 

Та и  о а о , и е иче ое ав е ие 
(1.6) и е е о  ави и о и (1.8) ви-

ва е о и и  и е о о и ова-
ия ов е е и  (1.2) [9]. 

 

2. а о е ие ов е е и  я а ич ых 
а е иа ов и а ич ых их ови  -

а а ии ои хо и  оче ь а ич о. С -

ча я и х ие а е ия и о че-
и. К а иче и  и е о  в е а о о 
а е ия о  и ь а о ые а -

е ия, во и а щие и е вии е е-
е ых ( и иче их) а о . В е а и-

че их авах  е ав ове о  о  

 ече ие  в е е и ои хо я  е е ые 
и е е ия еха иче их во в, ави ящие 
о  е е а ы. В во о и ых о о и ах 
[10] о  а о  в я е о о ые во о -

а, в е ь а е че о о в е е е  о о и  

а ови я е ее о о ы . В их чаях 
ча о и о ь я е о и а иче ие 
и е ии оч о и [11]. Ма е иа ы, и ы-

ыва щие о че ие я е ы и ча и а и, 

и е я   ве иче ие  о ы о че ия 
еха иче ие во ва в е вие а е-
и  ы и - а вы ива ия а о ов и о -

а ова ия е е ов. (Хо о о и ве о “ох-
чива ие” а е иа ов а о ых еа о-

ов). 
В е яя е а о е  а е и ь о в ия ь 
а оч о ые ха а е и и и а е иа а 
и - а яв е и  и ии, хи иче их о-
е ов, о о ии. С а е о о и я о ия 
а е иа ов и ави а ии и . . 

Фе о е о о иче и а ва ые о е ы 

о о и е е и ова ь а  е ие о е -

ы ов е е ия, а о е ие е е ов, и -

о о , ещи . Ги о е иче и о о е -

о о и ь, ч о и о а о  ои хо и ь и 

о е ы “ а ечива ия” е е ов. 
Д я о и а ия в ех их о е ов е а е ь-
о а а и ова ь я о  о е о о яв е ия 
и о е и ова ь “ ов е ае о ь” а , ч о-
ы охва и ь а  о о о ь е яв е и , а -

ич ых о вое  и иче о  и о е. 
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Е и в аче ве ои е ь ых а е иа ов 
и о ь я а о о о и ы, ихо и я 
а а ива ь в х ов евы  о и , 

о е и  и е о  о о о о яв яе я 
о и  Ко е а [12]. 

 

П е о о и , ч о ще в е  а оо е  

 t x,
  , а ывае о о ов е е ие , о-

о ы  в и е е оо и а  x


 в о е  t а-
аё я е о о ы и чи а и ( о о е а и)    1 2 3, , , ..., n  и о а ае  е щи и 

во ва и: 

a.   яв яе я ие  о оя ия а о-
ча и ы, .е., о о ач о о е е яе я о-
е о  а е ия ( е о о  а я е-
и 

~
, е о а и о е ых а я е и  

а ич о о о я а 
~

( ) , е е а о  

T ( )  и а  а ее). Ф ио а    

 

     
 


0

t

T
~ ~

( ) , ( ) , ( ) , ...    (2.1) 

 

е о а ае я в о е е е ыв ы  а е-
о о о  а е о а оч о а их и  

а е ия в о ь о о оя и , а  о о 
и их  а е и . 

b.   ха а е и е  а о е ие ов е е и  

и о оя ие, е о е ве о е е -

в щее а е и  а оча и ы. С ще-
в  е о о ые ео и а е ь ые е ы, 

а ывае ые е а и ов е е и  
 

nmmTfM nmm  ,...,2,1),,...,,()( 21    (2.2) 

 

о о ые яв я я ия и о о е    

и T , и ва иа ы и о о и е ь о ы 

ео а ова и  и е ии , и ще в  

оо ве в щие о о и е ь ые о а ы 

а е иа а C m mm ( , ,..., ) 1 2 а ие, ч о е и 

я о о m  
 

M Cm m( )                 (2.3) 

 

о о оя ие а оча и ы оч о; е и е 
я а о о- и ь m = k 

 

M Ck k( )                 (2.4) 

 

а я о а ь ых M Cm m ), о ои хо и  

а е ие и а “ ”. 

c.   яв яе я евы  а и е ва е 
0   t , .е., в е о о е ы 

  1 2, , ..., n  и е ы 

M m mm ( ) , , , ,....,  1 2 3  ав ы , е и 

а о  и е ва е ав ы  а а е ы 

а е ия    
~ ~

( ) , ( ) , ...   

Пов е е ие   в о е  t а  ио а  

ёх е ых е о ов    
~ ~

( ) , ( ) , ...  (2.1) 

о е  ы ь о ь о ёх е ы  е о о  

и и ово о ь  е о ов е о о ых о-
я ов. В о е е  чае и е ы ов е -

е ия Mm ( )  о е е я я о ово о-
и о о е  их е о ов. В аче ве 
о е е о ва иа а ео ии а о е и  

ов е е и  а оча и ы о е  ы ь вы-

а  ча , о а е о    яв яе я и -

е ич ы  е о о  в о о о а а [13], хо-
я и е и ча я чаи, о а   а а-
ё я о и а ие  е о ь их а я ов. 
Б е  чи а ь, ч о ще в е  е и  и о-
е иче и  о е  “ ов е ае о ь”  , о-
о ы  о е  ы ь ово о ь  е о ов 
а ич о о а а, и о о ы  яв яе я о е а-
о о  о е а а е ия. 

 

)...,,,,(
~~~

 xT               (2.5) 

 

П и о  а е ие о е е яе я о-
вия и, а а ывае ы и а е ы ов е -

ае о и (2.3) , (2.4) , а а и е ы Mm ( )
~

  

(2.2) о а я и  ов е ых и ва иа ов 
е о ов, о ав я щих ов е ае о ь 

~

 . 

В оо о е иях (2.5) в аче ве а е а 

вве ё  а и  ве о  x


, ч о ы о че ь, 
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ч о о е а о  (2.5) ави и  яв о о  оо и а  

а е иа ь ых оче , . е. а е иа  яв яе я 
ео о о ы , ичё  е о а е иа ь ые 

ии о  ы ь а ыв ы и. 

В и  ще вова ия о е а о ых о е е-
я щих оо о е и  о е и, ы о е  в 
аче ве а е ов о е а о а (2.5) в е о 
е о а а я е ия 

~
 и о е ых а я-

е и  
~

 вы а ь е о  е о а ии 
~

 и 

е о а ие ы а ич о о о я а 
~
 : 

 


~

 = )...,,,,(
~~


xT               (2.6) 

 

Ча о еха иче ие во ва а е иа а 
и ь о и е я я в о е е а ви ия о-
в е ае о и. По о  о е е я щие о-
о о е ия о ы ы ь а и а ы а , ч о-
ы в их чи ыва а ь ов е ае о ь (2.5) 

и и (2.6). 

Д я еи о е иче их о е ов и о е-
е я щие оо о е ия о ы ави е ь и 

о  е е а ы. И а , ы о чае  во  

вя а о ь оо о е и : еха иче ие 
во ва а е иа а ави я  о  о е ов о-
в е ае о и и е е а ы, а ов е ае-
о ь и е е а а ави я  о  ДС, . е. о  

о е ов а е ия и е о и ова ия. В 

вя и  и  ео хо и о оа а и и ова ь 
е о и а и  о о  е ы. 

 

3. За и е  о е а о ые о е е я щие о-
о о е ия  чё о  ов е ае о и (2.5), 

(2.6) в ви е  
 

),,,,(
~~~

 xTF jiji             (3.1) 

   i j i jK T x  
( , , , , )

~ ~ ~

  (3.2) 

 

е а е  x


 а о и ае  о о , ч о а -

а ива я ео о о ые а е иа ы 

( о о и ы). 

До ави   (3.1) и (3.2) о е е я щие оо -

о е ия, вя ыва щие ве о  е ово о 

о о а q

и а ие  е е а ы, в ви е а-

о а е о ово о и Ф ье 
 

jjii TqTgradq ,
~

, 
      (3.3) 

 

е о о и е ь о о е е ё ы  и е -

ич ы  е о  в о о о а а 
~
а ывае я 

е о о  е о ово о и. 

И  в х о ов ых а о ов е о и а и и 

[14]  

 

dE Q A i   ( ) (3.4) 

T dS Q W dt  * (3.5) 

 

 е E - в е яя е ия, S - о ия, Q - 

и о  е а, A i( ) - а о а в е их и , 

W - ия а еива ия, о чае , а  

е вие, ав е ие  
 

             d S d T W dt A i    * ( )    (3.6) 

 

е  - во о ая е ия Ге ь о ь а  
 

                                 E T S          (3.7) 

 

Ра о  в е их и  о о а и а ь в ви-

е 
 

      A d d dVi

i j i j i j i j

V

( ) ( )  (3.8) 

 

а и о  е а 
 

 Q d t q dV q n d
V

  





  


(3.9) 

 

Вво я о о и е о и а иче их -

и   , , , *e s w  

 

 





V V

VV

vdwWvdsS

vdeEvd

**,

,,




        (3.10) 
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а и е  ав е ие (3.6) в ви е 
 

jijijiji ddwTdsd   * (3.11) 

 

ав е ие (3.5) и и о ь ова ии вве ё -

ых о о аче и  (3.9), (3.10) и а о а Ф ье 
(3.3) о о а и а ь в ви е 
 

 T
d s

d t
q div q w  

*
(3.12) 

 

Во о ь е я и о е о  Д а е я-
е а а [14] и а и е  о е е я щие о-
о о е ия (3.1), (3.2) в ви е 
 

 ),,,(
~~~

 xF
TT

jiji              (3.13) 

),,,(
~~~

 xK
TT

jiji               (3.14) 

е 
 

~~~~~~
,  TT          (3.15) 

 

З е ь 
~

- е о  е ово о а и е ия, а 
~

 

а овё  е о о  е ово о и ив е ия,  - е е а  е е а ы, . е. а о ь е -

 е ще  е е а о  Т и е о о ы  а-
ча ь ы  её аче ие  T T To o. ( )    

е и , ч о о е ав е о в е е и е-
и е а ь о ахо и ь  о е е я щии оо -

о е ия  ви а (3.13), (3.14) ы о ево о -

о. В а о ах  [15, 16] ы  е о е  ахо-
и ь их а а и иче и а о а я вве е и  

а  а ывае о о а а е а ы о -

о и а.  
Те о и а иче ие ии о оя ия 
s ,  в ав е иях (3.11), (3.12) ави я  о  

е е а ы Т и е о о ых е о и а иче-
их а а е ов о оя ия v i ni

~
, , ,..., 1 2  

о о ые е в е а о о а а ь в яв о  

ви е. о щи  е е ь “о ов ” и о е  

[14] , о о ая е  а ча ь я в о , ч о 

а а е ы о оя ия v i
~

 яв я я о е а о-

а и ви а (3.13), (3.14) 

 

),,,(
~~~~~

 xvv TT

ii                  (3.16) 

 

За е  а в е я о  а е е 
~

 в (3.16) и 

о  ва иа и   
~

i  е ави  в ви е 

ы в х е ави и ых ва иа и : и о-
х о о  ва иа ии v d v dT T

~ ~ ~ ~

   , о-

а и и и ова о  t ва ьи е я ви  

и      
~ ~

( ) , ( ) (T T t0  ) и 

ва иа ии v d ti

t

~
, о ов е о  ва ьи ова-

ие  е ави и о о а е а t  
 

tdvdvdvv t

i

T

i

T

ii
~~~~~~

           (3.17) 

 

Е и v i
~
яв яе я е о о  в о о о а а, о 

о  ве ичи о  v i
~


, а и е , о и ае я 

ио а ь ая ои во ая 

 

v i

T

~

~

, .е., 

е о  че вё о о а а, а о  ве ичи о  

v i

T

~
- ча ая ои во ая о е а о а v i

~
о 

в е е и ( е о  в о о о а а). 

А а о ич о о и  и  о е а о а и 
~


 

(2.6) , о и ыва щи и ов е ае о ь. 
П е е в е о, о а о и и ае о  и о-
е е Д а е я- е а а и ее  в е о (2.6) 

 


~

 = ),,(
~~~


xTT               (3.18) 

 

Б е  чи а ь, ч о 
~

 яв яе я е о о  

в о о о а а. То а о а о “о ов о ” 

и о е е о о а и а ь о  ва иа и  

о е а о а ов е ае о и (3.18) в ви е  
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tddd tTT

~~~~~~

             (3.19) 

 

Те е ь в о и  о  а е е 
~

 в вы а-

е иях (3.16) и е  а а ива ь их а-
ичие в (3.16), а  о  о е а о  

и  о  а е ов, а а ых в (3.18). 

По ави  о че ые е ав е ия (3.17) 

и (3.18) в ав е ие (3.11) 

 

~~~~~~~~~~

*

~~

~
~~

~

~~~

~

~

~

~~

~

~~

~

),,,(),,,( 























dxKdxF

ddtdW

Tdstdv
v

v
v

dv
v

tdv
v

dv
v

dv
v

Td
T

TTTT

jijijiji

t

i

i

T

i

i

T

i

t

i

i

T

i

i

T

i

i











 

(3.20) 

 

П и ав ивая в (3.20) вы а е ия и е ави-

и ых ва иа иях d T d d d t, , ,
~ ~
  , о чи  

 

sv
v

v
v

v
v

v
vT

i

i

i

i

i

i

i

i




~~~

~

~~~

~

~~

~

~~

~

















   (3.21) 

),,,(
~~~~~~

~

~

~

 xFv
v

v
v

TT

i

i

i

i




    (3.22) 

),,,(
~~~~~~

~

~

~

 xKv
v

v
v

TT

i

i

i

i




     (3.23) 

*

~~

~

~

~




   t

i

i

t

i

i

v
v

v
v

        (3.24) 

 

П е о о и , ч о в е е о и а иче ие 
ии о оя ия  , ,s e и е  а и ив-

 о ав я щ , ави ящ  о ь о о  

е е а ы, а и е , 

 

 ( , ) ( )
~ ~ ~

T v T v vi i i
i

N  

0

1

(3.25) 

 

То а о о вве и ве е оё о и веще-
ва: c cp v, , ичё , а  е е  и  (3.4) и 

(3.7), 

 

c
e

T
T

T
T

s

Tv    


 





2

2 (3.26) 

c
e

T
T

T
T

s

Tp    


 



0

2

2

0
(3.27) 

 

По о  
 

   
 0

0
T

c

T
d T

p

T

T

        (3.28) 

 

По а о  Д о а - П и  вё ых веще в 
я е е а ы вы е е о о о , а ывае-
о  е е а о  Де ая, cp = const. В о  

чае 
 

c
T

T
c

Tp pln ln
0 0

1 






         (3.29) 

 

Е и   а о о ав е и   T0 , о 
 

c
T

T
c

Tp pln
0 0

 
           (3.30) 

 

С ав ивая (3.21), (3.22), и (3.23) а а е чи-

ая е оё о ь веще ва а а о , о -

чае , ч о ия о ии s о о ь  

о е е е а а о о  вя и е  а я е-
ия и и о е ы и а я е ия и  о о  

о о ы и е о а ия и и и ив е ия и  

о : 

 

),,,(

),,,(ln

~~~~~

~~~~~
0 






xK

xF
T

T
cs

TT

TT

p




   (3.31) 
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По о  ав е ие и о а е а (3.12) 

и е  ви : 
 

*

~~~~~~~~~~

~

,,,,,,

)(










 










qp

xKxF
td

d
T

Tgraddiv
td

Td
c

TTTT

p

 

(3.32) 
 

Ви  ии а еива ия  *  о е  о -

е и и ова ь я в ави и о и о  вы о а 
о е е я щих оо о е и  в оо ве вии 

 вы а е ие  (3.24). 

 

4. е е я щие оо о е ия (3.1), (3.2) 

яв я я ово ь о о щи и. Д я и е е ия 
а вивае о  ео ии а а и е о а -

о е ь о ее о е ые чаи. Вы е ё  

ача а аи о е и  ва иа : Б е  а -

а ива ь е о я  е   и е ы и 

о е е я щи и оо о е ия и. 

П ь а  а а ы вы а е ия а я е и  

че е  е о а ии и ов е ае о ь в ви е 
 







t

lklkji

t

T

lklkjiji

dtV

dt

0

0

)(),(

)(),(




        (4.1) 

 

Соо о е ия (4.1) яв я я ча ы  ча-
е  оо о е и  (3.1). П и о  я е о а 
ов е ае о и 

~

( )t  а и е , а  ча -

ы  ча  оо о е и  (2.6) вы а е ие 
 

 t

T

lklkjiji dtX
0

)(),(            (4.2) 

 

Д я о аще ия а и и во о ь е я и -

во иче и  о е а о ы  о о аче ие  [14] 

и а и е  оо о е ия (4.1) в ви е 
 

lklkji
T

lklkjiji V               (4.1) 

 

а оо о е ие (4.2) в ви е 
 

T

lklkjiji X                    (4.2) 
 

И  ( . )41   и ( . )4 2   и ее  

 

  i j i j k l k l

TS 
               (4.3) 

S Vi j k l i j k l i j mn m n k l

               (4.4) 

 

.е., ы о чи и оо о е ия, о а ь о 
ов а а щие  оо о е ие  а иче о  

ео ии е овя о о и [5]. За е и , 

ч о а и ио о в оо о е иях (4.2) [3] 

е о  ов е ае о и вя ыва   а я-
е ие : 

 

)5.4()(),(
0

lklkjilk

t

lkjiji YdtY    

 

а о, о авив (4.3) в ( . )41  , о чи  

 

lklknmnmji
T

lklkjiji YV            (4.6) 

Вве ё  е и ич ы  е о  че вё о о а а 
~

 [17] 

    i j k l i k j l i l j k 1

2
      (4.7) 

 

о а (4.6) о о а и а ь в ви е 
 

( ) i j k l i j mn mn k l k l i j k l k l

TV Y      (4.8) 

 

П ь е о -о е а о  Wi j k l


яв яе я о а -

ы , о о о е и   о е а о , а чё -

о  в ево  ча и (4.8) в ые о и, 

.е. 
 

( ) i j k l i j mn mn k l k l p q i j p qV Y W   
   (4.9) 

 

То а оо о е ия (4.8), а ачи  и (4.6) 

о о, а  и е е а и а ь в ви е (4.3), 
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о ь о е е ь о е а о  S i j k l


 и ее  ви  е 

(4.4) а 
 

S Wi j k l i j m n m n k l

               (4.10) 

 

Та и  о а о  о а а а вива е о ь 
а и е  (4.2) и (4.5). 

Ра ее я, ы е  чи а ь о е е я -

щие оо о е ия (4.3) о а и ы и, .е., их 
о о а е и ь о о и е ь о е о а и : 

 

 i j

T

i j k l k lQ 
            (4.11) 

 

е 
 

S Qi j mn mn k l i j k l

    ( . )4 12  

 

е е я щи  оо о е ия  (4.11) оо -

ве в  ве и хо ые о ы а и и 
 

  i j

T
i j k l k l i j k l k lK A  

( . )413  

 

а о а в ви е (4.5), а ая в ви е 
( . )4 2  . В е во  чае 

Q K A V
i j k l i j k l i j mn mn k l

     ( . )4 14  

 

а во в о о  
 

Q B K
i j k l i j mn mn k l

   ( . )4 15  

 

е е о -о е а о  B i j k l


 яв яе я о а -

ы   е о  о е а о   

 

( ) i j k l i j mn mn k lA X  
, .е. 

 

B A Xi j k l k l mn k l p q p q mn i j mn

   ( )     (4.16) 

 

Та и  о а о , и в чае (4.13) о е о ы 

а и и ( . )4 2   и (4.5) вива е ы. 

Д я и о о о о чая оо о е ия (4.13) 

о  ы ь а и а ы в ви е 

e K s Ai j i j i j
    ( . )4 17  

  T K A  
1 1

01

9
418( . )  

 

е 
 

jijiji

jijijijiji

TT

ji se
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(4.19) 
 

Соо о е ие (4.5) в о  чае и е  ви   
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4 20
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е а а о ич о (4.19): 
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1
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31
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        (4.22) 

 

По о  оо о е ия (4.11) о  ы ь а-
и а ы в ви е  

 

e Q s

Q

i j i j

T







( . )

( . )

4 23

4 24
1

   

 

Та  ч о я о о чая и ее  
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Q K A Y

Q K A Y

   

   
 
 

( . )

( . )

4 25

1

9
4 26

1 1 1 1

 

 

и е  е е ь, а и  о а о  о о о ы-

а ь е и е а ь о я о Q (t) , оо ве -

в щее о е а о  Q


 в (4.23). Д я о о-
ы е  чи а ь я о Q а о о о и а 

Q t( ) , а о  а и и (4.23) - оо ве -

в ще  о е Бо ь а а-Во ь е ы, .е. в 
ви е и е а а С и ь ье а: 
 

e t Q t d si j i j

t

( ) ( ) ( )   
0

       (4.27) 

 

П и о  и  (4.25) е е  
 

 Q t K t A t d Y

t

( ) ( ) ( ) ( )    
0

 (4.28) 

Мы е о ове ё  е и е  а о -

че ь о а а е  о е а о а. П и а ы-

вая  а о  о а  ове о а я е ия 
 

),(0,)(0   jisthss ji
    (4.29) 

е s  0 - е о о ая о оя ая, а h ( ) - 

е и ич ая ия Хеви а а, а ё  и  

(4.20) 
 

)()()( 0

0

tYssdtYsY

t

   
(4.30) 

 

И ва иа ы е о а  i j ов а а   е о 
е и ве о  о о е о     , а ачи  

и  в ех е  ов е ае о и (2.2) е  

е и ве ая ия s Y t  ( ) . И  овия 
а е ия (2.4) а ия а е  в о-
е  а е ия t *  о а о  

 

s Y t C const 0 ( )*    

 

П е о о и  е е ь, ч о и  е ии е и-

е ов  а ич ы и о оя ы и аче-

ия и s  0  ы ае  ави и о ь в е е и 

а е ия t * о  а е ия s  0 . По о  

ы о е  о ои ь о а  и  

 

s S t 0 4 32 * *( ) ( . )  

 

То а и  (4.31) ы ахо и  я о Y t( ) : 

 

Y t
C

S t
( )

( )
( . )* 4 33  

 

 оч о ь  о о оя о о о и е я. 
(А а о ич о и  е и е а а в е о о -

ее а я е ие о о а и я о Y t1 ( ) ). 

Да ее о о о и ь е щи  о а-
о . П и а ых ов ях а я е и , о а 
о е ии е о е  и и ечи, ы ахо-
и  я о о че и K t( ) , а и о ь их 
ов ях а я е и , и о ь я оо о е-
ия (4.27), ахо и  и  о че и Q 

(t). По е о о я о A (t) ахо и я и  е-
е ия и е а ь о о ав е ия Во ь е ы 

в о о о о а 

Y t d A Q t K t

t

( ) ( ) ( ) ( )    
0

   (4.34) 

 

Точ о а е о ае  и в чае о ё о  

о че и, .е. е ае  и е а ь ое ав-
е ие 

 

Y t d A Q t K t

t

1

0

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )       (4.35) 

 

5. Ра о и  е е ь ча  и е о  е-
о я о  а и о о о  е ы. П ове ё  

о ее о о ые а е ия я чая 
а ве а ь о  и о о ии. В о  чае 

в е вы а и в о ь о о ы (4.16) о -

а я аве ивы и.  

Д я а ве а ь о и о о о  е ы а -

ы  и е ич ы  е о  в о о о а а 
о о е ави ь в ви е, о о ща щи  

а ие ие е о а а а ов  и евиа о -

 о ав я щие [17], а и е  
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                jijijijiji qpll 2
2

1 0~             (5.1) 

                 jijijijiji QPll 2
0~             (5.2) 

                 jijijijiji ll  2
0~            (5.3) 

 

 

Ка ы  и  е о ов (5.1)-(5.3) и ее  о я и 

е ави и ых и ва иа ов, о ы е  а -

а ива ь ва и и е ые (и а е и е -

ые оо о е ия), и о о  и е  во 
в и а ие о ь о о че ы е и ва иа а я 
а о о е о а: ва “ и е ых” и ва 

“ ва а ич ых” 

 

,,,;,,,;,,,
0~0~0~  QPqp        (5.4) 

 

е е я щие оо о е ия (4.13) в о  

чае о  ы ь а и а ы в ви е 
 

)5.5(; jijijijijiji BQLqAPKp     

    
    
~ ~ ~

~ ~

T

T

K K A A

K K A A

   
   





   

   
1 2
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1 2

0

0

2 3
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2 3
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Соо о е ия (4.5) и  ви  
 

)7.5(; jijijiji QZPY
    

0

3

~

4

0

0

2

~

1

~















YY

YY
             (5.8)  

 

Точ о а  е, а  и в е ы ще  е, 
о о о а а ь вива е о ь а и е  

(5.7) и а и и 
 

)9.5(, jijijiji qUpX
    

  
  
~ ~

~
(5. )

 
 





 

 
X X

X X

1 2

0

0

4 3

0
10  

 

В о  чае, и я ы а о ов  оо о-
е ия (5.7), (5.8) и и (5.9), (5.10). Мо о 
оо о е ия (5.50), (5.60) е е и а ь в ви е 

 

)11.5(; jijijiji QRqPQp
   

  
  
~ ~

~
(5. )

T Q Q

Q Q

 
 





 

 
1 2

0

0

4 3

0
12  

 

З ая е о  ов е ае о и 
~

 (5.3) и е о 

и ва иа ы (5.4), о ав яе  е ы ов е -

ае о и M M1 ,.....,   а  ии их и -

ва иа ов. П и е  оща щее е о о-
е ие, ч о е ы ов е ае о и ави я  

о ь о о  ех и ва иа ов, о о ые оо ве -

в  е ав е и  о е е я щих оо -

о е и  в ви е (5.11), (5.12). То а и е-
ии а е ия о о а и а ь: 

 

M C

M C

M C

M C

1 1

2 2
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13
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(5. )~
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и и още 
 


 
 

 
 
 








C C

a b C

b d C

1 2

0

3

0

4

13

,

(5. )
~


 

 

П е о о и  е е ь, ч о о ще в яе я 
е и е  а а я е ие и и иче о-

о о а а в а ав е ие x1 . В о  чае 
и о че и 

    i j i j h t 11

0

1 1 14( ) (5. )  

 

То а, чи ая, ч о и в о  е в е о е а-
о ые оо о е ия о и ыва я а о -

ы и я а и в о е и е а ов С и ь ье-
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а, я а ых ов е  а я е и  а ё  

и  е и е а а о че ь я а 
K t K t K t1 2( ) , ( ) , ( ) и о ь я оо о е-
ия (5.5), (5.6). П и о ь их ов ях а-
я е и  а ё  я а Q t Q t Q t1 2( ) , ( ) , ( ) ; 

и о ь я оо о е ия (5.11), (5.12). 

Е и ы а я е  и и иче и  о а е  в 
а ав е ие x3  

    i j i j h t 33

0

3 3 15( ) (5. )  

 

о а ё  о и а ы  о а о  я а о че-
и, K t K t2 3( ) , ( )  а а е Q t Q t2 3( ), ( ) . а -

е ые в я о о а и я а 
K t Q t2 2( ) , ( ) о о е  ав и ь. 
И  е и е а а о че ь и че-
ии о а а 

      i j i j i j h t 13

0

1 3 3 1( ) ( )  (5.16) 

 

ахо я я я а о че и L t R t( ) , ( ) . К о-
е о о, и  е ии е и е ов а о о а-
я ё о о о оя ия о о а и ави и-

о ь чива ще о а я е ия  13

0  о  

в е е и а е ия 
  13

0

13 S t* *( )                (5.17)  

 

З ая и  (5.17) ы о е , а а о ич о 
о , а  о о и а о в е ы ще  е, 
а и я о Z t( ) и  оо о е ия (5.8). В а-
о  е е, о о е а е о а а я е и   13 вхо и  о ь о в о и  и ва иа  

( )Q  13

2

2 3

2 , а о о  и е а о-
в е ае о и о е е яе я о ь о и  и -

ва иа о  ( ) , а  е е  и  в о о о о-
о о е ия (5.7). По о , ая я о Z t( )  

(5.13) 

 

Z t
C

S t
( )

( )
(5. )* 2

13

18  

 

ы о е  а и я о B t( ) о е а о а B


, 

вхо яще о в оо о е ия (5.5), е ая и е-
а ь ое ав е ие, а а о ич ое (4.34) 

 

Z t d B R t L t

t

( ) ( ) ( ) ( )    
0

   (5.19) 

 

С о ее о ои  е о  о е е е ие  я е  

A t A t A t A t( ) , ( ) , ( ) , ( )1 2 3 . 

Ра ее я, и и ове е ии е и е -

ов и а (5.14), (5.15) ы а е о е  а и 

ави и о и а я ива щих а я е и   11

0

33

0,  о  оо ве в щих в е ё  а -

е ия 
 

)20.5()(,)( **

33

0

33

**

11

0

11 tStS    

 

Мы о е  а е ове и е и е  а 
о че ь и че ии: 

 

              )21.5()()( 1221

0

21 thjijiji     

 

и и  е о о е е и ь е о ь о е а е -

ые а ь е я а о че и K t Q t( ) , ( ) , о и 

а ови ь ави и о ь ви ово о а я-
е ия  12

0  о  в е е и а е ия t *  

  12

0

12 22 S t* *( ) (5. )  

 

а о а ая и  о о е  е о а 

  11 33 12, ,  вхо и  в и ва иа ы P , ,
~ 0

 

и е  а ы  и и е  в и е иях оч-
о и (5. )13  . Та , ч о я ахо е ия я е  

A t A t A t A t( ) , ( ) , ( ) , ( )1 2 3  ео хо и о и о ь-
ова ь о и а и  е  ов е ае о и 

(5. )13  . 
По ь я ь ои во о  а а а о о е   ij  и е  ов е ае о и (5.13), (5. )13  , 
о е ие о о о и ова ь [12]. Э а 
о и ов а а чае я в о , ч о ы о-
е  о  и  о о е  е о а ов е ае-
о и 

~

, вхо ящ  в и е и  (5. )13  , е-
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а ь ав о  е и и е. а и е , е и е о-
о ы  е о  

~

( )s оо ве в е  чи о  

ви  

   12 1 2 23( ) (5. )s

i j  

 

о о  и  о о е  о о е о а о о 
е а ь ав о  е и и е, а о а ь ые  

евы и и о о о о и ь 
 

M C consts

s

s( ) (5. )
~

( )   24  

 

Мо о вы а ь о  е о  
)(

~

r , оо ве -

в щи  о о  а я е и  в а ав-
е ии x1 . То а о о е   11

( )r о о о-
о и ь ав о  е и и е. о  а о о е о а 
о о е а  2 2

( )r о е  о ича ь я о  я, 
о о и  её ав о    1: 

   11 2 21 1 25( ) ( ), (5. )r r    

 

а ь ые о о е ы е о а 
~

( )r
 ав ы 

. Д я е о а 
~

( )r
 о о а и а ь е-

 ов е ае о и и овие оч о и в 
ви е 
 

M C constr

r

r( ) (5. )
~

( )   26  

 

По е ахо е ия а их о а  и е ии 

оч о и а овя я о и ова ы и 

 

)27.5()()(,)()( )(

~~

)(

~~

r

rr

s

ss MMMM  
 

И  (5. )13   ви о, ч о е  о а иче ия о щ-

о и и е ии оч о и о  ы ь а и-

а ы в ви е 
 

)28.5(,,, 4

0

3

~

21 CCCC    

 

о и ов а их и е иев о во яе  о-
о и ь в их 

 

)29.5(,1,1,1,1 2233312111    

 

П ь а  и ве ы е и е ы, а ав-
ива щие ави и о ь а я е и  о  в е-
е и а е ия (5.17), (5.20), (5.22). Ра -

о и  ещё а  а ы  и  их. В чае 
а я ё о о о оя ия, о и ывае о о 

(5.16), о чае  е и ве , о ич  о  

я, о о е  е о а 
~

: 

 

                     )30.5(22 31313131    ZQZ  

 

Э а о о е а вхо и  о ь о в и ва иа   . По о  о а о (5.28) и (5.29), и ее  

и  (5.30) 

 

Z t
S t

( )
( )

(5. )* 1
31

13

 

 

Ра о и  е е ь а я ё ое о оя ие 
(5.21). В о  чае ы а е и ее  е и -

ве  о о е  е о а  i j , о ич-
 о  я: 

 

)32.5(21212121    YPY  

 

Э а о о е а а е вхо и  в е и ве -

ы  и ва иа  е о а ов е ае о и  . 

По о  о а о (5.28), (5.29), и ее  и  

(5.32): 

 

Y t
S t

( )
( )* 1

12

               (5.33) 

 

Д я а я ё о о о оя ия (5.14) о ич-
ы и о  я о о е а и е о а ов е-
ае о и яв я я: 
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Э и о о е ы вхо я  в и ва иа ы  
 

)35.5(,)(
2

1
,

2

2
33

0

2211

~

2211    

 

И о ь я е вы  и  и ва иа ов (5.35) и 

(5.28), (5.29), о чи  и  (5.34): 
 

Y t
S t

( )
( )

(5. )* 1
36

11


 

 

Д я в о о о и  и ва иа ов (5.35) и ее : 
 

Y t
S t1

11

1
37( )

( )
(5. )*  

 

 

и, а о е , я о е е о: 

Y t
S t4

11

2
38( )

( )
(5. )*  

 

Д я а я ё о о о оя ия, оо ве -

в ще о о о  а я е и  в а ав е-
ии о и x3 , и ее  о ич ы и о  я о -

о е ы е о а 
~

: 

 

   
   
   

11 2

0

2 33

2 2 2

0

2 33

33

0

3

0

3 33

39

  
  
  








 

 

 

~

~

(5. )

Y Y

Y Y

Y Y

 

 

Э и о о е ы вхо я  в и ва иа ы: 
 

,
2

33

0
2211

~            (5.40) 

 

о о  и ее  и  (5.29): 

)(2

1
)(,

)(

1
)(

*

33

2
*

33

3
tS

tY
tS

tY
 

     (5.41) 

 

И а , о а и (5.33), (5.36)-

(5.38),(5.40),(5.41) о е е е ы в е я а, яв-
я щие я а е иа ь ы и ия и о е-
а о ов (5.7), (5.8), а ачи , о е е е ы в е 
я а, о и ыва щие о е а о ые оо о е-
ия (5.11). 

За е и , ч о я я а о че и Y (t) и е-
е я ва о е е е ия: (5.33) и (5.36). С е о-
ва е ь о, о а о а а ивае о  ео ии, 

е и е а ь о о е е яе ые ии 

S t S t11 12

* *( ) , ( ) - о о ы: 

 

S t S t11 121 42* *( ) ( ) ( ) (5. )    

 

П и о  о оя ая  в о е о е е е а и  

о о ав е ия S t S t11 12

* *( ) , ( ) . Е и е-
и е  е о ве ае  о о ия (5.42), о 
е а   C1  и е и е ь о  ча  о-
о о а я е ия е ави и  о   2 2  (и и 

о е  ы ь а е е а а о ее о щ ). 

 

6. По я ая е а, .е. е а, в о о о  чи-

ыва я о е ые а я е ия, е  вве-
е а а и а ее а ич ы и о о а и. -

а о о а ь о ы е  чи а ь о е -

ые а я е ия е о о  в о о о а а 
~

, 

я о о о о аве ивы о е е я щие о-
о о е ия о е а о о о ви а (3.1, 3.2). 

Д я о е и а ии их о е е я щих о-
о о е и  ы о е  и о ь ова ь оо о-
е ия и а (4.1). а и е , 
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dt
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    (6.2) 

 

П и о  я е о ов ов е ае о и  
~ ~

/,  (2.6) в оо ве вии  вы а ы  ча-

ы  чае  (4.2), а и е  
 

  t

T

lklkji

t

T

lklkjiji dtxdtX
00

)(),()(),(  (6.3) 

 dtdtX T

lk

t

lkji

t

T

lklkjiji )(),()(),(
0

/

0

//  
(6.4) 

 

Ка  и в е 4 ы е  и о ь ова ь о-
ащё ые (о е а о ые) о о аче ия я 
а и и оо о е и  и а (6.1)-(6.4): 

 

/

lklkjilklkji
T

lklkji

T

lklkjiji vV        (6.1) 
lklkjilklkji

T

lklkji

T

lklkjiji vV  /////       (6.2) 
T

lklkji

T

lklkjiji xX
                      (6.3) 

 T

lklkji
T

lklkjiji xX  //                   (6.4) 
 

Ка  и в чае а 4, ы о е  а и а ь 
( . ) ( . )/ /61 6 4  в ви е 
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е е я щие оо о е ия (6.5), (6.6) -

е  чи а ь о а ы и: 
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За а и  е ы ов е ае о и (2.2) 

Mm ( , )
~ ~

/   а  ии и ва иа ов, е -

о ов ов е ае о и  
~ ~

/, . С е я [12] 

о а е  а ы  е о  ов е ае о и 
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Ка  ча ы  ча , а о и  (6.33) в ви-

е, а а о ич о  и е и  (5.28): 
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Ч о ы а и е и е а ь о я а о -

че и, оо ве в щие о е а о ы  о е-
е я щи  оо о е ия  (6.21)-(6.26), 

(6.35)-(6.38), ео хо и о еа и ова ь о-
е ы о че и и ео о о о  а я-
ё о  о оя ии, а и е , ви а [12] 

 

)39.6()()(;)()( thxthx jijijiji

  
 

е  jiji  ;    ие- и ь и ве ые 

ии оо и а  x

оч и е а;   t     - а-

а е  ха а е и щи  и е ив о ь а-
и. 

Ра ее я, о и а ые в е ы ще  -

е е и е ы, в о о ых е чи ывае я 
в ия ие о е ых а я е и , о а я в 
и е. Д и и ова и, в е я а о че и, 

о о ачае ые о ь и и е ихова ы и 

а и и и ва и, чи ае  и ве ы и. 

По о и  я о о ы, ч о е е ё ые 
е ы в о е е е ии е о ов ов е -

ае о и, о в . Д и и ова и, 

ь о в  о е а о ы y
i j k l


и 

y i j k l


/ в (6.17), а ачи , о в  в вы а-
е иях (6.27)-(6.30) в е о е а о ы, о о а-
чае ые а и а ы и а и и и ва и: 

y y y z y y y zn, ,..., , ; , ,..., ,/ / / /

1 1 4 .  

Ра о и  я и е а о е  (6.3*), в 
о о о  о ич ые о  я  о ь о 
о о е ы  и е а и (13): 
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В о  чае ы и ее  и  (6.27), (6.29): 
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Ра о и  е е ь а я е ие в а ав е-
ие о и x 1 : 
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За е и , ч о ве ичи а  /  в о е о е е е-
а о о ав е ие  е и е ов (6.54) и  12 12 f t( )* . 

Та и  о а о , а а  ь я ахо е ия 
в ех ео хо и ых я е  о че и. 
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РИ Е Е ИЕ А РИЦ Е К И И А   

К ЕЧ ЫХ Е Е  Ы КИХ РЯДК   

Д Я РЕДЕ Е ИЯ ЧА  Е ЫХ 

Р Д ЫХ К Е А И  
 

О.Л. Рудых, В.А. Бырка ов 
Да ь ево оч ы  о а ве ы  иве и е  е  оо ще ия, Ха а ов , Р ССИ  

 

А АЦИЯ: В а ье, и о ь я о а ы  о е  (ПК) Maple, о че ы а и ы ё о и и 

а  о о е ых о еч ых е е ов (КЭ) вы о их о я ов ( ва а ич о о, иче о о и че вё о о 
о я а). И о ь я о че ые а и ы, вы о е о о е е е ие ча о  о ве ых о о ь ых о-
е а и , и о ь я ПК Maple. Ре ь а ы а чё ов о а а и, ч о оч ые аче ия ча о  о ве ых 
о о ь ых о е а и  ахо я я я КЭ  вы о их о я ов и е ь е  чи е КЭ. 

 

Ключевые слова: е о  о еч ых е е ов, а и ы ё о и, а и ы а , о а ые о -

е ы, о о ь ые о е а ия, о еч ые е е ы вы о их о я ов, о е е е ие ча о  о ве ых 
о е а и . 

 

APPLYING OF THE STIFFNESS MATRIX AND MASS MATRIX 

OF FINITE ELEMENTS OF HIGH ORDER FOR 

DETERMINATION OF THE FREQUENCIES OF NATURAL 

LONGITUDINAL OSCILLATIONS 

 
Oleg L. Rudykh, Vladimir A. Byrkanov 

Far Eastern State Transport University, Khabarovsk, Russia 

 
ABSTRACT: In this work, using programmed complex (PC) Maple, stiffness matrix and mass matrix of a linear 

finite elements (FE) of high order (square-law, cubic and the fourth order) are received. Using obtained matrixes, 

the determination of the frequencies of natural longitudinal oscillations using PC Maple was done. The results of 

calculation have shown that proper values of the frequencies of natural longitudinal oscillations are found for FE 

high order under smaller number of FE. 

 

Keywords: finite element method, stiffness matrix, mass matrix, programmed complexes, longitudinal fluctua-

tions, finite elements of high order, determination of the frequencies of natural longitudinal oscillations. 

 
е ь е о ов е е е ов (МСЭ) и е-
и ова ых е е ов (МРЭ)  [1, 2] о-
ои  в е ь е ии о я а и е ы а е -

аиче их ав е и  е о а о еч ых е-
е ов (МКЭ). По и а ие еха и а их 
е о ов аё  ч и е а иче о  ч-
е и  их оч о и. П и о  я овы е-
ия е ив о и е о ов о е а ии и 

е и ова ия еи ве ых и е е ии 

а ач и а и и оо е и   е о а и МСЭ 

и МРЭ е е  о ее о о и чи ь и -

хо ые а и ы ё о и (М ) и а  

(ММ) о еч ых е е ов (КЭ) и о ь е-
ые и еа и а ии МКЭ [3]. 

Ра о и  е е ь, и ы ыва щи  о-
о ь ые о е а ия  ( и . 1). Д я о о 
е я а е  ча о  о ве ых о-
о ь ых о е а и  МКЭ. 

Д я а о  а ачи е ь оч ые аче ия 
о ве ых ча о , о че ые и  оч о о 
е е ия и е е иа ь ых ав е и  в 
ча ых ои во ых, о и ыва щих о-
о ь ые о е а ия. Их о о о е е и ь 
о о е [4]:  



П и е е ие а и  е о и и а  о еч ых е е ов вы о их о я ов я о е е е ия ча о  

о ве ых о о ь ых о е а и   
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Ри . 1. Схе а е я и ы ыва ще о о о ь ые о е а ия 

 

 

m

EA

L

n
n

2

)12(                            (1) 

 

е n – о е  ча о ы о ве ых о е а-
и ; L – и а е я; ЕА – ё о ь 
е я и а я е ии- а ии; m - о о -

ая а а е я. 
Ча о ы о ве ых о е а и  в е е 
е ави  в ви е 

 

,
m

EA

L

kn
n                       (2) 

 

е nk – о и ие , о чае ы  и и-

и е о  о е е е ии n – ча о ы о -

ве ых о е а и . 

Си е а и е ых а е аиче их ав е-
и  МКЭ в и а и е оо е и  ( я -

още ия е  чё а и  е и ова ия) и е-
е  ви : 

        pqKqМ  ,              (3) 

 

е  M  - ММ и е ы;  K  – М   и е ы;  q  – ве о  еи ве ых;  p  – ве о  а-
и. 

П о е а о ве ых аче и  я и е-
ы ав е и  (3) ахо и я и  ав е и  

     02  МK                       (4) 

 

е  - ча о ы о ве ых о е а и , о -

е е яе ые о я о  ММ. 

Д я и е ы, е ав е о  а и . 1,  М  

я и е о о е ево о КЭ а о а ще о 
а а я е ие- а ие и ее  ви  

 

,
11

11 


 
l

EA
K i               (5) 

 

е   - и а КЭ. 

В и а и е оо е и  я и и е о о 
о е е е ия ча о  о ве ых о е а и  

ча о и е я  о о  иве е о  а ы 

и е о  е е о а а  [5]. В МКЭ и ва 
о хо а еа и я в ММ и е о о 
е ево о КЭ, а   е о ы а е е ё -

ых а  и о е о оче ых а  [5], и о-
о ве ве о и е  ви  

 

,
21

12

6 


 mМ i                     (6) 

,
10

01

2 


 mМ i                     (7) 

 

е m – а е е ё ая о о ая а а 
е я. 

В а . 1 иве е ы е ь а ы а че ов 
МКЭ е о о  о е о оче ых а  и е-
о о  а е е ё ых а . Ка  ви о, и 

вычи е иях о ве ых ча о  и о о 
о я а МКЭ о о  о е о оче ых а  

ае  о е о ь в е ь  о о , а о-
о  а е е ё ых а  – в о ь , и 

че  о е о и и оч и ав ы, о ича-
я и ь а о . Д я о че ия о ее 

оч о о е е ия а и в а о е [6] е о-
е а о и и ова ая ММ 

 

,
10

01

2
)1(

21

12

6 





  mmМ i      (8) 

 

е  - ве ово  о и ие .  

Е и и я ь 5,0 , о о и и ова ая 
ММ КЭ и ее   ви  
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Та и а 1 

Со о ав е ие ве ичи  ча о  о ве ых о е а и  и о о ь ых о е а иях 

Схе а и е и а ии 

Чи
о 
К
Э

 З аче ие о-
и ие а 

nk  в о -

е 2 ( оч ое 
аче ие) 

З аче ие о-
и ие а 

nk  в о е 
2 ( о о  о-

е о о-
че ых а ) П

о
е

о
ь,

 %
 

З аче ие о-
и ие а 

nk  в о -

е 2 ( о о  

иве е ых 
а ) П

о
е

о
ь,

 %
 

З аче ие о-
и ие а 

nk  в о -

е 2 ( о и-

и ова ы  

о о ) П
о
е

о
ь,

 %
 

 
1 57,11 k  21 k  -10,0 31 k  10,0 57,11 k  -0,18 

 

2 
57,11 k  

71,42 k  

531,11 k  

696,32 k  

-2,6 

-21,6 

611,11 k  

629,52 k  

+2,6 

+19,5 

57,11 k  

37,42 k  

-0,08 

-7,3 

 

3 

57,11 k  

71,42 k
85,73 k  

553,11 k  

243,42 k  

796,53 k  

-1,1 

-10 

-26,2 

589,11 k  

196,52 k  

427,93 k  

+1,1 

+10,3 

+20,0 

57,11 k  

65,42 k  

98,63 k  

-0,016 

-1,375 

-11,1 

 

4 

57,11 k  

71,42 k
85,73 k
0,114 k  

561,11 k  

445,42 k  

652,63 k  

846,74 k  

-0,6 

-5,7 

-15,3 

-28,6 

581,11 k  

987,42 k  

059,93 k  

1,134 k  

+0,6 

+5,8 

+15,3 

+19,1 

57,11 k  

69,42 k  

58,73 k  

52,94 k  

-0,005 

-0,42 

-3,46 

-13,42 

 

5 

57,11 k  

71,42 k
85,73 k
0,114 k
14.145 k  

564,11 k  

54,42 k  

071,73 k  

91,84 k  

877,95 k  

-0,4 

-3,7 

-10 

-19 

-30 

577,11 k  

889,42 k  

66,83 k  

986,124 k  

703,165 k  

+0,4 

+3,7 

+10,3 

+18,1 

+18,1  

57,11 k  

704,42 k  

746,73 k  

39,104 k  

02,125 k  

-0,002 

-0,17 

-1,38 

-5,5 

-14,95 
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Ри . 2. Схе а о еч о о е е а 

 

Та и а 2  

В ия ие чи а и и а КЭ а оч о ь о е е е ия ча о ы о о ь ых о е а и  и а ве-
иче ие а и о о в е е и 

Чи о 
КЭ 

Ма и ое 
в е я ( о о  

иве е ых 
а ),  

По е о ь и 

о е е е ии 

1
 о о о  иве-

е ых а , % 

Ма и ое в е я 
( о и и ова ы  

е о ),  

По е о ь и 

о е е е ии 

1
 о и и ова -

ы  е о о , %  

1 0,093 10 0,102 0,18 

2 0,218 2,6 0,24 0,08 

3 0,281 1,1 0,309 0,016 

4 0,562 0,6 0,618 0,005 

5 0,639 0,4 0,703 0,002 

6 1,029 0,3 1,132 0,001 

10 4,051 0,1 4,456 0,0003 

 

.
5,25,0

5,05,2

6 


 mМ i                    (9) 

 

В а . 2  иве е о в ия ие чи а КЭ  а 
оч о ь и и е о о е е ия и о е-
е е ии е во  ча о ы о о ь ых о е-
а и  и а а ы а и о о в е е и я 
и е а, е ав е о о а и . 1, и и -

о ь ова ии Maple 9.  

И  а а и а а . 2 ви о, ч о о е о ь в 
о е е е ии е во  ча о ы о ве ых 
о о ь ых о е а и  в е е и и -

о ь ова ии о и и ова о  ММ КЭ 

( о а 9) е ь ае я оч и в о  а  

о о о е и   о ыч о и о ь е ы  ММ 

в и и е ых е о ах о е е е ия е -

во  ча о ы о ве ых о е а и . П и 

о  е е ие о а ывае я о а оч о и -

и   оч о  е е и  ( о е о ь и 

о о  КЭ 0,18%), а а и ое в е я е е-
ия а ачи о о ве ых аче иях е ве-
ичивае я о ав е и   о ыч о и о ь-
е ы и и и е ы и е о а и. 

Ра о и  о че ие М  и ММ я о о-
е ых КЭ вы о их о я ов  о ощь  

ПК Maple и ы ыва ще  о ь о о о ь-
ые е о а ии. 

Вы и ае  о и о иа ь  и , о о-
ая о а о веча ь е щи  е ова и-

я : 

а) о е ечива ь овия е е ыв о и е-
е еще и  в ах, в о ь а и  е  

е е а и и в е е ах е е ов; 
) ы ь и е о- е ави и о  ие ; 

в) о а а ь ео хо и о  о о о , .е. 
ы ь о а оч ое чи о а  и е е и-

е о ; 

) и е ь о ь о ч е ов, а ова е е ь 
во о ы КЭ. 

П и е  и е о я ио ы  о и о  ( и-

е ы , ва а ы , иче и  и . .) в 
ви е: 

 
12

321 ...  n

n xxxz  ,        (10) 
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е  z – е е еще ие в и КЭ; i – еи -

ве ые о и ие ы, о е е яе ые и  

а ич ых ови  КЭ. Вы а е ие (10) в 
а ич о  о е и ее  ви : 

 

          A
~

nz ,                      (11) 

 

е  nz – е е еще ие в n-о  оч е в и 

КЭ;    n

т  ...21  – ве о  еи ве ых 

о и ие ов;    nxx ...1A
~   – и е о я-

ио ая  а и а ( о и ие ы ее яв я -

я ия и оо и а  е е а). 
Д я о е е е ия е е ов ве о а    вы-

а е ие (11) а и е  я  овых и о е-
оч ых оче  я о и е о о КЭ ( и . 2): 

 


















































n

n

n

n

n

ll

n

l

n

l

n

l

n

l

z

z

z













2

1

2

1

1

22
1

1

,    (12) 

 

и и в а ич о  о е: 
       Az .                     (13) 

 

И  вы а е ия (13) ве о     аве : 

 

      z 1
A .                    (14) 

 

А о и и щие а и ы [N] и [B] а -

е  о о а : 

       1
AA

~ N ;                    (15) 

      1
A

A
~ 


x

B .                    (16) 

 

М  и ММ КЭ о о а и и е и ова ие : 

 

      dxBEABK

l  
0

;          (17) 

      dxNANM

l  
0

 .          (18) 

 

И о ь я о ы (10) – (18), о чае  в 
Maple 9 М  и ММ КЭ я а ич ых а -

о и и щих и  ( и е ая, ва -

а ич ая, иче ая, че вё о  е е и) 

а и ы и  о ы [N] и её ои во -

ых [B] ( а . 3) и М  и ММ ( а . 4). 

И о ь я о че ые а и ы, ы и о-
ве е ы а че ы о ве ых ча о  о е а-
и  е я и а ых и ах и о иче ве 
КЭ. Ре ь а ы а че а о о ав е ы  оч-
ы  е е ие .  

Ре ь а ы е е ия а ачи  а и а и, 

о че ы и  о ощь  и е ых и е -

о я ио ых и , а о е ы в а о-
е ав о а [4].  

В а . 5 иве е ы е ь а ы е е ия а-
ачи  а и а и, о че ы и  о ощь  

и е о я ио ых и  а о о о я -

а. Та е иве е о а аче ое а вычи -

е ия о е о ое в е я и оч о и а -

че а 10
-10

, а о оя е о  о е о е Pen-

tium IV 2.4 ГГ   а я ь  1 Г . 

ащая ь  а . 5, о о ви е ь, ч о я 
о и е ия оч о и в 0,026% ео хо и о 20 

и е ых КЭ и и 2 ва а ич ых (о и  и-

че и  е е  ае  еще о ь  оч о ь), 
и о  а ачивае я в 44 а а е ь е а-
и о о в е е и ( иче и  в 80). 

П и е ачи е ь о  ве иче ии а а  а-
и о о в е е и оч о ь ве ичивае я в 
о и а . Та и  о а о , и о о ави о  

оч о и КЭ  а ы и и е о я ио ы и 

ия и ( а и е , и е ая и ва а-
ич ая а о и а ии) о в е е и е вы-

и ывае  о ее о ая и е о я ия 
( ва а ич ая о ив и е о ). 

 

За че ие:  
1. В а ье о че ы ММ и М  о о е -

ых КЭ вы о их о я ов  и о ь ова-
ие  ПК Maple 9. 



П
и
е
е
ие 

а
и

 
е

о
и

 и
 
а

 
о
еч
ы
х
 
е
е
ов

 вы
о
их

 
о
я
ов

 
я
 о

е
е
е
ия ча

о
 

о
ве

ы
х

 
о
о
ь
ы
х
 
о
е
а
и

  

V
o

lu
m

e 5
, Issu

e 1
&

2
, 2

0
0

9 
1
5
7

                                               

  

 

 

 

Та и а 3  

Ма и ы [N] и [B] я и е о о и вы о их о я ов о о е ых КЭ 

Ти  КЭ 
А о и и щая 

ия Ма и а и  о ы [N] а и а [B] 

Ли е ы  xu 21    



l

x

l

x
-1  




ll

11
 

Ква а ич ы  
2

321 xxu    


 
2

2

2

2

2

2 24423
1

l

x

l

x

l

x

l

x

l

x

l

x
 


 

222

418443

l

x

ll

x

ll

x

l
 

К иче и  
3

4

2

321 xxxu  




 

3

3

2

2

3

3

2

2

3

3

2

2

3

3

2

2

2

9

2

9

2

2718

2

9

2

27

2

459

2

99

2

11
1

l

x

l

x

l

x

l

x

l

x

l

x

l

x

l

x

l

x

l

x

l

x

l

x









 

3

2

23

2

2

3

2

23

2

2

2

2791

2

8136

2

9

2

81459

2

2718

2

11

l

x

l

x

ll

x

l

x

l

l

x

l

x

ll

x

l

x

l




 

4-  е е и 4

5

3

4

2

3

21

   xxx

xu







 









 

4

4

3

3

2

2

4

4

3

3

2

2

4

4

3

3

2

2

4

4

3

3

2

2

4

4

3

3

2

2

3

3216

3

22

3

128

3

224

3

112

3

16

641287612

3

12896

3

20816

3

32

3

80

3

70

3

25
1

l

x

l

x

l

x

l

x

l

x

l

x

l

x

l

x

l
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l
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l

x

l

x

l
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l

x

l

x

l

x

l

x

l

x
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2

2

4

3

3

2

2

4
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3

2

2

4

3

3

2

2

3

12848

3

441

3

512224

3

224

3

16

19238415212

3

512288

3

41616

3

12880

3

140

3

25

l

x

l

x

l

x

l

l

x

l

x

l

x
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Та и а 4 

Ма и ы а  [M] и е о и [K] я о о е ых КЭ вы о их о я ов 
Ти  

КЭ 
Ма и а а  КЭ, [M] Ма и а е о и КЭ, [К] 

Л
и
е
ы

 




 
11

11

6

Al
 


 

11

11

l

EA
 

К
ва

а
ич

ы
 









421

2162

124

30

Al
 





  
14162

163216

21614

6l

EA
 

К
ич
е
и

 













 

128993619

996488136

368164899

193699128

1680

Al
 













   

1481895413

18943229754

54297432189

1354189148

40l

EA
 

4
-

 
е
е
и 

















    

2922961745629

296179238425656

1743841872384174

562563841792296

2956174296292

5670

Al
 

















    

4925684830481472347

6848166401420858881472

30481420822320142083048

1472588814208166406848

3471472304868484925

945l

EA
 

 



П и е е ие а и  е о и и а  о еч ых е е ов вы о их о я ов я о е е е ия ча о  

о ве ых о о ь ых о е а и   

Volume 5, Issue 1&2, 2009 159

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Та и а 5 

Со о ав е ие ве ичи  ча о  о ве ых о е а и  и о о ь ых о е а иях 
По я о  и е о я ио ых и , о еч ых е е ов 

и е ая ва а ич ая иче ая 4-я е е ь Ко -во 
е е ов По е -

о ь, % 

В е
я, 

 

По е -

о ь, % 

В е-
я, 

 

По е -

о ь, % 

В е-
я, 

 

По е -

о ь, % 

В е я, 
 

1 10  0,375 0,09 0,0068 0,17 0,68×10
-6

 0,36 

2 
2,6 

19,5 
0,12 

0,026 

1,65 
0,31 

0,00011 

0,0697 
0,36 2,54×10

-7
 0,72 

3 

1,146 

10,23 

20,02 

0,17 

0,005 

0,375 

2,33 

0,55 

0,00001 

0,0068 

0,125 

0,33 

<10
-10

 

0,68×10
-6

 

3,6×10
-3

 

2,1 

4 

0,64 

5,83 

15,35 

19,14 

0,22 

0,0016 

0,125 

0,862 

2,68 

0,64 

1,78×10
-6

 

0,00126 

0,0248 

0,0163 

1,1 

-6,36×10
-8

 

7,0×10
-6

 

3,9×10
-4

 

5,0×10
-3

 

2,83 

5 

0,412 

3,73 

10,27 

18,11 

18,15 

0,26 

0,00067 

0,052 

0,375 

1,297 

2,85 

0,78 

0,44×10
-6

 

0,34×10
-3

 

6,8×10
-3

 

0,047 

0,19 

1,9   

10 0,103 1,08       

20 0,026 13,7       

 
2. Вы о е о о о ав е ие е  а -

ич ы и и а и КЭ вы о их о я ов 
я о е е е ия ча о  о ве ых 
о о ь ых о е а и .  

3. КЭ вы о их о я ов о е ечива  

хо и о ь  оч о  е е и  и о-
а о е ь е  чи е КЭ и е ь их а-
а ах а и о о в е е и. 

4. По че ые е ь а ы о  ы ь и -

о ь ова ы и о е е е ии о ве -

ых ча о  в ои е ь ых о иях 
и в во ово ах  я а иче о  а ио-
о а ии. 
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А Я И А ЕК А ДРА РИ ИЧА А 

 

IN MEMORY OF ALEXANDER BORISOVICH ZOLOTOV 

 
 

 
 

12 е я я 2008 о а е  и  и и вы-

а щи я о и и  че ы , Поче ы  

а а е и  Ро и о  а а е ии а хи е ы 

и ои е ь ых а , Поче ы  а о и  

вы е о о а ова ия Ро ии, Поче ы  

о е о  Мо ов о о о а ве о о 

ои е ь о о иве и е а, о е о , 

о о  ех иче их а , о е о  а е -

ы и о а и и и и а о  а е а и и 

Мо ов о о о а ве о о ои е ь о-
о иве и е а А е а  Бо и ович Зо о-
ов, о а е ь е е  о и о  а-
ч о  о ы «Чи е ое о е и ова ие и 

е о ы и а о  а е а и и в а ачах 
ои е ь ва». Э а о а е о ь о а е о 
о ви а ов  о а вива щ я 

ве вь ов е е о  вычи и е ь о  ео ии 

оо е и  и а е а иче о  и и и, о и 

в е а ео е и ы  в а  в е е ие 
ощ о и и в а ви ие а о о о хо я ва 
а е  а ы. 

А е а  Бо и ович Зо о ов о и я 7 я -

ва я 1937 о а в о о е Мо ве в е ье -

ащих. Свое о а ова ие о  ача  в е е  

о щео а ова е ь о  о е №114 о о а 
Мо вы. По е ее о о ча ия о , в е ая ь 
а е а и о , о и  в Мо ов и  и и-

 и е е ов а о а а ои е ь ы  

а ь е , о о ы  о о чи  в 1959 о . В 

1959-1960 о ах о  а о а  о о ы  а -

е о  во В е о о  е е о е о -

ии е е о о о ых е  (Ре ь), а в 
1960 о  е е е  а о о ь и е е а в 
Го а ве ы  ое о-и ы а е ь и  
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и и  «Ги о о а о » Ми и-

е ва а о о о ои е ь ва 
СССР. о я а  а е а иче и  а а  и 

их и о е ия  о а а а ь и ь ее, и в 1962 

о  А.Б. Зо о ов о и  в оч  а и-

а  е а ь о о а ч о-
и е ова е ь о о и и а ои е ь ых 
о и  и . В.А. К че е о ( ИИСК) 

и о ов е е о а еха и о-
а е а иче и  а ь е  Мо ов о о о-
а ве о о иве и е а и . М.В. Ло-

о о ова (МГ  и . М.В. Ло о о ова). С 

и щи  е  о во  и а о чиво ь  

о  о и я в а , е о о о чив а-
ь е  в 1967 о .  

В 1970 о  А.Б. Зо о ов ащи и  а и а -

 и е а и  «Чи е ое е е ие в о-
о  о а ве о  а ачи ео ии -

о и» о е иа ь о и 022 – «Со о ив-
е ие а е иа ов и ои е ь ая еха и а», 

о чив  вы оча  о е  ви о о 
че о о в о а и ои е ь о  еха и и и 

еха и и е о и е о о ве о о е а, 
ч е а- о е о е а А а е ии ои е ь-
ва и а хи е ы СССР А е ея Р овича 

Р а и ы а, оха а е и овав е о а о  а  

о о . Ха а е а а о о о о ь 
и е е ов А е а а Бо и овича в е о ы. 

Ра о ая в вычи и е ь о  е е ИИСК 

в о о ях а е о а ч о о о и-

а, ав о о и е е а, а е о а ч о о 
о и а, аве ще о а о а о ие , о-
и о ве е ия и е ова и  в о а и а ви-

ия и и о е ия а е а иче их е о ов 
е е ия ои е ь ых а ач, о  е и  и я  

и е е ых о е  в е е ве ых а ах. 
В 1973 о  А.Б. Зо о ов ы  и а е  в 
Мо ов и  и е е о- ои е ь ы  и -

и  и . В.В. К ы ева (МИСИ) а 
о о ь о е а а е ы и а о  а-
е а и и о а е о ии «ве щи  е иа и  

 ои во ва», в 1976 о  е  ы о и-

вое о че ое ва ие о е а. В ече ие 10 

е  о  а и а  о  аве ще о вычи и-

е ь ы  е о  (В ) МИСИ, яв яя ь о -

ов е е о о а и а о о  и ово и е е  

а ч о о о е а В , а и ав е о я о а-

ие  а е а иче о о о е ече ия и а ви-

ие  е в вычи и е ь о  ех и и я 
е е ия а ч о- ех иче их ои е ь ых 

а ач и ав о а и а ии ои е ь о о ое -

и ова ия. 
В о е е ве и ь а а о и е о ов и о -

ще в я и ь чи е ые и е ова ия я 
а ич ых а ач а че а ои е ь ых о -

и , а и  и оо е и . За а чи а-
и вы а и а  о а е е ия МИСИ, а  

и в е ие о а и а ии. А.Б. Зо о овы  и 

е о о и а и вы о е  я  ых 
а ч ых а о  и е е ы о и а иче и 

ва ых а ач, вя а ых  а че а и о-
о е ых о и , а и  и оо е-
и , в о  чи е  еа и а ие  о хо ов, 
о ова ых а овых и иче их о а ов-
ах, чи ыва щих еа ь ые о о е о и и 

во ва ов е е ых о ио ых а-
е иа ов. Вы е о е о ы  е ече ь 
е ечи яе ых е ь а чи а ых о е ов 
в чае  аво  Ка АЗ в а е е ых Че -

ах; о е  а и  а Ка и и о  о-
е е в о о е Мо ве; еа о ы АЭС; 

о ые о о очеч ые о ы ия о ы -

е ых и а а их а и ; ы и, и-

е яе ые в о а е ь ых а иях а -

ич о  а о и; ы и о о  а а а 
о о а ых а и ; ех е ые о о ча-
ые о ии; о о ы; а чи и ав е ия; 
о е ы е е о о о о о хо я ва; о-
и ы (в о  чи е  че о  а овых е ехо-
ов, вя а ых  о е а ие ); а е -

ы; о а вы о о о ав е ия (в о  чи е 
а и овые во е вия о е о а ио о  

ео ии а ич о и); о о оч и и а и ы 

( о ех иче и  ео ия , чи ыва щи  

ви овые ха а е и и и и е и е о -

 а о  а е иа а); о ии и  

е и ае ых а е иа ов; е е о е о ые 
и ы (в о  чи е о ео ии .И. Ка е -

о); ео о о ые о о а ва о е-
иче и и о о я и; о е ые а ия 
о о а и е ь ых а и  ( а че  е о а-
я е о о о оя ия); е е а ые о я 

ГЭС; ео о о ые о о о и и  а -

ич ых а е иа ов и о е и (  че о  
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в е е о е ия в а е иа е); о о о -

ые а и ы и  а о е е а (в ча о и, 

о о е и Г.А. Ге иева); о е че ые а е-
и-о о оч и К С (  че о  их ов е о  

а о ы  е а и и е о а и  ви а о 
о щи е); о о о ые а ые о о оч-
и  е и  а о и е е ; е овые а е и 

 ве ы и ое а и; в х о о ь ые а-
е и о  и е и; а а и о  о о ы; 

о е ы е о о и е а и . . 

В 1989 о  А.Б. Зо о ов ащи и  о о -

 и е а и  а е  «По а ов а и 

а о и ы чи е о о е е ия аевых а-
ач ои е ь о  еха и и е о о  а -

а о  о а и» о е иа ь о и 05.23.17 

– «С ои е ь ая еха и а», в 1992 о  е  

ы о и вое о че ое ва ие о е о а. 
С 1991 о 2008 о  А е а  Бо и ович 

а о а  в о о и о е о а а е ы 

и о а и и и и а о  а е а и и Мо-
ов о о о а ве о о ои е ь о о 
иве и е а (МГС ). В 2007 о  е  ы о 
и е о Поче ое ва ие «Поче ы  

о е о  Мо ов о о о а ве о о 

ои е ь о о иве и е а». 

А е а  Бо и ович о а а  е ящи  

а а о  ово и е я, ев е о в ечь 
вои  и е о  а а ив  о о е ь. 
По и о а ив о  а ч о  ея е ь о и о  

в е а оче ь о ь ое в и а ие е я  о-
е а  е о ава ия.  о ие о ы чи а  

е ии о и и и а  « и а ая а е-
а и а», «чи е ые е о ы», «и о а и-

а», « ои е ь ая и о а и а» в МГС , 

ы  о ово о о и о  ов «вычи и-

е ь ая еха и а», «а о и иче ие я ы и 

и о а и ова ие», « а е а иче ие о-
е и а че а оо е и » я е ов, 
а и а ов и о и ов. Чи ав ие я и  

ы е и  и о о и ве ы а ч о  о -

ще ве о и и е о ава е я  вы их 
че ых аве е и , о о ые охо и и о-
вы е ие ва и и а ии в МГС . А е а  

Бо и ович и и а  а ив ое ча ие в 
а а о е е о иче о  о е а ии о 
е иа ь о и 230401 (073000) «П и а ая 
а е а и а» и а ав е и  о о ов и 

150300 (553300) «П и а ая еха и а», 

о о ые яв я и ь и а ь ы и я вы их 
че ых аве е и  ои е ь о о о и я 
Ро ии.  о ще в я  ово во о-
вы и и и о ы и а о а и а  е ов 
МГС , а  и их вы их че ых аве-
е и  (в ча о и, Мо ов о о о а -

ве о о и и а е о и и и а е а и-

и, Д е о е ов о о а ио а ь о о и-

ве и е а ( еха и о- а е а иче и  а-
ь е ), МГ  и . М.В. Ло о о ова и .). 

В 1997 о  о  ы  а а е  а ы  

а о  «Поче ы  а о и  вы е о о а-
ова ия Ро ии», в 2001 о  – о ече  Ди-

о о  Ме а о о  а о иа ии ои-

е ь ых вы их че ых аве е и  (АСВ). 

А.Б. Зо о ов ы  о ова е е  и е е ы  

ово и е е  а ч ых о е ивов, -

е о а о а щих и в а оящее в е я.  

во ав я  ио и щ  в МГС  

 а ч  о  «Чи е ое о е-
и ова ие и е о ы и а о  а е а и и 

в а ачах ои е ь ва», о е и я щ  

че ых, и о о и ве ых а  в Ро ии, а  

и а е о . ов ое а ав е ие ея-
е ь о и о ы о ои  в а а о е а е-
а иче их о е е  и чи е ых е о ов 
е е ия ои е ь ых а ач. По  ово-
во  А.Б. Зо о ова и и е о е о е -

ве о  ча ии ащище ы е ь о о -

их и о ее ва а и а и а их и е -

а и .  о а и ова  и и ова  е -

в щи  и о е о  е че о о 
а ч о о о ще ва, и  о о о о вы и о-
ие е иа и ы, че ые и е о ава е и, в 
о  чи е, о и  и  аве щих а е о  

и о а и и и и а о  а е а и и 

МГС . 

А.Б. Зо о ов о ие о ы ы  ч е о  и -

е а ио о о ове а      Д 212.138.12 о а-
щи е а и а их и о о их и е а-
и  о е иа ь о я  «С ои е ь ая е-
ха и а» (05.23.17), «Меха и а е о и е-
о о ве о о е а» (01.02.04) и «Ма е а и-

че ое о е и ова ие, чи е ые е о ы и 

о е ы о а » (05.13.18) в МГС . 
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А.Б. Зо о ов – и ве ы  че ы -

е иа и  в о а и ои е ь о  еха и-

и, еха и и е о и е о о ве о о е а, 
а е а иче о о о е и ова ия и чи е -

ых е о ов. В ече ие в е  вое  о о -

и е ь о  а ч о- е а о иче о  ея е ь-
о и о  яв я я о ов ы  о ь а о  и 

и а ы  е о  о чи е ы  е о-
а  во в ех о а и а иях, в о о ых а о-
а . Ч ы  а ье и а, о  о чи  и-

а ие о ь о а о а я вое  е а я -

о  а а , а ч о  и и ии, о о ы  

а о о о и  а ия  и и чи е ь о  

а о о о о о и. А е а  Бо и ович 

а а о а  и а ви  е о  а а о  

( а и е о ) о а и я о а ов и и а -

о и а ии аевых а ач а че а ои-

е ь ых о и , а и  и оо е и ; 

е о ы е е ия ех е ых а ач ои-

е ь о  еха и и и еха и и е о и е-
о о ве о о е а  и о ь ова ие  о о-
ич ых а о ых о хо ов; е оч ые 
а о и ы о и ова ия и е е ия ае-
вых а ач а че а ои е ь ых о -

и , а и  и оо е и ; о о е оч ые 
( о и е а ио ые) е о ы, е о ы а е и-

ова ия, о о ов евые е о ы я а че-
а ои е ь ых о и , а и  и о-
о е и ; е и ы  а о и  е е ия ае-
вых а ач а о ове е о а а и ых ва иа-
и ; е о  а е а ии я а че а ои-

е ь ых о и ; е о  о а и а ии 

я а че а ои е ь ых о и ; е-
о  о а ь о о а а и а ои е ь ых о -

и , и о ь щи  ве в е -а а и ; е-
о ы и е ых а ич ых ав е и  я 
а че а ои е ь ых о и ; е -

а ь ы  е о  а ич ых е е ов я 
а че а ои е ь ых о и ; е о ы 

о и и а ии о и ; чи е о-
а а и иче ие е о ы а че а ои е ь ых 

о и , а и  и оо е и ; е о ы 

оч о о а а и иче о о е е ия о о о-
чеч ых аевых а ач ои е ь о  еха и-

и; о е ы  и е о-а а и иче и  

е о  а че а ои е ь ых о е ов е -

я о  ы; е о и  о е а о ые 

и е ов ые ва иа ио ые о а ов и 

аевых а ач а че а ои е ь ых о -

и . 

Лич о А.Б. Зо о овы  и о  е о е о е -

ве ы  ово во  а а о а ы иве -

а ь ые о а ые о е ы я а че-
а в е ых и ех е ых ои е ь ых 
о и , а а е е е ия и о о о 
а а аевых а ач а о ове е и ых а -

о и ов и о а . П ове е ые а о ы 

о ече ы Поче о  а о о  Ми и е ва 
вы е о и е е о е иа ь о о о а ова-
ия СССР а ч  а ч  а о  и о-
о о  е а ь  «За о и ые ехи в 
а ви ии а о о о хо я ва СССР» ВД Х 

СССР ( а а а о и в о а и САПР – ех-
о о иче ие и ии ое и ова ия ои-

е ь ых о и ). 

А е а  Бо и ович − ав о  и оав о  4 

о о а и , 7 че ых о о и , о ее 260 

а ч ых и че о- е о иче их и а-
и . Ре ь а ы вы о е ых и  и е о-
ва и  о о а о о а ыва и ь а а -

ич ых в е о ых, в е о и их и е -

а о ых о е е иях, и о и ах, 
о е ах, е и а ах. а о я е ии в е  

и и о  ве  а ив ое е а о ое о-
иче во  о е а и и  иве и е ов, 

и е ова е ь их и ое ых о а и а и  

Ге а ии, Ф а ии, По ь и, С ова ии, 

США, аи ы и их а , вы а  а 
е о   е ия и и а ч ы и о а а и. 

А.Б. Зо о ов вхо и  в е а ио ые о е-
ии и ове ы о их о и их е ио иче-
их еча ых и а и , а  2003 о а а и-

а  о  а е и е я ав о о е а о а 
е а о о о а а International Jour-

nal for Computational Civil and Structural En-

gineering. 

А.Б. Зо о ов оя   и о ов о а ия в Ро -

и о  а а е ии а хи е ы и ои е ь-
ых а  а ч о о Сове а «П о а ые 
е ва в ои е ь ве и а хи е е», 

ч е о  о о о о в а о  е во  о аве о  

а  в 2005 о . В 2007 о  о  ы  о о-
е  Ди о а Ро и о  а а е ии а хи е -

ы и ои е ь ых а  а о о а и  
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« е о о ые а а и и о-чи е ые е о ы 

е е ия аевых а ач ои е ь о  еха-
и и», еще о и  и о , е о е о, 
ы  и е  А е а  Бо и ович  в 

2009 о  а  о о а и  − «Ма е-
а иче ие е о ы в ои е ь о  еха и-

е». В 2008 о  о  ы  и а  Поче ы  

ч е о  Ро и о  а а е ии а хи е ы и 

ои е ь ых а . 

Мо о а а ь, ч о о  о ь о  а ьи о 
а ых о е их е е ь и и о  е е-
ыв о и  в о а и вы о их и е е ов 
а и, и и о е . А е а  Бо и ович ы  

е а ы  е ья и о , о ав и  ч ие 
ч в ва ще о  и и о яче о е а во-
е  о  и е а о  е ье. Бо ь и  

ча ье  ы а я е о в еча  Ве о  

А е а ов о ,  о о о  о и о и и в 
ви и о а ии о ее 50 е . Две и их 

о е ии о о о а в е а ы и а ах -

ы я че и ов, о е  и е . 

е ь я е о е и ь и еве оя  в ече -

о ь А е а а Бо и овича о о .  

о ива я вы о их е ь а ов в а ых а -

ых ви ах: е , о ь о е ы  о , а ь и-

и , ава ье, е я а а а ах, ве о-
о , е овые ы и. В о ь о а о о о-
е е о в е е и о  о а ыва  о о и-

о е овые ы ые а ы в По о овье, 
а а авае ы  и о  е  их охо е ия 
о  ы ь о е а  а е о е в е и е о о-
ее о о ы и о чи а и. 

А е а  Бо и ович е  и  и и. о в е 
и  о а ое аве и о ае я в а и а ых 
и  и ах и а ч ых а ьях, в е е а ых 
а иях, в а я и и е ах е , че и-

ов и о е ова е е , а а е щих а-
ч ых а о и ов. 

 

 

К ллеги, уче ики 
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1.  И К 

 

А е а  Бо и ович Зо о ов о и я 7 я -

ва я 1937 о а в о о е Мо ве. В 1959 о  

о о чи  С ои е ь ы  а ь е  Мо ов-
о о и и а и е е ов а о а 

(МИИТ), о чив е иа ь о ь и е е а-
ои е я. По е о о ча ия В За а о а  

а е о  во В е о о  е е о е о -

ии е е о о о ых е  (Ре ь), 
а е  ое и овщи о  в о е е «И е е -

ые о ии» Го а ве о о о-
е о-и ы а е ь о о и и а «Ги о-
о а о » Ми и е ва а о -

о о ои е ь ва СССР. В 1962 о  о-
и  в оч  а и а  е а ь о о 

а ч о-и е ова е ь о о и и а ои-

е ь ых о и  и . В.А. К че е о 
( ИИСК) и о ов е е о а еха и о-
а е а иче и  а ь е  Мо ов о о о-
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а ве о о иве и е а и . М.В. Ло-
о о ова (МГ ), о о ы  о о чи  в 1967 

о . Ра о а  в вычи и е ь о  е е 
ИИСК в о о ях а е о а ч о о 

о и а, ав о о и е е а, а е о 
а ч о о о и а, аве ще о а о а-
о ие . В 1973 о  ы  и а е  в Мо -

ов и  и е е о- ои е ь ы  и и  

и . В.В. К ы ева (МИСИ) а о о ь 
о е а а е ы и о а и и и и а -

о  а е а и и о а е о ии «ве щи  е-
иа и   ои во ва». В ече ие 10 е  

а и а  о  аве ще о вычи и е ь о о 
е а МИСИ (В  МИСИ), яв яя ь о о-
в е е о о а и а о о  и ово и е е  

а ч о о о е а В  МИСИ, а и ав е о я 
а ч о- ех иче и  и а е а иче и  

о е ече ие  е ва и вычи и е ь о  

ех и и е е ия ои е ь ых а ач и ав-
о а и а ии ои е ь о о ое и ова ия. 
В о е е ве и ь а а о и е о ов и чи -

е ые и е ова ия я а ич ых а ач 
а че а ои е ь ых о и , а и  и 

оо е и . За а чи а и вы а и о -

а е е ия МИСИ и в е ие о а и а ии. 

В 1970 о  ащи и  а и а  и е -

а и  а е  «Чи е ое е е ие в о о  

о а ве о  а ачи ео ии о и» 

о е иа ь о и 022 – «Со о ив е ие а-
е иа ов и ои е ь ая еха и а». В 1989 

о  ащи и  о о  и е а и  а 
е  «По а ов а и а о и ы чи е о о 
е е ия аевых а ач ои е ь о  еха-
и и е о о  а а о  о а и» о е-
иа ь о и 05.23.17 – «С ои е ь ая еха-
и а». В 1976 о  е  ы о и вое о че-
ое ва ие о е а, а в 1992 о  – о е -

о а. 
в я я ч е о  и е а ио о о ове а о 

ащи е а и а их и о о их и е -

а и  о е иа ь о я  05.23.17 – «С ои-

е ь ая еха и а», 01.02.04 – «Меха и а 
е о и е о о ве о о е а» и 05.13.18 – 

«Ма е а иче ое о е и ова ие, чи е -

ые е о ы и о е ы о а ». С 2005 

о а яв я я ч е о  а ч о о Сове а Ро -

и о  а а е ии а хи е ы и ои е ь-

ых а  (РААС ) «П о а ые е ва 
в ои е ь ве и а хи е е». В 2007 о  

ы  и а  Поче ы  о е о о  МГС , а 
в 2008 – Поче ы  ч е о  РААС . 

Бы  а а е : в 1984 о  – Поче о  а-
о о  Ми в а СССР а ч  а ч  

а о , е о а и о ече ы о о о  е а-
ь  «За о и ые ехи в а ви ии а-
о о о хо я ва СССР» ВД Х СССР ( а 
а а о и в о а и САПР – ех о о иче-
ие и ии ое и ова ия ои е ь ых 
о и ); в 1997 о  – а ы  а-
о  «Поче ы  а о и  вы е о о а ова-
ия Ро ии»; в 2001 о  – Ди о о  Ме -

а о о  а о иа ии ои е ь ых вы -

их че ых аве е и , в 2007 и 2009 о ах 
– Ди о а и РААС . 

А е а  Бо и ович е  и  и и 12 е -

я я 2008 о а. 
 

 

2. А Ч - ЕДА ИЧЕ КАЯ  

ДЕЯ Е  

 

П о е о  А.Б. Зо о ов – и ве ы  че ы  

и е иа и  в о а и чи е ых, а а и и-

че их и чи е о-а а и иче их е о ов 
а че а ои е ь ых о и , а и  и 

оо е и   и о ь ова ие  вычи и е ь-
о  ех и и, а а е о ы ы  о а и а о  

в ов о  а и, и и а  а ое а ив ое 
ча ие в о о ов е и во и а ии а ч ых 
а ов. 
А.Б. Зо о ов а о я е ии в е  о е -

ио а ь о  ея е ь о и ы  ово и е-
е  а ч ых о е ивов, е о а о-
а щих и в а оящее в е я.  о ова  

 а ч  о  МИСИ – МГС  

«Чи е ое о е и ова ие и е о ы и-

а о  а е а и и в а ачах ои е ь -

ва», о е и я щ  че ых, и о о и ве -

ых, а  в Ро ии, а  и а е о . ов-
ое а ав е ие ея е ь о и о ы о о-
и  в а а о е а е а иче их о е е  и 

чи е ых е о ов е е ия ои е ь ых 
а ач. По  ово во  А.Б. Зо о ова и и 

е о е о е ве о  ча ии ащище ы 
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е ь о о их и о ее ва а и а и-

а их и е а и .  о а и ова  и -

и ова  е в щи  и о е о  

С . 

С е а а ч о  ея е ь о и А.Б. Зо о ова 
ы а о а оч о о и а. Вы е о а -

ое о а е ие о е ь ых ее а ав е и  

е ав е о и е. 
 

е о  ас и е о  (с а а о ) о лас-
и л  ос а ов и и а о си а ии 

аевых а ач асче а с ои ель ых о -

с и , а и  и соо е и . 

че и и: А еев В.И. [1], А и ов П.А. [2], 

А е еев Д. . [3], Бе ь и  В.Г. [4], Бе ы  

М.В. [5], Б охи а .С., Б а ов В.Е. [6], 

Ка ов Т.Б. [7], Ла ио ов А.В. [8], Ле е  

Е.С. [9], Ло а и ая Е.Л. [10], Ме ве ь о 
В. . [11], Ме ве ь о Д.В. [12], Мо а ева 
М.Л. [13], М ха ая .И. [14], Са ов .В. 

[15], Си о ов В. . [16], Ха и о ов В.А. [17], 

Ши и ая И.В. [18] и . 

С щ о ь е о а а и е о  ( а а -

о ) о а и а чае я в вы а о е е и-

о , е ави яще  о  ео е иче их и и-

иче их ха а е и и , о е а о о  а и и 

и хо о  аево  а ачи и ее и е о о 
а а о а, а а е  и в о ое ии е ив-
ых чи е ых а о и ов. 
ов ая и ея а а е о а ов и о а и 

о ои  в о е и е ии в ех ча е  и хо о  

о а ов и в о о  ав е ии  оо ве -

в щи и ве овы и ха а е и и а и. Д я 
о о и о ь я ха а е и иче ая 

ия а а ивае о  о а и   и ее 
ои во ые, о е о оче ые а а и е. 

П ь L  – и е е иа ь ы  а о о я-
е ы  о е а о  я и иче о  и е-
ы 2- о о я а и  M  ав е и  в о-
а ве N - е ых и , иче  

 

ADDL * ;   MED  ;  

  gradN  T

1 ]    ...    [ ,    (1) 

 

е ME  – е и ич ая а и а M - о о я а; 
  – а , о о ача щи  о е а и  я о о 
ои ве е ия а и . 

о ачи :   – ха а е и иче ая -

ия о а и  ; )( pГ    – е ь а- ия 
а и ы Г ; T

N ]    [ 1    – ве о  

в е е  о а и  а и е о а и  ; 

ME E ; * –  а , о о ача щи  о е-
а и  о я е ия; l  – о е а о  е е ве -

ых аевых ови , ADE

*l ; 

EAD **l ; ADD *0 L . По а а о, ч о 
и е  е о е щие о ов ые о е а-
о ые оо о е ия е о а а и е о  

о а и 

 

uLuu Г l 0L ;   )(0 uuuL Г *l L ;    

)( uuLuuL ГГ  *ll  .     (2) 

 

е о е ве о и  о  (2) выво я я 
о е а о ы аевых а ач  о а ова ы и 

ве овы и ха а е и и а и аевых о-
ви . Фо и е ые и о  о е а о ые 
о а ов и аевых а ач о  а а и-

ва ь я а о  о а я ще  о а и, ч о 
о о е о ва о я чи е о  еа и а ии. 

В о  ы е о о и е я ь е о  

а и е о  ( а а о ) о а и, во я-
щи я  а о е и  оо ве в щих 
а ач а е и о  още о , .е. а а -

о  о а и, а и е  я о о ь и е и и 

е. Э о о е чае  о ое ие иве -

а ь ых а о и ов е е ия и ае  во -

о о ь овы и ь е ив о ь их чи -

е о  еа и а ии ( а че  и е е ия ве -

о ых а о и ов я о е а и   а ива-
и). А о и а ия а а о  о а и 

о ои , а и е , в а а ии е и, о о о-
иче и вива е о  я о о ь о  а-
и  о а о , ч о ы о а а  о о ч е 
оо ве вова а оче а ия  о ии, 

.е. и хо о  о а и ( и . 1).  

 

Ра а о а и о а а  еали а и  е-
о ов е е и  ех е ых а ач с ои-

ель о  еха и и и еха и и ефо и-

е о о ве о о ела с ис оль ова ие  

о о ич ых а ос ых о хо ов 

че и и: Ле е  Е.С. [19]. 
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Ри . 1. П и е  вы о а а о и и ще  е и. 

 

Д я е е ия о е а о ых ав е и  о о 
и о ь ова ь а овые е о ы. Э о и о 
и е а ио ые о е ы, и о а о ые 
хе ы ( о в е е и) я е е ия е а ио-
а ых а ач. Их о щая а в о ов-
о  о е  ы ь е ав е а о о  

 

)(11 kkkk FLuBuu    ,            (3)  

 

е k  – о е  а а;   – и е а ио ы  а-
а е  и о а  о в е е и; B  – е и  

в о о а е ь ы  о е а о , ч а щи  

хо и о ь и е а ио о о о е а и о 
о е ечива щи  о чиво ь а о о  

хе ы; L  – и е ы  о е а о  а ачи; 

)( kk FLu   – евя а е е ия. 
В о ще  чае о е а о  B  и я о а ы-

ва ь вива е ы .  о е  ов е во-
я ь в  о ов е и ы  е ова и-

я . Пе вое – ы ь е оо а и ы , .е. ч о-
ы я ои во ь о о ве о а v  е о ( и-

и  а и е иче их е ви ) е а а ь 
а ача vBw  . В о ое – ы ь и и   и -

хо о  о е а о  L , .е. ч о ы е  

о е а о а LB 1  ы  и о   е и и е 
( ),(),(),( uuMuLuuBum   и 1/ mM ). 

Э о о е ечивае  а ое о иче во о е а-
и  я о и е ия хо и о и. В е о  

о я ие о о ич о и и е а ио о о о-
е а о е е яе я о щи и а а а и в е-
е и ЭВМ, о о ое в о ов о  о о ио-
а ь о ои ве е и  чи а и е а и  а о-
иче во а и е иче их е ви  я о -

о  и е а ии. По е ее, в во  оче е ь, 
ави и  а е о  о о и вычи е ия е-

вя и kk FLuv   и о ав и vBw 1 . В 

о  чае е о е ве ая еа и а ия 
о е а о ых а о и ов, иво ящая в е-
о е а а о  о а и  ве о ы  о е-
а ия , о во яе  во о о а  о и ь 
о е  че а а ЭВМ. В аче ве и е а и-

о ых е о ов е е ия ав е и  о  

и о ь ова ь я е о  а о и ова о о 
о е а о а, о е е е о- е о ь ы  е о , 

о о е оч ые е о ы и . . а и е , я 
е о а а о и ова о о о е а о а о е  

ои я о о а  (  – и е а ио ы  

а а е ). 

 










 B          

      

 B

B
M



1

;   е    N

p

s

p

s BB
1

;      

p

ss

ppp

s

p DaDEB * .      (4) 

 

Д я о аще ия о е а о а B  ео хо и о 
о е ова е ь ое е е ие а ач 

 
s

p

s

p

s

p ggB 1 ,      ss vg 0 ,     s

Ngw  ,     (5) 

 

о ще в яе ое и о о и ве ы  е о о  

о о е о  о о и. 

 

е оч ые ал о и ы фо и ова и  и 

е е и  аевых а ач асче а с ои-

ель ых о с и , а и  и соо е-
и . 

че и и: Си о ов В. . [16,20]. 

П и е е ии и е о  а ио а о  а ачи 

о е е ехо а  и е ы  о е а о ы  

ав е ия     о чае    и е    и е ых  
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Ри . 2. Дв х е оч ая а о и а ия. 
 

ав е и , о о ая в чае е о ь о  а -

е о и е ае я а а ы и е о а и 

и а Га а. Б а о а я и о ь ова и  а -

и е о  о а и и е я о  е и а -

и а и е ы и ее  чи о е оч  -

  е о ь и  о иче во  е евых 
иа о а е , оо ве в щих очеч о  

а о  и е о о о е а о а. По о , 

о и овав а ивы (ве о а) аче и  

их иа о а е , о о ь  о е е и  и -

хо  а и . А о и ы е оч о о   
е ав е ия   о е а о ов  о е ечива   

ы ое  о и ова ие и е о  и е ы 

 о ощь  ве о ых о е а и . Д я е е-
ия о их е и е ых а ач е о ь о  

а е о и ( а и е , в е ых) е -

ив ы  яв яе я оче а ие о оих а о о 
о хо а  е , ч о о и а  в е ы ще  

е, о а в аче ве о е а о а B  и -

о ь е я а и а ь о а. 
 

о осе оч ые ( ол и е а ио ые) е-
о ы и е о ы а е и ова и  л  асче а 
с ои ель ых о с и , а и  и со-
о е и . е о ы а е и ова и . о-
о ов евые е о ы. 

че и и: Бе ы  М.В. [5,21-22], Б а ов 
В.Е. [6,21-22], Са ов .В. [15]. 

М г ет ч ые ет ды. Пе ечи е ые в 
е ы щих ах и е а ио ые о е -

ы, а  ави о, хо о о хо я я а вы о-
оча о ых о ав я щих е е ия, оо -

ве в щих о а ь о  ове е и  -

и , и е оче ь хо о о а и оча о ых 
о ав я щих, о а а щих о а ь ое о-
ве е ие и . Э о иво и , а и е ,  

евы о е и  ови  ав ове ия о ече-
ия  и в е о   е о и е и  а а о  

оч о и. В о е в е я и оча о ые о-
ав я щие о а оч о хо о о а о и-

и я а о ее о  е е, е е и 

и хо ая. Э о иво и   ы и о во о -

о и и о ь ова ия я о е е е ия и -

оча о ых о ав я щих в о о а е ь-
о  о  е и, а о о о  чи о еи -

ве ых а о ь о е ь е, ч о о щее в е я 
е е ия а ачи оч и е ве ичивае я. Ме-
о ы, в о о ых и о ь е я о е ова-
е ь о ь е о ь их е о , а ыва я 
о о е оч ы и. И о и  и е  а их е-
о ов а о е е  чае –  и о ь ова-
ие  в х е о . 

П ь и ее я е о о ая о ия, я 
а че а о о о  а а а и хо ая е а, о -

а оч ая я а о и а ии. е е и  а 
о  е е о ее , о е и я щ  

о е о ь о ячее  и хо о  ( и . 2). 

Д я е е ия а ачи FLu   а и хо о  

е е и е и  о щ  хе   вива е -

ы  о е а о о  B . Д я е о о ое ия во -

о ь е я о  е о , а о о о  и -

хо ая а ача и е  ви  

 

000 FuL  ,   е   LQQL *

0  ;  FQF *

0  ,  (6) 
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Q  – о е а о  и е о я ии  о  е и 

а е ;  *Q   –  о е а о   е ия  е -

о  е и а , о я е ы  Q . 

Да ее ь D  – е оо а и ы  о е а о  

( а и е , иа о а ь ы , е о ь ы , 

а о и ова ы  и . .). П е ави  L  в 
ви е GDL  . 

е а о  B  о е е и  а  о е а о  а ачи 

 


 


000

0

 

 

FvL

FGQvDvBv
              (7) 

 

Д я ее е е ия ача а о е е яе я 0v  и  

в о о о ав е ия ( а ача а о  а е о-
и а о  е е), а а е  вычи яе я 

v  и  е во о ав е ия: 
 

)( 0

1 GQvFDv   .                (8)  

 

Хо о ая хо и о ь о о ых о е ов 
о о овывае я во о их и е а ых и -

оч и ах и о ве ае я и о о  вычи -

и е ь о  а и о . П и о ав е ии 

и о  а ачи а о  е е е о я а-
е ь о о ь ова ь я о е а о а и и е о-
я ии и е ия в о о  ы е. Та , а-
и е , и ь и хо  а ач  а  

е  о о и ова ие  о и ие ов 
в о е а о ых ав е иях о яче а  е -

о  е и. В а ах е о а а а о  о -

а и о о е ечивае  а ы  о о  а о-
и  е ия. 
Мет ды агрегир а ия. В о ове е о ов 
а е и ова ия е и  и ея а ио а ь о о 
вы е е ия и  а и ых о еч ых е е ов 
е о  е и о ее ых е е ов-
а е а ов. П и о  в ави и о и о  -

ы а е а а, ха а е а в е их и в -

е их вя е , о о е о е  ео е ии и 

и иче их во в а е иа а о е и е ие 
а и ых е е ов о е  о ще в я ь я 
о о о е ча о  и и о о е ча о  

хе е. 
М г ур е ые ет ды. М о о ов евые 
е о ы, о и, е ав я  о о  о -

и и ова ие е ечи е ых вы е о хо-
ов. 

 

Е и ы  ал о и  е е и  аевых а ач 

а ос ове е о а а ис ых ва иа и . 

че и и: А и ов П.А. [23-25], Бе ы  М.В. 

[5], Б охи а .С., Б а ов В.Е. [6], Ла ио-
ов А.В. [8], Ме ве ь о В. ., Ме ве ь о 
Д.В. [12], Мо а ева М.Л. [13], М ха ая 

.И. [14], Са ов .В. [15], Си о ов В. . [25-

26], Т и  С.И. [27], Ха и о ов В.А. [17], 

Ши и ая И.В. [18] и . 

Ра о и , а и е , а о и  е е ия 
е и е ых а ач ео ии о и а о -

ове е о а а и ых ва иа и .  

Ва иа ио ая о а ов а а ачи ео ии -

о и и ее  ви : 

 

min      ),(),(
2

1
)(    

dxuFdxu  , (9) 

 

е )(u  – ио а  е ии; u  – ве о -

ия е е еще и ; F  – ве о - ия 
авых ча е  ( а а); 

T]        [ 122211    – ве о - ия а-
я е и ; T]        [ 122211    – ве о -

ия е о а и ; Ω – о а ь о е е е-
ия а ачи; N – е о ь а ачи. 

а ь   а ивае я а о еч ые е е -

ы. В оо ве вии  е оч ы  а ие ие  

ио а  е ии а   о о е а-
ви ь в ви е ы ио а ов е ии а 
о еч ых е е ах: 

 
i

i uu )()( .                 (10) 

 

а а о  i-о  е е е во о яе  еи -

ве  ве о  и  u  и оо и а ы 

x , в ча о и, и е о в а о  а ав е-
ии, вво я и о  о а ь ые оо и а ы 

st  – о а ь ые оо и а ы: 

Nsts ,...,1,10  . Та ое во о е ие о -

е е яе  ве о - и  u  ее аче ия и в 
ах е и. С е ова е ь о, е е ие а ачи 

ео ии о и во и я  о е е е и  
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ве о а овых аче и  )(iuk . о ачи  

о а ь ы  ве о  овых аче и  glU . 

Д я е о о е е е ия е а ае я итераци-
ы  р це : 

 

0...;,1,0, 0)(1)()1(  
gl

k

k

k

gl

k

gl UkFAUU , 

                       (11) 

 

е kA  – а и а, о и ие ы о о о  
k

ijA  о е е я я а  

 

);/()](

)()(

)([

21

)(

2

)(

1

)(

21

)(





k

gl

j

k

gli

k

gl

ji

k

gl

k

ij

U

eUeU

eeUA





     (12) 

 
)(kF  – ве о  евя и, е е ы о о о о 
)(k

iF  вычи я я о о е 
 

;/)]5.0(

)5.0([

11

)(

1

)()(




i

k

gl

i

k

gl

k

i

eU

eUF




   (13) 

 ie е и ич ы  ве о : jii je ,)(  ; ji,  – 

и во  К о е е а; 1 >0 и 2 >0 вы и а -

я в ви е е о о о  о и о  ве ичи ы оче-
е о о и и е ия; ji,  – и е ы 

о о  е а ии; )(k

glU  – и и е ие  

glU  а k-  и е а ии. 

К и е и  о о ча ия и е а ио о о о е -

а ( max  а ае я):  
 

max

)0()( /  FF k .            (14) 

 

е о ы, св а ые с ло али а ие  и 

ф а е а ие , л  асче а с ои ель-

ых о с и , а и  и соо е и . 

 че и и: А е еев Д. . [3], Ме ве ь о Д.В. 

[12], Мо а ева М.Л. [25], Са ов .В. [15]. 

Мет ды раг е тации. е ече ие оч-
о и, а е о и, о о ич о и оо е-
и  в овиях ояв е ия овых а е иа-
ов, ове е вова ия о ив ых 

е е и  и ое и ова ии овых оо -

е и  и е о ии а ых иво и   

ео хо и о и чи е о о а че а а  о-
о е ия в е о , а  и о че ия е е ия 
овы е о  оч о и и ь в е о ь о  

( а о  ва о  и и о ича щи я о  и о-
во о ое а) а е е о ии. Ме-
о ы о че ия овы е о  оч о и во 
а е е о ии и и, ово я и аче, 
е о ы а е а ии о о а а ива ь 
а  е о о ое а и е ие о о е оч ых 
е о ов. Де о в о , ч о и и е е ии 

о о е оч ых а о и ов а а и е ча -

о ывае  о а оч о о ча ь е е ие вы-

о о  оч о и ( .е. а е е  а ы  е -

и  а о ) и ь в о о и е ь о е о ь-
о , а о  ва о  а е е о ии. 

Э о ае  во о о ь и е е ии а ачи 

а о е ова е ь о и е о  о ы а ь я 
ще ве о е ве ичива ь ее а е о ь 
и е ехо е о  е и  е е, ч о о во и  

е а ь о а оч о о ые а ачи а е -

о а ь ых о ь е ах а о  ощ о и. 

Та , а и е , а а о а  о и  и  во о -

ых о хо ов  о че и  о а ь ых е-
е и  вы о о о о я а оч о и во а -

е е о ии я и иче их а ач 
в о о о о я а. Да ы  о хо  ще ве -

о о ичае я о  а а о о, о ова о о 
а ще ии е и, е , ч о о во яе  и -

о ь ова ь о ь о е я  е , ч о 
ще ве о ощае  а о и ы о и о-

ва ия и е е ия. И ея е о а о овывае я 
а и ве о  и и е Се -Ве а а и ове-
е ии ои во о  о  а е а ь о  

ии. П е о е  е щи  и е и  

вы е а ия:  о е а а и ова о  оч о и 

а  ы и и овывае я а и  ои во -

о  о  а е а ь о  ии а е о  

е е, а ее а ивая и и ае я о а-
о  о а  о  е и. Та , е о а-
ая ачи ае  ов е во и е ь о о и ыва ь 
а и  ои во о  о  а е а ь о  

ии о о а ав ива ь а и  о ы 

вы е а ия ( и . 3). В аче ве чи е о  

о е и е а ае я о е а, вя а ая  о-
а ь ы     е е а е е е ие    а и   о  
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Ри . 3. Схе а а о и а ии в е о е а е а ии. 

 

а и ы о ы вы е а ия и о о ав е ие  

е ь а ов а че ов в о е а а и ова о  

оч о и я е о ь их ва иа ов а е е-
е ия а и, а и е , а а а а ая 
в ах о  е и и и е о и е о и-

ова ая а е  е . 

Мет ды л кализации. П и а че е ои-

е ь ых о и , а и  и оо е и  

аи о ее о а ы   о и ии оч о и яв я-
е я а я е ое о оя ие в е о ь о  о-
иче ве о , а  ави о, а а ее и ве ых. 
Ло а ь ы  а че  и ави ь о  вы о е 
е о а и а о и а иво и   е о  

е ь е и  о иче ва еи ве ых и вы-

чи и е ь о  а о ы. И ея о а ь о  е и 

о ои  в о , ч о о а ов о яе  о и а ь-
 а о и а и  и е о  а е -

а ь о  ии е о   и и а ь ы  о-
иче во  ов. По и, и е ая а-
е а ь ая ия  о и ии о о ще ых 

и  яв яе я е я и а ие  о и -

а ь о . По а а о, ч о о е ии ов а а-
 и а е ии о  ево  оч и, ч о о-
во яе  е а ь а а и иче ие о е и а и -

о иче о о ове е ия и е ых -

и . В аче ве о ов о о чи е о о ие а 
о ое ия и е о  а е а ь о  

ии е о е о е е ие а ачи Ди их-
е в о а оч о и о о  о а и и оо е-
е е ие ее а о и а ие  о и а ь о  

ии в а е ых оч ах. По о ь  а-
че ве ое ове е ие а е а ь о  

ии я о е а о ов Ла а а и ео ии 

о и ов а ае , о в е о е и и вы о  

а а о а ь о  е и о а оч о ве и а 
о ове а о и а ии е во . По ое  а-
е а иче и  а а а , и о ь щи  о-
и е и Ла а а ( еа ии вя е  а я -

е ие ии) и и е  а е -

а ь  и  я а а и иче о о и чи -

е о о и е ова ия в ия ия е о  

е и а ове е ие е е ия. Д я е е ия 
а ачи  и о ь ова ие  о а ь о-
ща щих я е о  и е я я е о  а-

и ых ва иа и  и е о  а и е о  ( а -

а о ) о а и. 

е и  а е и о е ие о о ов ево-
о ве в е -а а и а я чи е о о и е о-
ва ия о а ь о о а я е о-
е о и ова о о о оя ия ои е ь ых 
о и . П и о о ов ево  ве в е -

а а и е е е ие е ав яе я в ви е о -

о и ии о а ь ых и о а ь ых о о е , 

ч о о во яе  о е ива ь в ия ие а ич ых  
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Ри . 4. Схе а а о и а ии в е о е о а и а ии. 

 
Ри . 5. К вы о  а о и и ще  е и в е о е о а и а ии. 

 

(  оч и е ия о а и а ии) а о ов. а-
ывае я во о ы  о ои ь е о ь о о-
ее аче ве  а че  о е ь, о и 

в е и е о о ые о ив ые и е е ия. 
 

е о  ис е ых а ич ых ав е и  

л  асче а с ои ель ых о с и . 

че и и: Ка ов Т.Б. [7], Мо а ева М.Л. 

[13], Ши и ая И.В. [18]. 

Ме о  и е ых а ич ых ав е и  

(ДГ ) оче ае  о о и е ь ые о о ы е-

о а о еч ых е е ов (МКЭ) и е о а 
а ич ых е е ов (МГЭ). Ре е ие ае-

во  а ачи ои я в а ах о еч о е-
е о  а о и а ии. Та  е а  в МГЭ 

а ача во и я  и е е ав е и  о о и-

е ь о еи ве ых, о е о оче ых а 
а и е о а и, иче  о ве е ие яв я-

е я оч ы  и е е е  а о и а ии 

и я ых о е а о ов, . . в е о е а ии 

ои во я я а и е о  а е аиче о  

ов е. ов ое еи ще во ДГ  о 
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ав е и   е о о  а ич ых и е а ь-
ых ав е и  а чае я в о вии а-
е а иче их о е , вя а ых  а че-
о  е о о я а о и , и е щих 
в е ие ы и е ь и. Ра а о а ые 
е о ы о ие и ова ы а и о ь ова ие 
о ь е ов е е  ощ о и и е ав-
я я ще ве о о ее е ив ы и, 

че  а а ые о хо ы. 

 

е аль ы  е о  а ич ых ле е -

ов л  асче а с ои ель ых о с -

и . 

че и и: Мо а ева М.Л. [24,28], М ха ая 
.И. [14]. 

С е а ь ы  е о  а ич ых е е ов 
(СМГЭ) о ова  а   е а ь о  е ав-
е ии я е  и е а ь ых о е а о ов в ви е 

ы о ых и . СМГЭ о а оч о 
о е , а  а  и е о и о ь ова ии оо -

ве в щие и я ые я а, во в я о  

чае в яв о  ви е, о в , .е. ои -

хо и  е е ве ая е я и а ия а че  

о еч о о чи а ч е ов я а. Ме о  и ее  

о  о а  еа и а и  и е е-
е  о ь о о о е а а я и о ь е а. 

Э и о ои ва о во я , а и е , о -

а ь о еа и ова ь е о , иво ящи   а-
о о я е ы  а ич ы  ав е ия , ч о 
ае  я  выи ы е  и чи е о  еа и а-
ии ( и е ич ая и е а и е ых 
ав е и , во о о ь е ь и ь и и  

е ы и е ы и . .). СМГЭ ы  е о е  

А.И. е и ы  и Л.Г. Пе о я о  я 
ав е ия Ла а а и а че е о и , 

а о а о о ых о и ывае я а о  а е а-
иче о  о е ь .  

е ь  ове е ых А.Б. Зо о овы  и е о 
че и а и и е ова и  ы о а о а-
е ие о о е о а а е е ие а ач ео ии 

о и, а а е и е ова ие е о е -

ив о и, .е. а а и  во о ов хо и о и и 

оч о и. Выяв е о, ч о СМГЭ и ее  я  

е о а ов. Во- е вых, е о е о ь 
и ова ие я а Ф ье. Во-в о ых, о -

ве ые ии и е е иа ь о о о е-
а о а в яв о  ви е еи ве ы, в о в е я 

а  а е а ь ые ии я о ь-
и ва о е а о ов  о оя ы и о и-

ие а и и ве ы. Э о  е о а о  о а и-

чивае  о а ь и е е ия СМГЭ. В-

е ьих, и и и е ии а ыв о  -

ии я о  Ф ье в оч ах, и их  а ы-

в , а ае я яв е ие Ги а, .е. е -

а и ая  ве иче ие  о иче ва ч е ов 
я а о е о ь ве ичи о  18%. Е и 

че ь, ч о а а ивае ые в и е а ь ых 
ав е иях ии и е  ачо  а а-
и е, а аевые овия о и а я а  

е , о во и а  ще ве ые е я -

вия я чи е о о е е ия и е о а а и а. 
Ра а о а  я  е о ов а е ия а а -

ых о е о е  и о е ия хо и о и 

я ов Ф ье, иво яще   ще ве о  

о о ии вычи и е ь о  а о ы. По о ь-
 яв ы  ви  я о ве ых и  а-
ачи ео ии о и о в е , е о-
е о и о ь ова ие о а о о о е а о а 
ео ии о и а а а о  о а и а 
о ове о ве ых и , оо ве -

в щих о е а о  Ла а а. е и , ч о 
о ве ые ии е ь яв я я и о-
о е иче и и.  

 

е о ы о и и а ии о с и . 

че и и: Бе ь и  В.Г. [4]. 

Тео ия о и и а ии о  е о и е ых 
е  е ав яе  о о  а а ь ое а ав е-
ие в ое и ова ии о и а ь ых о -

и , ва ое в ео е иче о  и и а -

о  о о е иях. Да ое а ав е ие о -

чи о а ви ие в о , ч о о о и я  о ще  

а е а иче о  ео ии, а а и  ч в ви-

е ь о и о  и е е и  о е ых а ач 
о и и а ии о  в еха и е е о и е-
ых е . ехи в а ви ии а а ивае о-
о а ч о о а ав е ия ы и о е ече ы 

е е в е о о и е ия и в ео ии ва иа-
ио ых а ач  еи ве ы и а и а и, 

ео ии ва иа ио ых е аве в, е о ов 
е е ия ва иа ио ых а ач  о о о о -

и и вя я и, е о ов о еч ых е е ов, 
а а а а о о ще ых и . Ра о е ы 

а е а иче ие о а ов и а ач о и а ь-
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о о ое и ова ия о и , и е-
яе ые о еч о е е ые а о и а ии и 

чи е ые а о и ы о и и а ии, е -

ав е ы и е ы е е ия о е ь ых е -

овых и а иче и ва ых а ач а че а 
о и . 

 

Числе о-а али ичес ие е о ы асче а 
с ои ель ых о с и , а и  и со-
о е и . 

че и и: А и ов П.А. [2,23-25], Ле е  Е.С. 

[19], Ме ве ь о В. . 

До и ы  в ача е 21 ве а ове ь ощ-

о и ЭВМ и и е щи я в а е а е и -

е а и  а а и иче их а е а иче их 
е в, в оче а ии  а оо а ие  а е-
а иче их о е е , о во яе  ави ь а 
ове  я а ачи а а о и и и е ова-
ия а  а ывае ых чи е о-а а и иче их 
и и о а а и иче их е о ов, оче а -

щих аче ве ые во ва а ых е-
е и   о щ о ь  чи е ых е о ов. 
П е е а ие о хо ы ще вова и, ав-
ы  о а о , а и е о  ов е, а  а  

о ие и  а а о о  в а о  а ав е ии 

и о ы и е еа и е ы и а иче и и -

а о вия, о а е  е е, о о о и  е-
ечи е ых а о ов, и о, в о  и и и о  

е е, е чи ыва а ь вычи и е ь ая е-
и и а и ео хо и о ь о е ще  о -

ь е о  еа и а ии. По а а и иче ие 
е о ы о во я  о ча ь е е ия в а а-
и иче о  о е, о о в ще  ч-
е и  аче ва и е ова ия о е ов. 
а е ая  их о ощь  а и а ДС а -

вивае  и и и  а че чи а и о и а ие 
а о ы о и , ха а е а в ия ия а 
их а ич ых о а ь ых и о а ь ых а -

о ов. Э и о хо ы о о е о е ив ы в 
о ах аево о е а, а , е ча ь о-
ав я щих е е ия е ав яе  о о  

ы ои е я щие я ии, о о ь и -

е е ия о о ых е в е а о е  ы ь а е -

ва о ч е а а и ио ы и чи е ы и 

е о а и. а ь  и е е ия а а о-
а о  ы о а а и иче их е о ов 
яв я я о ии и оо е ия, в о о-

ых и ее я о оя во и и о-
ео е иче их ха а е и и  о о о  и  

оо и а ых а ав е и  ( а и, а и-

е и, о о е ые е и, о о ы, 

и ые а е ы, и ы, а и ы, о о-
оч и, вы о ые и о я е ые оо е ия, 
о ово ы, о и ы, е ь ы, е е в а ы 

и . .). Соо ве в щие е о ы а ва ы 

и е о- о и а ь ы и о о  ичи е, 
ч о о вы е яе о  а ав е и  о оя -

ва ха а е и и  (о ов ое а ав е ие) 
ох а яе я о и а ь ы  ха а е  а ачи 

и, оо ве ве о, а а и иче и  ви  о -

чае о о е е ия, в о в е я а  о о а ь-
ы  ои во и я и е и а ия о о и и 

и о о о а.  
и крет -к ти уал ы  ет д к еч ых 
ле е т . В и е о- о и а ь о  е-
о е о еч ых е е ов (ДКМКЭ) еа и о-
ва а и ея, ч о е е ие а ачи а че а о -

ии и и оо е ия  о оя ы и и-

и о- ео е иче и и ха а е и и а и о 
о о  и  а ав е и  в а ах е о а о-
еч ых е е ов (МКЭ) о е  ы ь о -

че о в а а и иче о  о е в о ь а о о 
а ав е ия. П еи ще ва и ДКМКЭ а -

е яв я я: о и е ие а е о и и 

чи е о  е е ии, о вие а иче-
их о а иче и  а и  о е ов о о -

ов о  а ав е и  и е ив о ь в о-
ах аево о е а. По е о и ов и 

о е а о ых и ва иа ио ых о а ово  

аевых а ач  ив ече ие  е о а а и-

е о  о а и а а е чи е о  еа и а-
ии ДКМКЭ а а ивае ая о ия 
а ивае я а и е о- о и а ь ые о-
еч ые е е ы (ДККЭ) ( и . 6). 

и крет -к ти уал ы  ет д гра ич-
ых ле е т . В о ове и е о-
о и а ь о о е о а а ич ых е е -

ов (ДКМГЭ) е а  а ич ые ев о и -

е е иа ь ые ав е ия. Соо ве в -

щие ев о и е е иа ь ые о е а о ы 

а о и и я и е о  ив ече и-

е  а а и а Ф ье и и ве в е -а а и а. П е-
и ще ва ДКМГЭ е е  и и е о а и 

чи е о о о е и ова ия – в а ое о- 
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Ри . 6. П и е  хе ы и е и а ии о ии в а ах ДКМКЭ. 

 

 

Ри . 7. П и е ы и е о- о и а ь ых о е е  а и  в ДКМГЭ. 

 

и е ие а е о и а ачи ( и е и и -

е я е в я а че ая о а ь, а о ь о а-
и а ее о е еч о о ече ия, .е. е ае я, 
о и, о о е ая а ача и а ае я и ь 
а  о о ), во о о ь ове е ия 
е а ь о о а а и а о е ь ых о , о-
ще ы  а  о о ов и а ых, а о и -

иче ая о о а и вы о ая е е ь и-

ве а ь о и. Ра а о а ы ва ва иа а 
ДКМГЭ – е я о  и я о , е я о , а  

и в а а о  е о е а ич ых е е -

ов, и е яе я е о ь о и е я о о. 
а а ии чи е о  еа и а ии а и а 
о е а а о и и е я а а е  и -

е о- о и а ь ых а ич ых е е ов 
( и . 7). 

и крет -к ти уал ы  ариаци -

раз т ы  ет д. Ди е о-
о и а ь ы  ва иа ио о- а о ы  е-
о  (ДКВРМ) о во яе  оче а ь о о  и 

а я о ь о еч о- а о ых е о ов  

еи ще ва и ва иа ио о  о а ов и 

( е ь и  о я о  ои во ых и ав о а и-

че ое  ов е во е ие  е е ия  о ов ы  

(е е ве ы )  а ич ы  овия )  о о  

о о ы и очеви ые о ои ва а а и иче-
о о е е ия  о . И о ь ова ие 

ДКВРМ о во яе  ав и е ь о о о о -

чи ь и е  о е а о  о и ов  
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а ачи о а ав е ия  е оч о  а о и-

а ии, в е е ов о я щ  ее и хо  

о а ов . В а ах ДКВРМ оо е ие 
а ивае я а и е о- о и а ь ые е-
оч ые е е ы (а а о ич о ДКМКЭ). 

Мет ды т ч г  а алитиче к г  реше ия 
г т чеч ых крае ых задач тр ител -

 еха ики. Ди е о- о и а ь ые е-
о ы а че а оо е и  во я я в вое  

о е оч о  и о е  е е и  о о о-
чеч ых аевых а ач (МКЗ) ои е ь о  

еха и и. По  МКЗ о и ае я а ача  

«в е и и» а ич ы и овия и, .е. 
ово о ь о ыч ых аевых а ач, а -

а ивае ых а о а ях, и е щих о щие 
а и ы. Сов е о  П.А. А и овы  а -

а о а ы о чивые а а и иче ие « е а-
е и о ы е о о и а», чи ыва щие 
е и и  ои е ь ых а ач и яв я щие-
я о е о  а ь е а иво  е о  а-
ча ь ых а а е ов. Т а и ио ая о а-
ов а МКЗ я и е ы о ы ове ых 
и е е иа ь ых ав е и  ( Д ) е во-
о о я а  о оя ы и о и ие а и 

и ее  ви : 

 


1

1

b

1k

)1( ),(   ,


  kn

k

b

k xxxfyAy ;      (15) 

 
;1 ..., 2,=                                            

 ,)0( )0( 


 

k

kk

b

kk

b

kk

nk

ggxyBxyB
(16) 

 
kkk n

b

nn

b ggxyBxyB 111 )0( )0( ,  (17) 

е Txyxyxyxyy ])(   ...   )(   )( [)( n21  – и -

о ая n- е ая ве о - ия; 
T

nfxfxfxff ] (x)   ...   )(   )( [)( 21  – а а -

ая n- е ая ве о - ия авых ча е ; 

k

b

k nkx  ..., 1,=   ,  – оо и а ы а ич ых о-
че ; A – а и а о оя ых о и ие ов, 
ва а ая n- о о я а; +

kk BB  ,  и 
kg , 

kg  – 

а и ы а ич ых ови  n- о о я а и 

n- е ые ве о ы авых ча е  а ич ых 
ови . 

В хо е ове е ых в е о о их и е о-
ва и  выяв е ы е щие аче ве ые 
о о е о и а и ы A: 

1. Ма и а A яв яе я « е о », .е. о о-
е ие ее а и а ь о о о ве о о 
чи а  и и а ь о  ( о о ) яв я-
е я о ь и  чи о : 

 

M ||/|| minmax  ,   е   М – о ь ое чи о,  
  (18) 

 

и о  « е о ь» а и о иче и 

во а ае ; 

2. Де ви е ь ые ча и о ве ых чи е  

и е  а ые а и; 

3. В е а ь о  а о е ии а и ы A 

и в  о а овы е и и и-

ое и е ые ( о евые) ве о а,  и  

о   о и  оо ве в  евы  о -

ве ы  аче ия ; 

4. а а ые о а овы е и и е  о-
еч ы  ви  и а иче и е ави я  о  

о ы е и и е о- о и а ь ых 
е е ов, а о и и щих « о е-
еч ое» ече ие о ии; 

5. П и е е ии а иче их а ач а че а 
ои е ь ых о и  и оо е и  

и е а (15) а чи ывае  о ь ое чи о 
ав е и  ( е о ь о ы яч). 

С ова « оч ое а а и иче ое е е ие» о -

ача , ч о е е ие ище я е в я ах, а а 
о ове о ое ия а а и иче их и  

о  а и ы. Ч о а ае я я ов, о в е а 
во и а  во о ы их еа ь о  хо и о и, 

и о, а  ави о, е ае  а а ии е -

о о е е ия в аи о ее ва ых чаях. 
По ое ие оч о о а а и иче о о е е-
ия в а и ио о  о е ( а и е , в 
а ах е о а ача ь ых а а е ов) и-

во и   а иче и е еа и е ы  вычи -

е ия . В е в  оче е ь о во и ае  и -

а а ичия в е а ь о  а о е ии -

о е иа ь ых и   о о и е ь ы и 

а е а и ( а ая ия в и а о  

а е а и е а ывае я «вычи и е ь о  а-
а о о » и е еа и е я а ЭВМ). Д -

ая о е а вя а а  а ичие  и ое и-

е ых ве о ов и о а овых е о  (и е-
е я в ви  ее и ич о о о я а) в о а-
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ово  а о е ии а и ы A, о о ое и е-
е  ви : 

 
1-T J TA  ,   е   } ..., , ,{ 21 uJJJJ  ;    

pp mJ dim ;     (19) 

 

T – евы о е ая а и а, о а и о-
о о  яв я я о ве ые и о евые 

( и ое и е ые) ве о ы а и ы A; J – 

а и а о а а; pJ  – о а ова е а, 
оо ве в щая о ве о  аче и  p; u – о щее о иче во а ич ых о -

ве ых аче и . 

В а оящее в е я ще в  ощ ые а -

о и ы вычи е ия о ве ых аче и , 

о, е ще в е  и о о о чи е о о -

чиво о е о а вычи е ия о а ово о а -

о е ия в о ще  чае, еа и а ия е 
«чи о ео е иче их» о хо ов иво и   

а о е и  е о и ых о е о е .  

Д я е о а ии е и и и а ачи (19) 

о о е ави ь в ви е: 
 

,

~

~

~

                         2

2

12

11

2

12

1121211

1

T

                     T 

                    T 

                    T 

 

   J              

       
  J      

 J   T

 

    T   T

A  
 

T






































 

      (20) 

 

е 11T , 11

~
T  – оо ве ве о а и ы, о е -

ащие авые и  евые  о ве ые ве о ы, 

оо ве в щие е евы  о ве ы  

аче ия  а и ы A   ео и а е ь ы и 

е ви е ь ы и ча я и; 12T , 12

~
T  – о е е-

евы  о ве ы  аче ия  а и ы A  

о и а е ь ы и е ви е ь ы и ча я и; 

2T , 2

~
T  – оо ве ве о а и ы, о е а-

щие « авые» и « евые» о ве ые и и-

ое и е ые ве о ы, оо ве в щие -

евы  о ве ы   аче ия   а и ы  A ; 

11J , 12J  – иа о а ь ые а и ы о а а, 
о веча щие оо ве ве о е евы  о -

ве ы  аче ия   ео и а е ь ы и и 

о и а е ь ы и е ви е ь ы и ча я и; 

2J  – ва и иа о а ь ая а и а о а а, 
о веча щая евы  о ве ы  аче и-

я ; а и ы 11

~
T  и 12

~
T  о е е я я и  е-

е ия ево  о е ы о ве ых аче-
и . 

Ра а о а ая е о и а ча ич о о о а-
ово о а о е ия о ои  в а о е ии 

а и ы о и ие ов A а  о е а о а и 

вве е ии ех о о а в. Пе вое о -

о а во о вечае  о ве ы  ве о-
а , оо ве в щи  е евы  о ве -

ы  аче ия   ео и а е ь ы и е -

ви е ь ы и ча я и, в о ое – о ве ы  

ве о а , оо ве в щи  е евы  о -

ве ы  аче ия   о и а е ь ы и е -

ви е ь ы и ча я и, е ье − о ве -

ы  и и ое и е ы  ве о а , оо ве -

в щи  евы  о ве ы  аче ия . 

Вычи е ие ое о ов а е вые ва о -

о а ва о ще в яе я а че  о е е-
е ия авых и евых о ве ых ве о ов 
а и ы о и ие ов, о о ое ои во-
и я о о чиво  а о и . И ы и 

ова и о ов е е о е ае я евая и а-
вая о е ы о ве ых аче и , ч о яв-
яе я оче ь ще ве ы  ие о  я о-
че ия о еч о о е ь а а. П ое о  а 
о о а во о ве ых ве о ов, о -

веча щих е евы  о ве ы  аче и-

я , о е е иа ь ых о и ово  о ве -

ых аче и  и о ве ых ве о ов о е  

ы ь о е е е  о о : 

 

1

1

1111

~
)

~
( TTTTP  .                    (21) 

 

Т е ье о о а во яв яе я о о и-

е ь ы   в  е вы  и е ае я в е-
иа ь о  о ое ии ое о а.  ахо и я 
а  а о ь о е ве о о о е а о а  е -

вы  ое о о , о о о  о  о о о а е : 

 

12 PEP  .                        (22) 
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Та и  о а о , ча ич ое о а ово а о-
е ие  и ее  ви : 

 

21 AAA  ,   е    1111

~
TJTA  ,  12 AAA  . 

                  (23) 

 

Ра а о а ы  е о  оч о о а а и иче о-
о е е ия а ачи (15)-(17) о ова  а и -

о ь ова ии а е а ь о  а и ы-

ии, о о ая ои я в е о о о  е-
иа ь о  ви е, и ча ще  о е и-

а ь ые ии  о о и е ь ы и а е -

а и. а о о а ве, о веча ще  о -

ве ы  и и ое и е ы  ве о а , оо -

ве в щи  евы  о ве ы  аче-
ия , вы о яе я я ое о ое ие е е-
ия: 

 

]
!

)[0,(
~

)(~)(
1

1

22101

max


 m

k

k
k

A
k

x
PxTxTx  , (24) 

е 





0;)(Re   ),( 

0)(Re   ),( 
),(

p

p

p x

x
x 

  

   
 

0;   0, 

0   ,1 
)(

x

x
x     (25) 

)};exp(),(   ...,                                 

  ),exp(),({)(~
110

xx

xxdiagx

ll  
 

i
ui

mm 
l
maxmax

;                    (26) 

 

е и , ч о а в аво  ча и (24) о-
е и  е о ее че ы ех ч е ов и оо ве -

в е  о и о иа ь о  (« а оч о ») ча и 

е е ия. 
щее е е ие а ачи а ои во ь о  и -

е ва е ),( 1

b

k

b

k xx   и ее  ви : 

 

),,(                                             

 ,))()(()(

1

1

b

k

b

k

kk

b

k

b

kk

xxx

fCxxxxxY




 
(27) 

 

е kC  – ве о  и о ых о оя ых о -

и ие ов n - о о я а; 
 

)()()( 1

b

k

b

kk xxxxxE   ;   kk fxS  )( , 

                       (28) 

),,()()( 1

b

k

b

kk xxxxfxf   ;    










).,(   0, 

),(   1, 
),,(

1

1
1 b

k

b

k

b

k

b

kb

k

b

k
xxx

xxx
xxx     (29) 

 

Ко и ие ы в (27) ахо я я и  а ич-
ых ови  (16)-(17). 

Та е а а о а  е о  оч о о а а и иче-
о о е е ия МКЗ я и е  Д  в о о о 

о я а, о о ы  в я е чаев е оч и-

е ь о и о ь ова ь, а и е , и а че ах 
и  ( и . 8). 

В а че ии о е и , ч о А.Б. Зо о овы  

ов е о  П.А. А и овы  в е вые ы и 

о ое ы яв ые оч ые а а и иче ие е-
е ия о о очеч ых аевых а ач а че а 
ои е ь ых о и  я и е  

о ы ове ых и е е иа ь ых ав е-
и  е во о и в о о о о я ов. Э о о ова 

« о ы е о о» е а е я, еа и е о о в 
о а ых о е ах. 

 

 

3. ЫЧИ И Е АЯ ДЕЯ Е  

 

Вычи и е ь ая ея е ь о ь А.Б. Зо о ова 
о е ова е ь о охо и а в В  ИИСК 

и . В.А. К че е о, В  МИСИ и . В.В. К -

ы ева, о о ое о  во ав я , а а е е 
и о а и и и и а о  а е а и и МИ-

СИ-МГС , е о а о о ае я и в а оя-
щее в е я. В ече ие в е  вое  о о и-

е ь о  а ч о- е а о иче о  ея е ь о и 

о  яв я я и яв яе я о ов ы  о ь а -

о  и и а ы  е о  о чи е ы  

е о а  в а а ых о а и а иях. И  и е о 
о и а и вы о е  я  ых а ч-
ых а о  и е е ы о и а иче и ва -

ых а ач, вя а ых  а че а и о о е -

ых о и , а и  и оо е и , а 
а е  еа и а ие  о хо ов, о ова ых 
а овых и иче их о а ов ах, чи ы-

ва щих еа ь ые о о е о и и во ва 
ов е е ых о ио ых а е иа ов. 
Вы е о е о ы  е ече ь е ечи яе-
ых е ь а чи а ых о е ов в чае  

аво  Ка АЗ в а е е ых че ах; о е   
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а)   

)    

Ри . 8. Ди е о- о и а ь ая а о и и щая о е ь и ы: а) – в а ах ДКМКЭ; 

) – в а ах ДКРМ. 

    

   
Ри . 9. П и е ы е е ых а ач. 
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а и  а Ка и и о  о е е в . Мо -

ве; еа о ы АЭС; о ые о о очеч ые о-
ы ия о ы е ых и а а их а-
и ; ы и, и е яе ые в о а е ь ых 
а иях а ич о  а о и; ы и о о  

а а а о о а ых а и ; ех е ые 
о о ча ые о ии; о о ы; а чи и 

ав е ия; о е ы е е о о о о о хо я -

ва; о и ы (в о  чи е  че о  а овых 
е ехо ов, вя а ых  о е а ие ); -

а е ы; о а вы о о о ав е ия (в о  

чи е а и овые во е вия о е о а и-

о о  ео ии а ич о и); о о оч и и а-
и ы ( о ех иче и  ео ия , чи ыва -

щи  ви овые ха а е и и и и е и е о 
 а о  а е иа а); о ии и  

е и ае ых а е иа ов; е е о е о ые 
и ы (в о  чи е о ео ии .И. Ка е -

о); ео о о ые о о а ва о е-
иче и и о о я и; о е ые а ия 
о о а и е ь ых а и  ( а че  е о а я-
е о о о оя ия); е е а ые о я 
ГЭС; ео о о ые о о о и и  а -

ич ых а е иа ов и о е и  в е и  

е ие ; о о о ые а и ы и  а о е-
е а (в ча о и, о о е и Г.А. Ге иева); 
о е че ые а е и-о о оч и К С (  че-
о  ов е о  а о ы  е а и и е о а-
и  ви а о о щи е); о о о ые а -

ые о о оч и  е и  а о и е е ; е-
овые а е и  ве ы и ое а и; в х-
о о ь ые а е и о  и е и; а а и о  

о о ы; о е ы е о о и е а и . . ( ., 

а и е , и . 9). 

 

 

4. Е Д АР Д АЯ ДЕЯ Е  

И ИКАЦИИ 

 

А е а  Бо и ович – ав о  и оав о  5 о-
о а и , 7 че ых о о и , о ее 270 а-
ч ых и че о- е о иче их и а и . 

Э о, в ча о и, о о а ии «По а ов а и 

а о и а ия аевых а ач е о о  а -

и е о  о а и» (МГС , 1992 о ), « е о-
о ые а а и и о-чи е ые  е о ы  е е ия  
аевых  а ач  ои е ь о  еха и и» 

(АСВ, 2004 о ; в 2007 о  о ое а Ди о-
а РААС ), «П а иче ие е о ы а че а 
ои е ь ых о и . Чи е о-

а а и иче ие е о ы» (АСВ, 2006 о ), 

«Ма е а иче ие е о ы в ои е ь о  

еха и е (  о ова и ео ии о о ще ых 
и )» (АСВ, 2008 о ; в 2009 о  о-

ое а Ди о а РААС ). Ря  еча ых а о  

ав о а о чи и и о  е а о  

и ве о ь и а е ое и а ие. 
А.Б. Зо о ов ве  а ив ое е а о ое 
о иче во  о е а и и  иве и е-
ов, и е ова е ь их и ое ых о а и-

а и  Ге а ии, По ь и, С ова ии, США, 

аи ы и их а , вы ае  а е-
о   е ия и и а ч ы и о а а и. А.Б. 

Зо о ов вхо и  в е а ио ые о е ии и 

ове ы о их о и их е ио иче их 
еча ых и а и , а  2003 о а а и а  

о  а е и е я ав о о е а о а е -

а о о о а а International Journal for 

Computational Civil and Structural Engineering. 

 

 

5. ЧЕ - Е ДИЧЕ КАЯ 

ДЕЯ Е  

 

С а  а о ы в МИСИ-МГС  о ави   

А.Б. Зо о ова о ее 30 е .  яв яе я о -

ово о о и о  ов и че ых а ов 
о я  че ых и и и  («и о а и-

а», «чи е ые е о ы», «вычи и е ь ая 
еха и а», «а о и иче ие я ы и и о-
а и ова ие», « а е а иче ие о е и 

а че а оо е и » и .), е о авае ы  

е а , а и а а  и о и а  

МГС . А.Б. Зо о ов и и а  ча ие в 
а а о е е о иче о  о е а ии о 
в  овы , и а ь ы  я В Зов ои-

е ь о о о и я, е иа ь о я : 073000 

(230400) «П и а ая а е а и а» и 553300 

(150300) «П и а ая еха и а». Чи ае ые 
А.Б. Зо о овы  ы е и  и о о и -

ве ы а ч о  о ще ве о и и е о а-
ва е я  вы их че ых аве е и , о о-
ые охо и и овы е ие ва и и а ии в 
МГС .  
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А.Б. Зо о ов а е о ще в я  ово во 
овы и и и о ы и а о а и а  я 
е ов МГС , а  и и ых В Зов, в ча о-

и, МГ  и . М.В. Ло о о ова, Мо ов о о 
о а ве о о и и а е о и и и а-
е а и и, Д е о е ов о о а ио а ь о о 
иве и е а и . 
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