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Аннотация: Как известно, постановка многоточечной краевой задачи включает три основные составля-
ющие: описание области, занимаемой конструкцией и соответствующих подобластей; описание условий 
внутри области, т.е. внутри соответствующих подобластей; описание условий на границе области, т.е. 
условий на границах «стыковки» подобластей. Данная статья является продолжением другой, опублико-
ванной ранее работы, в которой рассматривались постановка и общие принципы аппроксимации много-
точечной краевой задачи статического расчета балки-стенки на основе совместного применения метода 
конечных элементов и дискретно-континуального метода конечных элементов. Отметим, что аппрокси-
мация в пределах фрагментов конструкции, имеющих регулярные физико-геометрические параметры по 
одному из направлений, целесообразно проводить на основе дискретно-континуального метода конеч-
ных элементов (ДКМКЭ), а для аппроксимации всех остальных фрагментов следует использовать стан-
дартный метод конечных элементов (МКЭ). В настоящей публикации приводятся адаптированные для 
алгоритмической реализации формулы определения перемещений, производных от перемещений, де-
формаций и напряжений в рамках конечноэлементной модели (причем как в пределах конечного элемен-
та, так и соответствующие узловые значения с учетом осреднения), проводится анализ вариантов усло-
вий стыковки на границах подобластей (соответственно дискретных моделей и дискретно-
континуальных моделей и условия типа «шарнирное опирание», «свободных край», «идеальный кон-
такт» (в общей сложности выделено двенадцать основных (базовых) вариантов стыковок, к которым сво-
дятся большинство возникающих на практике условий)), для каждого из таких случаев представлены 
адаптированные для алгоритмической реализации формулы вычисления элементов соответствующих 
матриц коэффициентов и векторов правых частей.  
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Abstract: As is well known, the formulation of a multipoint boundary problem involves three main components: 
a description of the domain occupied by the structure and the corresponding subdomains; description of the con-
ditions inside the domain and inside the corresponding subdomains, the description of the conditions on the 
boundary of the domain, conditions on the boundaries between subdomains. This paper is a continuation of an-
other work published earlier, in which the formulation and general principles of the approximation of the multi-
point boundary problem of a static analysis of deep beam on the basis of the joint application of the finite ele-
ment method and the discrete-continual finite element method were considered. It should be noted that the ap-
proximation within the fragments of a domain that have regular physical-geometric parameters along one of the 
directions is expedient to be carried out on the basis of the discrete-continual finite element method (DCFEM), 
and for the approximation of all other fragments it is necessary to use the standard finite element method (FEM). 
In the present publication, the formulas for the computing of displacements partial derivatives of displacements, 
strains and stresses within the finite element model (both within the finite element and the corresponding nodal 
values (with the use of averaging)) are presented. Boundary conditions between subdomains (respectively, dis-
crete models and discrete-continual models and typical conditions such as “hinged support”, “free edge”, “per-
fect contact” (twelve basic (basic) variants are available)) are under consideration as well. Governing formulas 
for computing of elements of the corresponding matrices of coefficients and vectors of the right-hand sides are 
given for each variant. All formulas are fully adapted for algorithmic implementation. 
 

Keywords: discrete-continual finite element method, finite element method, structural analysis,  
two-dimensional problems, formulation of problems, approximation, multipoint boundary problem 

 
 
1. ЛОКАЛЬНАЯ СИСТЕМА  

КООРДИНАТ В ПРЕДЕЛАХ  
КОНЕЧНОГО ЭЛЕМЕНТА.  
ВОСПОЛНЕНИЕ НЕИЗВЕСТНЫХ 

 
Рассмотрим произвольный ),,( jik -й конеч-
ный элемент (рис. 1.1). На элементе вводится 
локальная система координат (координаты 1t  
и 2t ), при этом ]1 ,0[   1]; ,0[ 21  tt . 
Имеет место следующее соответствие гло-
бальных и локальных координат узлов эле-
мента: 
 

)0 ,0(      ) ,( ,,2,1 jki xx ;             (1.1) 
)0 ,1(      ) ,( ,,21,1  jki xx ;            (1.2) 
)1 ,0(      ) ,( 1,,2,1 jki xx ;            (1.3) 
)1 ,1(      ) ,( 1,,21,1  jki xx .           (1.4) 

 
Пусть Tttt ]     [ 21  и Txxx ]     [ 21  – векторы 
координат произвольной точки дискретно-
континуального конечного элемента в ло-
кальной и исходной глобальной системах 
координат. 
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Рисунок 1.1. Переход к локальной системе координат на конечном элементе. 

 
 
Формула преобразования координат на эле-
менте (рис. 1.1): 
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Поясним, что 
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Здесь ),,( jik

nx , ),,( jik
nt  – векторы координат 

),,( jik -го узла элемента в глобальной и ло-
кальной системах координат соответственно. 
Формула восполнения перемещений на эле-
менте [1-3]: 
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(верхний индекс « )(k », следуя [1-3], здесь и 
далее соответствует номеру рассматриваемой 
подобласти, т.е. fe

kk   ). 
Функциональная матрица ),( 21 tt  имеет вид: 
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Формула вычисления определителя: 
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Матрица Якоби ),( 21,, ttjik , определяемая 
формулой 
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2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ЧАСТНЫХ  

ПРОИЗВОДНЫХ  
ОТ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ, ДЕФОРМАЦИЙ 
И НАПРЯЖЕНИЙ В ПРЕДЕЛАХ  
КОНЕЧНОГО ЭЛЕМЕНТА 

 
Частные производные от перемещений по 
переменным 1t  и 2t  определяются по следу-
ющим формулам: 
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Формула определения частных производных 
от перемещений по переменным 1x  и 2x  
имеет вид: 
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Формула для компонентов тензора деформа-
ций на элементе (в рамках двумерной теории 
упругости [4-21]): 
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Формула для объемной деформации [1-3]: 
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Формула для компонентов тензора напряже-
ний на элементе [1-3]: 
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где qp,  – символ Кронекера, 
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3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРИВЕДЕННЫХ  

К УЗЛАМ КОНЕЧНОГО ЭЛЕМЕНТА 
ЗНАЧЕНИЙ НАПРЯЖЕНИЙ  
И ДЕФОРМАЦИЙ С УЧЕТОМ 
ОСРЕДНЕНИЯ 

 
Введем обозначения [22]: 
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Уточним, что в каждой из рассмотренных 
выше формул при 0,, jik  будем иметь 

0,, jik . 
Приведем ниже формулы для определения 
напряжений и деформаций в узлах дискрет-
но-континуальной модели (ниже всюду 

2 ,1p  и 2 ,1q ). 
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– «левая вертикальная граница» 
( 1 ..., 3, ,2   ;1 ,2  kNji ) 
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– «правая вертикальная граница» 
( 1 ..., 3, ,2   ; ,21  kNjNi ) 
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– «нижняя горизонтальная граница» 
( 1   ;1 ..., 3, ,2 1  jNi ; 1j ) 
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– «верхняя горизонтальная граница» 
( kNjNi ,21    ;1 ..., 3, ,2  ) 
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– «угловые узлы  границы» 
в случае 1  ,1  ji  имеем: 
 

1,1,
)1,1,(

,1,1,
)1,1()(

, )0,0(][ k
k
qpk

k
qp   ;      (3.29) 

1,1,
)1,1,(

,1,1,
)1,1()(

, )0,0(][ k
k
qpk

k
qp   ;       (3.30) 

 
в случае 1  ,1  jNi  имеем: 
 

1,1,
)1,1,(

,1,,
)1,()(

, 1

1

1

1 )0,1(][  Nk
Nk

qpNk
Nk

qp  ;   (3.31) 
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1 )0,1(][  Nk
Nk

qpNk
Nk

qp  ;  (3.32) 
 
в случае kNji ,2  ,1   имеем: 
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в случае kNjNi ,21   ,   имеем: 
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 (3.36) 

 
 
4. АНАЛИЗ ВАРИАНТОВ УСЛОВИЙ 

СТЫКОВКИ 
 
В практических приложениях наиболее часто 
встречаются следующие варианты стыковки 
на границах подобластей (1.6) из [1]: 
1) стыковка вида «дискретно-континуальная 

модель – дискретная модель», «внутрен-
нее» условие типа «идеальный контакт»; 

2) стыковка вида «дискретная модель – дис-
кретно-континуальная модель», «внут-
реннее» условие типа «идеальный кон-
такт»; 

3) стыковка вида «дискретно-континуальная 
модель – дискретно-континуальная мо-
дель», «внутреннее» условие типа «иде-
альный контакт»; 

4) стыковка вида «дискретная модель – дис-
кретная модель», «внутреннее» условие 
типа «идеальный контакт»; 

5) стыковка вида «внешняя граница – дис-
кретная модель», условие типа «шарнир-
ное опирание»; 

6) стыковка вида «внешняя граница – дис-
кретная модель», условие типа «свобод-
ный край»; 

7) стыковка вида «внешняя граница – дис-
кретно-континуальная модель», условие 
типа «шарнирное опирание»; 

8) стыковка вида «внешняя граница – дис-
кретно-континуальная модель», условие 
типа «свободный край»; 
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9) стыковка вида «дискретная модель – 
внешняя граница», условие типа «шар-
нирное опирание»; 

10) стыковка вида «дискретная модель – 
внешняя граница», условие типа «сво-
бодный край»; 

11) стыковка вида «дискретно-континуальная 
модель – внешняя граница», условие типа 
«шарнирное опирание»; 

12) стыковка вида «дискретно-континуальная 
модель – внешняя граница», условие типа 
«свободный край». 

Разумеется, возможны и иные варианты сты-
ковок, однако подобного рода варианты, так 
или иначе, как правило, сводятся к некоторым 
сочетаниям вышеперечисленных двенадцати. 
Рассмотрим далее алгоритмы задания гра-
ничных условий в каждом из указанных две-
надцати вариантов стыковки на границах по-
добластей [1-3].  
 
 
5. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА  
«ДИСКРЕТНО-КОНТИНУАЛЬНАЯ 
МОДЕЛЬ – ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ» 
(«ВНУТРЕННЕЕ» УСЛОВИЕ ТИПА 
«ИДЕАЛЬНЫЙ КОНТАКТ») 

 
Пусть в некоторой граничной точке 

b
b

k nkx 1   ,,2  имеет место стыковка подоб-

ласти dc
k 1  с дискретизацией в рамках 

ДКМКЭ ( 21 k ) и подобласти fe
k  с дис-

кретизацией в рамках МКЭ ( 1k ). 
В сечении b

kxx ,22   следует задать условия 
( 14N  уравнений) идеального контакта вида 
[1-3]: 
 

1   , ..., 2, ,1   ,)0( 1
),,(

1,2
),1(

1  jNiuxu jikb
k

ik ; 
                       (5.1)    

1   , ..., 2, ,1   ,)0( 1
),,(

2,2
),1(

2  jNiuxu jikb
k

ik ;  
                      (5.2)    

1   , ..., 2, ,1   ,)0( 1
),,(

2,1,2
),1(

2,1  jNix jikb
k

ik  ;  
                      (5.3)    

1   , ..., 2, ,1   ,)0( 1
),,(

2,2,2
),1(

2,2  jNix jikb
k

ik  , 
                       (5.4)    

 
где )0( ,2

),1(
2,1  b

k
ik x  и )0( ,2

),1(
2,2  b

k
ik x  – соот-

ветственно приведенные к узлу ) ,( ik  функции 
компонент напряжений )( 22,1 x  и )( 22,2 x  в 
пределах дискретно-континуального конечного 
элемента dc

ik ,1 ; ),,(
2,1

jik  и ),,(
2,2

jik  – соответ-
ственно приведенные к узлу ) , ,( jik  значения 
компонент напряжений 2,1  и 2,2 . 
Уравнения (5.1)-(5.4) можно переписать сле-
дующим образом: 
 

kk
b

kkk UBxUB   )0( ,21 ,            (5.5) 
 

где 
kB  – матрица граничных условий разме-

ра 11 44 NN  , алгоритм формирования кото-
рой указан в таблице 5.1; 

kB  – матрица гра-
ничных условий размера kNNN ,211 24  , 
формируемая на основе метода базисных ва-
риаций. 
Ниже рассмотрен алгоритм формирования 
матрицы 

kB  при задании условий (5.5) опи-
сан ниже. 
1. Элементы матрицы 

kB  определяются по 
формуле 
 

.2 ..., 2, 1,=   ,2 ..., 2, 1,=            
  ,)(

11

,,

NqNp
B qpqpk 

 (5.6) 

 
Заметим, что вычисление элементов матри-
цы 

2B  по формуле (5.6) соответствует зада-
нию граничных условий (5.1)-(5.2). 
2. Последовательно задаются 1 ..., 2, ,1 Nig  . 
Для каждого фиксированного значения gi  
выполняются действия, перечисленные ни-
же. 
2.1. Последовательно перебираются 

1 ..., 2, ,1 Ni  . Для каждого фиксированного 
значения i  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
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Таблица 5.1. Алгоритм заполнения матрицы 
kB . 

№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение элемента  
матрицы 

Соответству-
ющее условие 

1 2 3 4 
1 1 ..., 2, 1,   ),12 ,( Niii   1  

 (5.1) 

2 11  ..., 2, 1,   ),2 ,( NiiiN   1  
 

(5.2) 

3 )2 ,12( 1 N  )0(1
1

1
1,1 N

hk   

(5.3) 
1i  

4 )4 ,12( 1 N  )0(1
2

1
1,1 N

hk   

5 )12 ,12( 11  NN  1,1k  
6 

1 ..., 3, ,2              
 )),1(2 ,2(

1

1  
Ni

iiN  )1(1
2
1

1
1

1,1 N
hi

ik 


  

(5.3) 

1  
..., 3, ,2

1 

N

i  

7 
1 ..., 3, ,2              

 ),2 ,2(
1

1 
Ni

iiN  


  

 )0()1(

2
1

1
,1

2
1

1,1 N
h

N
h i

ik

i

ik   

8 
1 ..., 3, ,2              

  )),1(2 ,2(
1

1  
Ni

iiN  )0(1
2
1

2,1 N
hi

ik   

9 
1 ..., 3, ,2              

  ),1)(2 ,2(
1

11  
Ni

iNiN  )(
2
1

,11,1 ikik     

10 )22 ,3( 11 NN  )1(1
1

1
1,1

1

1
N

hN
Nk 


  

(5.3) 
1Ni   

11 )2 ,3( 11 NN  )1(1
2

1
1,1

1

1
N

hN
Nk 


  

12 )14 ,3( 11 NN  1,1 1 Nk  
13 )1 ,13( 1 N  )0(1

1
1

1,1 N
hk   

(5.4) 
1i  

14 )3 ,13( 1 N  )0(1
2

1
1,1 N

hk   

15 )12 ,13( 11  NN  1,11,1 2   kk   
16 

1 ..., 3, ,2              
 ),32 ,3(

1

1 
Ni

iiN  )1(1
2
1

1
1

1,1 N
hi

ik 


  

(5.4) 

1  
..., 3, ,2

1 

N

i  

17 
1 ..., 3, ,2              

 ),12 ,3(
1

1 
Ni

iiN  


  

 )0()1(

2
1

1
,1

2
1

1,1 N
h

N
h i

ik

i

ik   

18 
1 ..., 3, ,2              

 ),12 ,3(
1

1 
Ni

iiN  )0(1
2
1

2,1 N
hi

ik   
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1 2 3 4 
19 

1 ..., 3, ,2              
 ),)(2 ,3(

1

11  
Ni

iNiN  

ikik

ikik

,11,1

,11,1

                     

)(
2
1








  

(5.4) 

1  
..., 3, ,2

1 

N

i  

20 )32 ,4( 11 NN  )1(1
1

1
1,1

1

1
N

hN
Nk 


  

(5.4) 
1Ni   

21 )12 ,4( 11 NN  )1(1
2

1
1,1

1

1
N

hN
Nk 


  

22 )4 ,4( 11 NN  1,11,1 11
2   NkNk   

Примечание: Все элементы матрицы 
kB  не указанные в таблице равны нулю. 

 
2.1.1. Последовательно перебираются 

kNj ,2 ..., ,2 ,1 . Для каждого фиксированного 
значения j  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
2.1.1.1. Последовательно перебираются 

2 ,1q . Для каждого фиксированного значе-
ния q  выполняются действия, перечислен-
ные ниже. 
2.1.1.1.1. Вычисляется глобальный индекс gj  
 

)1(2)1(2 1  jNiqjg ;        (5.7) 
 
2.1.1.1.2. В качестве вектора неизвестных kU  
(см. формулу (5.5) из [3]) задается  
 

gjk eU  .                      (5.8) 
 
2.1.1.1.3. В соответствии со структурой (5.5) 
вектора неизвестных по соответствующим 
формулам из числа представленных выше 
(3.19), (3.31), (3.23), (3.25), (3.27), (3.29), 
(3.31), (3.33) и (3.35) определяются приве-
денные к узлу компоненты )1,()(

2,1 ][ gik , 
)1,()(

2,2 ][ gik  тензора напряжений. 
2.1.1.1.4. Соответствующие элементы матри-
цы 

kB  определяются по формулам 
 

)1,()(
2,1,2 ][)(

1

g

gg

ik
jiNkB  ;             (5.9) 

)1,()(
2,2,3 ][)(

1

g

gg

ik
jiNkB  .       (5.10) 

 
Заметим, что вычисление элементов матри-
цы 

kB  по формулам (5.9), (5.10) соответ-
ствует заданию граничных условий (5.3), 
(5.4). 
 
 
6. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА  
«ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ –  
ДИСКРЕТНО-КОНТИНУАЛЬНАЯ 
МОДЕЛЬ» («ВНУТРЕННЕЕ»  
УСЛОВИЕ ТИПА «ИДЕАЛЬНЫЙ 
КОНТАКТ») 

 
Пусть в некоторой граничной точке 

b
b

k nkx 1   ,,2  имеет место стыковка подоб-

ласти fe
k 1  с дискретизацией в рамках МКЭ 

( 11 k ) и подобласти dc
k  с дискретиза-

цией в рамках ДКМКЭ ( 2k ). 
В сечении b

kxx ,22   следует задать условия 
( 14N  уравнений) идеального контакта вида 
[1-3]: 
 

;   , ..., 2, ,1                        
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,2
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1
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,   , ..., 2, ,1                          
   ),0(

1,21

,2
),(

2,2
),,1(

2,2







k

b
k

ikjik

NjNi
x  (6.4)    

 
где )0( ,2

),(
2,1 b

k
ik x  и )0( ,2

),(
2,2 b

k
ik x  – соответ-

ственно приведенные к узлу ) ,( ik  функции 
компонент напряжений )( 22,1 x  и )( 22,2 x  в 
пределах дискретно-континуального конечного 
элемента dc

ik , ; ),,(
2,1

jik  и ),,(
2,2

jik  – соответствен-
но приведенные к узлу ) , ,( jik  значения ком-
понент напряжений 2,1  и 2,2 ; 
Уравнения (6.1)-(6.4) можно переписать сле-
дующим образом: 
 

)0( ,21   b
kkkkk xUBUB ,            (6.5) 

 
где 

kB  – матрица граничных условий разме-
ра 1,211 24  kNNN , формируемая на основе 

метода базисных вариаций; 
kB  – матрица 

граничных условий размера 11 44 NN  , алго-
ритм формирования которой указан в табли-
це 6.1. 
Ниже рассмотрен алгоритм формирования 
матрицы 

kB  при задании условий (6.5) опи-
сан ниже. 
1. Элементы матрицы 

kB  определяются по 
формуле 
 

.2 ..., 2, 1,=   ,2 ..., 2, 1,=           
 ,)(

11

,,

NqNp
B qpqpk 

  (6.6) 

 
Заметим, что вычисление элементов матри-
цы 

kB  по формуле (3.6) соответствует зада-
нию граничных условий (3.1)-(3.2). 
2. Последовательно задаются 1 ..., 2, ,1 Nig  . 
Для каждого фиксированного значения gi  
выполняются действия, перечисленные ни-
же. 

2.1. Последовательно перебираются 
1 ..., 2, ,1 Ni  . Для каждого фиксированного 

значения i  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
2.1.1. Последовательно перебираются 

1,2 ..., ,2 ,1  kNj . Для каждого фиксирован-
ного значения j  выполняются действия, пе-
речисленные ниже. 
2.1.1.1. Последовательно перебираются 

2 ,1q . Для каждого фиксированного значе-
ния q  выполняются действия, перечислен-
ные ниже. 
2.1.1.1.1. Вычисляется глобальный индекс gj  
 

)1(2)1(2 1  jNiqjg .        (6.7) 
 
2.1.1.1.2. В качестве вектора неизвестных 

kU  (см. формулу (5.5) из [1]) задается  
 

gjk eU 1 .                       (6.8) 
 

2.1.1.1.3. В соответствии со структурой (5.5) 
вектора неизвестных по соответствующим 
формулам из числа представленных выше 
(3.19), (3.31), (3.23), (3.25), (3.27), (3.29), 
(3.31), (3.33) и (3.35) определяются приве-
денные к узлу компоненты ),()1(

2,1
1,2][  kg Nik , 

),()1(
2,2

1,2][  kg Nik  тензора напряжений. 
2.1.1.1.4. Соответствующие элементы матри-
цы 

kB  определяются по формулам 
 

),()1(
2,1,2

1,2

1
][)(   kg

gg

Nik
jiNkB  ;         (6.9) 

),()1(
2,2,3

1,2

1
][)(   kg

gg

Nik
jiNkB  .       (6.10) 

 
Заметим, что вычисление элементов матри-
цы 

kB  по формулам (6.9), (6.10) соответ-
ствует заданию граничных условий (6.3), 
(6.4). 
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Таблица 6.1. Алгоритм заполнения матрицы 
kB . 

№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение элемента  
матрицы 

Соответству-
ющее условие 

1 2 3 4 
1 1 ..., 2, 1,   ),12 ,( Niii   1  (6.1) 
2 11  ..., 2, 1,   ),2 ,( NiiiN   1  (6.2) 
3 )2 ,12( 1 N  )0(1

1
1

1, N
hk   

(6.3) 
1i  

4 )4 ,12( 1 N  )0(1
2

1
1, N

hk   

5 )12 ,12( 11  NN  1,k  
6 

1 ..., 3, ,2              
 )),1(2 ,2(

1

1  
Ni

iiN  )1(1
2
1

1
1

1, N
hi

ik 


  

(6.3) 

1  
..., 3, ,2

1 

N

i  

7 
1 ..., 3, ,2              

 ),2 ,2(
1

1 
Ni

iiN  


 

 )0()1(

2
1

1
,

2
1

1, N
h

N
h i

ik

i

ik 
 

8 
1 ..., 3, ,2              

  )),1(2 ,2(
1

1  
Ni

iiN  )0(1
2
1

2, N
hi

ik   

9 
1 ..., 3, ,2              

  ),1)(2 ,2(
1

11  
Ni

iNiN  )(
2
1

,1, ikik    

10 )22 ,3( 11 NN  )1(1
1

1
1,

1
1

N
hN

Nk 
  

(6.3) 
1Ni   

11 )2 ,3( 11 NN  )1(1
2

1
1,

1
1

N
hN

Nk 
  

12 )14 ,3( 11 NN  1, 1Nk  

13 )1 ,13( 1 N  )0(1
1

1
1, N

hk   
(6.4) 

1i  
14 )3 ,13( 1 N  )0(1

2
1

1, N
hk   

15 )12 ,13( 11  NN  1,1, 2 kk    
16 

1 ..., 3, ,2              
 ),32 ,3(

1

1 
Ni

iiN
 )1(1

2
1

1
1

1, N
hi

ik 


  

(6.4) 

1  
..., 3, ,2

1 

N

i  

17 
1 ..., 3, ,2              

 ),12 ,3(
1

1 
Ni

iiN
 


 


 )0()1(

2
1

1
,

2
1

1, N
h

N
h i

ik

i

ik   

18 
1 ..., 3, ,2              

 ),12 ,3(
1

1 
Ni

iiN
 )0(1

2
1

2, N
hi

ik   
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1 2 3 4 
19 

1 ..., 3, ,2              
 ),)(2 ,3(

1

11  
Ni

iNiN  ikikikik ,1,,1, )(
2
1     (2.4) 

1  
..., 3, ,2

1 

N

i  

20 )32 ,4( 11 NN  )1(1
1

1
1,

1

1
N

hN
Nk 


  

(2.4) 
1Ni   

21 )12 ,4( 11 NN  
)1(1

2
1

1,
1

1
N

hN
Nk 

  

22 )4 ,4( 11 NN  1,1, 11
2   NkNk   

Примечание: Все элементы матрицы 
kB  не указанные в таблице равны нулю. 

 
7. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА  
«ДИСКРЕТНО-КОНТИНУАЛЬНАЯ 
МОДЕЛЬ – ДИСКРЕТНО-
КОНТИНУАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ» 
(«ВНУТРЕННЕЕ» УСЛОВИЕ ТИПА 
«ИДЕАЛЬНЫЙ КОНТАКТ») 

 
Пусть в некоторой граничной точке 

b
b

k nkx 1   ,,2  имеет место стыковка подоб-

ласти dc
k 1  с дискретизацией в рамках 

ДКМКЭ ( 21 k ) и подобласти dc
k  с дис-

кретизацией в рамках ДКМКЭ ( 2k ). 
В сечении b

kxx ,22   следует задать условия 
( 14N  уравнений) идеального контакта вида 
[1-3]: 
 

1,2
),(

1,2
),1(

1  ..., 2, ,1   ),0()0( Nixuxu b
k

ikb
k

ik  ; 
                          (7.1)    

1,2
),(

2,2
),1(

2  ..., 2, ,1   ),0()0( Nixuxu b
k

ikb
k

ik  ; 
                          (7.2)    

1,2
),(

2,1,2
),1(

2,1  ..., 2, ,1   ),0()0( Nixx b
k

ikb
k

ik   ; 
                         (7.3)    

1,2
),(

2,2,2
),1(

2,2  ..., 2, ,1   ),0()0( Nixx b
k

ikb
k

ik   . 
                         (7.4)    

 
Уравнения (7.1)-(7.4) можно переписать сле-
дующим образом: 
 

)0()0( ,2,21   b
kkk

b
kkk xUBxUB ,      (7.5) 

 
где 

kB  – матрица граничных условий разме-
ра 11 44 NN  , алгоритм формирования кото-
рой указан в таблице 5.1; 

kB  – матрица гра-
ничных условий размера 11 44 NN  , алго-
ритм формирования которой указан в табли-
це 6.1. 
 
 
8. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА  
«ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ –  
ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ»  
(«ВНУТРЕННЕЕ» УСЛОВИЕ ТИПА 
«ИДЕАЛЬНЫЙ КОНТАКТ») 

 
Пусть в некоторой граничной точке 

b
b

k nkx 1   ,,2  имеет место стыковка подоб-

ласти fe
k 1  с дискретизацией в рамках 

ДКМКЭ ( 11 k ) и подобласти fe
k  с дис-

кретизацией в рамках ДКМКЭ ( 1k ). 
Следует отметить, что в данном случае ни-
каких граничных условий в сечении b

kxx ,22   
формулировать не требуется. Подобласти 

fe
k 1  и fe

k  следует рассматривать в рамках 
МКЭ совместно, соответствующие условия 
типа «идеальный контакт» будут выполнены 
автоматически. 
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Таблица 9.1. Алгоритм заполнения матрицы 
kB . 

№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение 
элемента  
матрицы 

Соответствующее 
условие 

1 1,21  ..., 2, ,1  ),12)1(2 ,12( NiiNNi k   1 (9.1)  
2 1,21  ..., 2, ,1   ),2)1(2 ,2( NiiNNi k   1 (9.2) 

Примечание: Все элементы матрицы 
kB  не указанные в таблице равны нулю. 

 
9. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА «ВНЕШНЯЯ 
ГРАНИЦА – ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ» 
(УСЛОВИЕ ТИПА «ШАРНИРНОЕ 
ОПИРАНИЕ») 

 
Пусть в граничной точке 1  ,,2 kxb

k  задаются 
условия типа шарнирного опирания, причем 
дискретизация соответствующей подобласти 

1  , kfe
k  осуществляется в рамках МКЭ. 

Здесь следует задать 12N  уравнений вида: 
 

1   , ..., 2, ,1   ,0)0( 11,2
),,(

1  jNixu bjik ;  (9.1)    

1   , ..., 2, ,1   ,0)0( 11,2
),,(

2  jNixu bjik ,  (9.2)    
 
представимых также в матричной форме 
 

  kkk gUB ,                      (9.3) 
 

где 
kB  – матрица граничных условий разме-

ра kNNN ,211 22   (таблица) 9.1; 
kg  – 12N -

мерный нулевой вектор, 
 

0
kg .                          (9.4) 

 
 
10. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА «ВНЕШНЯЯ 
ГРАНИЦА – ДИСКРЕТНАЯ  
МОДЕЛЬ» (УСЛОВИЕ ТИПА  
«СВОБОДНЫЙ КРАЙ») 

 
Пусть в граничной точке 1  ,,2 kxb

k  задаются 
условия типа шарнирного опирания, причем 

дискретизация соответствующей подобласти 
1  , kfe

k  осуществляется в рамках МКЭ. 
В данном сечении 1  ,,22  kxx b

k  следует за-
дать условия 12N  уравнений вида: 
 

1   , ..., 2, ,1   ,0 1
),,(

2,1  jNijik ;      (10.1)    

1   , ..., 2, ,1   ,0 1
),,(

2,2  jNijik .      (10.2)    
 

Уравнения (10.1)-(10.2) можно переписать 
следующим образом: 
 

  kkk gUB ,                      (10.3) 
 

где 
kB  – матрица граничных условий разме-

ра kNNN ,211 22  , формируемая на основе ме-
тода базисных вариаций в соответствии с 
описанным ниже алгоритмом. 
1. Последовательно задаются 1 ..., 2, ,1 Nig  . 
Для каждого фиксированного значения gi  
выполняются действия, перечисленные ни-
же. 
1.1. Последовательно перебираются 

1 ..., 2, ,1 Ni  . Для каждого фиксированного 
значения i  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
1.1.1. Последовательно перебираются 

kNj ,2 ..., ,2 ,1 . Для каждого фиксированно-
го значения j  выполняются действия, пере-
численные ниже. 
1.1.1.1. Последовательно перебираются 

2 ,1q . Для каждого фиксированного зна-
чения q  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
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1.1.1.1.1. Вычисляется глобальный индекс gj  
 

)1(2)1(2 1  jNiqjg .       (10.4) 
 
1.1.1.1.2. В качестве вектора неизвестных kU  
(см. формулу (5.5) из [1]) задается  
 

gjk eU  .                     (10.5) 
 

1.1.1.1.3. В соответствии со структурой (5.5) 
вектора неизвестных по соответствующим 
формулам из числа представленных выше 
(3.19), (3.31), (3.23), (3.25), (3.27), (3.29), 
(3.31), (3.33) и (3.35) определяются приве-
денные к узлу компоненты )1,()(

2,1 ][ gik , 
)1,()(

2,2 ][ gik  тензора напряжений. 
1.1.1.1.4. Соответствующие элементы матри-
цы 

kB  определяются по формулам 
 

)1,()(
2,1, ][)( g

gg

ik
jikB  ;               (10.6) 

)1,()(
2,2, ][)(

1

g

gg

ik
jiNkB  .             (10.7) 

 
Вычисление элементов матрицы 

kB  по фор-
мулам (10.6), (10.7) соответствует заданию 
граничных условий (10.1), (10.2). 
 
 
11. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА «ВНЕШНЯЯ 
ГРАНИЦА – ДИСКРЕТНО-
КОНТИНУАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ» 
(УСЛОВИЕ ТИПА «ШАРНИРНОЕ 
ОПИРАНИЕ») 

 
Пусть в граничной точке 1  ,,2 kxb

k  задаются 
условия типа шарнирного опирания, причем 
дискретизация соответствующей подобласти 

1  , kdc
k  осуществляется в рамках ДКМКЭ. 

В данном сечении 1  ,,22  kxx b
k  следует за-

дать условия 12N  уравнений вида: 
 

1,2
),(

1  ..., 2, ,1   ,0)0( Nixu b
k

ik  ;      (11.1)    

11,2
),(

2  ..., 2, ,1   ,0)0( Nixu bik  ,      (11.2)    
 
представимых также в матричной форме 
 

  k
b

kk gxUB )0( 1,2 ,              (11.3) 
 

где 
kB  – матрица граничных условий разме-

ра kk NN 42   (таблица 11.1); 
kg  – 12N -

мерный нулевой вектор, 
 

0
kg .                       (11.4) 

 
 
12. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА «ВНЕШНЯЯ 
ГРАНИЦА – ДИСКРЕТНО-
КОНТИНУАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ» 
(УСЛОВИЕ ТИПА «СВОБОДНЫЙ 
КРАЙ»). 

 
Пусть в граничной точке 1  ,,2 kxb

k  задаются 
условия типа шарнирного опирания, причем 
дискретизация соответствующей подобласти  

1  , kdc
k  осуществляется в рамках ДКМКЭ. 

Здесь следует задать 12N  уравнений вида: 
 

1,2
),(

2,1  ..., 2, ,1   ,0)0( Nixb
k

ik  ;      (12.1)    

1,2
),(

2,2  ..., 2, ,1   ,0)0( Nixb
k

ik  .      (12.2)    
 

Уравнения (12.1)-(12.2) можно переписать 
следующим образом: 
 

  k
b

kk gxUB )0( 1,2 ,               (12.3) 
 

где 
kB  – матрица граничных условий разме-

ра 11 42 NN  , алгоритм формирования кото-
рой указан в таблице 12.1; 

kg  – 12N -мерный 
нулевой вектор, 
 

0
kg .                          (12.4) 
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Таблица 11.1. Алгоритм заполнения матрицы 
kB . 

№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение 
элемента  
матрицы 

Соответствующее 
условие 

1 1 ..., 2, ,1   ),12 ,12( Niii   1 (11.1)  
2 1 ..., 2, ,1   ),2 ,2( Niii   1 (11.2) 

Примечание: Все элементы матрицы 
kB  не указанные в таблице равны нулю. 

 
13. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА  
«ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ –  
ВНЕШНЯЯ ГРАНИЦА» (УСЛОВИЕ 
ТИПА «ШАРНИРНОЕ ОПИРАНИЕ») 

 
Пусть в граничной точке b

b
k nkx   ,,2  задают-

ся условия типа шарнирного опирания, при-
чем дискретизация соответствующей подоб-
ласти b

fe
k nk   ,  осуществляется в рамках 

МКЭ. 
В данном сечении b

b
k nkxx    ,,22  следует 

задать условия 12N  уравнений вида: 
 

1,211,2
),,1(

1    , ..., 2, ,1   ,0)0(   k
bjik NjNixu ; 

                      (13.1)    
1,211,2

),,1(
2    , ..., 2, ,1   ,0)0(   k

bjik NjNixu . 
                      (13.2)    

 
Уравнения (13.1)-(13.2) можно переписать 
следующим образом: 
 

  kkk gUB 1 ,                  (10.3) 
 

где 
kB  – матрица граничных условий размера 

1,211 22  kNNN , алгоритм формирования ко-

торой указан в таблице 13.1; 
kg  – 12N -

мерный нулевой вектор, 
 

0
kg .                          (10.4) 

 
 

14. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА  
«ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ –  
ВНЕШНЯЯ ГРАНИЦА» (УСЛОВИЕ 
ТИПА «СВОБОДНЫЙ КРАЙ»). 

 
Пусть в граничной точке b

b
k nkx   ,,2  задают-

ся условия типа шарнирного опирания, при-
чем дискретизация соответствующей подоб-
ласти b

fe
k nk   ,  осуществляется в рамках 

МКЭ. 
В данном сечении b

b
k nkxx    ,,22  следует 

задать условия 12N  уравнений вида: 
 

1,21
),,1(

2,1    , ..., 2, ,1   ,0   k
jik NjNi ;  (14.1)    

1,21
),,1(

2,2    , ..., 2, ,1   ,0   k
jik NjNi .  (14.2)    

 
Уравнения (14.1)-(14.2) можно переписать 
следующим образом: 
 

  kkk gUB ,                    (14.3) 
 

где 
kB  – матрица граничных условий разме-

ра 1,211 22  kNNN , формируемая на основе 
метода базисных вариаций в соответствии с 
описанным ниже алгоритмом. 
1. Последовательно задаются 1 ..., 2, ,1 Nig  . 
Для каждого фиксированного значения gi  
выполняются действия, перечисленные ниже. 
1.1. Последовательно перебираются 

1 ..., 2, ,1 Ni  . Для каждого фиксированного 
значения i  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
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Таблица 12.1. Алгоритм заполнения матрицы 
kB . 

№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение элемента  
матрицы 

Соответ-
ствующее 
условие 

1 2 3 4 
1 )2 ,12( 1 N  )0(1

1
1

1, N
hk   

(12.1) 
1i  

2 )4 ,12( 1 N  )0(1
2

1
1, N

hk   

3 )12 ,12( 11  NN  1,k  
4 

1 ..., 3, ,2              
 )),1(2 ,2(

1

1




Ni
iiN

 )1(1
2
1

1
1

1, N
hi

ik 


  

(12.1) 

1  
..., 3, ,2

1 

N

i
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Примечание: Все элементы матрицы 
kB  не указанные в таблице равны нулю. 

 
Таблица 13.1. Алгоритм заполнения матрицы 

kB . 
№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение 
элемента  
матрицы 

Соответствующее 
условие 

1 11,21  ..., 2, ,1   ),12)1(2 ,12( NiiNNi k    1 (13.1)  
2 11,21  ..., 2, ,1   ),2)1(2 ,2( NiiNNi k   1 (13.2) 

Примечание: Все элементы матрицы 
kB  не указанные в таблице равны нулю. 

 
1.1.1. Последовательно перебираются 

1,2 ..., ,2 ,1  kNj . Для каждого фиксирован-
ного значения j  выполняются действия, пе-
речисленные ниже. 
1.1.1.1. Последовательно перебираются 

2 ,1q . Для каждого фиксированного зна-
чения q  выполняются действия, перечис-
ленные ниже. 
1.1.1.1.1. Вычисляется глобальный индекс gj  

 
)1(2)1(2 1  jNiqjg .        (14.4) 

 
1.1.1.1.2. В качестве вектора неизвестных kU  
(см. (5.5) из [1]) задается  
 

gjk eU 1 .                    (14.5) 
 

1.1.1.1.3. Согласно структуре (5.5) вектора 
неизвестных по соответствующим формулам 
из числа представленных выше (3.19), (3.31), 
(3.23), (3.25), (3.27), (3.29), (3.31), (3.33) и 
(3.35) определяются приведенные к узлу 
компоненты ),()1(

2,1
1,2][  kg Nik , ),()1(

2,2
1,2][  kg Nik  

тензора напряжений. 

1.1.1.1.4. Соответствующие элементы матри-
цы 

kB  определяются по формулам 
 

),()(
2,1,

1,2][)(  kg

gg

Nik
jikB  ;           (14.6) 

),()(
2,2,

1,2

1
][)(  kg

gg

Nik
jiNkB  .        (14.7) 

 
Вычисление элементов матрицы 

kB  по фор-
мулам (14.6), (14.7) соответствует заданию 
граничных условий (14.1), (14.2). 
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МОДЕЛЬ – ВНЕШНЯЯ ГРАНИЦА» 
(УСЛОВИЕ ТИПА «ШАРНИРНОЕ 
ОПИРАНИЕ») 

 
Пусть в граничной точке b

b
k nkx   ,,2  задают-

ся условия типа шарнирного опирания, при-
чем дискретизация соответствующей подоб-
ласти  b

dc
k nk   ,  осуществляется в рамках 

ДКМКЭ. 
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Таблица 15.1. Алгоритм заполнения матрицы 
kB . 

№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение 
элемента  
матрицы 

Соответствующее 
условие 

1 1 ..., 2, ,1   ),12 ,12( Niii   1 (8.1)  
2 1 ..., 2, ,1   ),2 ,2( Niii   1 (8.2) 

Примечание: Все элементы матрицы 
kB  не указанные в таблице равны нулю. 

 
В сечении b

b
k nkxx    ,,22  следует задать 

условия 12N  уравнений вида: 
 

1,2
),1(

1  ..., 2, ,1   ,0)0( Nixu b
k

ik  ;     (15.1)    

11,2
),1(

2  ..., 2, ,1   ,0)0( Nixu bik  .      (15.2)    
 

Уравнения (15.1)-(15.2) можно переписать 
следующим образом: 
 

  k
b

kkk gxUB )0( ,2 ,             (15.3) 
 

где 
kB  – матрица граничных условий размера 

11 42   kk NN , алгоритм формирования кото-
рой указан в таблице 15.1; 

kg  – 12 kN -
мерный нулевой вектор, 
 

0
kg .                      (15.4) 

 
16. ЗАДАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ПРИ СТЫКОВКЕ ВИДА  
«ДИСКРЕТНО-КОНТИНУАЛЬНАЯ 
МОДЕЛЬ – ВНЕШНЯЯ ГРАНИЦА» 
(УСЛОВИЕ ТИПА «СВОБОДНЫЙ 
КРАЙ») 

 
Пусть в граничной точке b

b
k nkx   ,,2  задают-

ся условия типа шарнирного опирания, при-
чем дискретизация соответствующей подоб-
ласти  b

dc
k nk   ,  осуществляется в рамках 

ДКМКЭ. 
В сечении 1  ,,22  kxx b

k  следует задать 
условия 12N  уравнений вида: 
 

1,2
),1(

2,1  ..., 2, ,1   ,0)0( Nixb
k

ik  ;     (16.1)    

1,2
),1(

2,2  ..., 2, ,1   ,0)0( Nixb
k

ik  .     (16.2)    
 

Уравнения (16.1)-(16.2) можно переписать 
следующим образом: 
 

  k
b

kkk gxUB )0( ,21 ,             (16.3) 
 

где 
kB  – матрица граничных условий разме-

ра 11 42 NN  , алгоритм формирования кото-
рой указан в таблице 16.1; 

kg  – 12N -мерный 
нулевой вектор, 
 

0
kg .                      (16.4) 
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Таблица 16.1. Алгоритм заполнения матрицы 
kB . 

№ 
п/п 

Номера 
заполняемых элементов  

матриц 

Значение элемента  
матрицы 

Соответ-
ствующее 
условие 
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