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Аннотация: В работе рассматриваются пологие ортотропные оболочки двоякой кривизны, квадратные в 

плане, при динамическом нагружении. Приводятся соотношения математической модели их деформиро-

вания с учетом геометрической нелинейности, поперечных сдвигов и ортотропии материала. Для форми-

рования системы ОДУ применяется метод Л. В. Канторовича. Полученная система решается методом Ро-

зенброка. Показана верификация предложенной методики для изотропных оболочек. Для нескольких ва-

риантов ортотропных оболочек из стеклопластика и углепластика проведено исследование их устойчиво-

сти и получены значения критических нагрузок. 
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Abstract: The paper deals with shallow orthotropic shells of double curvature, square in plan, under dynamic 

loading. Outlines the ratios of the mathematical model of deformation considering the geometric nonlinearity, 

transverse shear and orthotropy material. For the formation of the ODE system is used method of Kantorovich. 

The resulting system is solved by the method of Rosenbrock. It is shown the verification of the proposed method 

for isotropic shells. For several options orthotropic shells made of fiberglass and carbon fiber studied their stability 

and obtained values of critical loads. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
 
Изучение динамического поведения кон-

струкций имеет существенное значение для 

различных областей промышленности, в том 

числе для судостроения, машиностроения и 

строительства. Наиболее изученным является 

поведение оболочечных конструкций при ди-

намическом нагружении для однослойных 

оболочек из изотропных материалов [1–4]. В 

последнее время большой интерес представ-

ляют конструкции из композиционных мате-

риалов (стеклопластик, графитопластик, уг-

лепластик и др.), и исследование поведения 

оболочек из таких материалов является акту-

альной задачей [5–12]. 

Основными задачами исследования оболочеч-

ных конструкций при динамическом нагруже-

нии являются исследования их устойчивости, 

прочности и колебаний, о чем свидетель-

ствуют обзорные статьи и монографии [13-20]. 
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Целью данной работы является разработка 

методики исследования процесса потери 

устойчивости пологих ортотропных оболочек 

при динамическом нагружении. 

 

 

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
 

Будем рассматривать пологие ортотропные 

оболочечные конструкции двоякой кри-

визны, квадратные в плане (Рисунок 1), шар-

нирно-неподвижно закрепленные по контуру 

и находящиеся под действием внешней рав-

номерно распределенной поперечной 

нагрузки .q  Нагрузка направлена по нормали 

к срединной поверхности, линейно зависит от 

времени t  и задается в виде  

 

tAq 1	 , 

 

где 1A  – скорость нагружения. 
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Рисунок 1. Схематичное изображение  

пологой оболочечной конструкции двоякой 

кривизны, квадратной в плане. 

 

Математическая модель деформирования та-

ких конструкций строится из трех групп соот-

ношений: геометрических (связывающих пе-

ремещения и деформации), физических (свя-

зывающих напряжения и деформации) и 

функционала полной энергии деформации. 

Будем рассматривать геометрически нели-

нейный вариант модели, также учитывающий 

ортотропию материала и поперечные сдвиги 

(модель типа Тимошенко). В таком случае, 

неизвестными функциями будут три функции 

перемещений 

 

� �,,, tyxUU 	  � �,,, tyxVV 	  � �tyxWW ,,	  

 

и две функции углов поворота нормали  

 

� �,,, tyxxx >	>  � �tyxyy ,,>	> , 

 

а геометрические соотношения будут иметь 

вид: 
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где yx 

 ,  – деформации удлинения вдоль ко-

ординат x , y  срединной поверхности; xy<  – 

деформация сдвига в плоскости yxA ; 

1221 ,, @@@  – функции изменения кривизн и 

кручения;  

 

21 /1,/1 RkRk yx 		  

 

– главные кривизны оболочки вдоль осей x  и 

y ; 21, RR  – главные радиусы кривизны; 
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Физические соотношения при линейно-упру-

гом деформировании для ортотропного мате-

риала при плоском напряженном состоянии 

будут иметь вид  
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Полная энергия деформации пологой обо-

лочки двоякой кривизны может быть запи-

сана с помощью функционала: 
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t

t
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где K  – кинетическая энергия деформации 

системы;  

 

C�D	pE  

 

– функционал статической задачи, равный 

разности потенциальной энергии деформа-

ции системы и работы внешних сил: 
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С учетом того, что для ортотропного матери-

ала  

122211 B	B EE , 

 

здесь введены обозначения  
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3. МЕТОДЫ 
 

Классический вариант метода Л.В. Канторо-

вича – метода сведения многомерного функ-

ционала к одномерному, состоит в следую-

щем [21]. Искомые функции перемещений и 

углов поворота нормали представляются в 

виде 
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где                           ii PNU �   

 

– неизвестные функции переменной t ; 

51 ZZ �  – известные аппроксимирующие 

функции, удовлетворяющие заданным крае-

вым условиям. Эти функции, как правило, яв-

ляются различными комбинациями тригоно-

метрических функций с различными аргумен-

тами.  

Далее функции (7) подставляются в функцио-

нал полной энергии деформации оболочки 
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(5). После вычисления интегралов по пере-

менным x  и y  от известных функций, функ-

ционал I  представляет собой одномерный 

функционал от функций 

 

� � � �tPNtU ii � . 

 

Из условий минимума этого функционала 

 

0	II  

 

находятся уравнения движения, которые 

представляют собой систему обыкновенных 

дифференциальных уравнений. Также полу-

чаемая таким образом система носит назва-

ние многомерного варианта уравнения Эй-

лера – Лагранжа: 
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а точкой обозначена производная по времени. 

Так как производные от искомых функций по 

переменной t  содержатся только в выраже-

нии для кинетической энергии, а сами функ-

ции – только в выражении для pE , то спра-

ведливо  
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Притом  
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– система уравнений задачи статики [22]. 

Процесс формирования системы (9) был за-

программирован в среде аналитических вы-

числений Maple 2016. Полученная система 

ОДУ решалась численно методом Розенброка 

[23, 24], который эффективен при решении 

жестких систем. 

Процесс потери устойчивости оболочки при 

динамическом нагружении отличается от 

процесса потери устойчивости в статике. 

Хотя любые критерии потери устойчивости в 

своей основе используют критерий Ляпунова 

(при малом изменении входных данных про-

исходит существенное изменение в решении 

задачи), в динамике используется свой крите-

рий потери устойчивости.  

На рисунке 2 схематично показаны кривые 

«нагрузка – прогиб» для оболочки при стати-

ческом нагружении (кривая 1) и динамиче-

ском нагружении (кривая 2). Критерием по-

тери устойчивости оболочки при динамиче-

ском нагружении является нагрузка точки пе-

региба графика «нагрузка – прогиб». Этот 

критерий предложен А. С. Вольмиром [25]. 

Как видно из графика, после потери устойчи-

вости оболочка совершает колебания вокруг 

кривой равновесных состояний статической 

задачи. Если нагрузка 

 

tAq 1	 , 

 

то при увеличении скорости нагружения 1A  

критическая нагрузка увеличивается (проис-

ходит запаздывание реакции конструкции на 

воздействие).  

 

4. РАСЧЕТЫ 
 

Для верификации предложенной методики 

проведем расчеты устойчивости пологих обо-

лочек двоякой кривизны при динамическом 

нагружении, выполненных из изотропных ма-

териалов, которые рассматривались в работах 

В. В. Карпова [26]. Параметры материалов при-

водятся в Таблице 1. 

Геометрические параметры всех рассматри-

ваемых вариантов конструкций приводятся в 

Таблице 2. 
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Рисунок 2. Схематичное изображение  

кривых «нагрузка – прогиб»  

при статическом и динамическом  

нагружении. 

 

Таблица 1. Характеристики материалов  
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С
те
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к
 

T
-1

0
/У

П
Э

2
2
-2

7
 

МПа,1E  5101.2 �  
5103.3 �  510294.0 �  

12B  3.0  32.0  123.0  

МПа,2E  5101.2 �  41059.0 �  41078.1 �  

МПа,12G  510807.0 �  
41039.0 �  410301.0 �  

МПа,13G  510807.0 �  
41039.0 �  410301.0 �  

МПа,23G  510807.0 �  
41039.0 �  410301.0 �  

Пл-ть, кг/м3 7800 1500 1800 

 

Таблица 2. Геометрические параметры  

конструкций 

Вариант ,ba 	  м ,21 RR 	  м ,h  м 

1 h60  h225  0.09 

2 h120  h450  0.09 

 

Оболочки рассматривались при шарнирно-

неподвижном способе закрепления контура и 

двух вариантах скоростей нагружения: 

1001 	A  и 10001 	A .Далее все результаты бу-

дут приведены в безразмерных параметрах: 

� �
t

E

Aa

h
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HBB�
	

2112
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22 1

, ,
h

W
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.
1

4

44

Eh
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На Рисунке 3 показано сравнение графика за-
висимости «нагрузка – прогиб» (в безразмер-
ных параметрах), полученного для стальной 
оболочки варианта 1 при двух скоростях 

нагружения ( 1001 	A  и 10001 	A ).  

Черным кривым соответствуют значения, по-
лученные В. В. Карповым [26], красным кри-
вым – полученные в данной работе. Значения 
соответствуют прогибу конструкции в ее цен-

тре ( 2/,2/ byax 		 ), данные получены при 

9	N . Наблюдаемая разница в значениях 
объясняется использованием более точной 
модели типа Тимошенко (в отличие от мо-
дели Кирхгофа – Лява [26]), а также увели-
ченной точностью вычислений, которой поз-
воляет достичь пакет аналитических вычис-
лений Maple 2016 и использование метода Ро-
зенброка для решения системы ОДУ. 
В Таблице 3 приведены значения нагрузок 

потери устойчивости krP  для всех рассмот-

ренных вариантов оболочек. В скобках ука-

заны значения, полученные в работе [26]. 
 
 

    

P

W

]26[10001 	A

10001 	A

]26[1001 	A 1001 	A

0

400

800

2 4 6  
Рисунок 3. Сравнение графика зависимости 

«нагрузка – прогиб» для стальной оболочки 

варианта 1 при 1001 	A  и 10001 	A  из ра-

боты [26] и полученных автором 
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Таблица 3. Значения нагрузок потери  

устойчивости  

Вар. 1A  Материал 
Критическая 

нагрузка krP  

1 

100 

Сталь 223.3 (256) 

T-10/УПЭ22-27 151.7 

M60J/Epoxy 110 

1000 

Сталь 395.9 (383) 

T-10/УПЭ22-27 353.8 

M60J/Epoxy 334.5 

2 

100 

Сталь 825 

T-10/УПЭ22-27 526.8 

M60J/Epoxy 269.5 

1000 

Сталь 1000 

T-10/УПЭ22-27 806 

M60J/Epoxy 514.5 

 
На Рисунке 4 приводится график зависимо-
сти «нагрузка – прогиб» для ортотропной 
оболочки варианта 1, выполненной из уг-
лепластика M60J/Epoxy, а на Рисунке 5 – для 
ортотропной оболочки варианта 2, выполнен-
ной из стеклопластика T-10/УПЭ22-27. В 
обоих случаях скорость нагружения прини-

малась 10001 	A . Красная кривая соответ-

ствует прогибу в центре конструкции, синяя – 
в четверти.  
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Рисунок 4. График зависимости «нагрузка – 

прогиб» для оболочки варианта 1  

из углепластика M60J/Epoxy. 
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Рисунок 5. График зависимости «нагрузка – 

прогиб» для оболочки варианта 2  

из стеклопластика T-10/УПЭ22-27. 

 

Точкой на красной кривой показан перегиб 

графика, соответствующий нагрузке потери 

устойчивости. 

 

 
5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Таким образом, предложена методика иссле-

дования устойчивости пологих ортотропных 

оболочек двоякой кривизны при динамиче-

ском нагружении. Учитывается геометриче-

ская нелинейность и поперечные сдвиги. Ал-

горитм исследования математической модели 

строится на основе методов Л. В. Канторо-

вича и метода Розенброка. 

Результаты расчетов тестовых задач показали 

хорошую согласованность с результатами, 

полученными в работе других авторов, по-

этому предложенная методика может быть 

использована в дальнейших исследованиях. 

На основании проведенных расчетов орто-

тропных пологих оболочек можно сделать 

вывод о том, что при использовании совре-

менных ортотропных материалов (углепла-

стик, стеклопластик) возможно уменьшение 

значения критической нагрузки в несколько 

раз, однако такие конструкции существенно 

легче, чем конструкции, выполненные из тра-

диционных изотропных материалов (сталь). 
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