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Аннотация: В работе обсуждаются особенности исследования типа критической точки на кривой 

равновесий (точка бифуркации или предельная точка). Дются новые представления о пополнении 

исходного равновесия при прохождении предельной точки или точки бифуркации. На примерах фермы 

Мизеса, пологой арки и пологой цилиндрической панели показаны особенности рождения и 

перемещения точек бифуркации по кривой равновесных состоний. 

 

Ключевые слова: бифуркация, предельная точка, потеря устойчивости 

 
 

ON COMPUTATIONAL DIFFERENCES OF CRITICAL POINTS 

ON EQUILIBRIUM CURVE 
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Abstract: In this paper, we discuss the features of investigating the type of the critical point on the equilibrium 

curve (bifurcation point or limit point). There are new ideas about the completion of the initial equilibrium at the 

limit point or bifurcation point. Examples as the Mises farm, a shallow arch and a shallow cylindrical panel show 

shows the features of the birth and movement of bifurcation points along the curve of equilibrium. 

 

Keywords: bifurcation, critical point, loss of stability 

 

 

1. ТОЧКИ БИФУРКАЦИИ ИЛИ  
ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТОЧКИ 

 

В данной работе обсуждаются 

вычислительные признаки различия 

критических точек (точка бифуркации или 

предельная точка).  

Пусть система нелинейных уравнений 

равновесия для конечноэлементной модели 

упругой системы представлена в виде 

некоторого оператора, зависящего от 

узловых перемещений ν, представительной 

координаты q (по которой строится кривая 

равновесных состояний), параметра нагрузки 

λ и вектора единичных узловых нагрузок Р
�

. 
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�

B;  

Производная нелинейного оператора 

(матрица Якоби или матрицы касательной 

жесткости) выражается в следующем виде: 
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Производная по параметру нагрузки λ дает 

упомянутый единичный вектор нагрузки Р
�

: 
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Точки критического равновесия (λкр, νкр) 

определяются двумя главными 

соотношениями: 

 

0),(det кркр �;BK  
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Здесь 0
1W
�

 – первый «нулевой» собственный 

вектор потери устойчивости, 

соответствующий «нулевому» собственному 

значению матрицы жесткости в 

предкритическом равновесии. 

Основное соотношение, определяющее тип 

критической точки, получим путем 

умножения слева упомянутого 

транспонированного нулевого собственного 

вектора TW )( 0
1  на производную нелинейного 

оператора по координате q. После некоторых 

преобразований с учетом соотношения (1) 

получим основную формулу: 
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 (2) 

 

Если в этой формуле скалярное 

произведение не равно нулю  

 

0)( 0
1 D�PW , 

 

а в ноль обращается производная  

 

0��� qB , 

 

то критическая точка есть предельная точка. 

Если же, наоборот, скалярное произведение 

равно нулю  

 

0)( 0
1 ��PW , 

 

а производная  

 

0D�� qB , 

 

то критическая точка есть точка бифуркации. 

Другим признаком точки бифуркации 

является выполнение условия 

ортогональноести предкритической формы 

равновесия и нулевого собственного 

вектора: 

� � 00
1 �� предкрWW .  (3) 

 

В случае предельной точки упомянутое 

условие ортогональности не выполняется: 

 

� � 00
1 D� предкрWW . 

 

Отметим, что формула (2) в самом общем 

виде была впервые дана в работах А. 

Джепсона и А. Спенса (1982, 1985 г.) [1, 2]. 

Независимо от работ этих авторов 

соотношение (2) было сформулировано в 

работах Г.А. Мануйлова, С.Б. Косицына и 

К.А. Жукова [3] (Строительная механика 

№5, 1989 г.). Там же была дана 

энергетическая интерпретация формулы (2), 

которая заключается в следующем: 

Если работа внешней нагрузки на 

перемещениях, задаваемых собственным 

вектором матрицы касательной 

жесткости для предкритического 

равновесия равна нулю, то критическая 

точка есть точка бифуркации. В противном 

случае эта критическая точка есть 

предельная точка.  

Формальное доказательство было приведено 

в работе А. Демила и В. Вундерлихта [4] 

(1997 г.). Развернутое изложение 

рассматриваемых вопросов дано в книге В. 

Галишниковой, П. Дунайского и  П.Дж. Паля 

в 2009 г. [5] (на английском), а также в 

работе авторов [6]. 

В терминах КЭ расчетов «перевод» 

математических результатов Джепсона и 

Спенса на язык, доступный рядовым 

вычислителям, был сделан П. Вриггерсом и 

Дж. Симо [7] (1990 г.). Авторы указали 

также признаки различия типов предельных 

точек и точек бифуркации при выполнении 

некоторых дополнительных условий, 

которые выражены через константы a, b, c, d, 

вычисляемые согласно следующим 

формулам:  
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Здесь PK 1~ ��; ,  ;2 , B2  – геометрические 

производные «по направлению» матрицы К  
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Чтобы различать типы предельных точек 

Джепсон и Спенс [2] предложили следующее 

условия. 

Если в критической точке скалярное 

произведение  

 

� � 00
1 D�

�
��

�
� � PW

T ��
 

 

и коэффициент 0Da , то это простая 

(квадратичная) предельная точка (точка 

поворота) (рис. 1б). 

Если же скалярное произведение  

 

� � 00
1 D�

�
��

�
� � PW

T ��
, 

 

но коэффициент 0�a ,  то критическая 

точка есть двойная (кубическая) предельная 

точка (точка перегиба с горизонтальной 

касательной (рис. 1а). Ее называют «слабо 

устойчивой» точкой равновесия, поскольку 

именно с образования этой точки начинается 

явление потери устойчивости пологих арок и 

оболочек при увеличении параметра 

подъемистости. Появление и развитие 

предельных точек можно представить с 

помощью многообразия катастрофы сборки 

(рис. 2) 

 

 
Рисунок 1. Двойная (кубическая) и простая 

(квадратичная) предельные точки. 

 

 
Рисунок 2. Предельные точки  

и многообразие катастрофы сборки. 

 

Чтобы различать типы точек бифуркации 

используются следующие условия. 

Если 

 

� � 00
1 ��

�
��

�
� � PW

T ��
,  0Da ,  0-d , 

то точка бифуркации простая и 

асимметричная (рис. 3в). 

Если 

 

� � 00
1 ��

�
��

�
� � PW

T ��
, 0�a , 0Db , 

 

то точка бифуркации симметричная 

(неустойчивая при 0,b , рис. 3а,  

устойчивая при 0-b , рис. 3б). 

Если  

 

� � 00
1 ��

�
��

�
� � PW

T ��
, 0,d , 
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то точка бифуркации изолированная (изола, 

рис. 3г). 

 
 

 
Рисунок 3. Точки бифуркации:  

симметричная (а, б), асимметричная (в)  

и изолированная (г). 

 

Отметим, что несмотря на кажущуюся 

исключительность изолированных точек 

бифуркации они встречаются порой в самых 

неожиданных задачах. Например, точка 

бифуркации симметричного равновесия 

круговой подъемистой двухшарнирной  

арки (2α>135°), нагруженной двумя 

одинаковыми симметрично расположенными 

силами, является изолированной. 

Рассмотрим еще одну особую точку 

бифуркации, которая встречается при 

изменении типа критической точки 

(наименьшей критической нагрузке вместо 

предельной точки с некоторого момента 

соответствует точка бифуркации). 

Описанный переход от предельной точки к 

точке бифуркации совершается через 

двукратную критическую точку типа 

«ветвление в вершине холма» (вариант 

катастрофы гиперболической омбилики) 

[8, 9]. 

Эта двукратная критическая точка (рис. 4) 

характеризуется такими соотношениями: 
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Рисунок 4. Двукратная критическая точка 

«ветвление в вершине холма». 
 

При переходе через критическую точку 

равновесия существенным является вопрос о 

пополнении послекритических равновесий 

по сравнению с предкритическими. Как 

известно [6,10], начальное послекритическое 

равновесие есть сумма предкритического 

равновесия и нулевого собственного вектора 

с масштабным множителем ξ: 

 

...0
1/. 		� WWW предкркрпнач F

��
 (4) 

 

В точке бифуркации предкритическое 

равновесиеWпредкр – неполное равновесие. 

Поэтому для него существует энергетически 

ортогональное дополнение. Неполное 

равновесие, в принципе, может терять 

устйочивость как в точке бифуркации так и в 

предельной точке. Если же предкритическое 

рпвновесие полное (энергетически 

ортогональное дополнение нулевое), то 

потеря устойчивости возможна только в 

предельной точке. Данные положения 

вытекают из соотношений ортогональности 

(2), (3). 

После прохождения точки бифуркации 

пополнение предкритического равновесия 

возможно в двух вариантах: 

1) Добавляются новые материальные 

компоненты (например, безмоментное 

равновесие переходит в моментное); 

2) Добавляются относитлеьно новые(иначе 

«организованные») компоненты, которые 

ранее присутствовали в предкритическом 

равновесии (симметричные равновесия + 



О вычислительных признаках различия критических точек на кривой равновесий 

Volume 13, Issue 2, 2017 129 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

кососимметричные из состава дополнения 

дают в сумме несимметричное 

послекритическое равновесие). 

Формально высказанные соображения 

можно представить в виде следующих 

соотношений 

 

0 1 00
1

0
1 ��
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��
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� �<> G
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В предельной точке условие 

ортогональности (3) не справедливо 

 

� � 00
1 D� предкрWW . 

 

Однако для этой точки символически можно 

записать некоторое (условное) разложение 

нулевого собственного вектора 

 
биф

пред WсWсW 0
121

0
1 	�  

 

Если предельная точка близка 

кнеустойчивой точке бифуркации (которой 

она «подчинена» согласно иерархии 

катастроф [11]), то  

 

c2 >>c1, c1 ≠ 0, 

 

и в этом случае начальное послекритическое 

равновесие крпначW /.  оказывается более 

полным, чем предкритическое предкрW . 

Подробности рассмотрения примера, 

связанного с потерей устойчивости в 

предельной точке цилиндрической оболочки 

см. [10]. 

Если же предельная точка не связана с 

точкой бифуркации или расположена 

достаточно далеко от нее (c2 = 0 или c2 <<c1), 

то нулевой собственный вектор 

пропорционален (или почти пропорционален) 

вектору предкритического равновесия 

 

)( 1
0

1 предWсW � . 

 

 Тогда  начальное послекритическое 

равновесие (после прохождения предельной 

точки) повторяет предкритическое 

равновесие, но будет неустойчивым 

 

� � предкрпредкрпредкркрпнач WсWсWW
����

11/. 1 FF 	�	� . 

 

 

 

2. РОЖДЕНИЕ ТОЧЕК БИФУРКАЦИИ  
И ИХ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ ПО КРИВОЙ  
РАВНОВЕСИЯ 

 

Предположим, что некоторая упругая 

система имеет кривую равновесия с двумя 

предельными точками. Точки бифуркации 

рождаются парами и могут появиться либо в 

некоторой точке устойчивой части кривой 

равновеси (до верхней предельной точки), 

либо после прохождения этой предельной 

точки (т.е. на неустойчивой части кривой 

равновесия). Пример первого варианта дает 

«высокая» ферма Мизеса (α0≥ 67°,36, рис. 5). 

Пока угол наклона стержней меньше 67°,36, 

ферма Мизеса теряет устойчивость 

исключительно в предельной точке. 

Известно, что критический угол наклона 

стержней в предельной точке, а также 

величина критической силы удовлетворяют 

соотношениям [12]: 

 

0
*3 coscos (( �кр ,  кркр clР (3* sin2� ,  

 

где величина с для стержней:  

 

l

EA
с � . 

 

При достижении угла 67°,36 в некоторой 

точке восходящей устойчивой ветви 

равновесий рождается новая пара 

критических точек, определяющих 

симметричную бифуркацию. Это следует из 

анализа решений уравнения [12] 

 

0
3 coscoscos ((( �� бифбиф  
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Рисунок 5. «Высокая» ферма Мизеса. 

 

 
Рисунок 6. Перемещение точек бифуркации «высокой» фермы Мизеса по кривой равновесий. 

 

которое можно представить как кубическое 

вида: 

 

03 �	� axx . 

 

Дискриминант этого уравнения D=0 когда 

 

α1
биф = α2

биф 

 

при α0= 67,36°. Это равенство 

свидетельствует о рождении двукратного 

вещественного корня (рис. 6а). Начиная с 

этого момента у высоких ферм Мизеса 

наименьшей критической нагрузке 

соответсвует потеря устойчивости в 

симметричной неустойчивой точке 

бифуркации. Соответствующая критическая 

бифуркационная нагрузка вычисляется по 

формуле: 

 

биф

бифбиф clР (
(
(

sin
cos

cos
12 0 �

�

�
�
�

�
��  

 

При увеличении угла α0> 67,36° две точки 

бифуркации начинают расходиться вдоль 

устойчивой ветви (рис. 6б). При увеличении 

начального угла до α0= 69,29° вторая точка 

бифуркации достигает предельной точки, 

образуется двукратная критическая точка 

типа «ветвление в вершине холма». Далее 

эта точка бифуркации проходит предельную 

точку и попадает на неусточивую ветвь 

равновесий (рис. 6г). На этом рисунке 
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показаны две петли неустойчивых 

бифуркационных равновесий. 

Однако во многих случаях (арочные 

конструкции, удлиненные цилиндрические 

панели) точки бифуркации рождаются на 

неустойчивой ветви равновесий. Но их 

рождение не означает немедленной смены 

типа потери устойчивости, как это было в 

предыдущем случае (ферма Мизеса). 

Рассмотрим простейшую пологую арку 

синусоидального очертания: 

 

l

z
fy

)
sin� , 

 

нагруженную синусоидальной нагрузкой 

 

l

z
pp

)
sin0� . 

 

Детальный анализ развития критических 

точек для такой арки дан в работе [12]. 

 

 
Рисунок 7. Пологая синусоидальная арка  

под действием синусоидальной нагрузки. 

 

Анализ рождения точек бифуркации удобно 

рассмотреть с использованием 

безразмерного параметра 

 

2
4

Af
Is � . 

 

Пока s>1,0 очень пологая арка устойчивости 

не теряет. При s=1,0 на кривой равновесия 

появляется двойная предельная точка (точка 

перегиба с горизонтальной касательной). 

Начиная с этого момента все арки, имеющие 

параметр s<1,0 вплоть до значения s*=2/11 

(≈0,182) теряют устойчивость в предельных 

точках. Однако при s**=0,25 происходит 

рождение двукратной точки бифуркации на 

неустойчивой части ветви кривой 

равновесий (рис. 5б). При дальнейшем 

уменьшении параметра s (s<0,25) точки 

бифуркации расходятся друг от друга. 

Перемещаясь вдоль неустойчивой части 

кривой равновесий, одна из них стремится к 

верхней предельной точке, другая – к 

нижней. При достижении параметромs 

значенияs*=2/11 (≈0,182) точки бифуркации 

достигают предельных точек. В этот момент 

образуется двукратные критические точки 

(«ветвление в вершине холма»). 

 

 
Рисунок 8. Рождение и перемещение точек 

бифуркации вдоль основной кривой  

равновесий арки. 

 

При еще большем уменьшении параметра 

s(s<2/11), наименьшей критической нагрузке 

будет соответствовать потеря устойчивости 

арки в точке симметричной неустойчивой 

бифуркации. Соответствующие петли 

неустойчивых послебифуркационных 

равновесий показаны на рис. 5б. 

Безразмерные критические нагрузки для 

арки в предельной точке и точке бифуркации 

определяются соотношениями: 
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Рисунок 9. Кривые равновесий и точки бифуркации для удлиненной пологой цилиндрической 

панели. 

 

Р – безразмерный параметр нагрузки: 
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Похожая картина поведения точек 

бифуркации имеет место и в случае потери 

устойчивости пологой удлиненной 

цилиндрической панели, шарнирно 

закрепленной вдоль прямолинейных краев, и 

нагруженной равномерно распределенной 

нагрузкой [13] (рис. 9). Пока параметр 

 

�Rbk 2�  

 

меньше 5, панель не теряет устойчивости 

симметричного равновесия. При k=5 

появляется двойная предельная точка и в 

пределах от k=5 до k≈9 потеря устойчивости 

панели происходит в предельной точке. При 

некотором значении k, близком к k≈8, на 

неустойчивой ветви равновесий (рис. 6) 

рождается двукратная точка бифуркации. С 

увеличением kэта двукратная точка 

бифуркации расщепляется в две простых, 

расходящихся друг от друга вдоль 

неустойивой ветви, и при k≈10 верхняя точка 

бифуркации достигает верхней предельной 

точки. Начиная с этого момента 

рассматриваемая панель теряет устойчивость 

в точках бифуркации (симметричных и 

неустойчивых). Соответствующие петли 

неустойчивых бифуркационных равновесий 

показаны на рис. 9. Отметим, что развитие 

точек бифуркации удлиненной 

цилиндрической панели фактически 

повторяет развитие этих точек для 

синусоидальной арки.  

В заключение отметим, что в работе Керра и 

Зейферта [14] при исследовании 

устойчивости круговой защемленной арки 

под действием радиальной нагрузки (с 

учетом геометрической нелинейности), было 

установлено, что при достижении параметра 

k=5,024 рождается двукратная точка 

бифуркации. Однако, рождение 

бифуркационного параметра еще не означает 

начала потери устойчивости арки в точке 

бифуркации. На самом деле упомянутая 

двукратная точка бифуркации рождается на 

неустойчивой ветви равновесий, и для того, 

чтобы перейти через предельную точку 

необходимо увеличить параметр k до 

значения k=5,18. Только после этого 

минимальной критической нагрузке 

будетсоответствовать потеря устойчивости 

арки в симметрично точке бифуркации.  
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а) k=5.17;   q=8640 Н/м                         б) k=5.2;   q=8740 Н/м 
 

 
Рисунок 9. Собственные формы потери устойчивости защемленной арки  

по действием радиальной нагрузки. 

 

Об этом свидетельствуют первые 

собственные формы потери устойчивости 

для такой арки (рис. 10), вычисленные при 

параметрах k=5,17 и k=5,2. 

При параметре k=5,17 первая собственная 

форма симметричная, она соответствует 

потере устойчивости в предельной точке. 

Вторая форма – кососиметричная. При 

значении параметра 5,2 для 

предкритического равновесия первая форма 

уже кососимметричная, что указывает на 

бифуркационную потерю устойчивости. Еще 

раз подчеркнем, что момент рождения точек 

бифуркации не означает немедленную смену 

типа потери устойчивости. Такое изменение 

произойдет только в том случае, если эта 

точка бифуркации рождаетсяна устойчивой 

ветви кривой равновесий. 
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