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Аннотация: В настоящей статье рассматриваются некоторые актуальные вопросы, связанные с решени-

ем задач о поисках минимума и максимума в строительной механике. Приводятся теоретические основы 

определения минимума и максимума функций, функционалов (такая потребность возникает, как извест-

но, при решении вариационных задач), в том числе некоторые простейшие примеры. Отдельно рассмат-

ривается смешанный случай поиска минимума (максимума) интеграла, когда варьируются как перемен-

ные величины, так и функции. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Как известно [10,11], задачи оптимального 

проектирования строительных конструкций 

и соответственно задачи поиска минимума и 

максимума в строительной механике вот уже 

достаточно продолжительное время привле-

кают заслуженное внимание исследователей. 

Традиционно данная проблематика связана 

со стремлением обеспечить максимальную 

технико-экономическую эффективность кон-

струкции при соблюдении условий надежно-

сти, безопасности, долговечности, техноло-

гичности, а также эстетических требований 

[5]. В настоящее время теория решения задач 

оптимального проектирования строительных 
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конструкций является одним из наиболее 

динамично развивающихся и актуальных 

разделов в механике сплошной среды, а ко-

личество публикаций в этой области иссле-

дований, измеряемое в настоящее время сот-

нями и тысячами, продолжает неуклонно 

увеличиваться.  

В настоящей статье, носящей в известной 

мере научно-учебно-методический характер, 

рассматриваются как хорошо известные (и 

изложенные в многочисленных учебниках, 

учебных пособиях и монографиях), так и не-

сколько оригинальные подходы к решению 

отдельных классов задач поиска минимума и 

максимума в строительной механике. 

В вводной части статьи прежде всего, следу-

ет отметить, что значительный вклад в ста-

новление и развитие прикладной теории оп-

тимизации внесли отечественные и зарубеж-

ные ученые и специалисты: Н.П. Абовский, 

И.О. Адамович, Н.В. Баничук, В.Г. Бельский, 

А.И. Богатырев, В.А. Бунаков, В.В. Василь-

ев, В.П. Валуйских, А.И. Виноградов, М.И. 

Волынский, Л.Н. Воробьев, Г.А. Геммер-

линг, Е.Н. Герасимов, Ю.Б. Гольдштейн, 

В.Н. Гордеев, Г.И. Гребенюк, Б.В. Гринев, 

Э.Р. Даниелов, Т.Л. Дмитриева, С.И. Зухо-

вицкий, В.А. Киселев, В.А. Комаров, И.Б. 

Лазарев, Л.С. Ляхович, В.П. Малков, Д.А. 

Мацюлявичюс, Ю.В. Немировский, Е.Л. Ни-

колаи, Я.И. Ольков, Н.П. Осмоловский, А.В. 

Перельмутер, В.М. Почтман, Н.В. Пустовой, 

И.М. Рабинович, Л.А. Растригин, Р.В. Рик-

кардс, А.Р. Ржыницын, Н.Н. Складнев, В.В. 

Трофимович, А.Г. Угодчиков, И.С. Холопов, 

А.А. Чирас, Я. Арора, Л. Берки, Г. Вандер-

плаац, Э. Васютински, В. Венкайя, Г.М. 

Доббс, О. Зенкевич, В. Комков, З. Мруз, Н. 

Ольхофф, В. Прагер, Р. Разани, Г. Розвани, 

К. Флери, Р. Фокс, Р. Хафтка, Э. Хог, Н. Хот, 

Л. Шмит, К. Чой и др. [3]. 

Основополагающей проблемой оптимально-

го проектирования является корректный вы-

бор критерия оптимальности. Общим крите-

рием зачастую служит минимизация стоимо-

сти конструкции, однако учесть все факторы, 

влияющие на эту стоимость представляется 

весьма затруднительным, в силу чего в прак-

тических приложениях, как правило, исполь-

зуются более простые критерии. Наибольшее 

развитие получили задачи, в которых в каче-

стве критерия оптимальности принимается 

минимизация веса или объема (заметим, что 

существуют и такие задачи, в которых усло-

вие наименьшего объема удается заметить 

еще более простым, в частности, использо-

вать критерий равнопрочности для статиче-

ски определимых систем или критерий 

наибольшей жесткости при заданной объе-

ме). Вместе с тем, во всех перечисленных 

случаях, разумеется, должны обеспечиваться 

условия прочности, жесткости, устойчиво-

сти, в ряде случаев вводятся также ограни-

чения на величину основной частоты соб-

ственных колебаний. Вместе с тем, рассмат-

риваются и двойственные постановки, когда 

вес (стоимость) переводится в ограничения, 

а в качестве функции цели, которая макси-

мизируется, выступает несущая способность 

по прочности или критическая нагрузка или 

собственная частота [5]. Относительно 

меньшее развитие получили задачи опти-

мального проектирования, посвященные 

совместному рассмотрению требований эф-

фективности, долговечности и технологич-

ности, а также сочетанию этих требований 

(см., например, [11]). 

В математическом отношении задачи опти-

мального проектирования – это задачи опти-

мизации, т.е. поиска экстремума (чаще всего 

условного) какой-либо (целевой) функции 

(вышеупомянутые минимумы стоимости, 

объема, максимум жесткости) и значений па-

раметров, при которых этот экстремум дости-

гается. Если требуется отыскать конечное 

число оптимальных параметров, то имеем за-

дачу математического программирования. 

С математической точки зрения, наряду с 

задачами, в которых необходимо определить 

максимальные и минимальные значения не-

которой функции )(xfy � , в частности, в 

задачах строительной механики нередко 

возникает необходимость определить мини-
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мальные и максимальные значения величин 

особого рода, называемых функционалами. 

Напомним, что функционал – это переменная 

величина, значения которой определяются 

выбором одной или нескольких функций. 

Иными словами, для функционалов харак-

терна зависимость, когда функции (или век-

тор-функции) соответствует число, тогда как 

при задании функции )(xfy �  числу соот-

ветствует число. 

Вариационное исчисление изучает методы, 

позволяющие находить максимальные и ми-

нимальные значения функционалов. Соот-

ветственно задачи, в которых требуется ис-

следовать функционал на максимум или ми-

нимум называются вариационные задачи. 

Вообще, вариационные задачи могут быть 

классическими (если дополнительных усло-

вий нет или они имеют форму равенств) и 

неклассическими (с дополнительными усло-

виями в форме неравенств) [1,5,14]. 

Многие задачи строительной механики и ма-

тематической физики сводятся к утвержде-

нию, что некоторый функционал в рассмат-

риваемом процессе должен достигать мини-

мума или максимума. В данной формули-

ровке указанные законы называются вариа-

ционные принципы механики или физики. 

Несмотря на то, что история создания вариа-

ционных принципов механики сплошных сред 

насчитывает уже более 150 лет, а вариацион-

ное исчисление является одним из классиче-

ских разделов математики, развитие вариаци-

онных принципов механики деформируемого 

твердого тела и строительной механики, в 

частности, теории упругости, теории оболочек 

и пластин, еще далеко от завершения [1]. 

В первом и втором разделах настоящей ста-

тьи излагаются общеизвестные теоретиче-

ские основы решения задач поиска макси-

мума и минимума соответственно функции и 

функционала. В третьем разделе рассматри-

вается оригинальный материал, связанный с 

поиском максимума и минимума интеграла, 

который п одной части аргументов может 

рассматриваться как функция, а по другой 

как функционал. 

1. ЗАДАЧИ ПОИСКА МАКСИМУМА И 
МИНИМУМА ФУНКЦИИ 

 

Методы решения вариационных задач [14] 

весьма схожи с методами исследования 

функций на максимум и минимум. В этой 

связи в первом разделе настоящей статьи це-

лесообразно кратко напомнить теорию мак-

симума и минимума функций (без ограниче-

ния общности для простейшего случая рас-

смотрения функции одной переменной). 

Переменная величина y  называется функция 

переменной величины x  и обозначается 

)(xfy � , если каждому значению x  из не-

которой области изменения x  соответствует 

значение y , т.е. имеет место соответствие: 

числу x  соответствует число y . 

Аналогично определяются и функции не-

скольких переменных. 

Приращение x8  аргумента x  функции )(xf  

– это разность между двумя значениями ука-

занной переменной 1xxx ��8 . Если x  – не-

зависимая переменная, то дифференциал x  

совпадает с приращением xdx 8� . 

Функция )(xf  называется непрерывная 

функция, если малому изменению x  соот-

ветствует малое изменение )(xf . 

Определение непрерывной функции можно 

уточнить. 

Функция )(xf  непрерывна при 
0xx � , если 

для любого 0-3  можно подобрать 0-�  

такое, что 3,� |)()(| 0xfxf  при �,� || 0xx  

(здесь, разумеется, подразумевается, что x  

принимает лишь те значения, в которых 

функция )(xf  определена). 

Линейная функция – эта функция )(xl , удо-

влетворяющая следующим условиям 

 

)()( xсlсxl � , 

 

где с  – произвольная постоянная, и 

 

)()()( 2121 xlxlxxl 	�	 . 
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Линейная функция одной переменной имеет вид: 

 

bkxсxl 	�)( , 

 

где k  и b  – постоянные. 

Если приращение функции 

 

)()( xfxxff �8	�8  

 

может быть представлено в виде 

 

xxxxxАf 88	8�8 ),()( � , 

 

где )(xА  не зависит от x8 , а 0),( <8xx�  

при 0<8x , то функция называется диффе-

ренцируемая функция, а линейная по отно-

шению к x8  часть приращения ( xxА 8)( ) 

называется дифференциал функции и обо-

значается df . Разделив на x8  и переходя к 

пределу 0<8x , получим, что )()( xfxА =� , 

и следовательно, 

 

xxfdf 8=� )( . 

 

Можно дать и несколько иное определение 

дифференциалу: дифференциал функции 

)(xf  равен (ниже (  – параметр) 

 

0

)(
�

8	
�
�

(

(
(

xxf . 

 

Имеет место теорема: если дифференцируе-

мая функция )(xf  достигает максимума или 

минимума во внутренней точке 
0xx �  обла-

сти определения функции, то в этой точке 

0�df . 

Если функция )(xf  дифференцируемая в 

точке 
0xx �  и в этой точке выполняется ра-

венство 

 

0�df , 

 

то точка 
0xx �  называется стационарная 

точка функции )(xf . 

Приведем важное для последующего изло-

жения понятие близости функций. 

Функции (кривые) )(xyy �  и )(11 xyy �  

близки в смысле близости k -го порядка 

( ... ,2 ,1 ,0�k ), если малы модули разностей 

 

ksxyxy ss  ..., ,0   |,)()(| )(

1

)( �� ,       (1.1) 

 

где запись типа )()( xf p  обозначает произ-

водную p -го порядка от функции )(xf  по 

переменной x . 

Из определения, очевидно, следует, что если 

функции близки в смысле близости k -го по-

рядка, то они тем более близки в смысле 

близости любого меньшего порядка. 

Можно считать, что близость функций 

)(11 xyy �  и )(22 xyy �  (
10 xxx .. ) в смыс-

ле близости k -го порядка определяется ве-

личиной, определяемой формулой 

 

+
�

��
k

s

ss xyxyyy
0

)(

2

)(

121 |)()(|),(� .      (1.2) 

 

Пример 1.1. Существуют экстремальные 

проблемы, которые не могут быть выражены 

с помощью понятия функции )(xf  одной 

переменной. Простейшим относящимся сюда 

примером является проблема нахождения 

экстремумов функции ),( 21 xxf  от двух неза-

висимых переменных. 

Можно показать, что точка )0 ,0(),( 21 �xx  

является стационарной точкой функции 

2121 ),( xxxxf � , однако точка )0 ,0(),( 21 �xx  

не является экстремумом данной функции. 

В самом деле, имеем: 

 

211221 ),( dxxdxxxxdf 	� ; 

0)0 ,0( �df . 
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Вместе с тем, для любого 0-�  точки 

) ,(),( 21 �� ��xx  и ) ,(),( 21 ���xx  лежат в 

круге )0 ,0(2�S  и 

 

00) ,0() ,( 2 �,��� ff ��� ; 

00) ,0() ,( 2 �-� ff ��� , 

 

в связи с чем точка )0 ,0(),( 21 �xx  не являет-

ся точкой экстремума функции ),( 21 xxf . 

Аналогично можно показать, что точка 

)0 ,0(),( 21 �xx  является стационарной точкой 

функции 2

2

2

121 ),( xxxxf �� , однако точка 

)0 ,0(),( 21 �xx  не является экстремумом дан-

ной функции – имеем седловую точку ■. 

Седловая точка функции – это такая точка из 

области определения функции, которая явля-

ется стационарной для данной функции, од-

нако не является ее локальным экстремумом. 

В такой точке, если рассматривается функция 

двух переменных, образованная графиком 

функции поверхность обычно напоминает по 

форме седло – выпуклая в одном направлении 

и вогнутая в другом [4]. 

 

 

2. ЗАДАЧИ ПОИСКА МАКСИМУМА И 
МИНИМУМА ФУНКЦИОНАЛА 

 

2.1. Базовые понятия вариационного ис-
числения. 
По аналогии с материалом, изложенным в 

первом разделе статьи можно привести соот-

ветствующие понятия и для функционалов 

(также, рассматривая вначале соответству-

ющий простейший случай). 

Переменная величина J  называется функци-

онал, зависящий от функции )(xy , и обозна-

чается )]([ xyJJ �  или ))(( xyJJ � , если 

каждой функции )(xy  из некоторого класса 

функций )(xy  соответствует значение J , т.е. 

имеет место соответствие: функции )(xy  со-

ответствует число J . 

Аналогично определяются и функционалы, 

зависящие от нескольких функций, а также 

функционалы, зависящие от функций не-

скольких независимых переменных. 

Приращение или вариация y�  аргумента 

)(xy  функционала )]([ xyJJ �  – это раз-

ность между двумя функциями 

)()( 1 xyxyy ��� , при этом предполагается, 

что )(xy  меняется произвольно в некотором 

классе функций. 

Функционал )]([ xyJJ �  называется непре-

рывный функционал, если малому измене-

нию )(xy  соответствует малое изменение 

функционала )]([ xyJJ � .  

Определение непрерывного функционала 

можно уточнить. Функционал )]([ xyJJ �  

непрерывен при )(0 xyy �  в смысле близости 

k -го порядка, если для любого 0-3  можно 

подобрать 0-�  такое, что  

 

3,� |)]([)]([| 0 xyJxyJ  

при     ksxyxy ss  ..., ,0   ,|)()(| )(

0

)( �,� � , 

 

при этом подразумевается, что функция )(xy  

берется из класса функций, на которых 

функционал )]([ xyJJ �  определен. 

Линейный функционал – это функционал 

)]([ xyL , удовлетворяющий следующим 

условиям: 

 

)]([)]([ xyсLxсyL � , 

 

где с  – произвольная постоянная, и 

 

)]([)]([)]()([ 2121 xyLxyLxyxyL 	�	 . 

 

Примером линейного функционала является 

следующий: 

 

* =	�
1

0

))()(()]([

x

x

dxyxqyxpxyL . 

 

Если приращение функционала  

 

)]([])([ xyJyxyJJ �	�8 �  
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можно представить в виде 

 

||max)),((]),([ yyxyyxyLJ ���� 	�8 , 

 

где ]),([ yxyL �  – линейный по отношению к 

y�  функционал; ||max y�  – максимальное 

значение || y� ; 0)),(( <yxy ��  при 

0||max <y� , то линейная по отношению к 

y�  часть приращения функционала, т.е. 

]),([ yxyL �  называется вариация функциона-

ла или первая вариация функционала и обо-

значается J� . 

Иными словами, вариация функционала – 

это главная, линейная по отношению к y� , 

часть приращения функционала. 

Можно дать и несколько иное определение 

вариации: вариация функционала )]([ xyJ  

равен (ниже (  – параметр) 

 

0

))([
�

	
�
�

(

(�
(

yxyJ . 

 

Очевидно, что, рассуждая аналогичным об-

разом, можно определить вторую вариацию 

функционала (обозначается J2� ), а также 

вариации более высоких порядков. 

Имеет место теорема: если функционал 

)]([ xyJ , имеющий вариацию, достигает мак-

симума или минимума при )(0 xyy � , где 

)(0 xy  – внутренняя точка области определе-

ния функционала, то при )(0 xyy �  

0�J� . 

Если для функционала )]([ xyJ , имеющего 

вариацию, при )(0 xyy � , где )(0 xy  – внут-

ренняя точка области определения функцио-

нала, выполняется равенство  

 

0�J� , 

 

то функция )(0 xyy �  называется стацио-

нарная точка функционала )]([ xyJ . 

Поясним, что функционал )]([ xyJ  достигает 

при функции (на кривой) )(0 xyy �  макси-

мума, если значение функционала )]([ xyJ  

при любой близкой к )(0 xyy �  функции не 

больше, чем )]([ 0 xyJ , т.е. имеем: 

 

0)]([)]([ 0 .��8 xyJxyJJ .          (2.1) 

 

Если 0.8J , причем 0�8J  только при 

)(0 xyy � , то говорят, что при функции (на 

кривой) )(0 xyy �  достигается строгий мак-

симум. Аналогично определяется функция 

)(0 xyy �  при которой реализуется минимум 

– в этом случае 0/8J  при всех функциях, 

близких к функции )(0 xyy � . 

Понятие экстремум функционала требует 

определенного уточнения: под максимумом 

или под минимумом выше имелось в виду 

наибольшее или наименьшее значение функ-

ционала только по отношению к значениям 

функционала для близких функций, однако 

как уже отмечалось выше, близость функций 

может быть понимаема различно, в связи с 

чем в определении максимума или миниму-

ма функционала следует указывать, какого 

порядка близость имеется в виду. 

Если функционал )]([ xyJ  достигает на кри-

вой )(0 xyy �  максимума или минимума по 

отношению ко всем кривым, для которых ве-

личина |)()(| 0 xyxy �  мала, т.е. по отношению 

к кривым, близким к )(0 xyy �  в смысле бли-

зости нулевого порядка, то максимум или 

минимум называется соответственно сильный 

максимум или сильный минимум. 

Если функционал )]([ xyJ  достигает при 

функции )(0 xyy �  максимума или минимума 

по отношению к функциям, близким к 

)(0 xyy �  в смысле близости первого поряд-

ка, то максимум или минимум называются 

соответственно слабый максимум или слабый 

минимум. 
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Очевидно, что если при функции )(0 xyy �  

достигается сильный максимум или сильный 

минимум, то, разумеется, соответственно до-

стигается слабый максимум или слабый ми-

нимум. Обратное утверждение неверно. 

Заметим, что все определения и теоретиче-

ские построения настоящего раздела почти 

без всякого изменения переносятся на функ-

ционалы, зависящие от нескольких неиз-

вестных функций 

 

)]( ..., ),([ 1 xyxyJ n
                   (2.2) 

 

или зависящие от одной или нескольких 

функций многих переменных 

 

)] ..., ,([ 1 nxxyJ ;                    (2.3) 

)] ..., ,( ..., ), ..., ,([ 111 nmn xxyxxyJ .     (2.4) 

 

Так, например, вариация J�  функционала 

)],([ 21 xxyJ  может быть определена как 

главная линейная по отношению к y�  часть 

приращения 

 

)],([]),([ 2121 xxyJyxxyJJ �	� �� ,      (2.5) 

 

причем если при ),( 21 xxyy �   функционал 

J  достигает экстремума, то при ),( 21 xxyy �  

вариация 0�J� . 

Иными словами, необходимым условием 

минимума (максимума) функционала J  яв-

ляется обращение в ноль его первой вариа-

ции J� , т.е. 

 

0�J� .                        (2.6) 

 

Вторая вариация функционала J  должна 

быть в случае минимума неотрицательной, 

 

02 /J� ,                       (2.7) 

 

а в случае максимума неположительной, 

 

02 .J� .                       (2.8) 

Заметим, что необходимым условием нали-

чия экстремума функционала )]([ xyJ  при 

функции )(0 xyy �  является стационарность 

функционала при функции )(0 xyy �  или, что 

эквивалентно, в точке )(0 xyy �  (т.е. функция 

)(0 xyy �  должна быть стационарной точкой 

функционала )]([ xyJ ). Таким образом, ста-

ционарность – это более общее свойство 

функционала в данной точке, чем экстре-

мальность [1]. 

Пример 2.1. Пусть задан функционал  

 

* =�
b

a

dxyyxFxyJ ),,()]([ ,         (2.9) 

 

причем функции )(xy  удовлетворяют усло-

виям  

 

cay �)( ;   dby �)( .            (2.10) 

 

где dc  ,  – некоторые заданные числа. 

Первая и вторая вариации функционала (2.9) 

имеют соответственно следующий вид: 

 

* ��
�

�
��
�

�
=

=�
�

	
�
�

�
b

a

dxy
y

F
y

y

F
J ��� ;         (2.11) 

.)(2)(
)(

2

2

22
2

2

2

2

* ��
�

�
��
�

�

�
�

	=
=��

�
	=

=�
�

�

�
b

a

dxy
y

F
yy

yy

F
y

y

F

J

����

�
 

■ (2.12) 

 

Пример 2.2. Пусть задан функционал, зави-

сящих от двух функций 21  , yy , т.е. ] ,[ 21 yyJ . 

Каждому фиксированному значению 1y  

можно поставить в соответствие число 

 

] ,[max][ 2111
2

yyJyJ
y

�             (2.13) 

 

и тем самым определить функционал 1J  на 

множестве тех элементов 1y , для которых 

существует указанных максимум. 



Л.С. Ляхович, П.А. Акимов, Б.А. Тухфатуллин 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 110 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Аналогично можно определить функционал 

 

] ,[min][ 2122
1

yyJyJ
y

�             (2.14) 

 

Запись 

 

] ,[maxmin]~ ,~[ 2121
21

yyJyyJ
yy

�        (2.15) 

 

(минимум по 1y  максимумов по 2y  функци-

онала J ) означает, что при 11
~yy �  функци-

онал (2.13) имеет минимум, причем указан-

ный в (2.13) максимум достигается при 

22
~yy � . Таким образом, говорят, что функ-

ционал ] ,[ 21 yyJ  имеет в точке )~ ,~( 21 yy  ми-

нимакс. Иными словами, выражение (2.15) 

означает, что сначала для каждого фиксиро-

ванного 1y  находится максимум функциона-

ла J  по 2y , а затем из всех найденных зна-

чений J  выбирается минимальное. 

Аналогично с помощью равенства (2.14)  

определяется максимин: 

 

] ,[minmax]
~~ ,

~~[ 2121
21

yyJyyJ
yy

� .       (2.16) 

 

Если в точке )~ ,~( 21 yy  функционал ] ,[ 21 yyJ  

имеет одновременно и минимакс (2.15) и 

максимин (2.16), то говорят, что )~ ,~( 21 yy  – 

седловая точка функционала.  

Заметим, что часто используют и другое, эк-

вивалентное определение: точка )~ ,~( 21 yy  

называется седловой точкой функционала 

] ,[ 21 yyJ , если при любых 21  , yy  имеет ме-

сто неравенство 

 

]~ ,[]~ ,~[] ,~[ 212121 yyJyyJyyJ ..  ■.   (2.17) 

 

2.2. Уравнение Эйлера, уравнение Эйлера 
– Пуассона, уравнение Остроградского. 
Пример 2.3. Пусть дано дифференциальное 

уравнение с одной неизвестной (искомой) 

функцией )(xyy �  и двумя заданными (т.е. 

известными) функциями )(xpp �  и )(xqq �  

) ,(   ,0)( baxqyp >�	==          (2.18) 

 

и граничными условиями, при которых из-

вестны значения непосредственно самой ис-

комой функции на краях (в граничных точ-

ках) рассматриваемого интервала (отрезка) 

 

cay �)( ;   dby �)( ,            (2.19) 

 

где dc  ,  – некоторые заданные числа. 

Можно показать [12], что задача (2.18), 

(2.19) полностью эквивалентна задаче поиска 

минимума функционала 

 

min)(
2

1
][ 2 <�

�

�
�
�

� �=� *
b

a

dxqyypyJ    (2.20) 

 

с учетом граничных условий (2.19) на краях 

отрезка.  

Поясним, что эквивалентность задачи (2.18), 

(2.19) и задачи (2.20), (2.19) означает, что 

решения указанных задач полностью совпа-

дают при условии того, что функция 

)(xpp �  является строго положительной на 

рассматриваемом отрезке ] ,[ bax> .  

Заметим, что доказательство эквивалентности 

вышеперечисленных задач, приведенное, 

например, в [9], выполняется в два этапа: сна-

чала доказывается, что любое решение задачи 

(2.18), (2.19) является решением задачи (2.20), 

(2.19), после чего доказывается обратное 

утверждение. 

С физической точки зрения примером задачи 

(2.18), (2.19) или соответственно (2.20), 

(2.19) является задача растяжения – сжатия 

стержня ■. 

Пример 2.4. Пусть дано дифференциальное 

уравнение (2.18) с одной неизвестной (иско-

мой) функцией )(xyy � , двумя заданными 

(т.е. известными) функциями )(xpp �  и 

)(xqq � , а также граничными условиями на 

краях рассматриваемого отрезка, при которых 

известно значение непосредственно самой 

искомой функции )(xyy �  на левом конце и 
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значение производной этой функции на пра-

вом конце отрезка 

 

cay �)( ;   dby �= )( ,             (2.21) 

 

где dc  ,  – некоторые заданные числа. 

Можно показать [13], что задача (2.18), 

(2.21) полностью эквивалентна задаче поиска 

минимума функционала 

 

min)()()(
2

1
][ 2 <���

�

�
�
�

� �=� * bybpddxqyypyJ
b

a

 

    (2.22) 

 

с граничными условиями только на левом 

конце отрезка 

 

cay �)( .                    (2.23) 

 

Эквивалентность задачи (2.18), (2.21) и зада-

чи (2.22), (2.23) означает, что решения ука-

занных задач полностью совпадают при 

условии того, что функция )(xpp �  являет-

ся строго положительной на рассматривае-

мом отрезке ] ,[ bax> .  

Заметим, что доказательство эквивалентности 

вышеперечисленных задач, приведенное, 

например, в [9], аналогично выполняется в 

два этапа: сначала доказывается, что любое 

решение задачи (2.18), (2.21) является реше-

нием задачи (2.22), (2.23), после чего доказы-

вается обратное утверждение. 

С физической точки зрения примером задачи 

(2.18), (2.21) или соответственно (2.22), 

(2.23) является задача растяжения – сжатия 

стержня ■. 

Пусть требуется исследовать на экстремум 

функционал вида 

 

* =�
1

0

))(),(,()]([

x

x

dxxyxyxFxyJ ,      (2.24) 

 

при заданных граничных условиях 

 

00 )( yxy � ;   11)( yxy � ;          (2.25) 

 

будем считать, что ),,( yyxF =  – трижды 

дифференцируемая функция. 

Можно показать [18], что экстремум функ-

ционала (2.24) реализуется при функции 

)(xyy � , являющейся решением дифферен-

циального уравнения  

 

0�� =yy F
dx

d
F ,                 (2.26) 

где             F
y

Fy �
�

� ;   F
y

Fy =�
�

�= ,       (2.27)  

 

называемого уравнение Эйлера. 

Следует отметить, что краевая задача, опре-

деляемая уравнением (2.26) и граничными 

условиями (2.25) не всегда имеет решение, а 

если решение существует, то оно может не 

быть единственным [18]. Во многих вариа-

ционных задачах строительной механики 

существование решения очевидно из физи-

ческого или геометрического смысла задачи, 

и если уравнение Эйлера, удовлетворяющее 

граничным условиям, единственно, то един-

ственная экстремаль и будет решением рас-

сматриваемой вариационной задачи. 

Рассмотрим теперь функционал J  более 

общего вида: 

 

* ==�
1

0

) ..., ,, ..., ,,(] ..., ,[ 111

x

x

nnn dxyyyyxFyyJ  (2.28) 

 

при заданных граничных условиях 

 

0,00,101 )(   ...,   ,)( nn yxyyxy �� ;      (2.29) 

1,11,111 )(   ...,   ,)( nn yxyyxy �� .      (2.30) 

 

Заметим, что граничные условия (2.29)-(2.30) 

также, очевидно, можно переписать в виде 

 

mjyxyyxy jjjj  ..., ,2 ,1   ,)(   ,)( 1,10,0 ��� . 

(2.31) 
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В данном случае функции, реализующие 

экстремум должны удовлетворять системе 

дифференциальных уравнений второго по-

рядка следующего вида: 

 

niF
dx

d
F

ii yy  ..., ,1   ,0 ��� = ,        (2.32) 

где          F
y

F
i

yi �
�

� ;   F
y

F
i

yi =�
�

�= .         (2.33)  

 

Далее рассмотрим функционалы, зависящие 

от производных более высокого порядка 

 

* =�
1

0

))( ..., ),( ),(,()]([ )(

x

x

n dxxyxyxyxFxyJ ,(2.34) 

 

при заданных граничных условиях вида 

 

00 )( yxy � ;   00 )( yxy =�= ;   )1(

00

)1( )( �� � nn yxy ; 

(2.35) 

11)( yxy � ;   11)( yxy =�= ;   )1(

11

)1( )( �� � nn yxy ; 

(2.36) 

 

будем считать, что функция F  дифференци-

руема )2( 	n  раза по всем аргументам, а 

)(xyy �  дифференцируема n2  раз. 

Функция )(xyy � , реализующая экстремум 

функционала (2.28), должна быть решением 

уравнения 

 

0)1(... )(2

2

��			� === nyn

n
n

yyy F
dx

d
F

dx

d
F

dx

d
F , 

(2.37) 

где        niF
y

F
iy i  ..., 1, ,0   ,
)()( �

�
�

� ,        (2.38) 

 

называемого в литературе [18] уравнение Эй-

лера – Пуассона. 

Поясним, что в рамках введенных для еди-

нообразия обозначений производных )(iy  

функции y  по переменной x  (где 

ni  ..., 1, ,0�  – порядок производной), оче-

видно, имеем: 

yy 5)0( ;   yy =5)1( ;   yy ==5)2(    и т.д. 

 

Итак, требуется решать краевую задачу, 

определяемую уравнением (2.37) и гранич-

ными условиями (2.35)-(2.36). 

Рассмотрим соответствующий функционал, 

зависящий от произвольного количества 

функций 

 

dxxyxyxy

xyxyxy

xyxyxyxFyyJ

mn

mm

n

x

x

n

m

))( ..., ),( ),(                  

..., ),( ..., ),( ),(                  

),( ..., ),( ),(,(] ..., ,[

)(

1

)(

222

)(

1111

2

1

0

1

=
=

=� *
 

(2.39) 

 

при заданных граничных условиях вида 

 

0,101 )( yxy � ;   0,101 )( yxy =�= ;   

 
)1(

0,10

)1(

1
11 )(
�� � nn yxy ;   (2.40) 

0,202 )( yxy � ;   0,202 )( yxy =�= ;   

 
)1(

0,20

)1(

2
22 )(
�� � nn yxy ;   (2.41) 

… 

0,0 )( mm yxy � ;   0,0 )( mm yxy =�= ;   

 
)1(

0,0

)1(
)(

�� � mm n

m

n

m yxy .   (2.42) 

 

Необходимое условие экстремума в данном 

случае записывается следующим образом: 

 

. ..., ,2 ,1                                              

,0)1(... )(

mi

F
dx

d
F

dx

d
F

in
i

i

i

yn

n
n

yy

�

��		� = (2.43) 

 

Обратимся теперь к рассмотрению функцио-

налов, зависящих от функций нескольких 

переменных. 

Пусть стоит задача исследования на экстре-

мум функционала  

 

**
?

��
�

�
��
�

�

�
�

�
�

� dxdy
y

z

x

z
zyxFyxzJ  , , , ,)],([ ,  (2.44) 
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причем на границе ?��Г  области ?  зна-

чения функции ),( yxz  заданы; будем счи-

тать функцию F  трижды дифференцируе-

мой; будем полагать, что поверхность 

),( yxz , на которой реализуется экстремум, 

является дважды дифференцируемой. 

Дифференциальное уравнение второго по-

рядка в частных производных, которому 

должна удовлетворять функция ),( yxz , реа-

лизующая экстремум, называется уравнение 

Остроградского и имеет вид: 

 

0}{}{ �
�
�

�
�
�

� qpz F
y

F
x

F ,          (2.45) 

где                
x

z
p

�
�

� ;   
y

z
q

�
�

� .                 (2.46) 

 

Для функционала 

 

,...) ..., , ,,, ..., , ,(

)] ..., , ,([

212121

21

nnn

n

dxdxdxpppzxxxF

xxxzJ

?
** *�

�

�
 

(2.47) 

где                ni
x

z
p

i

i  ..., ,2 ,1   , �
�
�

� .        (2.48) 

 

Уравнение Остроградского для соответству-

ющей функции ) ..., , ,( 21 nxxxzz � , реализу-

ющей экстремум функционала (2.47), может 

быть записано следующим образом: 

 

0}{
1

�
�
�

�+
�

ip

n

i i

z F
x

F ,          (2.49) 

 

Если подынтегральная функция функциона-

ла J  зависит от производных более высоко-

го порядка, также можем записать необхо-

димое условие экстремума (уравнение Эйле-

ра – Пуассона), которому должна удовлетво-

рять функция, реализующая экстремум [18]. 

Итак, используя необходимое условие экс-

тремума функционала можно получить диф-

ференциальное уравнение Эйлера, или диф-

ференциальное уравнение Остроградского, 

или иные представленные в настоящем раз-

деле уравнения. Таким образом, можно осу-

ществить переход от вариационной задачи к 

традиционной краевой задаче для дифферен-

циальных уравнений. Заметим, что с физиче-

ской точки зрения, например, если для за-

данной системы известно выражение полной 

энергии деформации, которое является неко-

торым функционалом, то уравнения Эйлера 

или Остроградского для соответствующего 

функционала являются уравнениями равно-

весия или уравнениями движения данной 

системы. 

Как известно, решение задач строительной 

механики основано на принципах, в которых 

утверждается стационарность некоторых 

функционалов. Так, например, вариацион-

ный принцип Лагранжа связан с отысканием 

минимума функционала – полной энергии 

деформации системы ( Э ) – из условия ра-

венства нулю первой вариации этого функ-

ционала ( 0�Э� ). Вследствие изложенного 

проблема решения краевой задачи для диф-

ференциального уравнения, выражающего 

условие равновесия системы, оказывается 

эквивалентной проблеме нахождения функ-

ции, дающей минимум функционалу, кото-

рый выражает энергию системы. 

Пример 2.5. Пусть в функционале (2.9) 

функция )(xy  удовлетворяет условиям (2.10). 

Первая вариация данного функционала имеет 

вид (2.11), причем интеграл от второго слага-

емого, используя технику интегрирования по 

частям можно преобразовать к виду 

 

** ��
�

�
��
�

�
=�

�
�

=�
�

�=
=�

� b
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b
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b

a

ydx
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y

F
dxy

y

F
��� . 

 

Если )(x7  – произвольная кусочно-гладкая 

функция, удовлетворяющая условию  

 

0)()( �� ba 77 , 

 

то однопараметрическое семейство функций  

 

)()()(~ xxyxy (7	�  
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при достаточно малых значениях параметра 

(  принадлежит некоторой окрестности 

функции )(xy  (т.е. функция )(~ xy  сколь 

угодно близка к )(xy  – см. ранее)). 

Принимая во внимание тот факт, что  

 

)(xy (7� � , 

 

очевидно, можем переписать выражение для 

первой вариации 

 

* ��
�

�
��
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��
�

�
��
�

�
=�

�
�

�
�

�
b
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ydx
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F

dx

d

y

F
J �� . 

 

Данное выражение обращается в нуль, если 

функция )(xy  дает экстремум функционалу. 

Вариация y�  ввиду ее произвольности не 

равна нулю, откуда вытекает, что 

 

0���
�

�
��
�

�
=�

�
�

�
�

y

F

dx

d

y

F
 

 

или, что эквивалентно, имеем (2.26) ■. 

Пример 2.6. Пусть требуется вывести урав-

нение равновесия упругой мембраны при 

малых прогибах и заданной интенсивности 

нагрузки ),( 21 xxq . 

Как известно [7], полная энергия деформа-

ции такой мембраны выражается интегралом 

 

,),(
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dxdxyxxq
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::  

(2.50) 

 

где :  – постоянная величина; ),( 21 xxy  – 

функция прогибов мембраны. 

Пусть плоская область ? , занимаемая мем-

браной, ограничена контуром (границей) 

?��Г . Требуется найти функцию ),( 21 xxy , 

непрерывную в области ?  вместе с частны-

ми производными первого и второго поряд-

ков, принимающими на контуре ?��Г  за-

данные значения 

 

),(),( 2121 xxxxy
Г

��             (2.51) 

 

и дающие интегралу (2.50) минимальное 

значение.  

Рассмотрим значение функционала (2.50) 

для функции  

 

),(),( 2121 xxxxy (7	 , 

 

где ),( 21 xx7  – функция, непрерывная вместе 

с производными первого и второго порядков 

и равная нулю на контуре ?��Г . 

Итак, для того, чтобы функционал (2.50) 

имел минимум, его первая вариация должна 

быть равна нулю: 
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(2.52) 

где   
1

1 x
y x �

�
�=

7
(� ;   

2
2 x

y x �
�

�=
7

(� ;   (7� �y . 

(2.53) 

 

Формула Грина, как известно, имеет вид: 
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где ?��Г  – положительно ориентирован-

ная кусочно-гладкая замкнутая кривая на 

плоскости; ?  – область, ограниченная кри-

вой ?��Г ; ),( 21 xxP  и ),( 21 xxQ  – функции, 

определенные в области ?  и имеющие не-

прерывные частные производные  

 

1x

Q

�
�

   и   
2x

P

�
�

. 

 

Введем обозначение: 
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– оператор Лапласа. 

Руководствуясь формулой Грина, можем 

преобразовать в интеграле (2.52) первые два 

члена: 
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Таким образом, окончательно имеем: 
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Контурный интеграл в последнем выраже-

нии равен нулю в силу того, что функция 

),( 21 xx7  на контуре ?��Г  обращается в 

нуль. Следовательно, 

 

0)( 21 ��8�� ** dxydxqyJ
D

�:� .       (2.56) 

 

Так как y�  произвольна, будем иметь сле-

дующее уравнение, которому должна удо-

влетворять функция ),( 21 xxy , дающая ми-

нимум функционалу (2.50): 

 

0��8 qy: .                    (2.57) 

 

Резюмируя вышеизложенное, следует отме-

тить, что получили дифференциальное урав-

нение Остроградского, которое представляет 

собой уравнение Пуассона. Это и есть иско-

мое уравнение равновесия упругой мембра-

ны ■. 

Пример 2.7. Основные положения механики 

могут быть сформулированы в трех эквива-

лентных формах: в виде дифференциальных 

уравнений, в виде интегральных уравнений, 

в виде вариационных принципов [1]. Кроме 

того, могут использоваться операторные по-

становки [6].  

К числу основных вариационных принципов 

строительной механики, как известно, отно-

сятся принцип Лагранжа и принцип Касти-

льяно [14]. Оба этих принципа объединяет 

важнейшее свойство – свойство экстремаль-

ности соответствующего функционала, а 

именно на решении задачи функционал Ла-

гранжа и функционал Кастильяно принима-

ют минимальное значение.  

Вместе с тем, между этими двумя основны-

ми вариационными принципами, разумеется, 

имеются и существенные различия. 

Проблема поиска минимума функционала 

Лагранжа определяет вариационную поста-

новку исходной задачи в перемещениях, а 

проблема поиска точки минимума функцио-

нала Кастильяно определяет вариационную 

постановку задачи в напряжениях. 

На решении задачи функционал Лагранжа 

принимает минимальное значение среди всех 

физически и кинематически допустимых по-

лей, тогда как уравнения равновесия в объеме 

тела и на его поверхности представляют собой 

следствие (необходимое условие) этой мини-

мальности, т.е. являются уравнением Эйлера и 

естественными краевыми условиями. 

На решении задачи функционал Кастильяно 

принимает минимальное значение среди всех 

физически и статически допустимых полей, 

тогда как условия совместности деформаций 

и кинематические краевые условия пред-

ставляют собой уравнения Эйлера и есте-

ственные краевые условия. 

Итак, указанные основные вариационные 

принцип, взаимно дополняя друг друга, тре-

буют рассмотрения ограниченного класса 

полей, заранее удовлетворяющих некоторым 
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предписанным условиям. Таким образом, 

исторически возникло естественное стрем-

ление построить такой функционал (и соот-

ветственно такой вариационный принцип), 

который на решении задачи принимал бы 

если и не экстремальное, то хотя бы стацио-

нарное значение, однако зато среди полей 

напряженно-деформированного состояния 

(НДС), не подчиненных заранее каким либо 

условиям. 

Вариационные принципы, в которых поля 

напряжений и поля перемещений рассматри-

ваются как независимые даже в случае от-

сутствия упругой среды, принято называть 

смешанные вариационные принципы. 

 

2.3. Вариационные задачи на условный 
экстремум. 
Вариационные задачи на условный экстре-

мум – это задачи, в которых требуется найти 

экстремум функционала J , причем на функ-

ции, от которых зависит функционал J , 

наложены некоторые связи.  

Вообще, вариационную задачу без дополни-

тельных условий называют свободной, а за-

дачу об условном экстремуме несвободной. 

Рассмотрим, прежде всего, задачу исследо-

вания на экстремум функции 

 

) ..., , ,( 21 nxxxfz �                (2.58) 

 

при наличии связей 

 

nmmixxx ni ,��    , ..., ,1   ,0) ..., , ,( 21� .  (2.59) 

 

Очевидно, что наиболее естественным под-

ходом к решению данной задачи является 

разрешение системы 

 

mixxx ni  ..., ,1   ,0) ..., , ,( 21 ��� ,       (2.60) 

 

уравнения которой будем считать независи-

мыми, относительно каких-нибудь m  пере-

менных, например, относительно 

 

) ..., , ,( 21 nxxx , 

т.е. имеем 

 

) ..., , ,( 2111 nmm xxxxx 		� ; 

) ..., , ,( 2122 nmm xxxxx 		� ; 

… 

) ..., , ,( 21 nmmmm xxxxx 		�  

 

Далее подставляем найденные mxxx  ..., , , 21  в 

) ..., , ,( 21 nxxxf , при этом данная функция 

становится функцией ) ..., , ,( 21 nmm xxx 		@ . 

Таким образом, здесь имеем лишь mn �  пе-

ременных 
nmm xxx  ..., , , 21 		 , которые уже неза-

висимы, и задача сводится по существу к ис-

следованию функции ) ..., , ,( 21 nmm xxx 		@  на 

безусловный экстремум. 

Заметим, что для решения рассматриваемой 

задачи более удобен другой метод решения, 

называемый методом неопределенных мно-

жителей, сохраняющий полное равноправие 

переменных. Как известно, данный метод при 

исследовании на экстремум функции (3.1) при 

наличии связей (3.3) заключается в том, что 

составляется новая вспомогательная функция 

 

+
�

A 	�
m

i

iifz
1

�B ,              (2.61) 

 

где iB  – некоторые постоянные множители. 

Далее функция (2.61) исследуется уже на 

безусловный экстремум, т.е. составляется 

система уравнений 

 

nj
x

z

j

 ..., ,2 ,1   ,0 ��
�
�

,           (2.62) 

 

дополненная уравнениями связей (2.60), из 

которой определяются все mn	  неизвест-

ных 
nxxx  ..., , , 21
 и mBBB  ..., , , 21

. 

Совершенно аналогично может быть решена 

задача на условный экстремум для функцио-

налов вида (2.28) с граничными условиями 

типа  
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nmmiyyyx ni ,��    , ..., ,1   ,0) ..., , , ,( 21� . 

  (2.63) 

 

Здесь составляют функционал  

 

 * + �
�

�
�
�

�
	�

�

A
1

0
1

)(

x

x

m

i

ii dxxFJ �B          (2.64) 

 

или 

 

* AA �
1

0

x

x

dxFJ ,                   (2.65) 

где                 +
�

A 	�
m

i

ii xFF
1

)( �B ,            (2.66) 

 

который уже исследуется на безусловный 

экстремум, т.е. решают систему уравнений 

Эйлера, дополненную соответствующими 

уравнениями связей 

 

C�

C
�
�

��

��� A
=

A

. ..., ,2 ,1   ,0

 , ..., ,2 ,1   ,0

mi

njF
dx

d
F

i

yy jj

�
      (2.67) 

 

Вообще, количества уравнений nm	 , оче-

видно, достаточно для определения nm	  

неизвестных функций 
nyyy  ..., , , 21
 и 

mBBB  ..., , , 21
. Граничные условия 

 

njyxyyxy jjjj  ..., ,2 ,1   ,)(   ,)( 1,10,0 ��� , (2.68) 

 

 не должны противоречить уравнениям свя-

зей и, в принципе, позволяют определить n2  

произвольных постоянных в общем решении 

системы уравнений Эйлера. 

Можно показать [18], что найденные данным 

путем кривые, на которых достигается ми-

нимум или максимум функционала (2.64), 

будут решениями исходной вариационной 

задачи (2.28), (2.63). 

Заметим, что также можно обосновать и 

справедливость описанной ниже теоремы. 

Функции 
nyyy  ..., , , 21
, реализующие экстре-

мум функционала (2.22) при наличии усло-

вий (2.63) удовлетворяют при соответству-

ющем выборе множителей 
mBBB  ..., , , 21

 

уравнениям Эйлера, составленным для 

функционала (2.64) или, что эквивалентно, 

(2.65). Функции )( ..., ),( ),( 21 xxx mBBB  и 

)( ..., ),( ),( 21 xyxyxy n
 определяются из урав-

нений Эйлера и уравнений связей (2.67) [18]. 

Следует отметить, что уравнения связей в 

(2.67) можно считать уравнениями Эйлера 

для функционала (2.64) или (2.65), если ар-

гументами функционала считать не только 

функции )( ..., ),( ),( 21 xyxyxy n
, но также и 

)( ..., ),( ),( 21 xxx mBBB . Уравнения связей в 

(2.67) предполагаются независимыми, т.е. 

один из соответствующих якобианов поряд-

ка m  отличен от нуля, например [18] 

 

0
) ..., , ,(

) ..., , ,(

21

21 D
m

m

yyyD

D ���
. 

 

Рассмотрим теперь более сложный случай, 

при котором уравнения связей являются 

дифференциальными уравнениями вида 

 

miyyyx ni  ..., ,1   ,0) ..., , , ,( 21 ��===� .   (2.69) 

 

В механике связи такого вида называются 

неголономные связи, а связи вида (3.6) – го-

лономные связи. 

Для функционала (2.28) с условиями (2.31) и 

при наличии связей вида (3.69) можно пока-

зать [18], что его условный экстремум дости-

гается при тех функциях, на которых реали-

зуется безусловный экстремум функционала 

(2.64) или (2.65) (т.е., иными словами, можно 

доказать правило множителей [18]). 

Изопериметрические задачи – это вариаци-

онные задачи, в которых требуется опреде-

лить экстремум функционала (2.22) при 

наличии условий, называемых изоперимет-

рические условия и имеющих соответственно 

вид 
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Рисунок 2.1. Поперечное 

сечение стержня. 
 

Рисунок 2.2. Схема рассматриваемого стержня. 

 

mildxyyyyxF i

x

x

nni  ..., ,1   ,) ..., ,, ..., ,,(
1

0

11 ��==*  ,  

(2.70) 

 

где il  – постоянные; число m  здесь может 

быть больше, меньше или равно числу n , а 

также аналогичные задачи для других, более 

сложных функционалов. 

Пример 2.8. Рассмотрим стержень прямо-

угольного поперечного сечения (рис. 2.1), 

представленный на рис. 2.2, несущий рас-

пределенную массу и загруженный продоль-

ной силой, причем в общем случае величины 

массы и продольной силы могут изменяться 

по длине стержня, граничные условия могут 

быть произвольными. Положим, что требу-

ется сформулировать задачу поиска стержня 

минимальной материалоемкости при огра-

ничениях на величину первой частоты соб-

ственных колебаний.  

Следуя рассуждениям, приведенным в [10], 

варьируемые параметры здесь – это размеры 

поперечного сечения стержня )(1 xb  и )(2 xb , 

а функционал цели – это объем материала 

стержня 

 

*�
l

dxxbxbV
0

210 )()( ,              (2.71) 

 

где l  – длина стержня; 0V  – объем материала 

стержня. 

Ограничения по устойчивости или на вели-

чину низшей частоты собственных колеба-

ний в обеих главных плоскостях инерции 

могут быть записаны в следующем виде 

 

1,10 EE E .k ;   1,20 EE E .k ,          (2.72) 

 

где 
0E  – заданная частота; Ek  – установлен-

ный коэффициент запаса; 1,1E  и 1,2E  – соот-

ветственно низшие частоты собственных ко-

лебаний в обеих главных плоскостях инер-

ции.  

Если ограничения (2.72) будут выполняться 

в виде равенств, то они, очевидно, могут 

быть переписаны в следующем виде 

 

1,21,10 EEE E ��k .               (2.73) 

 

Соответственно в оптимизационной задаче 

требуется отыскать функции )(1 xb , )(2 xb , 

которые придадут функционалу (2.71) ми-

нимальное значение при условии, что будут 

выполнены ограничения (2.73). 

Как отмечено в [10], в виду того, что при 

выполнении ограничений (2.73) соответ-

ствующие энергетические функционалы 

принимают нулевые значения, можно сфор-

мировать функционал E0V , экстремум кото-

рого при варьировании )(1 xb  и )(2 xb  должен 

обеспечить как минимум функционала цели 
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(2.71), так и нулевые значения энергетиче-

ских функционалов: 

 

;0]})()([)(       

))(())(({
2

1

22

0

0

22

11

�	�

�=�==� *
dxvxFxmk

vxPvxEJЭ

l

EE

EEE

�E

 (2.74) 

,0]})()([)(        

))(())(({
2

1

22

0

0

22

22

�	�

�=�==� *
dxwxFxmk

wxPwxEJЭ

l

EE

EEE

�E

 (2.75) 

где               )()()( 21 xbxbxF �                  (2.76) 

dxdvv /EE �= ;   22 / dxvdv EE �== ;       (2.77) 

dxdww /EE �= ;   22 / dxwdw EE �== ;      (2.78) 

 

– площадь поперечного сечения; E  – модуль 

упругости материала стержня; �  – плот-

ность материала стержня; Ev  и Ew  – ордина-

ты первых форм собственных колебаний в 

соответствующих главных плоскостях инер-

ции; )(xm  и  )(xP  показаны на рис. 2.2; 

21, EE ЭЭ  – энергетические функционалы соб-

ственных колебаний в главных плоскостях 

инерции; )(),( 21 xJxJ  – соответствующие 

моменты инерции сечения. 

С учетом вышеизложенного имеем: 

 

,]}))()()(()(      

))(()(
12
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[      

]))()()(()(      

))(()(
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[      

)(*)({
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dxwxbxbxmk
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�	�

�=�==�
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(2.79) 

 

где 
21, EE BB  – неопределенные множители.  

Таким образом, рассматриваемая задача яв-

ляется изопериметрической [18], а 21, EE BB  

постоянными величинами.  

Экстремум функционала (2.79) определялся 

решением уравнений [2] 

 

0)( )(0 1
�xbV E� ;   0)( )(0 2

�xbV E� ,       (2.80) 

 

где )(0 1
)( xbV E�  и )(0 2

)( xbV E�  – соответственно 

вариации функционала E0V  по )(1 xb  и )(2 xb . 

Заметим, что данная задача более подробно 

рассмотрена в [10] ■. 

Изопериметрические задачи могут быть све-

дены к задачам на условный экстремум, рас-

смотренным ранее, посредством введения 

новых неизвестных функций. 

Введем обозначения 

 

mixzdxF i

x

x

i  ..., ,1   ),(

0

��* .        (2.81) 

 

Следовательно, 

 

mixzi  ..., ,1   ,0)( 0 �� .           (2.82) 

 

Из условия  

 

mildxF i

x

x

i  ..., ,1   ,
1

0

��* . 

 

имеем, что 

 

milxz ii  ..., ,1   ,)( 1 �� .          (2.83) 

 

Дифференцируя )(xzi  по x , получим: 

 

miyyyyxFxz nnii  ..., ,1   ), ..., ,, ..., ,,()( 111 �==�= . 

(2.84) 

 

Таким образом, интегральные изоперимет-

рические связи вида (2.70) заменились свя-

зями дифференциальными (2.84), и, следова-

тельно, рассматриваемая задача свелась к 

задаче, уже рассмотренной ранее. 

Применяя правило множителей, можно вме-

сто исследования на экстремум функционала 

(2.28) при наличии связей (2.84) исследовать 

на безусловный экстремум функционал 
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1
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))((
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x

m

i

iii dxzFxFJ B       (2.85) 

 

или, что эквивалентно, функционал 

 

* AA �
1

0

x

x

dxFJ ,                   (2.86) 

где           +
�

A =�	�
m

i

iii zFxFF
1

))((B ,       (2.87) 

 

Уравнения Эйлера для функционала (2.85) 

или (2.86) имеют вид: 
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или 

 

; ..., ,2 ,1                                                  
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(2.89) 

mix
dx

d
i  ..., ,2 ,1   ,0)( ��B .         (2.90) 

 

Из последних m  уравнений получаем, что все 

iB  постоянны, а первые n  уравнений совпа-

дают с уравнениями Эйлера для функционала  

 

* + �
�

�
�
�

�
	�

�

AA
1

0
1

x

x

m

i

ii dxFFJ B .          (2.91) 

 

Таким образом, имеет место следующее пра-

вило: для получения основного необходимо-

го условия в изопериметрической задаче о 

нахождении экстремума функционала (2.28) 

при наличии связей (2.70) необходимо соста-

вить вспомогательный функционал (2.91), 

где iB  – постоянные и сформулировать для 

него уравнения Эйлера. 

Произвольные постоянные 
nССС 221  ..., , ,  в 

общем решении системы уравнений Эйлера 

и постоянные 
mBBB  ..., , , 21

 определяются из 

граничных условий (2.31) и из изоперимет-

рических условий (2.70). 

Следует отметить, что система уравнений 

Эйлера для функционала (2.91) не изменит-

ся, если функционал (2.91) умножить на не-

который множитель 
0:  – данное свойство 

называется принцип взаимности. 

В завершении настоящего раздела упомянем 

об еще одной задаче на условный экстремум, 

называемой задача об оптимальном управ-

лении. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

 

))( ),( ,( tutxtf
dt

dx
�              (2.92) 

 

с начальным условием 

 

00 )( xtx � .                   (2.93) 

 

Здесь помимо неизвестной функции (или 

вектор-функции) )(tx  в уравнении содер-

жится и так называемая управляющая функ-

ция (или соответствующая вектор-функция) 

)(tu . Управляющую функцию )(tu  необхо-

димо выбрать таким образом, чтобы задан-

ный функционал вида 

 

*�
2

1

))( ),((

t

t

dttutxFJ              (2.94) 

 

достигал экстремума. 

Функция )(tu , дающая решение поставлен-

ной задачи, называется оптимальная функ-

ция или оптимальное управление. 

Описанную задачу можно рассматривать как 

задачу на условный экстремум функционала 

(2.94) с дополнительными связями (2.92), 

однако в практических задачах оптимальные 

функции часто лежат на границе множества 

допустимых управляющих функций. В таких 

ситуациях изложенная выше теория задач на 
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условный экстремум, предполагавшая воз-

можность двусторонних вариаций, неприме-

нима. В этой связи для решения задач опти-

мального регулирования традиционно ис-

пользуются иные методы, разработанные 

Л.С. Понтрягиным [12], Р. Беллманом [2] и 

другими учеными. 

В заключение здесь отметим, что многие за-

дачи оптимального проектирования строи-

тельных конструкций могут быть сформули-

рованы в терминах теории оптимального 

управления, и для их решения можно приме-

нять метод динамического программирова-

ния (преимущественно для дискретных за-

дач) и принцип максимума Л.С. Понтрягина 

(преимущественно для непрерывных задач). 

 

 

3. ЗАДАЧИ ПОИСКА МАКСИМУМА И 
МИНИМУМА ИНТЕГРАЛА,  
РАССМАТРИВАЕМОГО  
ОДНОВРЕМЕННО 

КАК ФУНКЦИОНАЛ  
И КАК ФУНКЦИЯ 

 

Пример 3.1. Рассмотрим особый случай 

сформулированной в примере 2.8 задачи оп-

тимизации стержня с прямоугольным попе-

речным сечением и ограничением в обеих 

главных плоскостях инерции по устойчиво-

сти или величине первой частоты собствен-

ных колебаний, когда варьируются оба раз-

мера поперечного сечения стержня, но один 

из этих размеров не зависит от x  [10]. 

Для определенности положим, что варьиру-

емый размер сечения 1b  не меняется по 

длине стержня, тогда как второй варьируе-

мый размер )(2 xb  определяется в виде функ-

ции от x . Функция цели в этом случае при-

нимает форму 

 

*�
l

dxxbbV
0

210 )( .                   (3.1) 

 

Итак, оптимизационная задача формулиру-

ется следующим образом: требуется отыс-

кать величину 1b  и функцию )(2 xb , которые 

придадут функции цели (3.1) минимальное 

значение при условии выполнения ограниче-

ний на величину первой частоты собствен-

ных колебаний в обеих главных плоскостях 

инерции (2.73). 

Сформируем интеграл, условия экстремума 

которого должны обеспечить как минимум 

функции цели (3.1), так и условие, что за-

данная частота 
0E  будет низшей собствен-

ной в обеих главных плоскостях инерции 

(т.е. условие (2.73)):  
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 (3.2) 

 

Так как одна из двух варьируемых величин 

1b  не является функцией, зависящей от x , а 

другая ),(2 xb  напротив, является, интеграл 

(3.2) относительно 1b  должен рассматри-

ваться как функция, а относительно )(2 xb  

как функционал. 

С учетом (2.74)-(2.75) приходим к изопери-

метрической задаче.  

Очевидно, что вариации функционала E0V  по 

v  и w  приведут к уравнениям собственных 

колебаний в главных плоскостях инерции, а 

вариации функционала E0V  по 
1EB  и 2EB  – к 

выполнению условий (2.74), (2.75).  

С учетом вышеизложенного для отыскания 

минимума функционала (3.2) требуется вы-

полнение следующих условий: 

 

0)( )(2
�xbOV E� ;   0

1

�
�

�

b

VOE ,         (3.3) 

где соответствующие принятые обозначения 

описаны в примере 2.8 ■. 
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В общем случае выше описана ситуация, ко-

гда, например, вместо (2.2) приходится 

иметь дело с интегралами вида 

 

] ..., , , ,)( ..., ),([ 211 nmmm xyxyJ ��� 		      (3.4) 

 

(в более общем случае можно перенумеро-

вать соответствующим образом аргументы 

функционала так, чтобы последний принял 

вид (3.4)) или вместо (2.4) с интегралами вида 

 

] ..., , , ,) ..., ,( ..., ), ..., ,([ 21111 nmmnmn xxyxxyJ ��� 		 . 

(3.5) 

 

В частности, функции, реализующие экстре-

мум интеграла (3.4) должны удовлетворять 

системе уравнений 

 

C
"

C
#

$

		��
�
�

��

, ..., ,2 ,1   ,0 

 ..., ,2 ,1   ,0)( )(

nmmi
J

miJ

i

xyi

�

�

         (3.6) 

 

где )()( xyi
J�  – вариация интеграла (рассмат-

риваемого как функционал) по )(xyi
. 

Таким образом, еще раз подчеркнем, что ко-

гда часть варьируемых величин 

 

mixyi  ..., 2, ,1   ),( �                  (3.7) 

 

являются функциями, зависящими от x , а 

другая часть  

 

nmmii  ..., 2, ,1   , 		�� ,          (3.8) 

 

напротив, не являются функциями, завися-

щими от x , то интеграл (3.4) относительно 

(3.7) должен рассматриваться как функцио-

нал, а относительно (3.8) как функция. 
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