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Аннотация: Рассматривается задача пробивания свободных круглых пластин из алюминиевого сплава 
Д16(А)Т или его зарубежного аналога AA2024-T3(51) различной толщины жёстким сферическим телом, 
ударяющим по центру мишени нормально к её поверхности. Осуществляется численное моделирование 
рассматриваемой задачи с помощью метода конечных элементов, используя для описания законов де-
формирования и разрушения материала мишени феноменологические трёхинвариантные критерии теку-
чести и прочности, соответственно, совместно с ассоциированным законом пластического течения и ли-
нейным законом накопления материалом повреждений. Проводится сравнение полученных результатов с 
экспериментальными данными, а также с численными результатами, полученными с использованием бо-
лее простых феноменологических моделей материала. Оценивается необходимость одновременного учё-
та в рамках критерия текучести всех трёх инвариантов напряжённого состояния для обеспечения точно-
сти результатов численного моделирования. 
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Abstract: The problem of perforation of free circular plates made of 2024-T3(51) aluminum alloy or its Russian 

analogue D16(A)T with various thicknesses normally impacted at their centers by a rigid spherical projectile is 

considered. The considered problem is numerically simulated through the finite element method utilizing phe-

nomenological pressure- and Lode-dependent yield and fracture criteria along with an associated flow rule and a 

linear damage accumulation law to describe the target material deformation and fracture. Comparison of the ob-

tained results with the experimental data as well as with the numerical results calculated using less sophisticated 

phenomenological material models is made. Necessity of a yield criterion pressure and Lode dependence to pro-

vide accuracy of numerical simulation is assessed. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 

 

Экспериментальные исследования законов 
деформирования и разрушения алюминиево-

го сплава Д16(А)Т и его зарубежного анало-
га AA2024-T3(51), представленные в [1-9], 

показали, что деформационные и прочност-
ные характеристики данных сплавов зависят 
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от трёх инвариантов напряжённого состоя-
ния – 1I , 2J  и 3J , – так что для их описания 

необходимо использовать трёхинвариантные 
критерии текучести и прочности. В то же 
время при численном моделировании задач 
пробивания деформируемой твёрдой прегра-
ды жёстким или деформируемым твёрдым 
телом большое число исследователей поль-
зуются упрощёнными критериями текучести 
и прочности, зависящими только от 2J  или, 

что реже, от 
1I  и 2J . Современное состояние 

вопроса соударения деформируемых и жёст-
ких твёрдых тел, в том числе и из рассматри-
ваемого в настоящей работе сплава Д16(А)Т 
или его зарубежного аналога AA2024-T3(51), 

подробно излагается в недавно вышедшей 
монографии Розенберга и Декеля [10], где 
также имеется обширный библиографиче-
ский список по данной теме. 
В работах [11-12] исследовался вопрос числен-
ного моделирования с помощью метода конеч-
ных элементов задачи пробивания свободных 
круглых пластин из сплава Д16(А)Т или его 
зарубежного аналога AA2024-T3(51) различ-
ной толщины жёстким сферическим телом. В 
частности, было определено, что трёхинвари-
антный критерий разрушения, предложенный в 
[13], даёт лучшее совпадение качественных и 
количественных результатов численного моде-
лирования с экспериментом, чем критерий раз-
рушения Джонсона-Кука [14], зависящий 
только от 

1I  и 2J . Однако для описания не-

упругого деформирования материала мишеней 

в работах [11-12] использовался лишь класси-
ческий критерий текучести Мизеса [15], рас-
ширенный Джонсоном и Куком [16] на случай 
зависимости предела текучести от скорости 
деформирования и температуры. 

В настоящей работе исследуется влияние 
учёта в рамках критерия текучести всех трёх 
инвариантов напряжённого состояния на 
точность численного моделирования проби-
вания пластины из сплава Д16(А)Т или его 
зарубежного аналога AA2024-T3(51) жёст-
ким телом. Полученные результаты сравни-
ваются с экспериментальными данными и 

альтернативным численным решением, по-
дробно описанными в [11-12]. 

 

 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

 

Рассматривается задача пробивания свобод-
ных круглых пластин из алюминиевого 
сплава Д16(А)Т или его зарубежного аналога 
AA2024-T3(51) различной толщины жёстким 
сферическим телом, ударяющим по центру 
мишени нормально к её поверхности. Сфе-
рический ударник выполнен из высокопроч-
ной стали и имеет номинальный диаметр 

10.0 ммD � . Алюминиевые пластины имеют 
номинальный диаметр 81.4 ммd �  и толщи-
ны 1,  2,  3,  6,  12,  20 ммH � , так что безраз-

мерная толщина мишеней изменяется в диа-
пазоне 0.1 2H D � � . Экспериментальные 

исследования в рамках сформулированной 

задачи в указанном диапазоне безразмерных 
толщин мишеней были впервые проведены 

Зенфом и Вайманном [17], а затем независи-
мо Бивиным [18-19]. В работе [11] эти экс-
периментальные данные были существенно 
дополнены и систематизированы. Были по-
лучены качественные картины разрушения 
мишеней с различными отношениями H D  

(подробно описаны в [11]), а также опреде-
лены эмпирические соотношения между без-
размерной толщиной мишени H D  и балли-

стическим пределом 
blV  в м/с: 

 
0.673

622 33bl

H
V

D

� �� �� �
� �

 при 0.19
H

D
/ , (1) 

454 92bl

H
V

D
� 	  при 0.08 0.19

H

D
. , . (2) 

 

Баллистическим пределом 
blV  называется 

некоторое предельное значение скорости 
ударника, ниже которого не происходит 
пробивание мишени. Качественные и коли-
чественные результаты экспериментов вы-
ступают в качестве «эталонного» решения 
поставленной задачи. 
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2. КРИТЕРИИ ТЕКУЧЕСТИ И 

РАЗРУШЕНИЯ, ЗАКОН 

ПЛАСТИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ И 
ЗАКОН НАКОПЛЕНИЯ 
ПОВРЕЖДЕНИЙ 

 

Для формулировки критериев текучести и 
разрушения, используемых при численном 
моделировании, необходимо сначала дать 
определение некоторым величинам, характе-
ризующим напряжённое состояние дефор-
мируемого твёрдого тела в точке. Так, 

 

1 iiI %� ,   (3) 

2

1

2
ij ijJ S S� ,   (4) 

3

1

3
ij jk kiJ S S S� ,  (5) 

 

где 
ij%  – компоненты тензора напряжений σ ,  

 

ij ij mean ijS % % �� �  

 

– компоненты девиатора напряжений S ,  

 

1 3mean I% �  

 

– среднее нормальное напряжение, 
ij�  – 

символ Кронекера. Также здесь и далее по 
тексту имеет место суммирование по повто-
ряющимся индексам. Стоит отметить, что 
вместо величин (3)-(5) чаще используют та-
кие параметры напряжённого состояния, как 
эквивалентное напряжение по Мизесу q  

[15], угол Лоде �  и параметр Лоде-Надаи L  

[20-22]: 

 

23q J� ,    (6) 
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Критерий текучести Джонсона-Кука [16] 

имеет следующий вид: 
 

� � � �0

0

0

1 ln

1 0

n

pl pl

s

m

A B C

T T

q

T T

F 3 3 3
 �
 �	 	 !�  � 


 �� ��
 �! � �� �� ��

�

�� 

�σ �� !���03l
���03 3l

 (9) 

 

где ,  ,  ,  ,  A B C n s  – параметры критерия, 0T  

– температура тела, при которой определя-
лись параметры ,  A B  и n , задающие дефор-

мационную кривую материала, mT  – темпе-

ратура плавления материала, скорость экви-

валентных пластических деформаций pl3 l3  

равна 

 

� � � �2

3
pl pl plij ij

e e3 � �2
l �e3 � � � �pl pl� �

ij
�pl�e e� �pl pp � �e ,    (10) 

 

� �pl ij
e �pl ij
ep  – компоненты девиатора скорости 

пластических деформаций 
ple ple , накопленная 

эквивалентная пластическая деформация 
pl3  

равна 

 

� � � �
0

2

3

t

pl pl plij ij
e e dt3 � * � � �pl pl� �

ij
�pl�e e dt� � �pl plp � � ,  (11) 

 

T  – текущая температура материала, а 
0303  – 

скорость эквивалентных деформаций, при 
которой определялись значения параметров

,  A B  и n . 

В работе [23] Вершининым был сформули-
рован новый трёхинвариантный критерий 
текучести следующего вида: 
 

� � � �
� �
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    (12) 

где                 � �,  ,  yt yt pl pl T% % 3 35 �,l T3   
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– закон деформирования материала при од-
ноосном растяжении и разной скорости де-
формирования и температуре, параметр axc  

определяется как 

 при 0
 при 0

t
ax

c

c
c

c
�
�

$ /� # ,"
,  (13) 

 

где 1 6� � )� � , а переменная 4  – как 

 

� �
� � � �

cos 6 1
1

1 cos 6 cos 6

)
4

) � )


 �
� � �

� �� 
.      (14) 

 

Закон деформирования рассматриваемого 
алюминиевого сплава задаётся как линейная 
комбинация законов Свифта [24] и Воце [25], 

дополненная множителями, учитывающими 
влияние скорости деформирования и темпе-
ратуры на предел текучести материала, в 
форме Джонсона-Кука (9): 
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 (15) 

 

Таким образом, критерий текучести (12) с 
законом деформирования в форме (15) имеет 
16 параметров – 

0 0,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  A n K Q B C3 303 , 

0,  ,  ,  ,  ,, ,    m t c sT T s a c c c m . 

Критерии текучести (9) и (12) дополняются 
ассоциированным законом пластического 
течения [26-27]: 

 

� �pl ij
ij

F
3

%
�

� 6
�

F�FF�pl ij
3 � 6

�
�

6 ,  (16) 

 

где � �pl ij
3 �pl ij
3  – компоненты тензора скорости 

пластических деформаций 
plε plε , F  – пласти-

ческий потенциал (совпадает с критерием 
текучести), 66  – множитель, в случае крите-

рия текучести (9) равный pl3 l3 , а в случае кри-

терия текучести (12) имеющий гораздо более 
сложную форму (см. [23]). 

Лу, Юн и Ха в работе [13] предложили трё-
хинвариантный критерий разрушения: 

1

2

, 3
2

2

2

3

1 3

1 3 3

C

pl f

C

f

f

C
L

L
C

C L

3

7

�

�
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� !� �

	� �

� �
 ��
! 	 	� � �� �	 	� � �

, (17) 

 

где 
mean q7 %�  – трёхосность напряжённого 

состояния, 
,pl f3  – эквивалентные пластиче-

ские деформации при разрушении материа-
ла, а 

1 2 3,  ,  ,  fC C C C  – параметры материала. 

Необходимо подчеркнуть, что, так как в 
процессе нагружения напряжённое состоя-
ние материала в общем случае изменяется, 
параметры критерия разрушения (17) долж-
ны определяться для осреднённых по пути 
деформирования значений трёхосности 
напряжённого состояния 

avg7  и параметра 

Лоде-Надаи 
avgL : 

 

� �
,

, 0

1
pl f

avg pl pl

pl f

d

3

7 7 3 3
3

� * ,  (18) 

� �
,

, 0

1
pl f

avg pl pl

pl f

L L d

3

3 3
3

� * .  (19) 

 

Так как в общем случае напряжённое состо-
яние материала в точке изменяется в процес-
се нагружения, критерий разрушения (17) 
должен быть реализован в инкрементальной 
форме: 
 

� �, ,

pl

pl f

D
L

3

3 7

8
�+ ,  (20) 

 

где D  представляет собой параметр повре-
жденности материала. Считается, что мате-
риал в точке разрушается, когда 1D / . В 

выражении (20) величина � �, ,pl f L3 7  вычис-
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ляется для текущих значений 7  и L . Соот-

ношение (20) представляет собой линейный 
закон накопления материалом повреждений. 
 

 

3. МЕТОДИКА РАСЧЁТА И 
РАСЧЁТНАЯ МОДЕЛЬ 

 

Численное моделирование поставленной за-
дачи осуществлялось с применением метода 
конечных элементов, реализованного в про-
граммном комплексе SIMULIA Abaqus. В 
рамках модуля Abaqus/Explicit использова-
лась явная схема интегрирования по времени 
уравнений движения с автоматическим 
определением шага по времени исходя из 
условия устойчивости Куранта-Фридрихса-

Леви [28]. Для пространственной дискрети-
зации ударника и мишени использовались 
объёмные восьмиузловые конечные элемен-
ты C3D8R с линейной функцией формы и 
редуцированной схемой интегрирования. 
Для адекватного сравнения результатов чис-
ленного моделирования не только с экспе-
риментальными данными, но и с численным 
решением, полученным Вершининым в [11], 

разбиение ударника и мишени на конечные 
элементы было аналогичным описанному в 
работе [11]. Так, мишени с отношением 

0.3H D .  разбивались по толщине на 30 

конечных элементов, при 0.6H D �  – на 40 

конечных элементов, при 1.2H D �  – на 80 

конечных элементов и, наконец, при 
2.0H D �  – на 125 конечных элементов. 

При неупругом деформировании твёрдого 
тела часть неупругой энергии выделяется в 
виде теплоты. Так как процесс пробивания 
ударником тонкой мишени является быстро-
протекающим, его можно с достаточной 
точностью рассматривать как адиабатиче-
ский. В этом случае для материальной точки 
в некоторый момент времени справедливо 
следующее соотношение: 
 

� �ij pl ij
V

T
C

9
% 3

�
�T

9
%� �pl ij

3 ,  (21) 

где �  – плотность материала, VC  – удельная 

теплоёмкость материала при постоянном 
объёме, а 9  – доля неупругой энергии, пре-

вращающаяся в тепло. 
Для моделирования контакта между соуда-
ряющимися телами применялся реализован-
ный в Abaqus/Explicit метод штрафов. Коэф-
фициент трения между контактирующими 
поверхностями задавался равным 0.2: � . 

Ударник из высокопрочной стали моделиро-
вался как изотропное линейно упругое твёр-
дое тело с модулем упругости 210 ГПаE � , 

коэффициентом Пуассона 0.3; �  и плотно-

стью 37830 кг м� � . 

Алюминиевая мишень моделировалась как 
изотропное упругопластическое твёрдое те-
ло. Разрушение материала мишени в рамках 
численного расчёта учитывалось путём ис-
ключения из расчётной модели тех конечных 
элементов, для которых выполнялось усло-
вие 1D /  (см. соотношение (20)). Законы 
деформирования и разрушения алюминие-
вых сплавов Д16(А)Т и AA2024-T3(51) в ви-
де трёхинвариантного критерия текучести 
(12) с законом деформирования в форме (15), 
ассоциированного закона пластического те-
чения (16), трёхинвариантного критерия раз-
рушения (17) и линейного закона накопления 
материалом повреждений (20) были реализо-
ваны в Abaqus/Explicit посредством пользо-
вательской подпрограммы VUMAT на языке 
программирования Fortran. Определяющие 
рекуррентные соотношения и другие осо-
бенности реализации описанной выше моде-
ли материала подробно изложены в работе 
[23]. 

Для сплавов Д16(А)Т и AA2024-T3(51) па-
раметры критерия текучести (12) были опре-
делены в работах [23, 29] и приведены в 
Табл. 1. Параметры критерия разрушения 

(17) были определены для сплавов Д16(А)Т 
и AA2024-T3(51) в статье [11] и приведены в 
Табл. 2. Физические и упругие характери-
стики этих же сплавов даны в Табл. 3. 
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Таблица 1. Параметры критерия текучести 

(12) с законом деформирования в форме (15) 

для сплавов AA2024-T3(51) и Д16(А)Т 

,  МПаA  320 

03  0.0052 

n  0.195 

,  МПаK  235 

,  МПаQ  135 

B  7.8 
a  0.025 

tc  1.0 

cc  1.02 

sc  0.92 

m  6 

C  0.0083 

0303  1.0 

,  CmT C  502 

0 ,  CT C  20 

s  1.7 

 

Таблица 2. Параметры критерия 

разрушения (17) для сплавов  

AA2024-T3(51) и Д16(А)Т 

1C  2.694 

2C  0.5842 

3C  0.3089 

fC  0.5 

 

Таблица 3. Физические и упругие 

характеристики сплавов  

AA2024-T3(51) и Д16(А)Т 
3,  кг м�  2770 

Дж
,  

кг СVС
� С

 875 

9  0.9 

,  ГПаE  71.15 

;  0.3 

 

 

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТА 

 

В результате численного моделирования по-
ставленной задачи были определены балли-

стические пределы 
blV  и картины разруше-

ния для свободных круглых пластин из спла-
ва Д16(А)Т или его зарубежного аналога 

AA2024-T3(51) с безразмерной толщиной 
0.1,  0.2,  0.3,  0.6,  1.2,  2.0H D �  при нор-

мальном ударе по их центру жёсткого сфе-
рического тела. Полученные результаты 

сравнивались как с экспериментальными 
данными [11], так и с результатами числен-
ного моделирования [11] в программном 
комплексе SIMULIA Abaqus с применением 

для описания деформирования и разрушения 
материала мишеней критерия текучести (9), 
ассоциированного закона пластического те-
чения (16), критерия разрушения (17) и ли-
нейного закона накопления материалом по-
вреждений (20). Единственное отличие в ис-
ходных данных двух сравниваемых серий 
расчётов заключалось в использовании раз-
ных критериев текучести, что позволило 
определить влияние 

1I  и 3J  в рамках крите-

рия текучести на точность численного моде-
лирования рассматриваемой задачи. 
Сравнение значений баллистических преде-
лов 

blV  для мишеней различной толщины, 

определенных экспериментально и числен-
но, дано в Табл. 4. Расхождение численных 
результатов с экспериментальными значени-
ями, определёнными с использованием соот-
ношений (1) и (2), показано на Рис. 1. 
 

Таблица 4. Значения баллистических 

пределов 
blV  (в м/с), полученные 

экспериментально и численно 

H

D
 

Эксперимент 
[11] 

Численное 
решение [11] 

Новые 
данные 

0.1 138.3 96.5 97.5 

0.2 177.6 169.0 168.0 

0.3 243.6 223.0 229.0 

0.6 408.0 369.5 355.0 

1.2 670.2 639.0 631.0 

2.0 958.7 977.0 993.0 
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Рисунок 1. Расхождение с экспериментом 

численных результатов: 1) полученных  

в [11] с использованием критерия текучести 

(9); 2) полученных с использованием 

критерия текучести (12) с законом 

деформирования в форме (15). 

 

Как видно из представленных в Табл. 4 и на 
Рис. 1 данных, расхождение между двумя 
сериями численных результатов составляет 
не более 5%. При этом обе серии близки к 
экспериментальным данным при 0.2H D / , 

т.е. практически во всём рассматриваемом 
диапазоне безразмерных толщин мишеней. 
Сравнение полученных численно качествен-
ных картин разрушения между собой и с ре-
зультатами эксперимента также не выявило 
существенных различий для всего рассмат-
риваемого диапазона безразмерных толщин 
мишеней. В качестве характерного примера 
на Рис. 2 показаны алюминиевые пластины с 

1.2H D �  после их пробивания жёстким 

сферическим ударником со скоростью 0V , 

которая была немного больше 
blV . 

 

 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Численное моделирование пробивания сво-
бодных круглых пластин из алюминиевого 
сплава Д16(А)Т или его зарубежного аналога 
AA2024-T3(51) различной толщины жёстким 

а)  

б)  

в)  

Рисунок 2. Картина разрушения круглой 

алюминиевой пластины после пробивания 

жёстким сферическим ударником: а) новое 

численное решение, 1.2H D � , 0 632.0V �  

м/с; б) численное решение, полученное в [11], 

1.2H D � , 0 640.0V �  м/с; в) эксперимент 

[11], 1.22H D � , 0 681.2V �  м/с 

 

сферическим телом, ударяющим по центру 
мишени нормально к её поверхности, с ис-
пользованием феноменологических трёхин-
вариантных критериев текучести и разруше-
ния и сравнение полученных результатов с 
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экспериментальными данными и результа-
тами численного моделирования с примене-
нием трёхинвариантного критерия разруше-
ния и зависящего только от 2J  критерия те-

кучести показали, что учёт влияния 
1I  и 3J  

на предел текучести материала не даёт 
сколько-либо значимого увеличения точно-
сти численного решения при её оценке как 
по количественным, так и по качественным 
показателям. В то же время трёхинвариант-
ные критерии текучести содержат дополни-
тельные (по сравнению с критериями, зави-
сящими только от 2J ) параметры, связанные 

с учётом влияния 
1I  и 3J , для определения 

значений которых необходимо проведение 
нескольких дополнительных экспериментов 
на растяжение и сжатие образцов из модели-
руемого материала. 
Таким образом, учёт всех трёх инвариантов 
напряжённого состояния при численном мо-
делировании задачи пробивания пластин из 
сплава Д16(А)Т или его зарубежного аналога 
AA2024-T3(51) жёстким телом необходим 

только в рамках критерия прочности (см. 
[11]), а для описания деформирования мате-
риала мишени достаточно использовать кри-
терий текучести, зависящий только от 2J . 
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