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Аннотация: Алгоритм градиентного метода Канторовича применительно к нелинейным задачам строи-

тельной механики и механики деформируемого твердого тела, предложенный в [1], применен к исследо-

ванию изгиба физически нелинейных пластин переменной толщины. Данную статью следует рассматри-

вать как логическое развитие содержания работы [2]. 
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Многие проблемы математической физики 

сводятся к задаче поиска экстремумов квад-

ратичных функционалов. Рассмотрим осо-

бенности применения градиентного метода 

Канторовича к решению задач изгиба физи-

чески нелинейных пластин переменной тол-

щины, описываемых нелинейными диффе-

ренциальными уравнениями. В теореме, до-

казанной Л.В. Канторовичем, оговаривалось, 

что для применения этого метода необходи-

мо, чтобы задача описывалась ограничен-

ным, симметричным линейным оператором. 

При решении нелинейных задач теории пла-

стинок и оболочек методом последователь-

ных нагружений (МПН) [3] на каждом этапе 

нагружения решается линейная задача. Сле-

довательно, на каждом этапе решения имеем 

соответствующий квадратичный функцио-

нал. Л.В. Канторович [1] развил градиентный 

метод наискорейшего спуска для решения 

линейных дифференциальных уравнений в 

операторной форме при существовании со-

ответствующего квадратичного функциона-

ла. Поэтому если при решении нелинейных 

задач применить метод последовательных 

нагружений и на каждом этапе нагружения 

решать инкрементальные уравнения гради-

ентным методом наискорейшего спуска, то 

получим алгоритм применения градиентного 

метода Канторовича для решения нелиней-

ных задач механики. 

Так как на каждом этапе нагружения имеем 

упругую консервативную линейную систе-

му, то на основании теоремы Максвелла 

можно утверждать, что оператор будет сим-

метричным. Следующим требованием при-

менения градиентного метода наискорейше-

го спуска является ограниченность операто-
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ра задачи. Если рассматриваемая задача опи-

сывается дифференциальными уравнениями, 

то оператор будет неограниченным. Л.В. 

Канторовичу принадлежит идея, что неогра-

ниченный сложный оператор А можно огра-

ничить другим более простым неограничен-

ным оператором В. Им доказана теорема: ес-

ли положительно определенный линейный 

оператор A  является B - ограниченным, то 

есть справедливо выражение: 

 

 , , , , 0 ,m Bu u Au u M Bu u m M                      

 , , , , 0 ,m Bu u Au u M Bu u m M         (1) 

 

то имеет место В-сходимость процесса 

наискорейшего спуска к обобщенному ре-

шению уравнения с быстротой геометриче-

ской прогрессии. Здесь и далее используется 

обозначение скалярного произведения двух 

функций F и f  в виде ,F f . 

В методе последовательных нагружений ре-

шение нелинейной задачи сводится к после-

довательному решению линейных уравнений 

с переменными коэффициентами вида: 

 

 1 ,n n nA u u q                   (2) 

 

где произведение  1n nA u u  дифференци-

ал Гато исходного нелинейного оператора в 

точке 1nu  , n номер этапа нагружения, 

1nu   суммарное решение, полученное за 

1n   предыдущие этапы нагружения. Если 

1n  , то уравнение (2) вырождается в урав-

нение соответствующей линейной теории. 

Присваивая n  последовательные значения 

1, 2, 3....N  мы будем перемещаться вдоль ве-

дущего параметра q , решая при этом по-

ставленную нелинейную задачу. 

Для реализации градиентного метода необ-

ходимо на некотором линейном множестве 

  плотном в гильбертовом пространстве H  

выбрать симметричный положительно полу-

ограниченный оператор В: 

 

, , ,Bu u Au u  

 

область определения которого совпадает с 

областью определения оператора A , и при 

этом справедливо неравенство (1). При ре-

шении задач строительной механики В-

ограниченность оператора A  обеспечивает-

ся, если упругая система, описываемая опе-

ратором В является мажорантой, то есть бо-

лее жесткой по сравнению с исходной, опи-

сываемой оператором A  [4]. Поэтому опера-

тор В при решении конкретной задачи мож-

но построить исходя из инженерных сообра-

жений, при этом чем ближе оператор B  к 

исходному оператору A , тем меньше будет 

разница M m  в (1) и тем быстрее сходится 

процесс. 

При выборе упрощенного оператора B  для 

конкретных задач механики полезно обра-

щать внимание на физическое содержание 

коэффициентов оператора A  и, заменяя их 

теми или иными постоянными числами, сде-

лать конструкцию более жесткой по сравне-

нию с рассматриваемой. 

В нелинейных уравнениях изгиба пластинки 

переменной толщины в полных функциях 

переменная жесткость является функцией 

искомого прогиба пластинки, а в инкремен-

тальных уравнениях переменная жесткость 

является известной функцией простран-

ственных координат x  и y , поскольку сум-

марный прогиб пластинки w  известен из 

предыдущих этапов нагружения. 

При расчете физически нелинейных пласти-

нок переменной толщины инкрементальное 

уравнение на каждом этапе нагружения име-

ет вид [3]: 

 

     2 2 1
, ,

2
k kD w L D w q x y       ,    (3) 

 

где  ,q x y  приращение нагрузки, 

2 оператор Лапласа, L   дифференциаль-

ный оператор вида 
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 
2 2 22 2 2

2 2 2 2
, 2 .k k k

k

D D Dw w w
L D w

x y x yx y y x

       
   

      
 

 
2 2 22 2 2

2 2 2 2
, 2 .k k k

k

D D Dw w w
L D w

x y x yx y y x

       
   

      
   (4) 

 

Переменная вдоль пространственных коор-

динат x  и y  жесткость пластинки перемен-

ной толщины при изгибе определяется из 

выражения: 

 

     
 

0
2

,

4
, 0,5 , ,

3
k k i

h x y

D x y E z h x y dz


    

     
 

0
2

,

4
, 0,5 , ,

3
k k i

h x y

D x y E z h x y dz


      (5) 

 

где  ,h x y   переменная толщина пластин-

ки. Переменная жесткость в инкременталь-

ных уравнениях содержит касательный мо-

дуль kE , в то время как в уравнениях, запи-

санных через полные функции, она содержит 

секущий модуль cE , i интенсивность де-

формаций. 

На каждом этапе нагружения уравнение (3) 

будем решать методом наискорейшего спус-

ка. В соответствии с этим методом за нуле-

вое приближение берем решение задачи из-

гиба пластинки с выбранной нами постоян-

ной жесткостью. Постоянную жесткость 

определяем, заменяя переменную жесткость 

, 1k jD 
 некоторой постоянной жесткостью 

1jD


, величина которой определяется из 

условия В-ограниченности дифференциаль-

ного оператора уравнения (3). В этом случае 

пластинка, имеющая постоянную жесткость, 

по сравнению с исходной пластинкой долж-

на быть более жесткой. Учитывая, что в 

каждой точке пластинки 
c kE E  и, следова-

тельно 
c kD D , то в качестве одного из воз-

можных вариантов постоянную жесткость 

1jD


  определим как осредненную жесткость 

следующим образом 

1 , 1

0 0

1
a b

j c jD D dxdy
ab


    . 

 

Можно использовать условие 

 
max

1 , 1j c jD D
     или   

1 0jD D
  , 

 

где 0D  цилиндрическая жесткость упругой 

пластинки постоянной толщины.  

Это отразится на скорости сходимости мето-

да наискорейшего спуска. 

Следовательно, в пределах этапа нагружения 

(далее индекс j опускаем) нулевое прибли-

жение есть решение дифференциального 

уравнения: 

 

 * 4
0 .D w q x                      (6) 

 

Далее определяем невязку решения  ,F x y , 

подставляя 
0w  в уравнение (3). В результа-

те получим функцию невязки решения: 

 

       2 2
0 0 0

1
, , , .

2
k kF x y D w L D w q x y      

       2 2
0 0 0

1
, , , .

2
k kF x y D w L D w q x y         (7) 

 

Первое приближение принимаем в следую-

щем виде: 

 

1 0 1 1,w w Z                      (8) 

 

где 
1Z  решение уравнения: 

 

 4
1 0 , .D Z F x y                   (9) 

 

Величина спуска 1  определяется уравнени-

ем вида: 

 

1 1
1

1 1

,
,

,

BZ Z

AZ Z
                     (10) 
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где соответствующие скалярные произведе-

ния определяются формулами: 

 

   

* 4
1 1 1 1

0 0

2 2
1 1 1 1 1

0 0

, ,

1
, ,

2

a b

a b

k k

BZ Z D Z Z dxdy

AZ Z D Z L D Z Z dxdy

   

 
    

 

 

 

 

   

* 4
1 1 1 1

0 0

2 2
1 1 1 1 1

0 0

, ,

1
, ,

2

a b

a b

k k

BZ Z D Z Z dxdy

AZ Z D Z L D Z Z dxdy

   

 
    

 

 

 

 

   

* 4
1 1 1 1

0 0

2 2
1 1 1 1 1

0 0

, ,

1
, ,

2

a b

a b

k k

BZ Z D Z Z dxdy

AZ Z D Z L D Z Z dxdy

   

 
    

 

 

 
 

(11) 

 

Далее итерационный процесс повторяется: 

 

1 ,n n n nw w Z                (12) 

 

где 
n

Z  есть решение уравнения вида: 

 

 4
1 , ,n nD Z F x y
              (13) 

 

правая часть уравнения – невязка решения, 

вычисляется по формуле: 

 

       2 2
1 1 1

1
, , , ,

2
n k n k nF x y D w L D w q x y        

       2 2
1 1 1

1
, , , ,

2
n k n k nF x y D w L D w q x y           (14) 

 

а n  определяется выражением 

 

,

,

n n
n

n n

BZ Z

AZ Z
  . 

 

Следует обратить внимание на то, что в рас-

сматриваемом алгоритме последовательные 

приближения получаются не в априорно вы-

бранной форме, как в вариационных мето-

дах, а в форме определяемой самой задачей. 

Процесс решения следует начинать с ап-

проксимации экспериментальной диаграммы 

деформирования материала балки подходя-

щим аналитическим выражением и опреде-

ления аналитических выражений 
cE  и 

kE . 

Если в интересующем нас диапазоне дефор-

маций экспериментальная диаграмма дефор-

мирования может быть, например, представ-

лена в виде  

 
3.i i iE m                      (15) 

 

то секущий и касательный модули принима-

ют вид: 

 

       
2 2

0 0

4
4 0.5 , 0.5 .

3
k cE E z h mR W E E z h mR W      

       
2 2

0 0

4
4 0.5 , 0.5 .

3
k cE E z h mR W E E z h mR W         (16) 

 

Жесткостные параметры пластинки пере-

менной толщины имеют вид: 

 

       
3 5 3 5

0 0, , ,
9 15 9 45

k с

h h h h
D x y E mR W D x y E mR W    

       
3 5 3 5

0 0, , ,
9 15 9 45

k с

h h h h
D x y E mR W D x y E mR W    ,   (17) 

 

где 
0E модуль упругости,  R W квадра-

тичная функция прогиба пластинки, которая 

имеет следующий вид: 

 

 
2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2
.

W W W W W
R W

x yx y x y

         
        

         

 

 
2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2
.

W W W W W
R W

x yx y x y

         
        

         

   (18) 

 

Подставляя (17) в (3), получим инкремен-

тальное уравнение изгиба пластинки. 

Таким образом, совместное применение ме-

тода последовательных нагружений и метода 

В-ограниченных операторов позволяет ис-

пользовать для решения нелинейных задач 

строительной механики эффективный метод 

наискорейшего спуска. 
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В качестве примера, для реализации метода 

наискорейшего спуска, рассмотрим задачу 

изгиба квадратной пластинки переменной 

толщины выполненной из нелинейно-

деформируемого материала в безразмерном 

виде. Пластинка находится под действием 

равномерно распределенной поперечной 

нагрузки. Ниже на рис. 1 приведена расчет-

ная схема рассматриваемой пластинки с со-

ответствующими обозначениями: 
0h  тол-

щина пластинки по контуру, 
ch  толщина 

пластинки в центре, P равномерно распре-

деленная поперечная нагрузка. 

 

 
Рисунок 1. Расчетная схема пластинки с основными обозначениями. 

 

Функцию переменной толщины  ,h    при-

мем в виде синусоидального велароида [5]: 

 

     , 1 sin sin ,h           (19) 

 

где соответственно 

 

0

0

ch h

h



  

 

– безразмерный параметр относительной 

толщины пластинки. 

Для решения дифференциальных уравнений 

(6) и (9) применялся метод конечных разно-

стей с сеткой 32 32. Вычисление двойных 

определенных интегралов (11) выполнялось 

с использованием метода Симпсона. Для ре-

ализации алгоритма метода последователь-

ных нагружений (МПН) нагрузка разбива-

лась на 10 частей и на каждом этапе метода 

МПН задача решалась методом наискорей-

шего спуска (МНС). 

Ниже на рис. 2а приведены эпюры прогибов 

пластинки шарнирно опертой по контуру 

при различных значениях параметра относи-

тельной толщины  .  

 

 
                               (а)                                                                    (б) 

Рисунок 2. Эпюры прогибов при различных значениях параметра   (а).  

Эпюры прогибов, нормированные к единице в центре (б). 
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Для оценки качественных изменений на рис. 

2б приведены эти же эпюры прогибов, нор-

мированные к единице в центре пластинки. 

Ниже на рис. 2-5 пунктирными линиями обо-

значены кривые соответствующие решению 

физически нелинейной задачи, а сплошными 

линиями решению физически линейной за-

дачи. 

Результаты, приведенные на рис. 2а, рис. 2б 

показывают, что с ростом параметра относи-

тельной толщины   скорость роста проги-

бов пластинки в различных точках различна 

и достигает максимума в центре пластинки. 

Для более качественной оценки влияния пе-

ременной толщины пластинки на ее напря-

женно-деформированное состояние ниже рис. 

3а приведены эпюры изгибающих моментов в 

пластинке вдоль линии 0,5   при различ-

ных значениях параметра  , а на рис. 3б 

приведены эпюры изгибающих моментов, 

нормированных к единице в центре пластин-

ки. Видны качественные изменения в эпюрах, 

с ростом  , происходит перемещение мак-

симальных значений изгибающих моментов 

из центра пластинки в ее четверти. 

Далее рассмотрим пластинку, жестко защем-

ленную по всему контуру. На рис. 4а приве-

дены эпюры прогибов пластинки вдоль ли-

нии 0,5   при различных значениях пара-

метра  , а на рис. 4б – аналогичные эпюры, 

нормированные к единице в центре пластин-

ки. 

 
                               (а)                                                                   (б) 

Рисунок 3. Эпюры изгибающих моментов при различных значениях   (а).  

Эпюры изгибающих моментов, нормированные к единице в центре (б) 

 
                              (а)                                                                    (б) 

Рисунок 4. Эпюры прогибов при различных значениях параметра   (а).  

Эпюры прогибов, нормированные к единице в центре (б). 
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Результаты, приведенные на рис. 4,а показы-

вают, что с ростом параметра   значительно 

увеличиваются прогибы в центре. Из рис. 4,б 

видно, что качественные изменения в эпю-

рах прогибов происходят не только в центре 

пластинки, но и в ее четвертях,  с ростом па-

раметра   прогиб пластинки в четверти 

уменьшается, однако по сравнению с изме-

нениями, происходящими в центральной ча-

сти пластинки эти изменения малы. 

Для качественной оценки влияния перемен-

ной толщины пластинки на ее напряженно-

деформированное состояние ниже на рис. 5,а 

приведены эпюры изгибающих моментов в 

пластинке жестко защемленной по контуру 

при различных значениях параметра  . Для 

оценки качественных изменений в кривых 

изгибающих моментов на рис. 5,б приведены 

эпюры моментов, нормированные к единице 

в центре пластинки. 

 

 
                               (а)                                                                   (б) 

Рисунок 5. Эпюры изгибающих моментов при различных значениях   (а).  

Эпюры изгибающих моментов, нормированные к единице в центре (б). 

 

Результаты, приведенные на рис. 5,а, пока-

зывают, что с увеличением параметра   из-

гибающие моменты в центре пластинки 

уменьшаются, а в опорной зоне изгибающие 

моменты наоборот растут. 

В заключение следует отметить, что сов-

местное использование метода последова-

тельных нагружений и метода наискорейше-

го спуска позволяет сводить решение диф-

ференциальных уравнений с переменными 

коэффициентами к решению уравнений с по-

стоянными коэффициентами, также следует 

сказать, что использование МНС позволяет 

на каждом этапе решения задачи качествен-

но улучшать получаемый результат, что 

обеспечивается построением последователь-

ных приближений не в априорно выбранной 

форме, как в вариационных методах, а в 

форме определяемой самой задачей. 
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