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Аннотация: В настоящей статье рассматривается двухсеточный метод расчета строительных конструк-
ций на основе использования дискретного базиса Хаара (в частности, здесь рассматриваются простейшие 
одномерные задачи). Приведен краткий обзор публикаций последних лет российских и зарубежных спе-
циалистов, посвященных актуальным направлениям использования вейвлет-анализа в строительной ме-
ханике, описаны аппроксимации сеточных функций в дискретных базисах Хаара нулевого и первого 
уровней (сеточная функция представляется в виде суммы, в которой одно слагаемое является ее аппрок-
симацией первого уровня, а второе слагаемое называется детализацией (дополнением до исходного со-
стояния) на сетке первого уровня), построены проекторы на пространства векторных функций исходной 
сетки на пространство их аппроксимации на сетке первого уровня и его дополнения (детализирующая 
составляющая) до исходного состояния, изложена схема построения двухсеточного метода, позволяюще-
го получить решение краевых задач строительной механики, оперируя матричными операторами суще-
ственно меньшей размерности. Поясним, что в качестве дискретного аналога исходного операторного 
уравнения, определенного на заданном отрезке выступает система линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ), сформированная в рамках метода конечных разностей или метода конечных элементов. Далее 
осуществляется переход к разрешающей СЛАУ, решаемой с использованием блочного метода Гаусса 
(производится соответственно прямой и обратный ход). В качестве характерного практически важного 
одномерного примера рассмотрено численное решение краевой задачи о поперечном изгибе балки Бер-
нулли, лежащей на упругом основании, описываемом в рамках модели Винклера. Имеет место хорошая 
согласованность результатов, полученных предложенным методом и стандартным методом конечных 
разностей. 
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Abstract: The distinctive paper is devoted to the two-grid method of structural analysis based on discrete Haar 
basis (in particular, the simplest one-dimensional problems are under consideration). A brief review of publica-
tions of recent years of Russian and foreign specialists devoted to the current trends in the use of wavelet analy-
sis in construction mechanics is given. Approximations of the mesh functions in discrete Haar bases of zero and 
first levels are described (the mesh function is represented as the sum in which one term is its approximation of 
the first level, and the second term is so-called complement (up to the initial state) on the grid of the first level). 
Projectors are constructed for the spaces of vector functions of the original grid to the space of their approxima-
tion on the first-level grid and its complement (the detailing component) to the initial state. Basic scheme of the 
two-grid method is presented. This method allows solution of boundary problems of structural mechanics with 
the use of matrix operators of significantly smaller dimension. It should be noted that discrete analogue of the in-
itial operator equation (defined on a given interval) is a system of linear algebraic equations (SLAE) constructed 
within finite difference method (FDM) or the finite element method (FEM). Next, the transition to the resolving 
SLAE is done. Block Gauss method is used for its direct solution (forward-backward algorithm is realized). We 
consider a numerical solution of the boundary problem of bending of the Bernoulli beam lying on an elastic 
foundation (within Winkler model) as a practically important one-dimensional sample. There is good consisten-
cy of the results obtained by the proposed method and by standard finite difference method. 
 

Keywords: two-grid method, finite difference method, finite element method, wavelet analysis,  
discrete Haar basis, structural analysis, boundary problems, one-dimensional problems 

 
 

1. О ПРИМЕНЕНИИ ВЕЙВЛЕТ-
АНАЛИЗА В СТРОИТЕЛЬНОЙ  
МЕХАНИКЕ 

 
Следует сразу подчеркнуть, что в последние 
годы вейвлет-анализ [1] находит все более 
широкое применение в технических науках. 
Вместе с тем, в области строительной меха-
нике все еще наблюдается относительно не-
большое число подобных исследований. В 
числе основных направлений исследований 
можно указать следующие: решение задач 
статики сооружений [2-9]; решение задач 
устойчивости сооружений [2,3]; решение за-
дач динамики сооружений [10-12]; развитие 
метода конечных элементов [13,14]; выявле-
ние дефектов (зон разрушения, трещин и 
т.д.) в конструкциях, в том числе в рамках 
мониторинга состояния строительных кон-
струкций, зданий и сооружений [15-27]; рас-
чет связанных систем типа «сооружение – 
основание» [28]; развитие вероятностных 
методов в строительной механике и др. За-
метим, что значительным успехом видятся 
достижения последних лет, касающиеся ис-
пользования вейвлетов в численных и чис-
ленно-аналитических методах решения раз-

личных операторных уравнений, в том числе 
эллиптических уравнений в частных произ-
водных, граничных интегральных уравне-
ний, псевдодифференциальных уравнений и 
др., что представляется особенно важным, 
например, при решении задач теории упру-
гости и пластичности (соответствующая по-
дробная библиография приведена в [29]). В 
целом, методы, использующие вейвлет-
анализ, характеризуются, как правило, мно-
гоуровневым характером и высоким каче-
ством аппроксимации соответствующих 
операторов и функций. 
В числе работ российских исследователей 
необходимо выделить публикации М.В. Жи-
галова [30-32], А.В. Крысько [30,33,34], В.А. 
Крысько [31,32,35] и В.В. Солдатова [30-33] 
ведется построение математических моделей 
сложных колебаний распределенных систем 
(в виде одно- и многослойных балок (спаян-
ных и неспаянных), пластинок, сферических 
пологих и цилиндрических оболочек), а так-
же разработка программного обеспечения, 
позволяющего осуществлять вейвлет-анализ 
сценариев перехода в хаос для таких систем. 
С.П. Копысов [36-39] и Ю.А. Сагдеева [36-
39] разработали метод осреднения эллипти-
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ческих дифференциальных уравнений, осно-
ванный на вейвлет-преобразовании и методе 
конечных элементов для прогнозирования 
эффективных свойств и анализа осреднен-
ных решений уравнений для композитов с 
известными структурой и свойствами со-
ставляющих компонент. 
Серия работ А.Б. Золотова, М.Л. Мозгале-
вой, П.А. Акимова и Д.Н. Алексеева посвя-
щена разработке и изучению численных ме-
тодов и алгоритмов исследования локально-
го напряженно-деформированного состояния 
конструкций с помощью вейвлет-анализа 
(подробная библиография имеется в [29]). 
Так, например, в [9] решение представляется 
с позиции определения напряженно-
деформированного состояния в заранее вы-
деленной локальной зоне. На основе этих 
соображений строится оптимальная расчет-
ная сетка, дающая качественную картину 
степени влияния напряженных состояний 
конструкции в различных областях друг на 
друга. При многоуровневом вейвлет-анализе 
решение представляется в виде композиции 
локальных и глобальных компонент, что 
позволяет оценить влияние различных (с 
точки зрения локализации) факторов. Стро-
ится не только более качественная расчетная 
модель, но и вносятся некоторые конструк-
тивные изменения. В [1] представлены раз-
работанные специальные дискретные модели 
расчета конструкций, эффективные для при-
менения локальных методов исследования и 
вейвлет-анализа; предложены методы вы-
числения фундаментальных функций для за-
дач теории упругости с привлечением 
вейвлет-анализа; описаны методы дискрет-
ного вейвлет-анализа на основе базиса Хаара 
с позиций его использования в расчете кон-
струкций; представлены алгоритмы синтеза 
и анализа по дискретному базису Хаара с 
выделением локальных и глобальных эле-
ментов; разработана методика получения ло-
кальных решений; решены практические 
примеры с введением локализованных сеток 
и многоуровневого представления решений в 
вейвлет-базисе Хаара. 

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ПОСТРОЕНИЯ 
 
Пусть задан отрезок длиной L . Нанесем на 
него одномерную сетку, состоящую из N  
узлов. Сеточную векторную функцию 
 

T
Nuuu ],...,[ 1                     (1.1) 

 
можно представить в виде 
 

  0

1

00
N

j
jjuu ,                      (1.2)    

где                         NN 0 ,                         (1.3) 
 
причем N  – четное; 
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– j-й вектор единичного базиса или дискрет-
ного базиса Хаара 0-го уровня,  
 

NNj  01 ,   Ni 1 . 
 
Одновременно эту сеточную функцию мож-
но представить в базисе Хаара 1-го уровня в 
виде 
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– j-й аппроксимирующий вектор дискретно-
го базиса Хаара 1-го уровня, 11 Nj  ; 
 

)( 0
2

0
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1
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– j-й детализирующий вектор дискретного 
базиса Хаара 1-го уровня, 11 Nj  , 
 

2/1                         (1.12) 
 
– нормирующий коэффициент. 
Исходя из представления (1.6) сеточная 
функция u  представлена в виде суммы, где 
первое слагаемое является ее аппроксимаци-
ей на сетке 1-го уровня, состоящей из 1N – 
узлов, а второе слагаемое называется детали-
зацией (дополнением до исходного состоя-
ния) на сетке 1-го уровня. 
Преставление (1.6) можно записать в виде 
 

0
1

0
1 vuu  ,                    (1.13)    
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j
jjvv 1

111 vuT  ,     (1.15)    

где                  ],...,[ 11
11 1N ;              (1.16) 

],...,[ 11
11 1N                (1.17) 

 
– матрицы размером 1NN  , столбцами ко-
торых являются, соответственно, аппрокси-
мирующие и детализирующие векторы дис-
кретного базиса Хаара 1-го уровня. 
В силу ортонормированности базиса Хаара 
операторы 
 

TP 11 ;   TP 11          (1.18)    
 

являются проекторами пространства вектор-
ных функций исходной сетки на простран-
ство их аппроксимации на сетке 1-го уровня 
и его дополнения (детализирующая состав-
ляющая) до исходного состояния, соответ-
ственно. 
 
 
 
 
 

2. СХЕМА ПОСТРОЕНИЯ  
ДВУХСЕТОЧНОГО МЕТОДА  
РЕШЕНИЯ 

 
Пусть система линейных алгебраических 
уравнений порядка N  
 

fuA                            (2.1)    
 
является дискретным аналогом некоторого 
операторного уравнения, определенного на 
заданном отрезке. 
Подставим в (2.1) выражение для u  в виде 
(1.13). И умножим поочередно обе стороны 
равенства слева на 1  и 1 , т.е. 
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или 
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где       1111  AA ;   1112  AA ;        (2.4) 

 1
1121 uAA   ;   1

1122 vAA       (2.5) 
 
 – блочные матрицы размером 11 NN  ; 
 

ffu
 1 ,  ffv

 1             (2.6) 
 

– векторы правой части размером 1N . 
Находим решение системы (2.3), используя 
блочный метод Гаусса. 
Расширенная матрица 
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
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2221
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Прямой ход 
 





11

22

1211

0 v

u

fA
fAA

,                  (2.8) 



М.Л. Мозгалева, П.А. Акимов  

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 132 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 
Рисунок 3.1. К постановке рассматриваемой краевой задачи. 

 

 
Рисунок 3.2. Дискретная аппроксимация области. 

 
где               122122

1
22 ACAA  ;                   (2.9) 

uvv fCff 12
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1
112112
 AAC .                    (2.11) 

 
Обратный ход: 
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12
1

11
1

111
22

1

vAfAu
fAv

u

v







            (2.12) 

 
Тогда, следуя формулам (1.13)-(1.17), реше-
ние исходной задачи (2.1) получаем в виде: 
 

1
1

1
1 vuu                   (2.13) 

 
При этом следует отметить, что предложен-
ный алгоритм позволяет получить решение. 
оперируя матричными операторами размер-
ности 2/1 NN  . 
 
 
3. ПРИМЕР РАСЧЕТА – ЧИСЛЕННОЕ 

РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ  
О ПОПЕРЕЧНОМ ИЗГИБЕ БАЛКИ 
БЕРНУЛЛИ 

 
Постановка задачи. В качестве модельного 
примера рассмотрим балку на упругом осно-
вании со следующими параметрами 
(рис. 3.1): L =8 м – длина; h=1.3 м, b=1 м – 
высота и ширина поперечного сечения, соот-
ветственно; E 4102560   кН/м2 – модуль 
упругости; P 100 кН – нагрузка, заданная в 

средней точке, hP 100/hb; 31075k кН/м3 – 
коэффициент, характеризующий отпор грун-
та в рамках модели Винклера; 
 

bkk  ;   12/3bhJ  .             (3.1) 
 

Определение прогиба балки Бернулли сво-
дится, к решению следующей краевой задачи 
для дифференциального уравнения четверто-
го порядка: 
 

LxxFxyxy  0,)()(4)( 4)4(  , (3.2) 
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                (3.2) 

где        
EJ
k44 ;   )

2
( Lx

EJ
PF   .      (3.3) 

 
Дискретное решение задачи. Разбиваем от-
резок (0, L ) на равные части с шагом bh  
(рис. 3.2).  
Если n – общее количество точек, то очевид-
но, что 
 

)1/(  nLhb .                  (3.4) 
 
Далее переходим от решения краевой задачи 
(3.2)-(3.3) к решению системы разностных 
уравнений вида 
 

fyA  ,                       (3.5) 
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Рисунок 3.3. Сравнение результатов. 

 
подробно представленных с учетом краевых 
условий (3.2) в виде: 
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По результатам расчета при 32N  построе-
ны сравнительные графики прогибов. На ри-
сунке 3 – сравнение непосредственного ре-
шения системы (3.6) y  с 0u , построенного 
по формуле (2.13). Аналогично можно пока-
зать хорошую согласованность и других па-
раметров напряженно-деформированного 
состояния конструкции, определенных в со-
ответствии с предложенным подходом и 
стандартным численным методом (в данном 
случае – методом конечных разностей) [40]. 
 

 
ЗАМЕЧАНИЕ 
 
Исследование выполнено за счет средств 
Государственной программы Российской Фе-
дерации «Развитие науки и технологий» на 
2013-2020 годы, Программы фундаменталь-
ных научных исследований государственных 
академий наук на 2013-2020 годы, в рамках 
Плана фундаментальных научных исследова-
ний Министерства строительства и жилищно-
коммунального строительства Российской 
Федерации на 2017 год, тема 7.1.1 «Разработ-
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ка многоуровневого подхода к исследованию 
напряженно-деформированного состояния 
конструкций в рамках единой иерархически 
выстроенной расчетной модели на основе 
совместного применения дискретно-
континуального метода конечных элементов 
и метода конечных элементов». 
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