
International Journal for Computational Civil and Structural Engineering, 13(4) 58-65 (2017) 

58 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

КОНЕЧНОЭЛЕМЕНТНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЫГИБА 
ПРЕДНАПРЯЖЕННЫХ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ БАЛОК 

 
П.П. Гайджуров 

Донской государственный технический университет, г. Ростов-на-Дону, РОССИЯ 
 

Аннотация: Для большепролетных железобетонных балочных конструкций разработана методика опре-
деления выгиба, обусловленного предварительным напряжением стального каната на бетон. Выполнены 
числовые эксперименты по исследованию влияния различных схем криволинейной раскладки предвари-
тельно напряженной арматуры без сцепления с бетоном на распределение разгружающего усилия вдоль 
траектории армирования.  
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Abstract: For large-span reinforced concrete beam structures developed by the method of determining the cam-
ber due to the prestressing of a steel rope on the concrete. Performed numerical experiments to study the impact 
of various schemes layout prestressed reinforcement without bonding with concrete on the distribution of the re-
lief efforts along the path of the reinforcement.  
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ВВЕДЕНИЕ 
 
В настоящее время расчет на прочность и 
жесткость большепролетных предварительно 
напряженных железобетонных конструкций 
осуществляется методом конечных элемен-
тов [1-7] в сочетании со схемами распреде-
ленного (встроенного) или дискретно-
связанного армирования [8]. Общим для 
обеих схем армирования является моделиро-
вание бетонного массива в зависимости от 
размерности задачи объемными или плоски-
ми конечными элементами (КЭ) и армирую-
щих элементов – стержневыми (ферменными 
или балочными) КЭ. При реализации расче-
тов по схеме распределенного армирования 
узлы конечно-элементных сеток объемных 
(плоских) и стержневых КЭ, как правило, не 

совпадают. При этом сначала с помощью 
процедуры автоматического определения 
пересечения стержневых и объемных (плос-
ких) КЭ формируются условия кинематиче-
ских связей в соответствующих узлах сетки, 
так называемых «родительских доменах 
(parent domains)». После чего методом ад-
ресного объединения жесткостей объемных 
(плоских) и стержневых КЭ формируются 
матрицы жесткости «родительских доме-
нов», размерность которых совпадает с раз-
мерностью объемных (плоских) КЭ. Более 
точной и вместе с тем более затратной в 
плане вычислительных ресурсов является 
схема дискретно-связанного армирования. В 
данном случае узлы объемных (плоских) и 
стержневых КЭ должны совпадать, что при 
криволинейной раскладке арматуры не поз-
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воляет использовать регулярные прямоли-
нейные сетки КЭ.  
 
 
МОДЕЛИРОВАНИЕ  
ПРЕДВАРИТЕЛЬНОГО НАПРЯЖЕНИЯ 
БАЛОЧНОЙ КОНСТРУКЦИИ 
 
В строительной практике широкое распро-
странение получила технология преднапря-
жения большепролетных железобетонных 
балок с помощью тросов, заключенных в 
пластиковую оболочку («монострендов») [9, 
10]. Предлагаемая в [11] концепция модели-
рования передачи усилия от «моностренда» 
бетону основана на численном решении 
плоской линейно упругой задачи прикладной 
теории упругости. Расчетная схема включает 
трос, моделируемый шарнирно-
стержневыми (ферменными) КЭ с двумя 
степенями свободы в узле (рис. 1), и подат-
ливые опоры, в качестве которых использу-
ем комбинированные КЭ пружинного типа 
(рис. 2). Результирующую составляющую от 
давления нескольких параллельно располо-
женных напрягаемых тросов на бетон можно 
определить, как сумму усилий от отдельных 
тросов.  
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Рисунок 1. Ферменный КЭ. 
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Рисунок 2. Комбинированный КЭ. 
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векторы узловых перемещений и сил –  
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Е  – модуль упругости материала троса; F  – 
площадь поперечного сечения КЭ. Геомет-
рические параметры   и l  определяем по 
значениям координат узлов КЭ.  
Для вычисления продольной силы в локаль-
ных осях x , y  (рис. 1) используем выраже-
ние 
 

}{]sincossincos[ u
l
FEN   . 

 
Уравнение равновесия для пружинного КЭ 
запишем в виде 
 

bbb puh }{}{][  , 
 

где в зависимости от ориентации КЭ имеем: 
– локальная ось КЭ   совпадает с осью x  
 



















0000
0101
0000
0101

][ xb kh ; 

T
xjxib uuu }00{}{  ; 

T
xjxib ppp }00{}{  ; 

 
– локальная ось КЭ   совпадает с осью y  



П.П. Гайджуров 

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering 60 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

















1010
0000
1010

0000

][ yb kh ; 
T

yjyib uuu }00{}{  ; 

T
yjyib ppp }00{}{  . 

 
Здесь yk , xk  коэффициенты жесткости, со-
ответствующие ориентациям пружины вдоль 
осей x  и y . 
На рис. 3 и 4 показа последовательность по-
строения расчетной схемы для анализа пере-
дачи усилия предварительного натяжения 
троса prP , помещенного в канал диаметром 

с , на бетон. В данной расчетной схеме 
трение между тросом и стенками канала не 
учитывается, поэтому рассматривается ½ ча-
сти балки при соответствующих граничных 
условиях. В результате расчета определяем 
усилия 1F , 2F , … nF  в комбинированных 
КЭ, которые используем в последующем 
анализе плоского напряженно-
деформированного состояния балки, моде-
лируемой плоскими 4-х узловыми КЭ (рис. 
5) в соответствии со схемой дискретно-
связанного армирования.  
Уравнение равновесия для плоского 4-х уз-
лового КЭ (рис. 6) в глобальных осях 1z , 2z  
представим в виде 
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Рисунок 3. Расчетная схема  

½ части балки. 
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Рисунок 4. Конечно-элементная 

 модель «моностренда». 
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Рисунок 5. Конечно-элементная 

модель балки при обжатии бетона. 
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Рисунок 6. Плоский 4-х узловой КЭ. 
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где ][h  – матрица жесткости КЭ размерно-
стью 8×8; }{u , }{ p  – векторы-столбцы уз-
ловых перемещений и узловых сил, имею-
щие структуру: 
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В принятых обозначениях )(k

lu  и )( k
lp  ниж-

ний индекс соответствует номеру оси lz , 
( l 21, ), а верхний индекс )k(  – номеру 
узла КЭ ( ),,,k 4321 . Обозначения осей 1z , 

2z  и x , y  эквивалентны.  
Для случая, когда перемещения 1u  и 2u  в 
произвольной точке КЭ задаются в глобаль-
ных осях lz , а деформации ji  ( 2,1, ji ) 
определяются в местных «сопутствующих» в 
общем случае неортогональных осях rx , 
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( 2,1r ) матрицу жесткости вычисляем по 
формуле [12]: 
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– блочная матрица; субматрица и ее компо-
ненты: 
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Здесь kc1  и kc 2  – элементы матрицы коорди-
нат узлов КЭ в местных осях 
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– компоненты тензора преобразования коор-
динат. Индексы i , j , l  изменяются в диапа-
зоне от 1 до 2. Интегрирование в выражении 

][h  выполняем численно по формуле Гаусса. 
Процедура вычисления напряжений в узлах 
КЭ представляет следующую последова-
тельность: 

1. Формируем массив 
)34(
][


r  – статически экви-

валентной нагрузки в узлах КЭ: 
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где kx 1 , kx 2  – значения локальных коорди-
нат в точках интегрирования; k

ji  – компо-
ненты тензора напряжений в точках инте-
грирования. 
2. Формируем массив узловых напряжений 
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где фундаментальная матрица плоского 4-х 
узлового КЭ 
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– вектор-столбец полилинейных функций 
формы КЭ. 
Для сглаживания скачков поля напряжений 
выполняем осреднение напряжений в смеж-
ных узлах конечно-элементной сетки. 
 
 
ЧИСЛОВЫЕ ПРИМЕРЫ 
 
С целью демонстрации возможностей разра-
ботанной методики выполним численные 
эксперименты, в которых используем дис-
кретно-связанную конечно-элементную мо-
дель балки пролетом 10 м, имеющей прямо-
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угольное поперечное сечение 0,4×0,8 м. 
Усилие преднапряжения арматуры 170 т. 
Механические константы бетона: модуль 
упругости 3,04·104 МПа, коэффициент Пуас-
сона 0,17, удельный вес 2200 кг/м3.  
На рис. 7-9 приведены графики траектории 
армирования )(xy  и разгружающего усилия 

)( xF  для трех схем (параболическая, сплай-
новая, трапецеидальная) раскладки напряга-
емой арматуры на ½ части балки. 
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Рисунок 7. Графики )(xy  и )( xF  
 для параболической траектории 

 армирования. 
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Рисунок 8. Графики )(xy  и )( xF  

 для трапецеидальной траектории 
 армирования. 
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Рисунок 9. Графики )(xy  и )( xF  

 для сплайновой траектории армирования. 
 

Результаты конечно-элементного моделиро-
вания для исследуемых схем раскладки 
преднапряженной арматуры в виде кон-
трастных картин распределения полей про-
дольных напряжений x  и вертикальных 
перемещений 2u  показаны на рис. 10-12. 
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Рисунок 10. Распределение полей x  и 2u   

в ½ части балки при параболической 
 схеме преднапряжения. 
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Рисунок 11. Распределение полей x  и 2u   

в ½ части балки при трапецеидальной 
 схеме преднапряжения. 
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Рисунок 12. Распределение полей x  и 2u   

в ½ части балки при сплайновой  
схеме преднапряжения. 

 
Как видно из представленных данных для 
всех схем раскладки экстремальные значе-
ния x  локализуются в зоне анкеровки 
преднапряженной арматуры. Сопоставление 
значений выгиба балки, полученных с по-
мощью конечно-элементного моделирования 
и упрощенного расчета [10] представлено в 
таблице 1.  
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Таблица 1. Сопоставление значений выгиба 
балки, полученных с помощью 
конечно-элементного моделиро-
вания и упрощенного расчета. 

Схема  
предварительного 

напряжения 

Значения выгиба балки, 
м 

МКЭ Упрощенная 
методика [10] 

Параболическая 
Трапецеидальная 

Сплайновая 

0,0172 
0,0241 
0,0204 

0,00940 
0,00934 
0,00954 

 
Анализируя эти данные, приходим к выводу, 
что упрощенная методика дает заниженные 
значения выгиба. Причем при конечно-
элементном анализе значение выгиба более 
существенно зависит от схемы раскладки 
преднапряженной арматуры, чем при упро-
щенном расчете.  
 
 
ВЫВОДЫ 
 
1. Разработана методика численного расче-

та выгиба большепролетных железобе-
тонных балок с преднапряжением арма-
туры на бетон, позволяющая для схем 
криволинейного армирования без сцеп-
ления с бетоном реалистично моделиро-
вать разгружающий эффект.  

2. Установлено, что значения выгиба бал-
ки, вычисленные по предлагаемой мето-
дике в 1,8…2,6 раза больше величин, 
полученных по упрощенной методике. 
Занижение реального значения выгиба 
не позволяет в полной мере реализовать 
преимущества предварительного напря-
жения балочной конструкции.  
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